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RESUMO

As olimpiadas de matematica sdo competi¢cdes que trazem questdes com problemas
atipicos que exigem muita criatividade, uso de férmulas e raciocinio. Alguns
problemas de olimpiadas nédo dispdem de ferramentas elementares para obter a
solucéo imediata dessas questdes, a desigualdade das médias surge como
alternativa viavel para solucionar muitos desses problemas. No presente trabalho
faremos uma revisao bibliografica sobre o conceito das médias, definindo cada uma
e finalizaremos apresentando questdes de olimpiadas e suas respectivas solucdes
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ABSTRACT

Math Olympics are competitions that bring up issues with atypical problems that require
a lot of creativity, formula, and reasoning. Some Olympics problems do not have
elementary tools to solve these questions immediately, the inequality of averages is a
viable alternative to solve many of these problems. In this paper we will review the
concept of averages, defining each one and ending by presenting Olympics issues and
their solutions.
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1 INTRODUCAO

E notdrio que certos problemas de matematica relacionados competicdes
olimpicas representam grandes desafios para quem tenta resolvé-los. Médias
Aritmética, Geométrica, Harmonica e Quadratica sdo hoje conteldos pouco
trabalhados, porém muito significante no dia a dia bem como cobrados em diversos
niveis e provas. Nesse sentido, propfe-se uma abordagem bibliografica a fim de
sugerir ferramentas que facilitem a resolucéo de questdes.

Este trabalho visa destacar o estudo de desigualdades matematicas como ferramenta
facilitadora na resolucéo de problemas a nivel de olimpiada.

Os primeiros problemas sobre desigualdades surgiram, por volta do século IV
a.C devido a necessidade de ordenar numeros, de aproximar calculos e fazer
medidas. ApOs seu surgimento as desigualdades conseguiram espaco e tornaram-se
objeto de estudo de importantes matematicos, como Euclides, Arquimedes, Jacques
Bernoulli, Cauchy, entre outros.

Diversas questdes de olimpiadas de matematica, séo resolvidas com
ferramentas muito elaboradas das médias. As desigualdades podem contribuir para
uma resolucdo com argumentacbes basicas e descomplicadas. Estudar as
desigualdades matematicas nos oportuniza passar por aplicagcdes em problemas de
olimpiadas de Matematica, demonstrar varios teoremas importantes. O presente
trabalho trata de algumas desigualdades entre as médias e as aplicabilidades em
problemas olimpicos. Ao enumerar alguns dos problemas a nivel olimpiada neste
trabalho pretende-se levar conhecimento instigar o interesse no pensamento
matematico para os alunos do ensino médio e apresentar ferramentas auxiliadoras
para a resolucao de alguns deles, entre essas ferramentas a desigualdade entre as
médias tem destague por resolver muitos desses problemas, muitas vezes muito
complexos. Selecionamos, em meio a bibliografia pertinente, problemas que possam
ser solucionados com o uso da desigualdade das médias

A matematica nos permite raciocinar e ter uma visdo bem mais légica em
relacdo as coisas, estudar matematica contribui na resolucdo de problemas de
varias areas do conhecimento além de ajudar em situa¢des do cotidiano como
comércio, ciéncias, dentre outros. A matematica nos ajuda a entender e perceber o
mundo ao nosso redor. Tal situacéo expde grande importancia que essa disciplina
tem em nossas vidas. Para aprender conteados de matemética € necessario
praticar, resolver problemas pois assim s6 assim é possivel fixar contetdos,
ferramentas e ideias relacionadas a disciplina. Segundo Polya (1978):

Resolver problemas é uma habilidade pratica, como nadar, esquiar ou tocar
piano: vocé pode aprendé-la por meio de imitacéo e prética.(...) se vocé
qguer aprender a nadar vocé tem de ir a 4gua e se vocé quer se tornar um
bom ‘resolvedor de problemas’, tem que resolver problemas”. (p. 65)

E muito importante incentivar o aluno a resolver o problema por conta prépria, assim
€ possivel instigar o pensamento matematico, atividades praticas sdo muito
importantes no processo de aprendizagem pois mais interessante que saber a teoria
€ conseguir colocar o conhecimento em pratica. Os alunos que se preparam para
olimpiadas de matematica costumam ser curiosos e sentem satisfacdo ao
resolverem questdes por conta propria em Segundo Dante (2000, p.12 e 13)
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“A busca da solugdo de um problema que os desafia é mais
dindmica e motivadora do que a que segue o classico esquema de explicar
e repetir. O real prazer de estudar matematica esta na satisfacdo que surge
guando o aluno por si s6 resolve um problema. Quanto mais dificil, maior a
satisfacdo em resolvé-lo. Um bom problema sucinta a curiosidade e
desencadeia no aluno um comportamento de pesquisa, diminuindo sua
passividade e conformismo.”

Trazer uma nova forma de resolver problemas de olimpiadas pode ajudar o aluno a
aumentar seu campo de visao e raciocinio com relacdo a questdes similares. Assim
quando o aluno se deparar com problemas semelhantes, o mesmo ja ter4 mais
facilidade para resolvé-lo. Segundo Onuchic (1999).

“Quando os professores ensinam matematica através de resolucdo de
problemas, eles ddo a seus alunos um meio poderoso e muito importante de
desenvolver sua propria compreenséo. A medida que a compreens&o dos
alunos se torna mais profunda e mais rica, sua habilidade em usar
matematica para resolver problemas aumenta consideravelmente.”

2. O PROJETO POTIFPI

Polo Olimpico de Treinamento do IFPI (POTIFPI), para olimpiadas de
matematica € um projeto desenvolvido no Instituto Federal do Piaui Campus Teresina
Central, com atividades propostas e aos sabados ocorrem 0s encontros presenciais
com aulas expositivas abordando conteudos voltados para a preparacdo dos
discentes para as competicdes olimpicas, juntamente com simulados bimestrais. o
objetivo do POTIFPI E despertar, nos discentes, o interesse pelas disciplinas
envolvidas. As olimpiadas de matematica (OBMEP e OBM) tem revelado talentos e
incentivado o interesse aos estudos. Nesse centro de treinamento sdo abordados
conteldos que visam despertar ou aprimorar um raciocinio légico apurado que
contribui para o bom desenvolvimento em todas as areas da vida escolar dos
discentes. As aulas preparatérias ocorrem aos sabados de 8h as 12h, sempre com
um professor e seu respectivo monitor desenvolvendo aulas teoricas e praticas com
exercicios e visitas aos laboratérios (Modelagem e informatica). Além dos encontros
presenciais aos sabados, sdo desenvolvidas ao longo da semana atividades como
lista de questbBes e video aulas em plataformas virtuais: Google Drive e grupos de
Whatsapp. Simulados da OBMEP sao realizados bimestralmente, com o intuito de
preparar os alunos paras as competicbes. Os participantes medalhistas podem
pleitear bolsas de iniciacdo cientifica junior junto ao PIC/IMPA como um incentivo a
permanéncia desses alunos no projeto. Os alunos interessados em participar fizeram
um teste seletivo (uma prova com semelhantes as questdes da OBMEP dos anos
anteriores).Foram selecionados os alunos com melhor desempenho na prova.



3 MEDIAS

3.1 O CONCEITO DE MEDIA
Considere uma sequéncia finita de nimeros reais (x1, Xz, ....Xxn)*uma operacao sobre
0s membros da sequéncia. Uma média dos elementos da sequéncia com respeito a
operacao * é um numero real M com a propriedade de substituir todos os elementos
da sequéncia no que diz respeito a operacao *, isto é:

Xi*xz2%Fxn = M *M *---*M

Observacado. O conceito geral de média descrito acima é abstrato, portanto, devemos
especializa-lo para encontrar importantes tipos usuais de média. Nos casos que
trabalharemos a média € de fato um nimero intermediario, isto é:

min{xi}< M <max{xi}.

3.2 MEDIA ARITMETICA

A média aritmética (simples) é a média com respeito a operacdo de adi¢do, desta
forma, a média aritmética simples de uma sequéncia de nimeros reais (x1,xz,.Xn) € 0
namero A tal que :

X1+X2+.+Xn = A+A+..A=nA,

Logo concluimos que :

A = X1+X2+xp

n

Podemos observar que a terminologia média aritmética estd relacionada a

progressdo aritmética (PA), onde cada termo, exceto pelos extremos, € média



aritmética dos termos equidistantes. Note que podemos tomar essa afirmacéo acima

como definicdo de uma PA, pois em particular teriamos:

_ Qj—1+Qj4q

L 2
parai=2,3,....,n-1<a;;1-a;=a;-a;_;=rparai=2,3,....,n-1.

Onde r é constante e € denominada razao da PA.

3.3 MEDIA PONDERADA

E a média com respeito & operacdo de adicio com pesos. Desta forma, a média
ponderada de uma sequéncia de numeros (X1, Xz,..,Xn) COM pPesos (p1,pz,...pn) € O
namero P tal que

p1x1+p2x2+-+pnxn=p1 P +p2P +---+pn P,

logo, concluimos que:

p= P1X1+D2X24..DnXn
P1tp2tDn

Aplicacédo . A soma dos n primeiros termos de uma PA é:

Sn — (al‘l‘zan)n

Solucdo: Observe que a soma dos termos equidistantes dos extremos é constante,
Ou seja, ai+an = az+na-1 = asz+an-2 = ... (de fato, basta observar que ai+an = ai+r —r+an
= a2 +a2—1 e de modo analogo para as demais igualdades). Logo, para somar 0s n
primeiros termos de uma PA podemos agrupa-los em (n/2) pares cuja soma é a 1
+an. (Pense um pouco no caso de n impar).

34 MEDIA GEOMETRICA

Definicdo 4. A média geométrica € a média com respeito a operacdo de multiplicagéo,
desta forma, a média geométrica de uma sequéncia de numeros reais positivos

(x1,X2,..,Xn) € 0 NUmero G tal que

X1X9 Xy = GGG = G"

Logo concluimos que:



G = x1x5 Xy,
Podemos observar que terminologia média geométrica esta relacionada a progressao
geométrica (PG), onde o mdédulo de cada termo, exceto os extremos, € média

geométrica dos termos equidistantes. De fato temos,

la;| = /a;—1a;41 parai=2,3, ..., n-1 ®a,i = % =qparai=2,3,...,n-1,

1

onde g é uma constante denominada razéo da PG.

3.5 MEDIA HARMONICA

Definicdo 5. A média harménica é a média com respeito a operacao de soma dos
inversos, desta forma, a média harmbnica de uma sequéncia de nimeros reais nao

nulos (x1,x2,..,Xn) € 0 NUmero H tal que

1+1+ +1 1+1 1 n
X; X, x, H H H H
logo, concluimos que:
H = n
1 1 1
ooty

A exemplo do ocorrido nas médias anteriores, podemos observar que terminologia
média harmonica esta relacionada com a nocdo de progressdo harménica, uma
progressdo cujos inversos multiplicativos dos termos estdo em PA. Cada termo,
exceto 0s extremos, de uma progressao harmonica ¢ a média harmdnica dos termos

equidistantes.

3.6 MEDIA QUADRATICA



Definicdo 6. A média quadratica é a média com respeito a operacdo de soma dos
quadrados, desta forma, a média quadratica de uma sequéncia de nimeros reais nédo
nulos (x1, X2, .., Xn) € 0 nUmero Q tal que

X2 +xF 4+ x2 =0+ Q%+ Q*=n.Q* ,

logo concluimos que:

Aplicagcdo: A maneira estatisticamente mais natural de medir o quanto uma
sequéncia de numeros se dispersou da média aritmética € através do desvio padrao.
O desvio padrao (que denotamos por o) é a média quadratica dos desvios individuais.

Ou seja, dados (x1,x2,...xn) € denotando por x a média aritmética dos xi’'s temos

o= J(x1—x)2+(x2—f)2+---+(xn—f)2
n

DESIGUALDADE DAS MEDIAS E PROBLEMAS

Teorema : (Desigualdades das médias). Sejam (X1, X2,...,Xn) NUMeros reais positivos
em ordem crescente e denotemos por H,G,A,Q respectivamente as meédias
harmdnica, geométrica, aritmética e quadréatica desses numeros, entdo temos as
seguintes desigualdades:

X1SHSG<A<Q=<xn
Além disso, a igualdade em qualquer ponto das desigualdades acima € possivel se, e
somente se, X1 = X2 = -+ = X n €, nestas condi¢des, teremos necessariamente a
igualdade de todas as médias
Demonstracao: Restringiremos a demonstragdo para o caso n = 3 e n = 4.
Comegaremos com a desigualdade A = G. Varias demonstragdes desse resultado

para n = 2 podem ser vistas em (Lima, 2006).



Faremos a demonstragdo para o caso n =4 e em seguida mostraremos que a
desigualdade vale para n =3. Comegaremos provando que A = G vale para n =2. De

fato, tomando x e y reais positivos, temos,

2 _aN\2 2
xy=(22) - (2) < (=)
2 2 2
. p x+y .
com a igualdade s6 ocorrendo se, e somente se(T):O, ou seja, x = y.

O resultado da desigualdade A = G para o caso n = 4 & obtido imediatamente aplicando
0 caso n =2 duas vezes como podemos observar abaixo. Considerando x, y, z e t reais

positivos, temos que:

T o
4 2 -

2

N———

(%)
> /\/x—yl-zx/z_t

. . . . . , +
Na primeira desigualdade acima, a igualdade s6 ocorre se, e somente se, (%) =

(ZT”) ou sejax x +y = z + t. Na segunda desigualdade, a igualdade ocorre se, x =y
e z = t Juntando as duas condic¢des, a igualdade A = G para 0 caso n =4 s0 ocorre se,

e somentese,x=y=z=t.

Provaremos agora o caso n=3 supondo valido ocaso n =4. Considere X,y e z

reaispositivos, e denote
x+y+z
=—
Logo temos que :

x+y+z+4 x+y+z

Portanto,



x+y+z x+y+z+A
;] 2T 2 > /xyzA

com a igualdade ocorrendo apenas se, e somente se, X =y = z. Elevando ambos lados
da desigualdade a 42 poténcia, temos:

(x+y+z
3

Como A > 0, podemos cancela-lo de ambos lados, obtendo a desigualdade desejada

4
) = A* = xyzA.

XxX+y+z
A3 > <=> —— > 3/xyz.
Xyz 3 Xyz

Para provar que G = H, basta calcular as médias aritmética e geométrica entre (1/x),

(1/y) e (1/z), e aplicar a desigualdade, A = G.

1,1.1
1x 'y z 11 1
A>GCG o = |— ==
3 Xy z
1 1
< 426
©H<G

Para a ultima desigualdade, Q = A, considere a expresséo, (x—A4)? +(y—A)? +(z—A)?
20, que é valida para quaisquer reais X, y € z, onde a igualdade s6 ocorre quando x =
A,y=Aez=A. Logo,

(x—A)2 +(y—A)%2 +(z—A)2 =20 = x% +y2 +72—-2(x+y +z)A+3%2 >0. Como (x+y +z)=3A4,
temos: x2 +y?2 +z2 >3 A 2. Donde concluimos: Q > A. Note que os argumentos utilizados
para mostrar essa duas Ultimas desigualdades (H < G e A < Q) podem ser utilizados

para o caso geral de n natural.

QUESTAO 1. Qual o maior valor possivel para S =senx+cosx, com x € R ?

Solucdo: Aplicando a desigualdade A < Q temos,

senx + cosx - sen?x + cos? x
2 - 2

?'
N

Logo o valor maximo para S é V2 e ocorre quando senx = cosx = V2/2, ou seja, quando
x = m/4+2mk, k €Z.



QUESTAO 2. Sejam a, b e ¢ nimeros reais positivos e suponha que ax2 +by2 = c,
determine x e y reais positivos, tais que P = xy seja maximo.

Solugéo: Utilizando a desigualdade G < A, temos,

ax* + by?
pvab = ax? + by? < Ty =

Logo, o valor maximo para P ocorre quando ax2 = by2 :g, o]

- £ - £
¥ =022 €Y = >

Questdo 3. Numa folha de cartolina quadrada de lados 2a retiramos quadrados de

c Nla

seja quando

lado x < a de cada veértice, dobrando em seguida as abas restantes para formar uma
caixa cuja base é um quadrado de lado 2a-2x e altura x. Qual deve ser o valor de x

para que o volume da caixa seja maximo?

[ | §

Solucéo : O volume da caixa pode ser calculado fazendo V=(2a — 2x)?x. Conforme
comentado anteriormente, aplicamos as desigualdades das médias escolhendo
adequadamente os termos de modo a obter uma cota maxima independente de X.
Para esse problema aplicamos a desigualdade G < A para os valores de (2a - 2x), (2a
- 2x) e 4x,

(2a- 2x) + (2a- 2x) + (4x) _4a
3 3
Logo, pela desigualdade acima, o valor maximo para o volume da caixa ocorre quando

Vav = 3/(2a- 2x)(2a- 2x)(4x) <

. 4 . ;. ’
V4v for igual a ?a e isso acontece quando 2a-2x = 4x. Portanto, o volume maximo é

16a3 a

V= e é obtido fazendo x = =
27 3

QUESTAO 4. Qual o volume méaximo de um cilindro regular inscrito em uma esfera?



Solucédo: Utilizando as denominacgdes fornecidas pela figura acima, o volume do
cilindro pode ser calculado fazendo V = m r2 2x. Aproveitando que RZ = xZ + r?,
podemos reescrever V =2n x(Rz2—x%)=2m x(R—x)(R+x). O artificio agora consiste em
utilizar a desigualdade G < A, com os termos de V colocados em G e fazer A constante.
Para tanto, acrescentaremos a e 3 de modo a nao alterar o produto em G, mas com

0 objetivo de tornar A independente de x. Procedemos da seguinte maneira:

Vv = i/z—gxa(R —x)B(R + x)

=° %xa(R —x)B(R + x)

< 3(2m (x+a(R—x)+ B(R+x))
— AJap 3

Onde a desigualdade acima temos um fator comum 3/;-’; e a desigualdade G < A,

calculadas nos termos x, a(R—x) e B(R+x). Note que em A temos no numerador x +
a(R—x) + B(R+x)= (1 + B — w)x + (ax + B)R. Como queremos que A independa de x,
fazemos a — B =1 (*). Porém, sabemos que a igualdade das médias s6 ocorre (ou

seja, 0 maximo para V quando x = a(R—x)= B(R+x). Portanto

x X,
R—x R+x

R+x—R+x
x( R?2 — x2 >=1
2x? = R? — x?
R
X =—
V3

4TTR 3{/5

Logo o volume méaximo para o cilindro inscrito numa esfera de raio R sera v =

QUESTAO 5. (ProfMat) Um fazendeiro deseja delimitar uma area retangular utilizando

40m de cerca e aproveitando um muro (de mais de 40m) que ja esta construido.



Determine as dimensfes do retangulo de maior area que o fazendeiro consegue

delimitar.

Solucéo: Conforme indicado na figura temos 2x + y = 40. Pela desigualdade A = G

temos,

2x +
20 = > yZ,/nyzVZA,

logo a area sera maxima, quando v24 = 20 .. A = 200, e acontece quando 2x =y =
20.

4 CONSIDERAGOES FINAIS

A desigualdade entre as médias sugere em algumas situacées uma resolucao de
problemas olimpicos mais rapida , otmizando assim o tempo para o aluno resolver
uma prova de tal nivel. A proposta do trabalho também é sugerir para turmas de
preparacao para olimpiadas uma ferramenta facilitadora na resolucdo de problemas.
No IFPI temos uma turma que contempla esse tipo de atividade “ pélo olimpico de
treinamentos para olimpiadas do IFPI” - POTIFPI que tem como objetivo principal
desenvolver nos discentes o interesse pelos estudos em matematica, preparando-o0s
para competi¢cdes olimpicas. Além disso os alunos que participam desse projeto de
treinamento tém apresentado bons resultados ndo somente nas competi¢cdes, mas

também no desenvolvimento académico, uma vez que nesse centro de treinamento



sao abordados contetidos que visam despertar ou aprimorar um raciocinio légico
apurado que contribui para o bom desenvolvimento em todas as areas da vida
escolar dos discentes. A utilizacdo da desigualdade das médias ajuda otmizar o
tempo de resolucdo de alguns problemas além de ser uma ferramenta que pode ser
usada em outras situacfes ou em outras areas do conhecimento( na economia , ha
estatistica , nas engenharias) Esta pesquisa € de grande valia para os alunos do
ensino médio pois instiga o interesse no pensamento matematico. Além disso
proporciona a nos professores colocarmos a em pratica conhecimentos adquiridos

em nossa formacéo académica para a descoberta de novos talentos.
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