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Resumo

Os conhecimentos adquiridos acerca do universo e seus mecanismos sao fundamen-
tais no estudo da astrofisica, eles sao o caminho para compreender uma ampla gama de
fenomenos astronomicos. Este trabalho foi desenvolvido de forma bibliografica e tem como
objetivo definir conceitos acerca da hidrodinamica que tem aplicagao direta no estudo do
meio interestelar e suas estruturas; apresentamos a descricao de um fluido e o conceito de
campo para descrever as propriedades do escoamento em funcao do espaco e do tempo,
com o propésito de fornecer aporte para a compreensao dos fenémenos hidrodinamicos do
meio estelar; também foi abordado de forma superficial a equacao de Navier-Stokes para
fluidos viscosos afim de examinar as alteracoes na equacao de Euler, ja que a viscosidade
¢ uma manifestacao dos processos irreversiveis da dissipagao de energia. Por fim, apresen-
tamos algumas evidéncias observacionais dos ventos estelares, a taxa de perda de massa

e sua influéncia sobre o meio interestelar.

Palavras-chaves: Astrofisica, hidrodinamica, meio interestelar, ventos estelares.



Abstract

The knowledge acquired about the universe and its mechanisms are fundamental
in the study of astrophysics, they are the way to understand a wide range of astronomical
phenomena. This work was developed in a bibliographic way and aims to define concepts
about hydrodynamics that have direct application in the study of the interstellar medium
and its structures; we present the description of a fluid and the concept of field to describe
the flow properties as a function of space and time, with the purpose of providing input
for the understanding of the hydrodynamic phenomena of the stellar medium; the Navier-
Stokes equation for viscous fluids was also superficially addressed in order to examine
changes in the Euler equation, since viscosity is a manifestation of irreversible energy
dissipation processes. Finally, we present some observational evidence of stellar winds,

the rate of mass loss and its influence on the interstellar medium.

Keywords: Astrophysics, hydrodynamics, interstellar medium, stellar winds.



N O Ot = W N

LISTA DE ILUSTRACOES

Nebulosa da Roseta ou NGC 2237. . . . . .. .. .. ... ... ... ... 7
Elemento de Fluido. . . . . . . . . . ... . 13
Filete de corrente . . . . . . . . ..o 16
Localizacao da particula com o vetor posicao. . . . . . .. .. .. .. ... 19
O conceito de tensao em um meio continuo . . . . . . . ... .. ... ... 22
Componentes da forga e tensao sobre o elemento de darea A, . . . . . . .. 23

Perfil P Cygni na estrela HD93204, com os valores de comprimento de onda
indicados entre parénteses. . . . . . . . . ... 41
Representacgao de um diagrama HR, mostrando a localizacao de algumas

estrelas conhecidas . . . . . . . L 43



2.1
2.2
2.3

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.5.1
3.5.2
3.6

4.1
4.2
4.3
4.3.1
4.3.2
4.3.3
4.3.4
4.4
4.4.1
4.4.2
4.4.3
4.4.4
4.4.5

SUMARIO

INTRODUGAO ... iiiiiiiiieeee et e e e e et e e e e e e seaar e e e 6
CAPITULO I - HIDRODINAMICA .....ccoeeeieeeeeeeeeeeeeeecnnennnnne. 10
FLUIDO IDEAL.cciiiiiiieiieieeeeeeeeeceeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenansannnees 11
EQUACAO DA CONTINUIDADE ..evuuiiiiiiieeeeiiieeeeeeeieeeeeeieeeeeeaanns 12
EQUACAQO DE BERNOULLL tuuuuieiiieeiiiiieeeeeeeeeeetieeeeeeeeeerrananeeeeenss 15
CAPITULO II - CAMPO DE ESCOAMENTO......cccceeeuvrrrrrnnnenn. 18
CAMPO DE VELOCIDADES ..vvvvvvvvveieeeeeieeeieeeeeeeeeeeeeeeeeesssssnsnnens 18
CAMPO DE ACELERACAO covvttueeeeeeeeeeeiiiieeeeeeeeeeeeieeeeeeeeeeevannnes 19
CAMPO DE TENSAO ...ettttuiutuuiuiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeessssssssnnnnne 21
DESCRICAO DA EQUACAO DE EULER .uuuviiiviieeeeeiieeeeevvieeeeeeaann. 23
TERMODINAMICA .eiiiiiieeeeeeecciiiitrreeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeennnssnsnnnes 26
PRIMEIRA LEI DA TERMODINAMICA ...evvviiieeeeeeeeeeeeeeeeeecnnnnnnne 27
EQUACAQ DE ESTADO ..cvvvuueeeeeeeeieiiiieeeeeeeeeeeiieeeeeeeeeeensaneeeeess 29
CONSERVACAO DE ENERGIA EM UM FLUIDO ......ccoeeeeennrrrrrvnnnee. 30
CAPITULO III - INTRODUCAO A EQUACAO DE NAVIER-

STOKES E AOS VENTOS ESTELARES ........coooevveviiinirnrnnnnnne. 33
EQUACAO DE NAVIER-STOKES ...uuuiiiiiieeeeiiiiieeeeerieeeeeerieeeseennnns 33
VENTOS ESTELARES . ..ceiiiiiieieeeeeeeeeccceiiiirnreeereeeeeeeeeeeeeeeeeeeaeeenns 37
EVIDENCIAS OBSERVACIONALIS ..vvvvvvvrirreeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeennnssnnnenss 39
PERFIS P CYGNI.eeiiiiiiiieeeeeeeeeeciateeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenansssnnees 40
A LINHA Haot EM EMISSAO . uuuueiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeveiiieeeeeeeeeevteee e 41
EXCESSO INFRAVERMELHO E RADIO ..uuvvvvieeeeeeeiiireeeeeeeeeeivneeenn 41
EMISSAO INFRAVERMELHA ....cuuuututrrrrreereieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeinssnsnnnnss 42
MECANISMO DE EJECAO DE MASSA wvvvvvviieiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeevnnneees 42
O DIAGRAMA DE HERTZSPRUNG - RUSSELL......ccceeeeeeenrnrrrrnrnnnnn. 42
VENTOS CORONAILS .eitiiieeeeeeeeeeeeeeeeeccctieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeans 44
VENTOS IMPULSIONADOS POR ONDAS SONORAS......ccceeeeeeeeeennns 44
VENTOS CONDUZIDOS PELA POEIRA CIRCUNSTELAR........cccuu... 45

VENTOS E CAMPOS MAGNETICOS: ONDAS DE ALFVEN .....vvun..... 46



5.1
5.2

Al

B.1
B.2
B.3

Al
A.2

A INFLUENCIA NA FORMACAO DE ESTRUTURAS NO MEIO IN-

TERESTELAR «eettttieeeeeeeeeeeeeeeccceatreeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeennssssnnnes 47
TAXA DE PERDA DE MASSA .uuuuuuuurrreeeereeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeinssssnnens 48
INTERACAO DOS VENTOS ESTELARES COM O MEIO INTERES-

TELAR tttttttttttteeteeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeaasasaeeeereeeaeaaaeeeeeeeeeeeeaennsssssnreens 49
CAPITULO IV - CONSIDERACOES FINAIS.......ccoovvvvvvvvrrrnnnnns 51
REFERENCIAS ....ovvttttttttiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeaeeeeeeeeeeeeereeesssnssnnnnnnnnn 52
APENDICE A.cooooiiiiiiiiieeeeeeeectteee et e e e e e e e e e e e e e nnnanaaes 54
INTRODUGAO cttttteeeeeeeeeieieeeeeeeeeeetieeeeeeeeeeeeaeeeeeeeeeeearneeeeeess 54
ALGEBRA TENSORIAL ...ceeeeieiettierrrreeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesnssssnnens 55
ADICAO E SUBTRACAQO DE TENSORES .uuevvvvieeeeeiiieeeeeiieeeeeennnn 55
MULTIPLICACAO DE TENSORES ..vvvvvvvirereieeeeeeeeeeeeeeeeeeeennnnnnnnness 56
CONTRACAO DE TENSORES .1vuuueeeeiiiriiiiieeeeeeeeererriieeeeeeeeeeersnnnnnes 56
APENDICE Bi...oovvvvvuiititiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeaeaeaeaeeeeeeeesesssssrrsrnnnnnn.. 56
INTRODUGAO .ttt tiittie et e et e e e e e e aae e e e eaaeeeeeaanns 56

A EQUACAO DE EULER SEM FORCAS EXTERNAS .....cevvvvvvrvvrvennnn. 57



1 INTRODUCAO

O universo teve um inicio e tera um final. O mesmo acontece com as estrelas - elas
nascem e morrem. Quando olhamos para o céu a noite vemos as estrelas distribuidas sem
um padrao. Percebemos que a maioria faz uma faixa no céu mostrando que nossa galaxia
é um disco achatado. Quanto mais longe olhamos, mais estrelas vemos em nosso campo
de visao. Se olhassemos para o infinito, nosso campo estaria totalmente preenchido, mas
a noite é escura e isto quer dizer que nao existem estrelas até o infinito e que o universo
tem uma idade (WEIGERT, 2017).

O universo sempre teve espaco reservado em nossa imaginacao, é a principal fonte
de inspiracao de filésofos, poetas e astronomos de todas as épocas; o mistério sobre o
universo e suas leis continua a mexer com nossa concepc¢ao; ele é, e continua sendo nosso
laboratério a céu aberto. Gracgas a ele que diversas areas da astronomia puderam progre-
dir em tao curto intervalo de tempo, as experiéncias de pensamento, que jamais seriam
realizadas na terra, no céu ocorrem naturalmente. Vislumbrar o céu é uma pratica que
remota a milénios de anos, gregos, egipcios e astecas o fizeram, e agora, séculos depois, a
pratica continua, buscando entender os mecanismos da dinamica do universo.

Provavelmente, as estrelas ocupam a maior parte do céu visivel, preenchendo
grande parte da nossa Via Lactea, mas nao sao as tnicas constituintes do universo, além
delas encontram-se nebulosas, gas interestelar, poeira interestelar e raios cosmicos; ao
contrario do que sugere o senso comum, o meio interestelar nao é completamente vazio,
possui uma variedade diversificada de propriedades e objetos, sendo constituido em sua
grande parte de gas e poeira. O meio interestelar é formado por restos de estrelas que
terminaram suas vidas em supernovas, ejetando grande parte dos seus componentes ao
espaco de onde vieram. O meio interestelar tem sua importancia no estudo do universo, é
nele que as estrelas tem seu alvorecer, e é para ele que todos os elementos voltam ao fim
do ciclo estelar (MACIEL, 2011).

Na grande quantidade de componentes cdsmicos, sao as galaxias as que mais apa-
recem. As ultimas estimativas mostram que o universo observavel pode conter 100 bilhoes
delas. Brilhantes, bonitas e cheias de estrelas, as galaxias decoram os vazios escuros do
espaco como as cidades em um pais a noite, mas exatamente quao vazio é o vazio do

espaco? (TYSON, 2017).



A nossa galaxia tem esse nome devido aos gregos antigos, que a viam como um
caminho de leite derramado no céu, podemos observar a olho nu uma pequena porcao das
estrelas que constituem o disco da galaxia, as duas outras galdxias que aparecem menores
no céu foram observadas em 1519, pelo navegador portugués Fernao de Magalhaes, que
durante sua famosa viagem ao redor do mundo, observou as nuvens césmicas. Em sua
homenagem, foram denominadas de Grande e Pequena Nuvem de Magalhaes, elas sao
vistas como um par de manchas em forma de nuvem no céu, iméveis além das estrelas.
Além das galdxias, outros objetos também fazem parte dos constituintes césmicos, entre
eles temos as nebulosas, que sao formadas principalmente por nuvens de gas e poeira:
sao regioes de formacao estelar, ou seja, com estrelas muito jovens, com idades de alguns

milhoes de anos. Um exemplo, é a nebulosa da Roseta, que pode ser vista na Figura 1.

Figura 1. Nebulosa da Roseta ou NGC 2237.
Fonte: https://apod.nasa.gov. Acesso: mai. 2020

A nebulosa de Roseta nao é a tinica nuvem cosmica de gas e poeira que evoca as
imagens das flores - mas é a mais famosa. A beira de uma grande nuvem molecular em
Monoceros, a cerca de 5.000 anos-luz de distancia, as pétalas desta rosa sao na verdade
um viveiro estelar cuja forma adoravel e simétrica é esculpida pelos ventos estelares e pela
radiacao de seu aglomerado central de jovens estrelas quentes. As estrelas do aglomerado
energético, catalogadas como NGC 2244, tém apenas alguns milhoes de anos, enquanto
a cavidade central na nebulosa de Roseta , catalogada como NGC 2237, tem cerca de
50 anos-luz de diametro. A nebulosa de Roseta pode ser vista em primeira mao com
um pequeno telescépio em dire¢do a constelagao do unicérnio (NEMIROFF; BONNELL,
2012).

Um fenomeno muito comum nas estrelas sao os ventos estelares, esta presente

nas anas, como o sol, até em estrelas supergigantes quentes, pode-se dizer que todas



as estrelas perdem massa em alguma época de suas vidas, e o estudo desse fenomeno
é um dos principais aspectos da astrofisica moderna. No caso de estrelas anas, a taxa
de perda de massa é pequena, com um pequeno efeito na trajetéria evolutiva da estrela,
ainda que outros efeitos possam ser importantes, como a influéncia do vento solar sobre as
comunicagoes em nosso planeta. Os ventos estelares constituem fenomenos hidrodinamicos
de escoamento de gases circunstelares, de modo que os conceitos basicos da hidrodinamica
tém aplicacdo direta no estudo dos ventos e da perda de massa das estrelas (MACIEL,
2005a).

Ainda hé outros dois componentes tao importantes quanto as nebulosas e as estre-
las: o gés interestelar e a poeira, ambos encontram-se na forma de nuvens individuais, e
também em um meio difuso. O gés interestelar ocupa todo o espaco do disco da galéxia,
ja a poeira interestelar ocorre em nuvens escuras, e é formada por graos sélidos, com di-
mensoes tipicas de poucas dezenas de angstroms, até microns, ou milésimos de milimetros
(MACIEL, 2011).

O objetivo desde trabalho é disseminar informacoes que tratem da constituicao
do universo, e do meio interestelar, auxiliando na construcao do conhecimento humano
a respeito de suas origens. Outro ponto significativo do trabalho, e que o completa,
baseia-se na evolucao das informagoes que construimos a respeito do universo e o nosso
entendimento sobre diversos fenomenos, como por exemplo, os fenomenos hidrodinamicos
do meio interestelar.Visa-se a producao de material literario para suprir a necessidade de
contetdo cientifico de astrofisica a nivel de graduagao.

Dessa forma, a monografia encontra-se estruturada em quatro capitulos:

O primeiro capitulo intitulado “Hidrodinamica” apresenta-nos os conceitos basicos
da hidrodinamica que tem aplicacao direta no estudo do meio interestelar, iremos iniciar
o estudo sobre a equacao da continuidade que expressa a conservacao da massa, além de
estudarmos a equacao de Bernoulli.

O segundo capitulo “Descrigao do movimento de um fluido” trata da descri¢ao da
equacao de Euler como método utilizado na dinamica dos fluidos, veremos a conservacao
da energia em um fluido que compreendem sua energia cinética e potencial.

O terceiro capitulo “ Uma introdugao a equacao de Navier-Stokes e aos Ventos
Estelares” abrange uma introdugao sobre a equagao de Navier-Stokes para fluidos viscosos,

e uma breve discussao sobre ventos estelares, fendmenos hidrodinamicos que envolvem



escoamentos de gases circunstelares e da perda de massa em estrelas. No quarto capitulo
sao feitas as consideracoes finais.

Neste cenario, deseja-se que este trabalho, quando divulgado, possa trazer bene-
ficios e reflexdes acerca do estudo da astrofisica, promover o desenvolvimento do conhe-
cimento cientifico, da criatividade e habilidade investigativa dos estudantes do curso de

Licenciatura em Fisica.



2 CAPITULO I - HIDRODINAMICA

Muitos fendmenos astrofisicos requerem descricao através da mecanica de fluidos,
ou seja, da hidrodinamica, os gases nos interiores das estrelas, os ventos estelares e a perda
de massa, sao bons exemplos de aplicabilidade dessa ferramenta no estudo da astrofisica
moderna. As equacgoes basicas da hidrodinamica sao necessarias para compreender uma
ampla gama de fenomenos astronoémicos, fornecendo assim, parte do instrumental teérico
para a modelagem do escoamento de fluido no meio estelar.

A propriedade definidora dos fluidos, abrangendo tanto liquidos quanto gases, re-
side na facilidade com que podem ser deformados. Um pedaco de material sélido tem
uma forma definida, e essa forma muda apenas quando ha uma mudanca nas condi¢oes
externas. Uma parte do fluido, por outro lado, nao tem uma forma preferida e diferen-
tes elementos de um fluido homogéneo podem ser reorganizados livremente sem afetar as
propriedades macroscépicas da porcao de fluido. O fato de que o movimento relativo de
diferentes elementos de uma porcao de fluido pode, e em geral ocorre, quando forcas atuam
sobre o fluido que d& origem para a ciéncia da dinamica dos fluidos. A distingao entre
solidos e fluidos nao ¢é nitida, uma vez que sao muitos materiais que, em alguns aspectos
se comportam como um soélido e em outros como um fluido. Um sélido “simples”’pode ser
considerado um material de qual a forma e as posigoes relativas dos elementos constituin-
tes, mudar por uma pequena quantidade apenas, quando ha uma pequena mudancga nas

forgas agindo sobre ele (BATCHERLOR, 1967).
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2.1 FLUIDO IDEAL

Uma visao das leis basicas do fluxo de fluidos pode ser melhor obtida a partir de
um estudo do fluxo de um hipotético fluido “ideal”. Um fluido ideal ou perfeito é um
fluido que se presume nao ter viscosidade. Em tal fluido, portanto, nao pode haver efeitos
de atrito entre camadas de fluidos moveis ou entre essas camadas e paredes de fronteira,
e, portanto, ndo ha perda de energia devido ao atrito e turbuléncia (VENNARD, 1940).

Um fluido ideal satisfaz quatro requisitos no que diz respeito ao seu escoamento, sao eles:

1. O escoamento é laminar, ou seja, a velocidade do fluido em um ponto fixo qualquer

nao varia com o tempo, nem em moédulo nem em orientacao.

2. O escoamento é incompressivel, supomos que a massa especifica tem valor uniforme

e constante.

3. O escoamento nao viscoso, a viscosidade de um fluido é uma medida da resisténcia
que o fluido oferece ao escoamento, a viscosidade dos fluidos é analoga ao atrito entre
os soélidos; ambos sao mecanismos através dos quais a energia cinética de objetos

em movimento é transferida para energia térmica.

4. O escoamento é irrotacional, embora, isso nao seja necessario, para entender essa
propriedade, suponhamos que um pequeno grao de poeira se mova com um fluido,
se 0 escoamento ¢ irrotacional, o grao de poeira nao gira em torno de um eixo que

passa pelo centro de massa, embora possa girar em torno de um eixo qualquer.

Para observar o escoamento de um fluido, usamos tracadores, como, por exemplo, gotas
de corante em um fluido ou particulas de fumaga misturada a um gas. Cada gota ou
particula de um tracador torna visivel uma linha de fluxo, que é a trajetéria seguida por
um pequeno elemento do fluido (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2009).

A suposicao de um fluido ideal permite que um fluido seja tratado como uma agre-
gacao de pequenas esferas que apoiaram forcas de pressao normais em suas superficies,
mas deslizardao umas sobre as outras sem resisténcia. Assim, o movimento dessas parti-
culas ideais de fluido torna-se analogo ao movimento de um corpo sélido em um plano
sem resisténcia, e leva a conclusao de que forcas desequilibradas existentes em particu-
las de um fluido ideal resultarao na aceleracao dessas particulas de acordo com a lei de

Newton. Ao assumir um fluido ideal, equacoes simples podem ser derivadas com base em
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conceitos fisicos familiares. Posteriormente, essas equacoes devem ser modificadas para se

adequarem ao fluxo de fluidos reais (VENNARD, 1940).

2.2  EQUACAO DA CONTINUIDADE

Como descrever o movimento de um fluido? Uma possibilidade é imagina-lo sub-
dividido em elementos de volume suficiente pequenos para que possamos tratar cada um
deles como particula e depois descrever o movimento de cada particula do fluido. Para
identificar uma dada particula, basta dar sua posicao ro no fluido num dado instante .
Num instante posterior, ele ocupard uma posicao r = r(t, o, ty). Quando ¢ varia, o vetor
r descreve a trajetéria da particula do fluido. Na pratica, poderiamos individualizar a
particula colocando um pouco de corante no ponto ry no instante ty, e a trajetoria seria
entao materializada através de uma fotografia de longa exposicao do fluido.

Se soubermos calcular » em funcao de t para qualquer particula, teremos uma
descri¢cao do movimento do fluido. Este método de descrigao é devido a Lagrange. Entre-
tanto, ¢ dificil que se consiga obter uma solucao tao completa, e raramente ha interesse
em conhecer em detalhes as trajetérias das particulas do fluido, de forma que nao é um
método muito empregado (NUSSENZVEIG, 2002).

Empregaremos a descricao, devido a Euler, que sera apresentada no capitulo 3.

O estado de um fluido ideal em movimento pode ser descrito pela distribuicao de
velocidades do fluido, caracterizada pelo vetor (z,y, z) e por duas varidveis termodina-
micas, como pressao P(z,y, z) e a densidade p(x,y, z,t) . Vamos considerar um volume

V do fluido. A massa total do fluido contida nesse volume é

/V oV, 1)

essa integral deve se estende a todo o volume V.
Observando a Figura 2, seja dS o elemento de superficie que delimita o volume
considerado, e seja 77 o vetor unitario normal a d.S e dirigido para fora do elemento, temos

que a quantidade de matéria que atravessa d.S por unidade de tempo é dada por:

pT - idS, (2)

12



Figura 2. Elemento de Fluido.

a massa total de fluido que deixa o volume V' por unidade de tempo é

7{ o - idS, (3)

por outro lado, podemos escrever que o decréscimo da massa de fluido por unidade de

tempo:

0
-2 /V pdV, (4)

para haver conservacao de massa, devemos ter:

0

5% VpdV:—j{pv-ndS. (5)

Utilizando o teorema da divergéncia, temos :

Jq{pﬂﬁdS: /Vﬁ.(pﬁ)dv. (6)

Combinando as equagoes (5) e (6) encontramos o resultado:

%/Vpdv:_/vﬁ-(pﬁ)dv, (7)

ou
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a igualdade acima deve prevalecer em qualquer volume. Portanto, podemos escrever:

o =
E—FV-(pv)—O. 9)

Estd é a equagao de conservagao da massa, ou equacao de continuidade (MACIEL, 2005a).
Ela estabelece a lei de conservagao de massa para um fluido, a grandeza pv é

chamada de densidade de corrente j,

de modo que a equagao fica:

£ - J=0. 11
5 V=0 (11)

Se num dado ponto ha um fluxo de matéria saindo desse ponto, de modo que o
divergente de Jé positivo, a consequéncia imediata é que a densidade nesse ponto diminui
com o tempo, o que faz com que %§ seja negativa. Por outro lado, se a massa se concentra
num dado ponto, a densidade nesse local aumenta com o passar do tempo, e isso esta
associado com um divergente negativo de J.

A equagao (9) pode ser escrita de outra forma. Primeiro, considerando as operagoes

que envolve o divergente:

V- (p¥) =Vp- U+ pV -7, (12)

onde p é uma funcao escalar e v é uma funcao vetorial. De modo que:

%+Vp~17+pv-77:0. (13)

Se o fluido tem densidade constante, ou seja, se ele é um fluido incompressivel, entao

p _ )
ocorre 37 =0, o que faz com que ocorra :

Vi =0, (14)
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e o campo de velocidades do fluido é solenoidal.! A grandeza,

D=V-7, (15)

é chamada dilatacdo, e para um fluido incompressivel a dilatacao D é nula.
Um escoamento estacionario é caracterizado por ser aquele em que a densidade do
fluido e a velocidade em um dado ponto nao sao fungoes explicitas do tempo, apenas a

posicao 7. Nesse caso, %f =0, e a equagao da continuidade (11) fornece :

-

V.J=0. (16)

Assim, um escoamento estacionario é caracterizado por ter uma densidade de cor-

rente .J solenoidal (MACHADO, 2014).

2.3  EQUACAO DE BERNOULLI

E uma relagao aproximada entre pressao, velocidade e elevacao, e é vélida em
regioes de escoamento incompressivel e em regime permanente, onde as forcas de atrito
resultantes sao despreziveis. Apesar de sua simplicidade, essa provou ser uma ferramenta
muito util na mecanica de fluidos. A principal aproximacao na deducao da equacgao de
Bernoulli é que os efeitos viscosos sao desprezivelmente pequenos quando comparados aos
efeitos da inércia, da gravidade e da pressao. Como todos os fluidos tem viscosidade, essa
aproximacao nao pode ser vélida para o todo de um campo de escoamento de interesse
pratico, ou seja, nao podemos aplicar a equacao de Bernoulli em toda a parte em um
escoamento, mesmo quando a viscosidade do fluido é pequena. Entretanto, a aproximacao
¢é razoavel em determinadas regioes de muitos escoamentos de carater pratico.

Chamamos tais regioes de regioes do escoamento sem viscosidade, e enfatizamos
que elas nao sao regioes nas quais o proprio fluido nao tem viscosidade nem atrito, mas
sim que elas sao regides nas quais as forgas viscosas ou resultantes de atrito sao despre-
zivelmente pequenas quando comparadas a outras forcas que atuam sobre as particulas
do fluido. E preciso tomar cuidado ao aplicar a equagao de Bernoulli, uma vez que ela é
uma aproximagao que se aplica apenas as regioes nao viscosas do escoamento (CENGEL,

2012).

lfuncdo vetorial que possui divergéncia nula
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Na figura 3 vemos um tubo de corrente limitado por duas secoes transversais de
areas A; e A,, situadas no entorno dos pontos 1 e 2 do fluido, onde as pressoes sao P; e
P, as velocidades V; e V5 e as alturas em relacao a um plano horizontal de referéncia sao

/1 e Zsy, respectivamente.

Figura 3. Filete de corrente
Fonte: Nussenzveig, 2002.

Durante o intervalo de tempo infinitésimo considerada no filete, compreendida entre
as seccoes 1 e 2, se desloca para uma nova posicao que corresponde aos pontos 1”7 e 2°
observada na figura 3, como o escoamento é estacionario, a porcao do filete compreendida
entre os extremos 1°e 2° nao precisa ser levada no balango de energia, pois para esse
balanco tudo se passa como se a porcao entre 1 e 1° fosse transportada para a regiao
compreendida entre 2 e 2, ja que estamos tratando de um fluido incompressivel essas

duas porgoes de massa sao iguais, portanto, p; = ps = p = constante, obtemos:

A variacao de energia cinética correspondente a esse transporte é :

1 1
AT = §Am21}§ - §Amlvf, (18)

esta variacao ¢ igual ao trabalho realizado pelas forcas que atuam sobre o sistema, ou seja,

pelas forgas de pressao e pela gravidade. Analisando a figura 3 vemos que o deslocamento
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1 — 17 é no mesmo sentido das forgas de pressao, enquanto 2 — 2~ é em sentido contrario,

de modo que o trabalho das forcas de pressao é definido:

(p1A1)(v1At) — (paAz2)(v2AL), (19)

o trabalho realizado pelas forgas gravitacionais é contrario a variagao de energia potencial

gravitacional, ou seja, é dado por:

—g(Amyzy — Amyz1). (20)

Somando as equagoes (19) e (20) e igualando a equagao (18), encontramos:

1 1
§Amgvg — éAmlvf = (p1 A1) (v1AL) — (paA2)(v2At) — g(Amaze — Amyz1), (21)

para simplificar a equagao (21) iremos utilizar a equacao (17) ja obtida anteriormente,

temos respectivamente:

A
Z“ = A\ViAt, (22a)
A
T2 _ A Vet (22b)
p

e como Am; = Amy a equagao (21) resulta:

1 2 D2 1 2 D1
= LER 2y 23
2v2+gz2+p 201+gzl+p (23)

Que exprime a conservacao da energia por unidade de massa ao longo do filete

(NUSSENZVEIG, 2002).
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3 CAPITULO II - CAMPO DE ESCOAMENTO

Podemos utilizar o conceito de campo para descrever as propriedades do escoa-
mento, em funcao do espago e do tempo, dentro do volume de controle. O estudo dos
campos de escoamento presentes no meio interestelar ocupa um papel de destaque na
astrofisica, desde o escoamento hidrodinamico com o transporte da radiagao emergente
da estrela até a formagao de galaxias. Portanto, é conveniente caracterizar alguns desses
campos, sejam eles vetoriais, escalares ou tensoriais, aqui trataremos apenas alguns desses

campos que, coletivamente definem o campo de escoamento.

3.1 CAMPO DE VELOCIDADES

Os fluidos apresentam movimentos moleculares, ou seja, as moléculas do fluido
sempre estao se movimentando de um ponto para outro ponto. Uma porc¢ao tipica do
fluido contém tantas moléculas que ficaria totalmente inviavel descrever o movimento de
todas as moléculas individualmente. Em vez disso, consideramos o fluido como composto
por particulas fluidas que interagem entre si e com o meio.

Cada particula contém muitas moléculas. Assim, nés podemos descrever o escoa-
mento de fluido em fun¢ao do movimento das particulas fluidas (velocidade e aceleragao)
em vez do movimento das moléculas. As particulas infinitesimais de fluidos sao compac-
tas, assim, num dado instante, a descrigdo de qualquer propriedade do fluido (i.e. massa
especifica, pressao, velocidade e aceleracao) pode ser formulada em fungao da posi¢ao da
particula.

A apresentacao dos parametros do fluido em funcao das coordenadas espaciais é
denominada representacao do campo de escoamento. E claro que a representagao do
campo de escoamento pode ser diferente a cada instante e, desde modo, nds precisamos
determinar os varios parametros em funcao das coordenadas espaciais e do tempo para
descrever totalmente o escoamento. Uma das varidveis mais importantes dos escoamentos
¢ o campo de velocidades,

V= Vy + vy + U, (24)

onde v, v, e v, sao as componentes do vetor velocidades nas direcoes z, y, 2.
Por definicao, a velocidade da particula é igual a taxa de variacao temporal do

vetor posicao dessa particula. A figura 4 mostra que a posicao da particula A, em relagao
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Figura 4. Localizacao da particula com o vetor posicao.
Fonte: Munson; Young; Okiishi, 2004.

ao sistema de coordenadas, é dado pelo seu vetor posicao 7, e que este vetor é uma funcao

do tempo se a particula esta se movimentando (MUNSON; YOUNG; OKIISHI, 2004).

3.2 CAMPO DE ACELERACAO

No estudo da termodinamica atentamos que as leis fundamentais de conservacao,
como por exemplo a conservagao de massa e a primeira lei da termodinamica, sao ex-
pressas para um sistema de identidade fixa, ou seja, um sistema fechado. As equacoes
do movimento do escoamento de fluidos sao escritas para um objeto de identidade fixa,
tomado aqui como uma pequena porc¢ao de fluido, que chamamos de particula de fluido
ou particula material. Se tivéssemos que seguir o movimento de determinada particula
de fluido em seu escoamento, estariamos usando a descricao lagrangiana, e as equagoes
do movimento seriam diretamente aplicaveis. Por exemplo, definiriamos o local da parti-
cula no espaco em termos de um vetor posicao material (x,y, z). Entretanto, uma certa
manipulacao matemaética seria necessaria para converter as equacoes de movimento em
formas aplicaveis a descricao Euleriana. Considere, por exemplo, a Segunda Lei de Newton

aplicada a nossa particula de fluido:

F=m-a, (25)

onde F' é a forga resultante que age sobre a particula de um fluido, m é sua massa e a@ é

sua aceleracao. Por definicao, temos que a aceleracao da particula é dada pela derivada
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no tempo da velocidade, atentamos:

dv

a = 26
podemos escrever a equagao (26) da seguinte forma:
dv  dv
i=—=— t). 2
Q= =—(y21) (27)

Entretanto, em qualquer instante de tempo ¢, a velocidade da particula ¢é igual
ao valor local do campo de velocidade no local da particula, uma vez que a particula de
fluido se movimenta com o fluido. Para tomar a derivada de tempo da equagao (26),
devemos usar a regra da cadeia uma vez que a variavel dependente v é uma fungao de

quatro variaveis independentes, temos:

ot ovdr otdy o
otdt Oxdt Oydt 0zdt

a=

(28)

Considerando a equacgao (28), como a aceleragao é obtida seguindo uma particula de fluido,

a taxa de variacao da posicao x da particula com relagao ao tempo € :

dx

- 2
=, (29

onde u é a componente z do vetor velocidade definido pela equacao (24), da mesma
forma acontece com as outras componentes, y e z. Além disso, em qualquer instante de
tempo considerado, o vetor posigdo material (z, y, z) a particula de fluido na descrigao
lagrangiana é igual ao vetor posigao (z, y, z) na descri¢ao euleriana.

A equagao (28) torna-se:
Azy2t) = 77 TUF- HU— + U)—Z (30)

por tltimo, em qualquer instante de tempo t, o campo de acelera¢ao da equagao (27) deve
ser igual a aceleracao da particula de fluido que ocupa o local (z, y, z) naquele instante
t, uma vez que a particula de fluido estd, por definicao, acelerando com o escoamento
de fluido. Ainda podemos com o auxilio das equagoes (28) e (30) transformar o sistema

de referéncia lagrangiano para o euleriano. Na forma vetorial, a equacao (30) pode ser
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escrita:

Qo) = 5 + (0 V)T (31)

O primeiro termo do lado direito da equagao (31), ou seja , g—f ¢ chamado de aceleracao
local e é diferente de zero para escoamentos em regime permanentes, o segundo termo
(V- 6)17, é chamado de aceleracao advectiva, este termo pode ser diferente de zero mesmo
para escoamentos em regime permanente, ele representa o efeito de uma particula de fluido

que se move para um novo local no escoamento, onde o campo de velocidade é diferente

(CENGEL, 2012).

3.3 CAMPO DE TENSAO

Em nosso estudo sobre o comportamento dos fluidos, precisamos entender que tipos
de forga agem sobre suas particulas; cada particula que constitui o fluido pode sofrer a
acao de forgas de superficie, seja ela pressao ou atrito, que sao geradas pelo contato
com outras particulas ou com superficies solidas e forcas de campo, tais como forcas de
gravidade e eletromagnética que agem através das particulas. Forcas de superficie agindo
sobre uma particula fluida gera tensoes. O conceito de tensao é 1util para descrever como
é que forgas, agindo sobre as fronteiras de um meio - fluido ou sélido - sao transmitidas
através do meio. A diferenca entre as tensoes que ocorrem em um fluido e em um sélido,
é que as tensoes em um fluido sao majoritariamente geradas por movimento e nao por
deflexdo como acontece nos sélidos (FOX; MCDONALD; LEYLEGIAN, 2014).

Se imaginarmos a superficie de uma particula fluida em contato com outras par-
ticulas fluidas e considerando que ha forga de contato sendo gerada entre as particulas,
poderemos considerar uma porgao, 5 A da superficie em um ponto qualquer C, a orientagao
de A ¢ dada pelo vetor unitario normal a superficie n e aponta para fora dela.

Na figura 5 vemos que a forga, §F , agindo sobre (5/?, pode ser decomposta em duas

componentes, uma componente normal definida como o, e uma tensao de cisalhamento
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Figura 5. O conceito de tensao em um meio continuo
Fonte: Fox; Mcdonald; Leylegian, 2014.

tangente a area definida como 7,, como mostra as equagoes a seguir:

. O0F,

o= A5 (322)
0F;

o= A S (32)

o subscrito n das equagbes (32a) e (32b ) foi incluido para lembrar que as tensoes estao
associadas a superficie 5A que passa por C, tendo uma normal com a direcao e sentido de
1. O fluido é realmente um continuo, de modo que podemos imagina-lo ao redor do ponto
C como composto por um determinado nimero de particulas delimitadas de diferentes
maneiras, obtendo assim um nimero qualquer de diferentes tensoes no ponto C.

Ao tratar com quantidades vetoriais, é de praxe considerar as componentes em um
sistema ortogonal de coordenadas cartesianas, podemos considerar as tensoes atuando em
planos cujas normais estao orientadas para fora em relacao ao elemento fluido, conside-
rando as diregoes dos eixos (z, y, z), vemos na figura 6a, que a tensdo no elemento 0A4,,
cuja normal esta orientada para fora na direcao do eixo z. A forga, §F , foi decomposta
em componentes ao longo de cada eixo de coordenadas, podemos entao, dividir o médulo
de cada componente da forca pela area dA,, e tomando o limite quando d A, se aproxima,

de zero, definimos as trés componentes da tensao mostradas na figura 6b, temos:
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(@) Componentes da forga ’ (b) Componentes da tensdo

Figura 6. Componentes da forca e tensao sobre o elemento de area 6 A,
Fonte: Fox; Mcdonald; Leylegian, 2014.

As componentes de forga e tensao sao escritas como segue:

OF,

Oar = M 57 (332)
5F,

TZQ - 5Ag];13>1 0 5143:’ (33b)

- OF; (33¢)

= 11m .
6Az— 0 0A,

As equagoes (33a), (33b) e (33c) utilizam indice duplo para designar as tensoes em cada
componente, o primeiro indice z indica o plano no qual a tensao atua, neste caso, na
superficie perpendicular ao eixo z, ja o segundo indice indica a direcao na qual a tensao
atua. Considerando agora a drea elementar A, definiremos as tensoes oy, Tyy € Tyz, a
utilizagao da area elementar 0 A, levaria, de modo semelhante, a definicao de 0., 7., € 7,.
Embora tenhamos descrito apenas trés planos ortogonais, um infinito niimero de planos
pode passar através do ponto C, resultando em um numero infinito de tensoes associadas
a esses planos. Felizmente, o estado de tensao em um ponto pode ser completamente

descrito pela especificacao das tensoes atuantes em trés planos quaisquer ortogonais entre

si que passam pelo ponto (FOX; MCDONALD; LEYLEGIAN, 2014).

3.4 DESCRICAO DA EQUACAO DE EULER

O método denominado Euleriano, utiliza o conceito de campo apresentado na secao
anterior. Nesse caso, o movimento do fluido é descrito pela especificagao completa dos
parametros necessarios (por exemplo, pressao, massa especifica e velocidade) em fungao
das coordenadas espaciais e do tempo. Neste método nds obtemos informagoes do escoa-
mento em funcao do que acontece em pontos fixos do espago enquanto o fluido escoa por

esses pontos (MUNSON; YOUNG; OKIISHI, 2004).
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E uma equacao que estabelece uma relacao entre as foras que agem num elemento
de fluido e a aceleracao adquirida por ele. Assim, ela é uma equacao de movimento. A
restri¢ao aqui fica por conta do fato de que ela é descrita para fluidos ideais, ou seja, para
aqueles em que a viscosidade pode ser desprezada. Isso implica que nao ha dissipacao de
energia na forma de calor interno gerado dentro do préprio fluido (MACHADO, 2014).

Consideremos novamente um certo volume V do fluido. A forga total que atua

sobre este volume devido as interacoes com o restante do fluido é:

- jf Piids, (34)

onde o sinal negativo deve-se ao fato de que a forca atua sobre o elemento considerado.

De acordo com o teorema do gradiente aplicado a um escalar A, temos:

]{ AfdS = / VAdV, (35)
|4

obtemos:

- / PiidS = — / VPdV. (36)
\%

Portanto, a forga exercida pelo fluido no elemento de volume dV é —VPd V,ea
forca por unidade de volume é simplesmente —V P. Podemos entao exprimir a conservagao

da quantidade de movimento por :
p x aceleracio = —V P, (37)

onde p é novamente a densidade do fluido. Nesse caso de uma particula de massa m, sob
a acao de uma forca F' e movendo-se com velocidade v, a aceleracao é simplesmente:

F o du
m

== (38)

a=

Se voceé considerar v como fungao de (z, y, z e t), ou seja, v(x, y, z, t), pode-se fazer
a diferencial total de v, ou o dv, onde em seguida podemos identificar e separar as duas

componentes, a componente da variagao espacial e a componente da variacao temporal
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da velocidade que estao descritas nas equagoes (39) e (40).
ov
doy = —dt 39

BT (39)

que mede a variacao da velocidade em um ponto fixo do espaco, isto é, com =z, ¥y, z

constantes, num intervalo de tempo dt, e

ov ov ov
dvy =dr— 4+ dy— +dz— 40
U :Cax—l— yay+ e (40)

que mede a variacao da velocidade no mesmo instante entre dois pontos diferentes no

espago separados por:
(41)

A7 = dai + dyj + dzk,

que ¢ a distancia percorrida no tempo dt pela particula de fluido. Sabemos que:

- d- 0- 0=
V=—i+—j+—=—k 42
8xl+8y‘7+8z ’ (42)
assim, temos:
dr-V=der— +dy— +dz— 43
7V $8x+ yay+ S (43)
que implicam, comparando com a equagao (40):
Ao = (dF- V). (44)
De posse desses resultados podemos reescrever a diferencial total de como:
dv = doy + dvy = Edt + (dr- V)7 (45)
(46)

A aceleracao é, portanto,
o L o=
(v- V).

A derivada que ocorre na equacao (46) é chamada derivada total, ela é um operador

diferencial, que funciona como uma transformacao linear, sendo representada por :

D 0 L=
E—a—f—(v-V).
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A descri¢ao do movimento considerando separadamente os dois termos, isto é, 9/0t
em uma posicao fixa de v - V em um instante fixo, correspondente a descrigao euleriana.
Por outro lado, a descrigao do movimento em termos da derivada total D /Dt corresponde
a descrigao lagrangiana.

Considerando as equagoes (37) e (46), a equagao fica:

p [% +(7- 6)5} = VP, (48a)
A P
o T (T V)i= VP (48b)

Substituindo a equagao (47) na equagao (48b), obtemos a derivada convectiva:

Dv 1=
— =—-VP. 49
D, (49)
A relag@o (48b) é a equacao de Euler, obtida por ele em 1755.
Uma extensao importante dessa equacao do movimento ocorre quando o fluido
estd colocado em um campo gravitacional caracterizado pela aceleragao g. Cada unidade

de volume esterd sujeita a forca pg, que é a forga gravitacional atuante por unidade de

volume, com isso a equagao do movimento sera:

. 1=
Z 4 (v V)= —-VP+3§. (50)

Em geral, se o fluido se encontra sob a acao de um campo de forgas externas F
isto ¢, I ¢ a forca que atua em um volume unitério, obtemos a equacio (51), (MACIEL,

2005a).
— +(7-V)i=—-VP+-F. (51)

3.5 TERMODINAMICA

A ciéncia da termodinamica envolve o estudo da energia associada com uma certa
quantidade de material ou um volume claramente definido no espaco. A quantidade
fixa de material é chamada de sistema termodinamico, enquanto o volume no espaco

¢ chamado de volume de controle. Inicialmente, limitaremos nossa atencao apenas ao
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sistema termodinamico.

O estudo da energia de um sistema termodinamico é realmente bastante simples em
conceito. A energia pode entrar ou sair, ser transferida de ou para um sistema em apenas
duas formas, como calor ou como trabalho. Se a transferéncia de energia for devido a uma
diferenga na temperatura entre o sistema e seus arredores, a energia é transferida como
calor, em qualquer outro caso, é transferida como trabalho (SCHMIDT; HENDERSON,
1996).

Um sistema termodinamico é uma quantidade de matéria separada do ambiente
por um limite flexivel através do qual o sistema troca calor e trabalho, mas sem massa.
Um sistema no estado de equilibrio esta livre de correntes, como as geradas por mexer
um fluido ou por aquecimento repentino. Apds uma mudanga, as correntes morrem e o
sistema volta as condigoes de equilibrio, quando as propriedades do sistema (como pressao
e temperatura) podem ser novamente definidas. Essa defini¢ao, no entanto, nao é possivel
em fluxos de fluidos, e surge a questao sobre se as relagoes derivadas da termodinamica
classica sao aplicaveis aos fluidos em constante movimento.

As leis basicas da termodinamica cléssica sao empiricas, e nao podem ser provadas.
Outra forma de ver isso é dizer que esses principios sao tao basicos que nao podem ser

derivados de nada mais basico (KUNDU, 2001).

3.5.1 PRIMEIRA LEI DA TERMODINAMICA

O principio de Joule, ou principio da conservacao da energia, constitui a primeira
lei da termodinamica. Ela foi estabelecida por varios cientistas, mas principalmente por
Mayer e Joule, que admitiram que as diversas formas de trabalho poderiam ser convertidas
umas nas outras e que todas elas poderiam ser dissipadas na forma de calor. Embora
pareca bastante intuitivo que o trabalho se transforme em calor, como por exemplo, por
friccao, nao se pode concluir que o trabalho dissipado produza sempre a mesma quantidade
de calor. E necessrio verificar experimentalmente tal lei, que se resume na determinacao
do equivalente mecanico do calor. Isso foi realizado por Mayer e de forma exaustiva
por Joule através de inimeras experiéncias. Admitindo, portanto, que uma determinada
quantidade de trabalho sempre se transforme numa mesma quantidade de calor, adotando
a conservacao da energia (OLIVEIRA, 2005).

A primeira lei da termodinamica afirma que a energia de um sistema é conservada,
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ou seja, encontramos a seguinte equacao:
AU =Q+ W, (52)

onde @ ¢é o calor adicionado ao sistema, W é o trabalho realizado no sistema e AU é o
aumento da energia interna do sistema. Todas as quantidades na equagao (52) podem ser
consideradas como aqueles referentes a unidade de massa do sistema. A energia interna
também chamada de - energia térmica - é uma manifestagdo do movimento molecular
aleatério dos constituintes. Em fluxos de fluido, a energia cinética do movimento macros-
copico deve ser incluida no termo U na equagao (52) para que o principio de conservagao
de energia seja satisfeito.

E importante perceber a diferenca entre calor e energia interna. Calor e trabalho
sao formas de energia em transicao, que aparecem na fronteira do sistema e nao estao
contidas na matéria. Em contraste, a energia interna reside na matéria. Se dois estados
de equilibrio 1 e 2 de um sistema sao conhecidos, entao Q e W dependem do processo
ou caminho seguido pelo sistema ao passar do estado 1 para o estado 2. A mudanca
AU = Ay — A1, em contraste, nao depende no caminho. Em suma, U é uma propriedade
termodinamica e é uma funcao do estado termodinamico do sistema. As propriedades
termodinamicas sao chamadas de funcoes de estado, em contraste com calor e trabalho,
que sao fungoes de caminho.

Processos quase estdticos sem atrito, realizados a uma taxa extremamente lenta
para que o sistema esteja sempre em equilibrio com o entorno, sao chamados de processos
reversiveis. O tipo mais comum de trabalho reversivel em fluxos de fluidos é pela expansao
ou contracao dos limites do elemento fluido. Em seguida, o trabalho feito pelo corpo por
unidade de massa em um processo reversivel infinitesimal é —PdV', onde dV é o aumento
de volume. A primeira lei da termodinamica (52) para um processo reversivel torna-se

entao:

AU = dQ — PdV. (53)

Desde que ) também seja reversivel, observe que as formas irreversiveis de trabalho, sao

excluidas da equagado (53) (KUNDU, 2001).
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3.5.2 EQUACAO DE ESTADO

As substancia que tem o comportamento termodinamicos mais simples sao os gases;
para qualquer fluido homogéneo, um estado de equilibrio termodinamico fica caracterizado
por qualquer par das trés varidveis (P, V, T). Isso significa que a terceira é uma fungao

das outras duas, ou seja, que existe uma relagao funcional do tipo:

f(P,V,T) =0, (54)

que se chama a equagao de estado do fluido (NUSSENZVEIG, 2014).

A equagao de estado de um gas, foi deduzida, pela primeira vez, em 1834 pelo
fisico e engenheiro frances Benoit Emile Clapeyron, considerado um dos fundadores da
Termodinamica. O estado de uma determinada quantidade de gés fica totalmente definido
pelo seu volume, pressao e temperatura. A equacao de estado dos gases ideais, a seguir

apresentada, relaciona estas variaveis entre si:

PV = nRT, (55)

considerando a equacao (55), temos P representando a pressao, V' o volume, na quantidade
de substancia, R a constante dos gases e T a temperatura absoluta. Esta equacao pode
assumir varias formas conforme a conveniéncia, de acordo com as relagoes existentes entre
as diversas varidveis (LIMA, 2015).

n é o nimero de moles e pode ser representado como:

(56)

N
n—Na,

onde N é o nimero de particula do gas e N, é o nimero de Avogadro. Considerando a

equagao (56), a equagao (55) fica:

R
PV =N—T.
V=Ny (57)

Sabendo que R = N, k, onde k é a constante de Bolztmann, podemos escrever:

PV = NkT. (58)
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Usando a densidade de particulas da equagao (59), e sendo m a massa das particulas do

fluido encontrada na equagao (60), como segue:

p=" (61)

Um gas completamente ionizado se comporta como um gas perfeito, mesmo em
temperaturas com altas densidades. Na verdade, um gas nao ionizado se comporta como

um gas perfeito em densidades mais baixas do que um certo valor critico (MACIEL, 2016).

3.6 CONSERVACAO DE ENERGIA EM UM FLUIDO

A forca gravitacional é, naturalmente, de importancia central em astrofisica. Por-
tanto, enquanto a forca da gravidade desempenha apenas um pequeno papel na mai-
oria das experiéncias em livros sobre mecanica, com tais fluidos sendo apenas sujeitos
a aceleragao gravitacional da terra, a situacao astronomica é bem diferente (CLARKE;
CARSWELL, 2007).

Vamos admitir que o fluido esta em um campo gravitacional, de modo que a forca

gravitacional por unidade de volume pode ser escrita na forma:
F = pg, (62a)
F=—pVe. (62b)

Onde ¢ é o potencial gravitacional do campo de for¢a, neste caso, de (48b) e (50), obtemos

a equacao de Euler na forma lagrangiana:

D 1o 1l = -
— =—-VP+g=—=(VP+pVo). 63
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Multiplicando escalarmente por v, temos:

1 Dv?

1. - .
S _C§. (VP . 4
5 Dy = (VP +pVo) (64)

Admitindo que o potencial ¢ é constante com o tempo, temos :

Do _ 99

pr = T V) =T V)o, (65)

substituindo a equagao (65) na equagao (64) e rearranjando os termos, temos:

D -
= (5o pd) = — (- V)P (66)

A energia cinética total do fluido é dada por:

1
E, = / —pv2dV, (67)
v 2

onde a integral é feita em todo o volume V ocupado pelo fluido. Equivalente, a energia

potencial total do fluido pode ser definida assim:

B, = [ poav (63)
v
Integrando a equagao (66) no volume V, e usando a (67) e (68), obtemos:

D L=
B+ Ey) = _/V(v - V)Pav. (69)

O membro esquerdo da equagdo (69) representa a taxa total de variagdo com o
tempo da energia do fluido, compreendendo sua energia cinética e potencial gravitacional.
Analogamente, o membro direito da (69) mede essencialmente a taxa de variacao do
trabalho realizado pelas forcas de pressao. Isso pode ser visto mais claramente se usarmos

a relacao abaixo:

V- (pt) =pV -T+7T-Vp, (70)

para simplificar o membro direito da (69) vamos utilizar a equacdo (70) substituindo p
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por P e fazendo uso do teorema da divergéncia (6), obtemos:

—/(Uﬁ)Pdvz—j{pﬁ-ﬁds+/Pﬁ-ﬁdv, (71)
174

14

utilizando a expressao (71) na equagao (69), podemos reescrevé-la da seguinte forma:

D —
=B+ Ey) = —j{PU-ﬁdSHL/ PY - GdV. (72)
13 v

Se tivermos um fluido incompressivel em que a densidade p pode ser considerada

constante, ou seja, V - v = 0, de modo que teremos:

D
—(E.+ Ep) =— ¢ PU-ndS. (73)
Dt

Uma vez que o termo PdS é a forca que age perpendicularmente ao elemento de
area dS, o integrando é essencialmente a taxa de variacao com que as forcas de pressao

realizam trabalho sobre o fluido que atravessa o elemento de area, de modo que a integral

mede a variagao do trabalho total realizado com o tempo (MACIEL, 2005a).
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4 CAPITULO III - INTRODUCAO A EQUACAO DE NAVIER- STOKES
E AOS VENTOS ESTELARES

4.1 EQUACAO DE NAVIER-STOKES

O modelo tradicional de fluidos usado na fisica é baseado em um conjunto de
equagoes diferenciais parciais conhecidas como equagoes de Navier-Stokes. Essas equacoes
foram derivadas originalmente na década de 1840 com base nas leis de conservagao e em
aproximagoes de primeira ordem (WOLFRAM, 2002).

O efeito da dissipagao de energia, que ocorre durante o movimento de um fluido é o
resultado da irreversibilidade termodinamica do movimento. Essa irreversibilidade sempre
ocorre em certa medida, devido ao atrito interno (viscosidade) e a conducao térmica. A
fim de obter as equacgoes que descrevem o movimento de um fluido viscoso, temos que
incluem alguns termos adicionais na equagao de movimento de um fluido ideal. A equagao
de continuidade, como vemos por sua derivagao, ¢ igualmente valida para qualquer fluido,
viscoso ou nao, a equacao de Euler, por outro lado, requer uma modificagao. Veremos
que a equagao de Euler pode ser escrita da seguinte forma:

d(pvi) _ O 1

Em posse da equagao (74), vemos que [[,, é o tensor *de densidade de fluxo de momento.
O fluxo de momento dado pela equagao (74) representa uma transferéncia completamente
reversivel de momento, devido simplesmente ao transporte mecanico das diferentes par-
ticulas de fluido de um lugar para o outro e as forgas de pressao que atuam no fluido
(LANDAU; LIFSCHITZ, 1987).

Podemos considerar a acao da viscosidade na forma de uma forca F por unidade

de volume, nesse caso podemos reescrever a equagao (74):

d(pvs) Nl , 7
= -2 F;, 75
3t aZL‘k * ( )
onde definimos o tensor de viscosidade o;:
0oy,
F, = . 76
o (76)

2Veja o Apéndice A e B, onde serd abordado importantes conceitos acerca da notacdo tensorial
cartesiana e algumas equagcoes dos fluidos na forma tensorial.
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Para compreender o significado fisico do tensor o, considere uma massa de fluido de
volume V e superficie S. A forca total por unidade de massa atuando em um elemento de

volume é apenas:

0
FT— _8_%( II, —owav. (77)

de modo que, se nenhuma forca externa estiver agindo no fluido, definimos a forca total:

)
T _ —
/S Frav = /V 5o (L, ~ owav (78)

onde encontramos a equagcao:

/S Flav = — 7{ (Hik — o) ngdS, (79)

usando o teorema da divergéncia chegamos ao seguinte resultado:

0
/V a_xk(sz — 0i)dV = ]{(sz — ok )ndS. (80)
O termo na equagao (79)

_ /S [T, ds:. (81)

pode ser interpretado como a soma das forcas de pressao agindo através da superficie do
fluido e 0o momento transportado através da superficie pelo movimento do fluido. O termo
que incluimos na equagao (79):

/Jidek, (82)

tem uma interpretacao semelhante, é claramente apenas a forca exercida na superficie
S pelas forgas viscosas que atuam no fluido. Em termos microscopicos, representa o
momento transferido através da superficie S por colisoes inelasticas dos atomos proximos
a superficie. Nos esperamos que as forcas viscosas devem estar ausentes quando nao houver
velocidade relativa entre as diferentes partes do fluido, uma vez que nao ha nenhum ganho
ou perda de energia por qualquer parte do fluido durante as colisdes atomicas inelasticas.

Esta situacao pode surgir de duas maneiras:
1. O fluido esta se movendo em todos os lugares com a mesma velocidade v

2. O fluido estd em um estado de rotacao uniforme.
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Escrevemos a velocidade do fluido em rotacao, onde & é a velocidade angular do

fluido, de modo que:

UT=0WXT. (83)

Da auséncia de viscosidade no primeiro caso, concluimos que a forca viscosa, e o tensor

o, nao pode depender da velocidade em si, mas deve depender da velocidade por meio

Ou;
oxy,

82%u;
Oz, 0x;

de termos como e

que desaparece se a velocidade ¢ uma constante. No segundo
caso, concluimos que o tensor deve desaparecer se v = @ X 7, onde as unicas combinacoes

de derivadas da velocidade que satisfazem essas duas condicoes sao :

4

Oxy, + ox;’ (84)
ou,

6ik8_m,,' (85)

E, é claro, um grande niimero de termos envolvendo derivadas secundarias e superiores da
velocidade. Nao temos motivos para esperar que tais termos nao estejam presentes em o,
mas é claro que nossa teoria seria muito mais simples se as forcas viscosas dependessem
apenas das primeiras derivadas da velocidade. Assumiremos que temos o direito de usar
a teoria mais simples possivel, para conseguir ser consistente com as condigdes (i) e (ii),
é claro, até que sejamos forcados a fazer o contrario. De fato, descobriu-se que a teoria
simples, na qual a forca viscosa depende apenas das primeiras derivadas da velocidade, é
uma descri¢ao mais adequada do movimento do fluido.

Isso significa que podemos escrever o tensor mais geral na forma:

ov;  Ouy, ov,
Oik =1 (axk + 8_1;1) + géikﬁ_xr’ (86)

onde os coeficientes 1 e £ sao chamados de coeficientes de viscosidade.
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Na maior parte do trabalho que fizemos até este ponto, nossa atencao se direcionou
a fluidos incompressiveis; ou seja, para fluido que sao definidos de acordo com a equagao

abaixo:

ov,

V-v:axr

= 0. (87)

Argumentamos que esta é uma boa aproximacao de liquidos, mas talvez nao seja tao bom

para gases. Para o caso de fluidos incompressiveis, a forca viscosa torna-se:

F = a%“““ (88a)
b 5]
F, =1 aj:g;k. (88¢)
De modo que a equacao de Euler é:
0 0 0?v;
Pt =  Orp L Lik + n@xkaxk'
Que, em uma forma vetorial mais familiar, torna-se:
p%‘j = —VP + Vi = —VP + poVu. (89a)

Onde v = % é normalmente chamado de coeficiente de viscosidade cinematica. Esta
equacao (89a) é geralmente chamada de equagao de Navier-Stokes, é importante lembrar
que é simplesmente a segunda lei de Newton aplicado a um fluido em que se sabe que existe
atrito interno, ou viscosidade. A forma acima se aplica apenas a fluidos incompressiveis

(TREFIL, 1975).
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4.2 VENTOS ESTELARES

Os ventos estelares sao o fluxo continuo de material das estrelas, a ejecao de ma-
terial desempenha um papel importante no ciclo de vida das estrelas, no caso de estrelas
massivas, os ventos removem mais da metade da massa original da estrela antes que ela
exploda como uma supernova, o nome vento solar e ventos estelares foram ambos intro-
duzidos por Eugene Parker. No entanto, as origens das ideias basicas sobre a perda de
massa das estrelas surgiram muito antes disso (LAMERS; CASSINELLI, 1997).

A teoria original de Parker para o vento, em 1958, dizia respeito a fluxos impul-
sionados por gradientes de pressao de gas, no entanto, observacoes de sondas no espaco
interplanetario mostraram evidéncias de uma forte dependéncia do tempo das proprie-
dades do vento solar. A primeira ideia de que os atomos poderiam ser expulsos pela
absorcao de radiacao surgiu em um artigo, um pouco depois do desenvolvimento da teoria
quantica. A radiacao foi entao percebida para se propagar como fotons, cada um tendo
um momento.

A absor¢ao do momento no campo de radiacao pode “levitar” ou impulsionar a
matéria para cima. A formulacao desses modelos de vento solar impulsionado por radiagao
nao foi cunhada através das observagoes solares, mas sim das observagoes de foguetes dos
espectros UV de algumas supergigantes O e B no final dos anos 1960. O campo dos
ventos estelares tornou-se muito ativo depois que observacoes poderiam ser feitas em
essencialmente todas as regides espectrais que nao estao disponiveis no solo (LAMERS;
CASSINELLI, 1997).

Foguetes e satélites lancados desde meados da década de 1960 mostraram evidéen-
cias de ventos estelares em bandas de comprimento de onda, incluindo raio-x, ultravioleta
extremo, ultravioleta, dptica, infravermelha e na regiao do radio. As descobertas obser-
vacionais e o desenvolvimento tedrico no campo dos ventos estelares proporcionaram uma
série de eventos que ampliaram nossa percepcao a respeito desse fendmeno hidrodinamico,

sao eles:

1. A primeira fase (1572-1910) ¢ a constatacao de que fenomenos semelhantes a novas
indicam que as estrelas ejetam massa, e que essa ejecao pode ser detectada espec-
troscopicamente. Esta fase vai desde a deteccao dos objetos semelhantes a nova B

Cas e P Cygni por volta de 1600 até os estudos fotograficos do inicio do século XX.
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2. A segunda fase (1913-1947) envolve o desenvolvimento de diagnésticos de perda de
massa levando a uma imagem bastante boa do fluxo de estrelas quentes e compre-

ensao bésica das condicoes fisicas na atmosfera solar externa.

3. A terceira fase (1947-1967) contém a prova de perda de massa de estrelas gigantes

e o desenvolvimento do tema do vento solar.

4. A quarta fase (1967-1982) traca o rapido desenvolvimento do tema sobre os ventos

estelares possibilitando novas observagoes.

5. A fase final (1980- presente) é a era atual que se preocupa com fendémenos depen-
dentes do tempo. Efeitos como rotacao e pulsacao podem levar a nao-esféricos em

outras galaxias.

Demorou muitas décadas para os astronomos perceberem que a maioria das classes
de estrelas sofrem alguma forma de perda continua de massa, no entanto, uma vez que
as observacgoes puderam ser feitas do espaco, o assunto dos ventos estelares, separados do
vento solar, desenvolveu-se rapidamente. Alguns observatorios espaciais em particular o
satélite Copernicus, o explorador Ultravioleta Internacional (IUE), o observatério de raio-x
Einstein, o Telescépio Astronomico Infravermelho e o Observatério Espacial Infravermelho
(ISO), tém sido bastante titeis para o estudo dos ventos estelares.

Atualmente, as propriedades globais dos ventos estelares e da perda de massa sao
razoavelmente bem compreendidas para a maioria dos tipos de estrelas, entretanto, ainda
existem muitos aspectos dos ventos estelares que sao incertos, nao conseguimos entender
realmente a variabilidade dos ventos estelares, nem os processos que levam a variabilidade.
Os campos magnéticos podem desempenhar um papel importante na perda de massa e na
estrutura da velocidade dos ventos, sabemos muito pouco sobre a forga e a distribuicao
geométrica dos campos nas estrelas.

Quase todo o conhecimento que temos sobre os ventos estelares vem do estudo das
estrelas em nossa galaxia. Até recentemente, havia apenas algumas observacoes de ventos
estelares em outras galaxias, simplesmente porque é dificil obter a resolucao espectral
e espacial necessaria para estudos detalhados. Os espectros ultravioletas obtidos com o
telescépio espacial Hubble de estrelas no LMC, SMC e M31 mostram que as taxas de

perda de massa dependem da metalicidade, de modo que estrelas em galdxias de menor
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metalicidade tém taxas de perda de massa menores do que estrelas galacticas de mesma
luminosidade, temperatura e massa.

A evolucao das estrelas depende crucialmente de sua perda de massa durante varias
fases de suas vidas, mudancas na taxa de perda de massa mesmo sendo pequena pode
modificar drasticamente a evolucao de uma estrela. Portanto, a evolucao de estrelas

massivas em galdxias de baixa metalicidade pode ser muito diferente daquelas situadas

em nossa galaxia (LAMERS; CASSINELLI, 1997).

4.3 EVIDENCIAS OBSERVACIONAIS

De modo mais amplo, as evidéncias observacionais dos ventos estelares sao utili-
zados para determinar a taxa de perda de massa e a velocidade terminal do vento. As
estrelas que possuem massa inferior a massa do Sol tem taxas de perda menores em com-
paracao com estrelas supergigantes na sequéncia principal, nas fases finais da evolucao
estelar, essas taxas podem chegar a 10_6M® /ano 3 ou ainda maiores dependendo do
estagio evolutivo da estrela, como no supervento que da origem as nebulosas planetarias.
Consequentemente, nas etapas finais, a evolucao da estrela é significativamente afetada
pela perda de massa (MACIEL, 2005a).

Nesta secao, discutimos diversas maneiras de detectar os ventos estelares e como
eles contribuem em maior ou menor grau para a perda de massa das estrelas. Portanto,
a melhor maneira de determinar as taxas de perda de massa das estrelas é usar os dois
tipos de observacoes, medicoes continuas de radio combinadas com informacoes de veloci-
dade dos perfis P Cygni no ultravioleta, e a emissao continua de poeira no infravermelho
combinada com as informagoes de velocidade das linhas de CO na regiao de radio.

Vamos a seguir considerar algumas evidéncias observacionais dos ventos estelares.

3 A notacdo se refere a perda de massa solar ao ano.
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4.3.1 PERFIS P CYGNI

A presenca de perfis P Cygni tem grande importancia na identificacao dos ventos
estelares, em particular aplicados as linhas ultravioletas ressonantes em estrelas quentes.
Essas linhas sao produzidas por espalhamento ressonante, em que um atomo absorve
um féton da fotosfera, ou seja, absorve energia de forma a ocorrer uma passagem de
seu elétron para um nivel mais elevado de energia e em seguida o seu retorno ao nivel
de origem com a reemissao do foton praticamente na mesma frequéncia do féton original,
desviado pelo efeito Doppler. Muitos exemplos de linha com perfis P Cygni sao observados,
particularmente no espectro ultravioleta de estrelas quentes (MACIEL, 2005a).

Os indicadores mais sensiveis de perda de massa de estrelas quentes sao os linhas
espectrais devido as transicoes atomicas do estado fundamental, chamadas de linhas de
ressonancia, de ions abundantes. Se a densidade da coluna dos ions absorventes no vento
entre o observador e a fotosfera estelar for pequena, entre 10'3 e 10'* fons cm ™2, as linhas
de ressonancia ird produzir um componente de absorcao fraco, mas observavel. Este
componente de absorcao é deslocado para um comprimento de onda mais curto porque é
formado em uma regiao que se move para fora da estrela e em direcao ao observador. Se
a densidade da coluna dos fons de absorcao for alta, digamos maior do que cerca de 10
fons cm~2, as linhas terao os chamados perfis P Cygni consistindo em um componente de
absorcao com deslocamento para o violeta e um componente de emissao com deslocamento
para o vermelho (LAMERS; CASSINELLI, 1997).

Um exemplo pode ser visto na figura 7 para a estrela HD93204. Nesse exemplo di-
zemos que o perfil estd fortemente saturado, com o fluxo chegando a zero em praticamente
toda a componente de absorgao.

Como o maior fluxo de energia em estrelas O é na regiao do ultravioleta, os perfis
serao formados por atomos relativamente abundantes, geralmente por linhas ressonantes
com maiores forcas de oscilador nessa regiao. Isso os tornam excelentes indicadores para
taxa de perda de massa, caso as linhas nao estejam saturadas. Caso haja saturacao, as
linhas irao servir como estimativa para um limite inferior para a perda de massa, sendo
uteis nos diagnodsticos para determinar a velocidade terminal do gas, ja que os perfis estao

diretamente ligados com o Efeito Doppler (MAIA, 2015).
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Figura 7. Perfil P Cygni na estrela HD93204, com os valores de comprimento de onda

indicados entre parénteses.
Fonte: Maia, 2015.

4.3.2 A LINHA Ha EM EMISSAO

Em estrelas quentes com altas taxas de perda de massa M> 10*7M@ /ano podem
mostrar linhas de emissao em seus espectros. O exemplo mais conhecido é a linha Ha
do hidrogénio em emissao, cujo perfil é um bom indicador da taxa de perda de massa,
essas linhas sao produzidas pela colisao de um fon do vento com um elétron, havendo
uma recombinacao a um estado excitado seguida de um processo de cascata até o estado
fundamental, em que vérias linhas podem ser emitidas. O estudo dos ventos estelares
por meio desta linha tem a vantagem ébvia de que a linha pode ser observada do solo
em comparacao com os perfis ultravioleta P Cygni que requerem observagoes de satélites,
assim como no caso dos perfis P Cygni visto anteriormente, os perfis da linha Ha podem
dar informagoes sobre a taxa de perda de massa e a lei da velocidade nos ventos, as linhas
de emissao sao aproximadamente simétricas em torno de seu comprimento de onda e a
emissao estende-se até velocidades inferiores a velocidade final, tendo em vista que as
linhas de emissao sao formadas nas camadas inferiores dos ventos onde a densidade é alta

(MACIEL, 2005a).

4.3.3 EXCESSO INFRAVERMELHO E RADIO

Para estrelas quentes com gas ionizado, é produzido um excesso de emissao conti-
nua em comprimento de ondas longos, ou seja, de radiagao infravermelha e radio, causado

pela emissao do vento Bremsstrahlung, produzida quando cargas elétricas sofrem desace-
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leragao. Neste caso, a taxa de perda de massa da estrela pode ser determinada a partir
da lei de velocidades e da densidade do gés, que é obtida da distribui¢ao de energia do
excesso de radiacao e da estrutura de temperatura. A luminosidade da radiacao varia

06 onde v é a frequéncia de radiacdo. Obviamente, tratamos

aproximadamente com v
nesse caso de radiagao continua, e nao de linhas espectrais, o excesso de radio ou infraver-
melho em si nao fornece informagoes sobre a velocidade do vento porque é uma radiagao
continua, de modo que nao podemos obter informagcoes sobre a velocidade de expansao

do gas pelo efeito Doppler(MACIEL, 2005a).

4.3.4 EMISSAO INFRAVERMELHA

As estrelas gigantes frias com alta taxa de perda de massa emitem um excesso
de radiacao infravermelha e milimétrica devido aos graos imersos no envelope em expan-
sao. A distribuicao de energia da poeira pode ser observada na regiao infravermelha e
milimétrica do espectro, diferenciando-se da emissao do vento Bremsstrahlung mencio-
nada anteriormente. O aumento da emissao do infravermelho e milimétrica por graos
estd relacionada a temperatura média da poeira, a distribuicao de energia consiste em um
componente estelar da temperatura, dependendo da densidade de colunas dos graos. O
aspecto observado podera incluir uma componente estelar além da emissao planckiana da
poeira, a andlise dessa emissao inclui o estudo da distribuicao espacial da temperatura
dos graos, e sua emissao livre produz uma distribuicao de energia que diminui para ondas

mais longas (MACIEL, 2005a).

4.4 MECANISMO DE EJECAO DE MASSA

Muitos mecanismos diferentes tem sido proposto para explicar a ejecao de matéria
em todas as faixas do diagrama Hertzsprung — Russell, nesta secao sera apresentada uma

introducao aos principais modelos que implicam na perda de massa das estrelas.

4.4.1 O DIAGRAMA DE HERTZSPRUNG - RUSSELL

O diagrama de Hertzsprung - Russell conhecido como diagrama HR, foi desco-
berto independentemente pelo dinamarqués Ejnar Hertzsprung, em 1911, e pelo americano
Henry Norris Russell em 1913, como sendo uma relagao existente entre a luminosidade de

uma estrela e sua temperatura superficial. Hertzsprung descobriu que estrelas da mesma
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cor podiam ser divididas entre luminosas, que ele chamou de gigantes, e estrelas de baixa
luminosidade, que ele chamou de anas. Assim, o Sol e a estrela Capela tem a mesma classe
espectral, ou seja, possuem a mesma cor, mas Capela, uma estrela gigante, é cerca de 100
vezes mais luminosa que o Sol, Russell estendeu o estudo de Hertzsprung para as estrelas
mais quentes, uma representacao de um diagrama HR é mostrada na figura 8. Tanto a
luminosidade (ou magnitude absoluta) como a temperatura superficial de uma estrela, sdo
caracteristicas facilmente determindveis para estrelas de distancias conhecidas: a primeira
pode ser encontrada a partir da magnitude aparente, e a segunda a partir de sua cor ou

tipo espectral (FILHO; SARAIVA, 2014).
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Figura 8. Representacao de um diagrama HR, mostrando a localizacao de algumas estrelas

conhecidas
Fonte: Filho; Saraiva, 2014.

A figura 8 mostra o diagrama HR para um conjunto de estrelas nas proximidades
do Sol, ha uma convencao adotada, de que a temperatura cresce para a esquerda, e a
luminosidade para cima, no diagrama HR as estrelas nao se distribuem igualmente, mas
se concentram em algumas partes. A maior parte das estrelas estd alinhada ao longo de
uma estreita faixa na diagonal que vai do extremo superior esquerdo - estrelas quentes e

muito luminosas, até o extremo inferior direito - estrelas frias e pouco luminosas. Essa
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faixa é chamada sequéncia principal, a posicao de uma estrela na sequéncia principal é
determinada pela sua massa: estrelas mais massivas sao mais quentes e mais luminosas.
As estrelas da sequéncia principal tém, por definicao, classe de luminosidade V, e sao
chamadas de anas. Um numero substancial de estrelas também se concentra acima da
sequéncia principal, na regiao superior direita (estrelas frias e luminosas). Essas estre-
las sao chamadas gigantes, e pertencem a classe de luminosidade II ou III. No topo do
diagrama existem algumas estrelas ainda mais luminosas: sao chamadas supergigantes,
com classe de luminosidade I. Finalmente, algumas estrelas se concentram no canto infe-
rior esquerdo (estrelas quentes e pouco luminosas): sao chamadas anas brancas (FILHO;

SARAIVA, 2014).

4.4.2 VENTOS CORONAIS

Os ventos coronais sao ventos estelares impulsionados pela pressao do gas devido
a alta temperatura do gas. No caso do sol, uma temperatura coronal de cerca de 2 x
10°K ¢ atingida nas camadas externas da atmosfera solar. O aumento da temperatura
para as camadas superiores é devido a dissipagao de energia mecanica ou a reconexao de
campos magnéticos que se originam na zona de convecgao abaixo da fotosfera. No entanto,
nesta secao sobre ventos coronais, consideramos apenas os efeitos da pressao do gas e da
conducao de calor na produgao de um vento estelar. No entanto, algumas estrelas frias
muito luminosas também podem ter ventos impulsionados por outros mecanismos, como
pressao de onda ou pressao de radiacao em graos de poeira, se essas estrelas tém uma alta
taxa de perda de massa, o aquecimento nao pode competir com o resfriamento causado
pelo géds que sai. A conducao térmica é importante em altas temperaturas, ela transporta
energia das regioes de temperatura mais alta para as de temperatura mais baixa, de modo
que o gradiente de temperatura tem de ser menor nas regides onde a conducao ¢ eficiente.
A solucao do sistema de equacoes é geralmente numérica, ajustando-se as condigoes nas

vizinhangas do ponto critico, onde a velocidade do gés aproxima-se da velocidade do som

(LAMERS; CASSINELLI, 1997).

4.4.3 VENTOS IMPULSIONADOS POR ONDAS SONORAS

Em estrelas que possuem uma zona de conveccao logo abaixo da fotosfera, os

movimentos convectivos podem criar ondas actsticas que se propagam para fora através
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da fotosfera, essas ondas sonoras produzem uma pressao na superficie da estrela que ira
depender da densidade e das amplitudes de cada onda, com resultado dos movimentos
convectivos, o gradiente da pressao da onda resulta em uma for¢a que pode impulsionar
um vento estelar.

Se as amplitudes de velocidade das ondas sonoras se tornarem maiores do que cerca
de metade da velocidade do som, teremos como resultado a dissipacao da energia acustica
na forma de calor, observa-se que a dissipacao ¢ uma funcao acentuada da amplitude da
velocidade das ondas. Para amplitudes de onda iniciais mais altas, a perda de energia por
dissipagao ja é acentuada, isso mostra que as ondas sonoras tém um efeito insignificante
nas taxas de perda de massa das estrelas, a menos que a dissipacao seja levada em consi-
deracao. As ondas sonoras sé afetam as taxas de perda de massa de estrelas de gravidade
muito baixa se houver forte dissipagao na regiao subsonica, nesse caso, a dissipacao afeta
tanto a estrutura térmica dos ventos quanto a forca que os impulsiona.

Modelos com grande luminosidade de onda actstica e forte dissipagao na regiao
subsonica pode ser capazes de acelerar o vento nas camadas mais baixas, porém esses
modelos nao conseguem acelerar o vento além do ponto critico. Para resolver esse pro-
blema, é necessario invocar outro mecanismo que possa elevar o material acima do ponto
critico do pogo potencial. Isso poderia ser feito por pressao de radiacao em graos de
poeira que se formam nos ventos de estrelas frias com altas taxas de perda de massa. Por-
tanto, os modelos de vento impulsionados por ondas sonoras sao modelos hibridos com
dois mecanismos diferentes cooperando na regiao subcritica e supercritica.

A literatura sugere que ventos impulsionados por ondas sonoras com pressao de
radiagdo na poeira podem gerar uma perda significativa de massa para as estrelas frias
com uma gravidade muito baixa, como estrelas no ramo gigante assimptotico. No entanto,
para explicar as taxas de perda de massa e a velocidades dos ventos das estrelas no ramo
assintético, necessitamos de ajustes mais refinados nos parametros, o que torna esses

modelos implausiveis. (LAMERS; CASSINELLI, 1997).

4.4.4 VENTOS CONDUZIDOS PELA POEIRA CIRCUNSTELAR

As atmosferas externas das estrelas gigantes frias, luminosas e das primeiras estrelas
tipograficas podem ser expelidas pelos fortes campos de radiacao das fotosferas estelares.

No caso das estrelas frias, o impulso radiativo ocorre por causa da absorcao de fétons
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por graos de poeira que podem formar as atmosferas externas. Os graos podem absorver
radiagdo em uma ampla faixa de comprimentos de onda, de modo que os fluxos de saida
das estrelas frias sao considerados ventos “conduzidos por um continuo”.

No caso de estrelas quentes com estagio de evolucao precoce, os ventos sao impul-
sionados pelo espalhamento da radiacao por opacidade de linha, os fluxos de saida pro-
venientes dessas estrelas sao chamados de ventos conduzidos por linhas, existe diferenca
entre os ventos que sao conduzidos por linhas e por continuo; o deslocamento Doppler de-
sempenha um papel importante na anélise dessa diferenca, que é a parcela da quantidade
extravasada de matéria e da fotosfera. Para uma estrela fria com um vento impulsionado
pelo continuo, ha um desvio do comprimento de onda para o vermelho, que corresponde
a alguns angstrom, é uma banda tao estreita que nem a continuidade nem o campo de
radiagao incidente mudam significativamente. Portanto, o deslocamento Doppler nao é
importante em ventos impulsionados por um continuo.

No caso de ventos conduzidos por linha, tanto a opacidade da linha quanto o
campo de radiacao nas linhas mudam significativamente com os deslocamentos Doppler
associados aos ventos. Em geral, o campo de velocidade em um vento impulsionado
por linha aumenta mais acentuadamente com o raio. Apesar dessas diferencas, tanto
o acionamento continuo quanto o acionamento em linha podem produzir grandes taxas
de perda de massa, da ordem de 10_6]\/[@ /ano. Ventos impulsionados pela poeira sao
lentos com velocidades de cerca de 10 a 30 km/s™!, enquanto ventos impulsionados por
linhas geralmente tém velocidades maiores que 10° km/s™!, parte dessa diferenga pode

ser atribuida as diferencas nas velocidades de escape das estrelas envolvidas (LAMERS;

CASSINELLI, 1997).

4.4.5 VENTOS E CAMPOS MAGNETICOS: ONDAS DE ALFVEN

As estrelas possuem em geral um campo magnético que é resultado da matéria
remanescente da nuvem protoestrela ou desenvolvido por algum processo anterior, a es-
trutura desses campos, com excecao do sol, nao é bem conhecida, mas é bastante provavel
que o campo tenha efeitos consideraveis sobre os ventos estelares, em particular para es-
trelas com alta rotacao. A juncao dos campos magnéticos com a rotacao tem um papel
importante na perda de quantidade de movimento angular, como ocorre nas protoestrelas,

na fase de pré-sequéncia principal e na sequéncia principal inicial.
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Na presenca de um campo magnético, teremos que considerar seus efeitos sobre os
ventos estelares, como por exemplo, se as oscilagoes forem induzidas no campo na base
do vento, ondas transversais, ondas de Alfvén serao geradas, ou seja, ondas de baixa
frequéncia, propagando-se na direcao do campo magnético, através da oscilacao de fons.
Essas ondas podem levar a aceleracao da atmosfera externa na forma de um - vento
impulsionado pelas ondas Alfvén - as regioes de campo aberto podem surgir em uma
variedade de configuracoes, dependendo das correntes de circulagao ou propriedades do
dinamo do interior da estrela. Juntamente com os processos envolvendo a pressao da
radiagao, as ondas de Alfvén sao provavelmente os principais mecanismos de produgao de
ventos, ocorrendo em diversas regides coronais extensas e com fluxos radiativos. A inclusao
das ondas de Alfvén como mecanismo de producgao de ventos e posteriormente responsavel
pela ejecao de massa em estrelas, implica na modificacao da equacao de conservacao da
quantidade de movimento, que passa a incluir um termo correspondente a for¢a de Lorentz,

que ¢ proporcional a densidade de corrente J, e a intensidade do campo magnético B

(MACIEL, 2005a).

5 A INFLUENCIA NA FORMACAO DE ESTRUTURAS NO MEIO INTERESTE-
LAR

Diversos tipos de observacoes apresentam evidéncias de ventos estelares, particu-
larmente no caso de estrelas jovens e quentes, das estrelas centrais de nebulosas planetarias
e das estrelas evoluidas, o estudo da evolucao de algumas estrelas é extremamente impor-
tante para explicar a origem da matéria e de estruturas do meio interestelar.

Na etapa inicial as estrelas formam-se dentro de concentragoes relativamente densas
de géas e po interestelar conhecidas como nuvens interestelares. A desordem nas nuvens
que envolve o processo de formacao esta ligada incondicionalmente a sua instabilidade,
onde por meio de um processo de instabilidade gravitacional leva a contracao da nuvem
até que as regioes centrais atinjam densidades e temperaturas suficientes para que ocorra
a ignicao das reacoes nucleares. A medida que a nuvem colapsa, o material no centro
comeca a aquecer dando origem a uma bolha central conhecido como protoestrela, é este
nicleo em fusdo no coragao da nuvem colapsada que se tornard uma estrela (MARQUES
et al., 2018).

Os diversos estagios pelos quais passa uma estrela ao longo de sua vida constituem
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a evolucao estelar. A evolucao de uma estrela depende criticamente da sua massa, desde
a fase de protoestrela até os estdgios finais, no caso de estrelas de massa pequena ou
intermediaria, como o Sol, a estrela se transforma em uma gigante vermelha, movendo-se
para cima e para a direita no diagrama Hertzsprung-Russell, no final da fase de gigante
vermelha, a estrela ejeta suas camadas externas, formando entdao uma nebulosa plane-
taria enquanto que o objeto central - com a maior parte da massa da estrela original -
transforma-se em uma estrela ana branca (MACIEL, 2005b).

As estrelas de grande massa, até cerca de 20 ou 30 massas solares, tém uma evolucao
mais rapida e dramatica. Deixam a sequéncia principal em dire¢ao ao ramo das supergi-
gantes, explodindo posteriormente como uma supernova. A evolucao de uma estrela até o
estagio de uma supernova é um fenomeno extremamente energético, transferindo energia e
quantidade de movimento ao meio interestelar por meio de ondas de choque. No processo,
pode ser formada uma estrela de néutrons - um objeto colapsado - enquanto que a parte
mais externa da estrela, ou toda ela, é ejetada ao meio interestelar (MACIEL, 2005b).

Esse gas interestelar, é constantemente renovado pelas ejecoes de massa das estre-
las, e estard pronto para formar novas geracoes de estrelas, as quais terao uma composi¢ao
quimica modificada gracas as transformacoes nucleares ocorridas no interior das geragoes
precedentes. Os ventos estelares fazem parte desse processo, sendo uma maneira eficaz
de transferéncia de matéria, energia e quantidade de movimento das estrelas para o meio
interestelar. Entre os mais espetaculares exemplos de ventos estelares podemos associar
os ventos produzidos por estrelas jovens e quentes, que estao frequentemente relacionados

com as regioes de formagao estelar, como por exemplo, a nebulosa de Roseta na Figura 1

(MACIEL, 2005b).

5.1 TAXA DE PERDA DE MASSA

Praticamente todas as estrelas perdem massa para o meio interestelar, embora
as taxas observadas e os processos fisicos responsaveis pela perda de massa podem ser
bastante diferentes. Altas taxas de perda de massa para os ventos estelares reduzem
consideravelmente a massa original da estrela, de modo que sua trilha evolutiva sera
completamente diferente. A perda de massa pode atingir velocidades que variam de
10km/s a cerca de alguns milhares de km/s, da mesma ordem ou maior que a velocidade

de escape estelar. Isso significa que a condigao de equilibrio hidrostatico nao é mais valida,
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pelo menos nas camadas externas da estrela, onde a forca de pressao domina a forca da
gravidade. Podemos usar a equagao da continuidade (9) e obter uma expressao simples
para a taxa de perda de massa, que é a quantidade de matéria perdida pela estrela por
unidade de tempo, obtemos o seguinte resultado:

dM

- = 4 p(r)v(r), (90)

onde v(r) = %,

¢ a velocidade de expansao do gas.

Portanto, se conhecermos as dimensoes, a densidade e a velocidade do gas ejetado,
podemos obter diretamente a taxa de perda de massa. A velocidade do gas pode, em geral,
ser determinada pelo efeito Doppler na emissao observada ou nas linhas de absorgao, em
particular para linhas exibindo os perfis P Cygni, em que as caracteristicas de absor¢ao
e emissdo sdo observadas. Os resultados variam de 10 a 20 km/s para os ventos frios e
lentos de estrelas gigantes vermelhas, a alguns milhares de km/s para os ventos quentes
e rapidos das estrelas O, B e estrelas centrais das nebulosa planetarias.

Os processos responsaveis pela perda de massa nas estrelas nao sao bem conhecidos,
e ainda sao objeto de pesquisas. Estrelas do tipo solar tém cromosferas e coronas que sao
aquecidos por processos nao térmicos, e sua evaporacao constitui o observado vento solar.
No caso de gigantes luminosos frios, a agao da radiacao a pressao certamente desempenha
um papel importante, seja atuando diretamente no gas molecular ou nos graos de poeira
formados nas camadas estelares mais externas. Estrelas pulsantes também podem ter
uma taxa de perda de massa aumentada em vista dos movimentos de suas camadas, seja
pela acao das ondas de Alfvén vista anteriormente, ou através de outras interagoes com o

campo magnético (MACIEL, 2016).

5.2 INTERACAO DOS VENTOS ESTELARES COM O MEIO INTERESTELAR

As estrelas interagem com o meio interestelar circundante, tanto por meio de sua
radiacao ionizante quanto por meio da massa, e pelas quantidades de movimento e ener-
gia que sao transferidas por meio de seus ventos. A radiacao ultravioleta extrema de
estrelas quentes leva a nebulosas ionizadas ou regides de hidrogénio ionizado (HII) em
torno de estrelas jovens. No caso de estrelas de baixa massa prestes a se tornarem anas
brancas, a radiacao leva a ionizacao das nebulosas planetarias. A perda de massa nos

ventos estelares leva a uma reciclagem da matéria de volta ao meio interestelar e devido
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ao processamento nuclear que ocorre no interior das estrelas, a matéria que retorna é
frequentemente enriquecida quimicamente.

Nos casos de gigantes O do tipo tardio e estrelas de Wolf-Rayet ricas em carbono,
os graos de poeira sao produzidos nos ventos, entao os fluxos podem transportar material
enriquecido com graos para o meio interestelar. Esses graos podem desempenhar um papel
na préxima geragao de formagao estelar. Existem também efeitos dinamicos associados as
interagoes vento e meio interestelar. As colisoes dos ventos com seus arredores produzem
“bolhas de vento” e a transferéncia de momento ajuda a manter as velocidades aleatérias
das nuvens interestelares que, de outra forma, seriam amortecidas pelos efeitos dissipativos
das colisoes de nuvens.

Os ventos de estrelas massivas tendem a ter os maiores efeitos sobre o meio inte-
restelar, porque suas taxas de perda de massa sao grandes, e as estrelas massivas que sao
quentes também tém ventos que sao muito rapidos e carregam grandes fluxos de momento.
Estrelas massivas sao definidas como estrelas que, mesmo na auséncia de efeitos binarios,
terminariam com suas vidas como supernovas. Isso significa que suas massas estao na
faixa de cerca de 8 M a cerca de 100Mq), essas estrelas serao capazes de inflamar a
queima de carbono em seus nicleos e, em seguida, encerrar sua evolucao em explosoes de
supernovas (LAMERS; CASSINELLI, 1997).

A interacao dos ventos estelares com o meio interestelar corresponde a um processo
hidrodinamico em um fluido compressivel, esse processo leva a uma reciclagem de matéria
e energia do meio interestelar; a energia cinética do vento é convertida no aquecimento
da regiao produzindo ondas de choque com altas temperaturas, essas regioes podem ter
dimensoes superiores as dimensoes circunstelares que estao associadas a estrela em pro-
cesso de perda de massa. De modo geral, os ventos associados as estrelas também sao
responsaveis pela propagacao de choques no meio interestelar, isso pode ocorrer em es-
trelas evoluidas ou em explosoes de supergigantes, estejam elas localizadas na sequéncia
principal ou em estagios posteriores, nos quais frequentemente sao observados jatos de

matéria associados aos choques (MACIEL, 2005a).
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6 CAPITULO IV - CONSIDERACOES FINAIS

O estudo sobre o cosmo e seus mecanismos requerem uma linguagem propria e que
acompanhe as nuances dos fenomenos estudados de forma sistematica. Devemos utilizar
uma descrigao fisica e matematica para conseguir compreende-los e decifrar cada detalhe
do mecanismo que forma a grande méaquina que é o universo. Dessa forma, o universo é
regido por leis que demonstram seu comportamento, como exposto no capitulo II, onde
podemos elencar algumas equacoes no estudo da hidrodinamica circunstelar; a equacao de
Euler (48b), por exemplo, nao é a inica equagao necessaria para descrever o vento estelar,
que é essencialmente um escoamento hidrodinamico das camadas mais externas de uma
estrela; necessitamos ainda da equagao de continuidade (9), que traduz a conservagao da
massa, e da equacao de energia que, em principio, leva em conta todos os processos de
ganho e perda de energia.

Dessa forma buscamos com esse estudo demonstrar a dinamica circunstelar com
destaque para a formacao e os efeitos dos ventos estelares sobre o meio interestelar, mos-
trando a importancia das equagoes hidrodinamicas como ferramenta para a descricao de
fenomenos astrofisicos. Estudos sobre o universo e em particular a disseminagao de infor-
macoes que tratem da importancia da astrofisica e da fisica principalmente, sao essenciais
para o desenvolvimento cientifico e para a producao de material literario para suprir a
necessidade de conteido cientifico de astrofisica a nivel de graduacao, que auxiliem na
construcao do conhecimento humano a respeito de suas origens, fornecendo-nos uma nova
perspectiva; a de um universo tocavel, mutavel e nos lembrando que somos feitos de pé

de estrelas.
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A APENDICE A

A.1 INTRODUCAO

Este apéndice aborda importantes conceitos acerca da notagao tensorial cartesiana,
também chamada de notagao de indices ou de Einstein. Nosso objetivo é apresentar os
principais conceitos acerca desta notagao, tendo em vista que ela apresenta nitidas vanta-
gens sobre a vetorial, por apresentar uma forma mais elegante e compacta das equacoes
sobre os vetores.

Antes de iniciarmos o estudo sobre tensores, veremos a definicao de vetores. Um
vetor é representado por um segmento orientado AB que apresenta direcao, mdédulo e
sentido, ¢ definido como uma classe de equipoléncia de segmentos orientados. Definiremos
um vetor genérico da seguinte forma:

A=a,i+ a,j + a.k, (91)
onde 1, 7, l%, sao os vetores unitarios dos eixos z, y, z. Vetores sao membros de uma classe
mais ampla de objetos chamadas tensores.

Um tensor pode ser definido como um operador linear, C, que relaciona um vetor
genérico (91) a um tnico vetor através de uma transformacao, ou seja, U= C A.

Considerando C como uma aplicacao de F em F, o qual pode transformar qualquer
vetor em um outro vetor, se C' transforma x em y € Vv em w, entao:

Cr =y, (92)
Cv =w, (93)

se C for capaz de satisfazer as propriedades de soma e multiplicacao por um escalar, onde
i, U € F, teremos:

C(u+v) = Cu+ Cv,Vu, vel, (94)
C(av) = aCv, VveF, VaeR. (95)

Entao temos que C corresponde a uma transformacao linear, sendo chamada de tensor de
segunda ordem ou simplesmente de tensor. Como foi definido anteriormente, um tensor
associa o vetor Cu ao vetor ¢ por uma transformacao de coordenadas, isto sugere que
podemos representar as componentes de um vetor na forma matricial, ou seja, a matriz
das componentes do vetor A sendo representada por uma matriz coluna:

v > (96)

Cin Ci2 Cis
Can Cy Cos |, (97)
Cs1 Oz Cis

podemos observar que as componentes do meu novo vetor U sao obtidos a partir do
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produto matricial, ou seja, da equagao (98):

Uy Cn Cip Cis Qy
Uy, = 021 022 023 Ay | - (98)
Uy C31 Csp Csg G

Analisando a equagao (98) vemos que as colunas da matriz de componentes do
tensor sao as componentes dos vetores Cey, Cés, Cés,, onde €; = (€1, €3, €3) representa
uma base ortonormal de vetores.

Ainda temos dois tensores que sao bastante utilizados quando se emprega a notacao
dos indices: os operadores d;; e €;;;,. Podemos definir o operador ¢;;, conhecido como d;;

de Kronecker, assim:
_(Li=7
by = (0 7,éj), (99)

na verdade, o J;; de kronecker representa os elementos da matriz identidade, que ao
multiplicar um vetor A, da como resultado o préprio vetor, vejamos:

1 00 Qg Ay
01 0 (a|=1_ay]- (100)
0 0 1 a, a,

O operador €5, também definido como simbolo de permutacgao, ou simbolo anti-
simétrico de Levi-Civita, é utilizado para representar o produto vetorial e o rotacional de
um vetor, assim podemos encontrar o valor desse operador:

e +1, sei, j, k formam permutacao na ordem ciclica: 123, 231, 312;
e - 1, se i, j,k formam uma permutacao na ordem anticiclica: 132, 213, 321;

e 0 se, i, j, k nao formam uma permutagao, i=j, i=k, ou j=k.

B ALGEBRA TENSORIAL

Na secao anterior vimos uma breve introducao sobre tensores, iremos apresentar
as operagoes que categorizam a algebra tensorial.

B.1 ADICAO E SUBTRACAO DE TENSORES

A soma ou subtracao de tensores sé é valida quando estamos tratando tensores
do mesmo tipo, ou seja, que possuam a mesma ordem e tenha os mesmos nimeros de
indices. Se supormos um tensor D formado pela soma de outros dois tensores B e C
respectivamente, teremos a seguinte equagcao:

D =B+, (101)
da mesma forma ocorre para a subtracao:

D=B-C, (102)
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e por defini¢ao teremos que, D' = (B + C)v, para qualquer vetor ¢. As suas componentes
na base ¢€; sao D;; = B;; £ Cj;, a demonstragao ¢ relativamente simples como podemos
ver:

Dv=Bvi£+Cv= Bijvjé} + Oijl)je_;' = (BZJ + C’ij)vjé} = Dijvjé;-. (103)

A soma de tensores é associativa e comutativa.

B.2 MULTIPLICACAO DE TENSORES

O produto de dois tensores também ¢é chamado de produto externo, diferente da
adicao e subtracao o produto externo pode ocorrer com qualquer tipo de tensor. O
produto de B e C é definido por (BC)v = B(Cv%), para qualquer vetor. No processo de
multiplicagao teremos a soma das componentes de cada tensor, m+n, as componentes na
base €; sao (BC);; = B;C};, a demonstragao ¢ feita a seguir:

BCv = B(C’U) = B(C’ljvjé;-) = Olj’UjBé;' = Oljvailgi = BilCljvjéi. (104)

Se By e C); sao tensores, entao seu produto externo também ¢ um tensor, no caso da
ordem temos (m +n =2+ 2 =4). O produto entre tensores é associativo e distributivo,
mas em geral nao é comutativo.

B.3 CONTRACAO DE TENSORES

A contragao tensorial ou produto interno, implica em uma reducao na ordem do
tensor e consequentemente no numero de componentes, € uma soma sobre indices repeti-
dos, ou seja, para fazer a contracao de tensor igualamos um indice covariante a um indice
contravariante e somamos com respeito a esse indice, a repeticao do indice indica soma-
torio segundo a convengao. Por exemplo, o produto externo entre dois tensores quaisquer
Bij [§ Ck é:

Dijk - BijC’k, (105)

¢ um tensor de terceira ordem com 3% = 27 componentes no sistema cartesiano, entretanto,
o produto interno entre esses mesmos tensores é:

D, = BuC; = E;. (106)
J

Que é um tensor de primeira ordem com 3 componentes.

A APENDICE B

A.1 INTRODUCAO

Usando a notacao tensorial cartesiana podemos reescrever as equacoes dos fluidos,
por exemplo, a equagao da continuidade e a equacao de Euler, de uma forma particular-
mente compacta e elegante. Nessa forma, as equagoes sao especialmente titeis no caso de
fluidos em que a viscosidade nao pode ser desprezada. No capitulo I vimos a equacao da
continuidade na forma vetorial:

dp =

otV (e) =0, (107)
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Fazendo uso da notagao tensorial cartesiana, a equacao da continuidade (107) assume a
forma:

dp  O(puy)
— =0 108
ot + 8xk 7 ( )
ou ainda:
0
8—5 + v:0;p + pOiv; = 0, (109)
ajustando os termos, tomamos o resultado:
dp
a7 i(pvi) = U, 11
BT + 0i(pv;) =0 (110)
podemos verificar que:
&(pvivj) = p’l}iaﬂ)j + vj(?l-(pvi). (111)
Combinando as equagoes (110) e (111), obtemos:
0;(pviv;) = pvi0;iv; — V;0up. (112)

Que é a equacao da continuidade na forma tensorial.

A2 A EQUACAO DE EULER SEM FORCAS EXTERNAS

No capitulo II, discutimos a equacao de Euler para um fluido ideal, ou seja, sem
acao de forgas externas, que é dada por :

v _ 1.
- 7. i=—-_VP 11
o 0= (113)

Usando a notagao dos indices na equagao (113), temos:

82)1' 61;@- 10P

il T 114
ot + Y 8[)’)j pf)xz ( )
Ou ainda,
dv;
,08—2; + pvjajvi == —@P, (115)

nota-se que:

Apv;) v dp
o P o1 +Uzat. (116)

Observando as equagoes (115) e (116) e combinando-as, temos:

d(pvi) dp
T —az‘P—PUjajUz“i“Uz‘a, (117)
organizando os termos da equacao (117), chegamos ao resultado:
I(pvi) dp
T —0;P — | —pv;0jv; — UzE . (118)
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Combinando as equagoes (112) e a (118), temos:

0
57 (Pvi) = — [0 + 0j(pujui)] - (119)
Se imaginarmos um tensor da forma [[,, podemos escrever a equagdo (119) de uma forma
mais simples, teremos:
H = P, + pv;ug, (120)
ik

podemos analisar a equagao (120) e verificar que:

ak H = @(Pézk + pUZ'Uk) (121)
ik

ik

O [ [ = 0:P + 0k(pvivee). (123)
ik

Observando as equagoes (119) e (123) e combinando-as chegamos a equagao (125):
au(pvi) = =0 [ |- (124)
ik

Observe que:

0
=5
A equacao (125) é a equagao de Euler sem forgas externas em notagao tensorial cartesiana,
que ¢ resultado da combinacao das equagoes da continuidade e do movimento.

O (125)
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