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Resumo

Nanoestruturas de grafeno com vários terminais são elementos importantes para o desen-

volvimento de futuros nanodispositivos e nanocircuitos eletrônicos. Neste trabalho, nós

investigamos o transporte baĺıstico de elétrons através de um dispositivo eletrônico base-

ado em grafeno com três terminais com a forma de um Y . Os sistemas f́ısicos estudados

são constitúıdos pela junção de três nanofitas de grafeno com bordas do tipo armchair

sem potencial, com um potencial quadrado e com um potencial em formato triangular

aplicado no lead de entrada, com o intuito de obter um direcionamento de elétrons para

determinado lead de sáıda. Para o cálculo das propriedades de transporte, usamos um

software livre baseado em linguagem de programação Python (Kwant), onde definimos a

estrutura do nosso sistema e calculamos a condutância através dos leads em termos da

energia de Fermi e do potencial aplicado. Os resultados mostram que é posśıvel modificar

a condutância nos leads de sáıda, mostrando que o dispositivo eletrônico proposto possui

grande potencial para aplicações nanotecnológicas.

Palavras-chave: Grafeno. Nanofitas de grafeno. Junções baĺısticas. Transporte eletrônico.
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Abstract

Graphene nanostructures with many terminals are important elements for the develop-

ment of future nanodevices and electronic nanocircuits. In this work, we investigate the

ballistic transport of electrons through an electronic device based on graphene with th-

ree terminals in Y -shape. The physical system consists of the joining of three armchair

graphene nanoribbons with a potential in triangular shape applied to the input lead, in

order to obtain an electron targeting for a given output lead. For the computation of

transport properties, we use free software based on the Python programming language

(Kwant), where we define the structure of our system and calculate the conductance th-

rough the leads in terms of the Fermi energy and the applied potential. The results show

that it is possible to modify the conductance in the output leads, showing that the pro-

posed electronic device has great potential for nanotechnology applications.

Keywords: Graphene. Graphene nanoribbons. Ballistic junctions. Electronic transport.
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2.3 Elétrons sujeitos a um potencial periódico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.4 Primeira zona de Brillouin indicando a localização dos pontos de simetria

(LIMA, 2018). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.5 Aproximação tight-binding primeiros vizinhos (LIMA, 2018). . . . . . . . . 20

2.6 Aproximação tight-binding primeiros vizinhos . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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Caṕıtulo 1

Introdução

O carbono é o elemento qúımico simbólico da vida e está massivamente asso-

ciado à qúımica orgânica, suas caracteŕısticas o tornam um elemento bastante versátil,

podendo ser encontrado em diferentes formas alotrópicas como diamante, grafite, fulereno,

nanotubos de carbono de paredes simples, nanotubos de carbono de paredes múltiplas e

grafeno (Figura 1.1). Este último, por sua vez, é o mais recente alótropo de carbono,

também representante da famı́lia dos nanomateriais, conhecido como a unidade básica es-

trutural cujo empilhamento origina a estrutura do grafite (ZARBIN; OLIVEIRA, 2013),

além disso, possui um arranjo bidimensional de uma única camada de átomos de car-

bono com hibridização sp2 situados nos vértices de um hexágono, assemelhando-se a uma

colmeia de abelhas (PASTRANA-MARTÍNEZ et al., 2013).

Figura 1.1: Representação esquemática de diferentes alótropos de carbono.
NTC:Nanotubo de Carbono

Há mais de 50 anos o grafeno vem sendo estudado e era tido como imposśıvel

de ser obtido em sua forma livre. Em 1939, Pauling já discutia as propriedades do grafeno

1



Caṕıtulo 1 Introdução 2

(PAULING, 1940) e em 1947 Russel Wallace (WALLACE, 1947) calculou sua estrutura

eletrônica. Em 2004, por meio de sucessivas etapas de esfoliação de um pedaço de grafite

15 com o aux́ılio de uma fita adesiva (técnica denominada de clivagem micromecânica),

foi isolado inicialmente por A. Geim e K. Novoselov que o descreveu como sendo filmes

graf́ıticos monocristalinos, com poucos átomos de espessura (1 ou 3 camadas atômicas),

mas que são estáveis sob condições normais, metálicas e de qualidade extraordinariamente

alta. Os filmes são um semimetal bidimensional com uma pequena sobreposição entre as

bandas de valência e condutância, e exibem um forte efeito de campo elétrico ambipolar,

de modo que elétrons e buracos em concentrações de até 1013 por cent́ımetro quadrado e

com mobilidades à temperatura ambiente de aproximadamente 10.000 cent́ımetros qua-

drados por segundo de voltagem pode ser induzido pela aplicação de tensão de porta

(NOVOSELOV et al., 2004). Esse estudo ocasionou uma explosão nas pesquisas acerca

do grafeno e outros compostos de carbono resultando em prêmio Nobel em 2010 para

Geim e Novoselov. (JESUS; FREIRE; GUIMARÃES, 2012).

O grafeno, devido a sua estrutura única, apresenta diversas propriedades su-

periores em relação a outros materiais, como, por exemplo, alta condutividade elétrica

(2 × 104 S/cm) e térmica (5.300 W/m·K, sendo mais de 10 vezes superior ao cobre),

mobilidade elétrica mais alta que todos os materiais eletrônicos (> 105 cm2/V·s em 300

K) (BOLOTIN et al., 2008), muito maior que o Si (∼ 1500 cm2/V·s). Área superficial

espećıfica com cerca de 2600 m2/g o dobro da área superficial de nanotubos de carbono

e bastante superior à área superficial do grafite (10 m2/g), boa transparência, boa re-

sistência mecânica e flexibilidade inerente (WEI; KIVIOJA, 2013; PAPAGEORGIOU;

KINLOCH; YOUNG, 2017). Tais caracteŕısticas fazem o grafeno se tornar um dos princi-

pais materiais para aplicação em transistores de efeito de campo de alta velocidade (FET

- Field Effect Transistor) (HOU et al., 2011; LEMME et al., 2007).

Quanto às propriedades óticas, o grafeno também possui caracteŕısticas rele-

vantes. Ele é praticamente transparente, absorvendo apenas 2,3 % da luz branca incidente.

Isto faz dele um material com muito potencial para várias aplicações, como poĺımeros,

sensores (fotodetectores em especial), transistores, dispositivos portáteis, assim como sis-

temas de armazenamento de energia (SEGUNDO; VILAR, 2016). Entretanto, tais pro-

priedades (eletrônicas, térmicas e óticas) estão relacionadas com a forma de recorte da

nanofita de grafeno, fato este que gera um campo ainda não tão explorado. Dessa forma,
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se faz necessário compreender suas novas propriedades em diferentes configurações, em es-

pecial, junções baĺısticas de três ou mais terminais, uma vez que essa configuração possui

potencial para ser o próximo passo de uma nova geração de transistores. Isso nos motivou

a estudar o transporte eletrônico em junções baĺısticas de três terminais de grafeno.

O restante desse trabalho se organiza da seguinte forma: no Caṕıtulo 2 iremos

discutir as propriedades eletrônicas do grafeno, começando com sua estrutura cristalina

depois analisando o método utilizado para o cálculo da estrutura eletrônica e por fim

aplicando no limite de baixas energias. O Caṕıtulo 3 trata de fazer uma análise acerca

das nanofitas, sua fabricação, suas propriedades gerais, e do estudo das nanofitas no limite

de Dirac. Após isso, aprofundamos na junção baĺıstica de três terminais, na explicação

introdutória do funcionamento do Kwant, tunelamento de Klein e, para finalizar, o estudo

do formalimos de Landauer-Büttiker. No Caṕıtulo 4 discutimos os resultados obtidos

computacionalmente por meio do pacote Kwant. No Caṕıtulo 5 fazemos as considerações

finais levando em conta os resultados obtidos e as futuras perspectivas.



Caṕıtulo 2

Propriedades eletrônicas elementares

do grafeno

2.1 Estrutura cristalina

O grafeno é constituido por uma camada de átomos de carbono arranjados em

uma estrutura cristalina com forma de favos de mel (honeycomb), como pode ser vista na

Fig. 2.1. Essa não é uma rede de Bravais, pois não possui vetores de translação primitivos

#»a 1 e #»a 2 que possam ser linearmente combinados para gerar os śıtios da rede cristalina de

acordo com a expressão abaixo

#»

R = n1
#»a 1 + n2

#»a 2, (2.1)

onde n1 e n2 são escalares inteiros. Outra forma de perceber que a rede cristalina do

grafeno não é uma rede de Bravais é que os pontos A e B não são equivalentes, pois o

cristal quando visto de A não tem a mesma forma que quando visto de B.

Para resolver isso, o grafeno pode ser representado por uma rede de Bravais

triangular formada pela superposição de duas sub-redes de Bravais triangulares denomi-

nadas sub-redes A e B, de acordo com pode ser observado na Fig. 2.1.

Sendo a ≈ 1.42 Å (NETO et al., 2009) a distância carbono-carbono, os vetores

de base da rede direta do grafeno são, portanto,

#»a 1 =
a

2
(3,
√

3), #»a 2 =
a

2
(3,−

√
3). (2.2)

4
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Figura 2.1: Rede do grafeno destacando a sub-rede A, os vetores ~δi que localizam os três
primeiros vizinhos de um determinado átomo e os vetores de base ~a1 e ~a2.

Dessa forma, a rede direta mantém uma propriedade muito importante para o

desenvolvimento de seu estudo, a periodicidade. Seja ei(
#»
k · #»r ) uma função de onda plana

tridimensional, esta função de onda não terá a mesma periodicidade da rede de Bravais

(não será invariante pelas mesmas operações de simetria) para qualquer vetor de onda
#»

k . Mas para um conjunto discreto de vetores
#»

k =
#»

G a função de onda terá a mesma

periodicidade da rede de Bravais. A rede rećıproca é definida, portanto, como: o conjunto

de vetores de onda
#»

G tais que as correspondentes ondas planas ei(
#»
G· #»r ) tem a mesma

periodicidade da rede de Bravais. A onda plana ei(
#»
G· #»r ) é, portanto, invariante pelas

mesmas operações de simetria de translação da rede de Bravais. Matematicamente,

TRe
i(

#»
G· #»r ) = ei

#»
G·( #»r+

#»
R) = ei(

#»
G· #»r ), (2.3)

para todos os pontos
#»

R da rede. Onde TR é o operador de simetria de translação que leva

um ponto da rede em outro ponto da mesma rede. É importante notar que para a Eq.

2.3 ter validade, devemos ter

ei(
#»
G· #»R) = 1 (2.4)

e, portanto,
#»

G · #»

R = 2πm, m inteiro. (2.5)

A rede rećıproca associada a uma dada rede cristalina deve, então, satisfazer

a condição (2.5). Cada rede de Bravais R tem sua rede rećıproca G correspondente. A

rede direta é definida como um conjunto de pontos no espaço real, cuja dimensão é [L], e

a rede rećıproca é definida como o conjunto de pontos do espaço dos vetores de onda de
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dimensão 1/[L], denominado também de espaço rećıproco ou espaço k.

A rede rećıproca é uma rede de Bravais e, para demonstrar isso, devemos

mostar que os vetores
#»

G = m1
#»

b1 +m2
#»

b2 +m3
#»

b3 (2.6)

da rede rećıproca satisfazem a condição (2.5). Onde
#»

b 1 ,
#»

b 2 e
#»

b 3 são os vetores de base

da rede rećıproca calculados pelas seguintes relações:

#»

b 1 = 2π
#»a 2 × #»a 3

#»a 1 · ( #»a 2 × #»a 3)
,

#»

b 2 = 2π
#»a 3 × #»a 1

#»a 1 · ( #»a 2 × #»a 3)
,

#»

b 3 = 2π
#»a 1 × #»a 2

#»a 1 · ( #»a 2 × #»a 3)
. (2.7)

Antes de calcular o produto escalar da (2.5) note que,

#»

b i · #»a j = 2πδij, (2.8)

onde δij é a delta de Kronecker, definida da seguinte manteira:

δij =

 1, se i = j

0, se i 6= j
(2.9)

Portanto, a (2.5) fica,

#»

G · #»

R = 2π(n1m1 + n2m2 + n3m3). (2.10)

Como o termo dentro dos parênteses é um valor inteiro, fica demonstrado que a rede

rećıproca é uma rede de Bravais só que gerada a partir dos vetores
#»

b i. E, mais especi-

ficamente, os vetores primitivos da rede rećıproca do grafeno podem ser escritos como:

#»

b1 =
2π

3a
(1,
√

3),
#»

b2 =
2π

3a
(1,−

√
3). (2.11)

Há, nessa rede rećıproca, dois pontos de interesse particular para a f́ısica do

grafeno, esses pontos são os pontos
#»

K e
# »

K ′:

#»

K = (
2π

3a
,

2π

3a
√

3
),

# »

K ′ = (
2π

3a
,− 2π

3a
√

3
). (2.12)

Esses dois pontos são denominados pontos de Dirac e localizam-se na primeira
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zona de Brillouin, de acordo com a figura (2.2). A relevância desses pontos é que nas

suas proximidades a energia do elétron varia linearmente com o vetor de onda
#»

k . Esse

comportamento leva em conta a simetria do sistema e é, portanto, robusto para processos

de salto de longo alcance (KATSNELSON, 2007).

Figura 2.2: Primeira zona de Brillouin sub-rede A (ARAÚJO, 2017).

A partir da rede direta do grafeno, Fig. 2.1, é posśıvel definir os vetores que

identificam os três primeiros vizinhos de um dado átomo de carbono, são eles:

#»

δ 1 =
a

2
(1,
√

3),
#»

δ 2 =
a

2
(1,−

√
3) e

#»

δ 3 = a(−1, 0) (2.13)

Faremos na próxima seção uma descrição das propriedades eletrônicas do gra-

feno a partir do método tight-binding. Esse método é particularmente interessante pois

nos possibilitará obter soluções anaĺıticas aproximadas para os autovalores do operador

Hamiltoniano. Em outras palavras, encontrar com boa aproximação as energias posśıveis

para os elétrons no grafeno.

2.2 Modelo tight-binding aplicado ao grafeno

Nesta seção, explicaremos o método tight-binding para um sólido cristalino com

enfoque na aplicação no grafeno. Para entendermos melhor a importância do método

de aproximação, vamos, inicialmente, ter uma noção do caso mais geral. O operador

Hamiltoniano que descreve o comportamento dos elétrons num cristal pode ser escrito,

no sistema internacional de unidades (SI), da seguinte forma:

H =
∑
i

pi
2

2mi

+
1

2

∑
j

pj
2

2Mj

+
1

2

∑
j′ 6=j

1

4πε0

ZjZ
′
je

2

| # »

Rj −
# »

R′j|
−
∑
j,i

1

4πε0

Zje
2

| #»ri −
# »

Rj|
+

1

2

∑
i 6=j

1

4πε0

e2

| #»ri − #»rj |
.

(2.14)
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Nessa expressão, mi é massa do i-ésimo elétron e Mj a massa do j-ésimo núcleo, #»ri e
# »

Rj

são suas respectivas posições, #»pi e
#»

Pj seus momentos lineares, e é a carga do elétron e Zj

é o número atômico do núcleo. Os cinco termos dessa expressão representam, respectiva-

mente, (1) a energia cinética dos elétrons, (2) a energia cinética dos núcleos, (3) a interação

coulombiana núcleo-núcleo, (4) a interação coulombiana elétron-núcleo e, finalmente, (5)

a interação coulombiana elétron-elétron. Esse Hamiltoniano envolve explicitamente todas

as part́ıculas da amostra assim como todas as interações que elas fazem, e é praticamente

imposśıvel de ser resolvido da forma que está. Percebe-se, portanto, a necessidade de

uma simplificação do problema sem, no entanto, fugir muito da descrição da realidade.

Podemos fazer algumas considerações, a primeira é que os ı́ons em um cristal perfeito são

dispostos em um arranjo periódico e regular Fig. 2.3, pode-se considerar, portanto, que o

potencial médio sentido por cada elétron do cristal é periódico, ou seja,

V ( #»r +
#»

R) = V ( #»r ) (2.15)

para todos os vetores
#»

R da rede. Na verdade, sabemos que não há periodicidade perfeita

num cristal, logo essa hipótese trata-se de uma idealização. Um cristal sempre contém

impurezas e mesmo em um cristal puro, há probabilidade proporcional à temperatura

de um ı́on estar mal posicionado ou de haver lacunas (ASHCROFT; MERMIN, 1976).

Pode-se considerar os átomos fixos, desprezandos os fônons e a temperatura apesar dos

ı́ons não serem estacionários de fato, mas oscilam em torno de um ponto de equiĺıbrio.

Outra consideração é que podemos calcular os estados eletrônicos num cristal a partir

de orbitais de átomos isolados. Os elétrons estão, portanto, tão fortemente ligados aos

núcleos atômicos da estrutura cristalina, que eles ficam praticamente confinados numa

região de dimensões lineares pequenas quando comparado com distâncias inter-nucleares.

Figura 2.3: Elétrons sujeitos a um potencial periódico.
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Logo, depreza-se também a interação de um átomo com seu vizinho. Fazendo

todas essas suposições, a equação de Schrödinger para um único elétron fica,

HΨ( #»r ) =

(
−~2

2m
∇2 + V ( #»r )

)
Ψ( #»r ) = EΨ( #»r ), (2.16)

em que V ( #»r ) é o potencial cristalino. No entanto, o Hamiltoniano total nesse caso só

leva em consideração um único átomo, onde as interações do elétron com todos os outros

átomos é desprezado. Para melhorar a aproximação vamos admitir um termo de correção

∆U( #»r ) periódico ao Hamiltoniano do sólido, obtendo então H = Hat + ∆U( #»r ) onde este

diz respeito a todas as correções do potencial atômico suficientes para produzir o potencial

periódico total do cristal. Então, não apenas o potencial, mas o próprio Hamiltoniano

irão satisfazer a condição de periodicidade

H( #»r +
#»

R) = H( #»r ). (2.17)

As propriedades de simetria do Hamiltoniano fornecem a informação a respeito

de posśıveis autovalores e autovetores da equação (2.16). Os estados estacionários da

equação (2.16) apresentam uma propriedade muito importante como consequência geral

da periodicidade do potencial V ( #»r ), expresso pelo teorema de Bloch (KITTEL et al.,

1976),

Teorema 2.2.1 (Teorema de Bloch) Os autoestados Ψ do Hamiltoniano de um elétron

H = [−~
2

2m
∇2 +V ( #»r )], onde V ( #»r +

#»

R) = V (r) para todo
#»

R da rede, podem ser representa-

dos na forma de uma onda plana multiplicada por uma função que tenha a periodicidade

da rede.

Ou seja,

Ψnk(
#»r ) = ei

#»
k · #»r unk(

#»r ), (2.18)

em que,

unk(
#»r +

#»

R) = unk(
#»r ) (2.19)

para todo
#»

R na rede de Bravais. Para verificar que tal função realmente satisfaz o teorema

de Bloch e, consequentemente, pode ser usado para representar o estado de um elétron

no cristal, vamos definir um operador translação TR, que operando em uma função f(r)
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qualquer resulta em:

TRf(r) = f(r +R). (2.20)

Aplicando então, o operador translação TR em HΨ, temos

TRHΨ = H( #»r +
#»

R)Ψ( #»r +
#»

R)

= HΨ( #»r +
#»

R)

= HTRΨ.

Fica claro, então, que os operadores Hamiltoniano e translação comutam:

TRH = HTR (2.21)

Sempre que um operador está relacionado com uma simetria do Hamiltoniano,

eles comutam. Temos também que deve ser verdade que dois operadores de translação

devem comutar e suas aplicações consetutivas devem levar numa translação igual a soma

das translações,

TRT
′
RΨ = T ′RTRΨ = Ψ( #»r +

#»

R +
#»

R′) (2.22)

de outra forma,

TRT
′
R = T ′RTR = TR+R′ (2.23)

Mas, a (2.21) nos permitir o usar o fato que, na mecânica quântica, se dois

operadores comutam, podemos escrever os autoestados dos operadores de forma a serem

autoestados simultâneos:

HΨ = EΨ (2.24)

TRΨ = c(
#»

R)Ψ. (2.25)

Pela (2.23) podemos dizer que o autovalor c(
#»

R) tem a seguinte propriedade:

c(
#»

R +
#»

R′) = c(
#»

R)c(
#»

R′). (2.26)

A (2.26) nos leva a escrever o autovalor c(
#»

R) como uma exponencial qualquer,
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escolhida, por conveniência, da seguinte maneira

c( #»ai) = e2πixi . (2.27)

Então, sendo
#»

R dado pela (2.1) e, generalizando para o caso tridimensional,

aplicando na (2.26),temos

c(
#»

R) = c( #»a 1)n1 + c( #»a 2)n2 + c( #»a 3)n3 . (2.28)

Logo, os autovalores c(
#»

R) podem ser escritos da seguinte forma

c(
#»

R) = ei
#»
k · #»R , (2.29)

onde
#»

k é um vetor da rede rećıproca definido da seguinte forma

#»

k = x1
#»

b1 + x2
#»

b2 + x3
#»

b3. (2.30)

Substituindo a (2.29) na (2.25), obtemos que

TRΨ = Ψ( #»r +
#»

R) = c(
#»

R)Ψ = ei
#»
k · #»RΨ( #»r ), (2.31)

onde
#»

R e
#»

R′ são vetores da rede de Bravais que satisfazem a condição de contorno periódica

de Born-von Karman (MINTMIRE; WHITE, 1995)

Ψ( #»r +Ni
#»ai) = Ψ( #»r ), i = 1, 2, 3... (2.32)

N tanto é o número de células primitivas do cristal, como também a quantidade de vetores

de onda existentes na primeira zona de Brillouin da rede rećıproca. Note que o teorema

de Bloch para
#»

R = Ni
#»a i fornece

Ψnk(
#»r +Ni

#»a i) = eiNi
#»
k · #»a iΨnk(

#»r ) (2.33)

Comparando a (2.33) com a (2.32), tem-se que

eiNi
#»
k · #»ai = 1 (2.34)
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Logo, pela (2.18) temos que a condição de contorno é válida, pois fica fácil ver

que, nesse caso, Ψnk(
#»r ) é de fato periódica. Portanto, Ψnk é uma autofunção do operador

TR, com autovalor ei
#»
k · #»R .

A ideia central do método tight-binding é aproximar Ψ( #»r ) por uma combinação

linear de orbitais dos átomos que compõem o cristal. Essa abordagem é chamada de

LCAO (Linear Combination of Atomic Orbitals). Cada ńıvel atômico Ψjk(
#»r ) irá originar

n ńıveis no potencial periódico com funções de onda Ψjk(
#»r − #»

R) para cada um dos N śıtios

localizados nas posições
#»

R da rede. De modo que devemos encontrar as N combinações

destes estados degenerados, que represente a função de Bloch. Logo, pelo método tight-

binding podemos supor que a função de Bloch Φjk(
#»r ) é dada em termos do j-ésimo orbital

atômico. Como primeira aproximação, vamos considerar o termo de correção ∆U( #»r ) nulo,

dessa forma, a função de Bloch φjk(
#»r ) é dada por Saito, Dresselhaus e Dresselhaus (1998)

Φjk(
#»r ) =

1√
N

N∑
#»
R

ei
#»
k · #»Rϕj(

#»r − #»

R), (j = 1, 2, ..., n), (2.35)

onde para cada um dos n orbitais atômicos, tomamos a contribuição dos N átomos corres-

pondentes, localizados por
#»

R, distribuidos no cristal por um fator de fase ei
#»
k · #»R . O termo

1√
N

está relacionado à normalização da função de onda sobre as N células do cristal. Na

aplicação para o grafeno, cada tipo de átomo diferente da rede deve corresponder a uma

equação de Bloch diferente, todas porém, na forma da (2.35). Sabemos, então, que a

função de onda Φjk(
#»r ) dada pela (2.35) satisfaz o teorema de Bloch para um dado vetor

de onda
#»

k . Porém, Φjk(
#»r ) continua representando apenas as caracteŕısticas eletrônicas

dos ńıveis atômicos, necessitando de alterações para de fato representar os elétrons no

cristal como um todo.

Perceba no entanto, que é mais plauśıvel considerar que ∆U( #»r ) é expressivo

mesmo quando Φj é pequeno, mas não nulo. Já podemos, então, corrigir o potencial

atômico antes mesmo da função de onda atômica ser totalmente despreźıvel quando se

aproxima das dimensões da constante de rede. Dessa forma, a equação que descreve o

cristal pode até ser similar a função de Bloch dada pela (2.35)

Ψjk =
1√
N

N∑
#»
R

ei
#»
k · #»Rψj(

#»r − #»

R), (j = 1, 2, ..., n). (2.36)
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Mas agora as ψj(
#»r ) já não são exatamente as funções atômicas com ńıveis de energia

bem estabelecidos, e sim funções a serem determinadas,pois ψj(
#»r ) é ϕj(

#»r ) considerando

o fato de correção ∆U( #»r ) não nulo. Para achar essas novas funções vamos considerar

que, ∆UΨj(
#»r ) é muito pequeno e diferente de zero, as ψj(

#»r ) podem, então, ser escritas

como uma combinação linear das funções atômicas localizadas

ψj(
#»r ) =

n∑
j′=1

Cjj′ϕj′(
#»r ), (2.37)

onde Cjj′ são coeficientes complexos a serem determinados. Aplicando a (2.37) na (2.36),

temos

Ψjk =
1√
N

N∑
#»
R

ei
#»
k · #»R

n∑
j′=1

Cjj′ϕj′(
#»r − #»

R)

=
n∑
j′

Cjj′
1√
N

N∑
#»
R

ei
#»
k · #»Rϕj′(

#»r − #»

R), (2.38)

onde, pela (2.35), temos

Ψjk(
#»r ) =

n∑
j′

Cjj′(
#»

k )Φj′(
#»r ). (2.39)

Percebe-se então, que as autofunções Ψjk(
#»r ) do sólido são combinações lineares

dos orbitais atômicos ϕjk(
#»r ), já que as autofunções são combinações lineares das funções

de Bloch Φjk(
#»r ) e essas são combinações lineares dos orbitais ϕjk(

#»r ).

Para mostrar que as funções representadas pela (2.39) são funções de Bloch,

basta mostrar que elas respeitam a condição do teorema de Bloch dada pela prova do

teorema na equação (2.31)

Ψjk(
#»r +

#»

R) =
n∑

j′=1

Cjj′(
#»

k )
1√
N

N∑
# »

R′

ei
#»
k ·

# »

R′
ϕj′(

#»r +
#»

R −
#»

R′)

=
1√
N

n∑
j′=1

Cjj′(
#»

k )
N∑
# »

R′

ei
#»
k ·(

# »

R′+
#»
R− #»

R)ϕj′(
#»r − (

#»

R′ − #»

R))

=
1√
N
ei

#»
k · #»R

n∑
j′=1

Cjj′(
#»

k )
N∑

# »

R′− #»
R

ei
#»
k ·(

# »

R′− #»
R)ϕj′(

#»r − (
#»

R′ − #»

R))
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Ψjk(
#»r +

#»

R) = ei
#»
k · #»R

n∑
j′=1

Cjj′(
#»

k )
1√
N

N∑
R′′

ei
#»
k ·

#  »

R′′
ϕj′(

#»r −
#  »

R′′)

= ei
#»
k · #»R

N∑
j′=1

Cjj′(
#»

k )Φk(
#»r )

= ei
#»
k · #»RΨjk(

#»r ). (2.40)

Onde
#»

R,
#»

R′ e
#»

R′′ pertencem a rede de Bravais que satisfazem a condição de

contorno periódica de Born-von Karman.

Com a expressão das autofunções do sólido (2.39), e sabendo que o Hamil-

toniano desse é H, podemos representar o i-ésimo autovalor dos elétrons no cristal por

Ei(
#»

k ) =
〈Ψi|H|Ψi〉
〈Ψi|Ψi〉

=

∫
Ψ∗iHΨid

#»r∫
Ψ∗iΨid

#»r
. (2.41)

Substituindo a (2.39) na (2.41), temos

Ei(
#»

k ) =

∫ ∑n
j=1C

∗
ij(

#»

k )Φ∗jk(
#»r )H

∑n
j′=1 Cij′(

#»

k )Φj′k(
#»r )d #»r∫ ∑n

j=1 C
∗
ij(

#»

k )Φ∗jk(
#»r )
∑n

j′=1Cij′(
#»

k )Φj′k(
#»r )d #»r

=

∑n
j=1,j′=1C

∗
ij(

#»

k )Cij′(
#»

k )
∫

Φ∗jk(
#»r )HΦj′k(

#»r )d #»r∑n
j=1,j′=1 C

∗
ij(

#»

k )Cij′(
#»

k )
∫

Φ∗jk(
#»r )Φj′k(

#»r )d #»r

=

∑n
j=1,j′=1C

∗
ij(

#»

k )Cij′(
#»

k )〈Φj|H|Φj′〉∑n
j=1,j′=1C

∗
ij(

#»

k )Cij′(
#»

k )〈Φj|Φj′〉
. (2.42)

É importante notar que 〈Φj|H|Φj′〉 e 〈Φj|Φj′〉 podem ser vistos como elementos

de matrizes quadradas hermitianas. É comum denominar essas matrizes como matriz de

transferência e matriz de overlap, onde seus elementos são definidos, respectivamente,

como

Hjj′ ≡ 〈Φj|H|Φj′〉 (j, j′,= 1, 2, ..., n) (2.43)

Sjj′ ≡ 〈Φj|Φj′〉 (j, j′,= 1, 2, ..., n) (2.44)

De modo que a (2.44) representa a sobreposição dos orbitais ϕjk(
#»r ). Podemos

ainda substituir as funções de Bloch Φjk(
#»r ) dadas pela (2.35) na equação (2.43). Dessa
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forma, os elementos da matriz de tranferência ficam

〈Φj|H|Φj′〉 =

〈
1√
N

N∑
#»
R

ei
#»
k · #»Rϕj(

#»r − #»

R)|H| 1√
N

N∑
# »

R′

ei
#»
k ·

# »

R′
ϕj(

#»r −
#»

R′)

〉

=
1

N

N∑
#»
R,

# »

R′

ei
#»
k ·(

# »

R′− #»
R)〈ϕj( #»r − #»

R)|H|ϕj′( #»r −
#»

R′)〉

=
1

N

N∑
#»
R,

# »

R′

ei
#»
k ·(

# »

R′− #»
R)tRR′ , (2.45)

onde definimos a integral

tRR′ ≡ 〈ϕj( #»r − #»

R)|H|ϕj′( #»r −
#»

R′)〉, (2.46)

como integral de transferência ou parâmetro de hopping que no geral tem valor tabelado

via parametrização dos resultados de primeiros prinćıpios para cada cristal.

De maneira análoga, substituindo as funções de Bloch Φjk(
#»r ) da equação

(2.35) na (2.44), obtemos

〈Φj|Φj′〉 =

〈
1√
N

N∑
#»
R

ei
#»
k · #»Rϕj(

#»r − #»

R)| 1√
N

∑
R′

N
ei

#»
k ·

# »

R′
ϕj′(

#»r −
#»

R′)

〉

=
1

N

N∑
#»
R,

# »

R′

ei
#»
k ·(

# »

R′− #»
R)〈ϕj( #»r − #»

R)|ϕj′( #»r −
#»

R′)〉

=
1

N

N∑
#»
R,

# »

R′

ei
#»
k ·(

# »

R′− #»
R)sRR′ , (2.47)

onde,

sRR′ ≡ 〈ϕj( #»r − #»

R)|ϕj′( #»r −
#»

R′)〉, (2.48)

é a integral de overlap. Em geral, na aplicação do método tight-binding, tanto para a

integral de transferência quanto para a integral de overlap, ao olharmos da perspectiva

dos átomos
#»

R(
#»

R′), podemos considerar somente a contribuição dos átomos mais pŕoximos
#»

R′(
#»

R), de maneira que, para melhorar os resultados, pode-se considerar átomos mais

distantes ou segundos vizinhos e assim por diante. No entanto, o método é tão mais eficaz

quanto melhor for seu resultado para o menor número de vizinhos próximos posśıveis.
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Logo, a (2.42) fica

Ei(
#»

k ) =

∑n
j,j′ Hjj′C

∗
ij(

#»

k )Cij′(
#»

k )∑n
j,j′ Sjj′C

∗
ij(

#»

k )Cij′(
#»

k )
(2.49)

Sabemos que os elétrons buscam sempre o estado de menor energia, portanto

os coeficientes da (2.39) serão otimizados quando as energias Ei forem mı́nimas. Fixando,

então, Cij′ , C
∗
ij e Cij juntamente com os elementos Hjj′ e Sjj′ fixos, podemos expres-

sar esse fato matematicamente em relação ao coeficiente C∗ij (SAITO; DRESSELHAUS;

DRESSELHAUS, 1998), fazendo

∂Ei(
#»

k )

∂C∗ij(
#»

k )
= 0 (2.50)

Assim, de acordo com a (2.49) e (2.50), temos,

∑n
j′=1Hj′Cij′(

#»

k )∑n
j,j′=1 Sjj′C

∗
ij(

#»

k )Cij′(
#»

k )
−

∑n
j,j′=1 Hjj′C

∗
ij(

#»

k )(∑n
j,j′=1 Sjj′C

∗
ij(

#»

k )Cij′(
#»

k )
)2

n∑
j′=1

Sjj′Cij′(
#»

k ) = 0. (2.51)

Multiplicando ambos os lados da (2.51), por
∑n

j=1,j′=1 Sjj′Cij
∗(

#»

k )Cij′(
#»

k ) e

substituindo a equação correspondente a Ei(
#»

k ) pela equação (2.49), obtemos:

n∑
j′=1

Hjj′Cij′(
#»

k ) = Ei(
#»

k )
n∑

j′=1

Sjj′Cij′(
#»

k ). (2.52)

Definindo um vetor coluna

Ci ≡


Ci1

Ci2
...

Cin

 (2.53)

temos que a expressão à esquerda da igualdade na (2.52) representa a j-ésima linha da

matriz coluna HCi, e semelhantemente, a expressão à direita, que acompanha Ei(
#»

k )

representa a j-ésima linha de uma matriz coluna SCi. De maneira que a equação (2.52)

pode ser reescrita na forma:

HCi = Ei(
#»

k )SCi,
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ou seja,

[H − Ei(
#»

k )S]Ci = 0. (2.54)

Se a matriz inversa [H − Ei(
#»

k )S]−1 existisse, teŕıamos então

[H − Ei(
#»

k )S][H − Ei(
#»

k )S]−1Ci = 0,

que implica em

Ci = 0. (2.55)

Substituindo esse resultado na (2.39) resulta na função de onda trivial. Obvi-

amente esse caso não é nada interessante. O que nos interessa, portanto, é o caso em que

essa matriz inversa não exista. Nesse caso, recorrendo aos teoremas da Álgebre Linear,

sabe-se que uma matriz não invert́ıvel tem determinante nulo, então,

det[H − Ei(
#»

k )S] = 0 (2.56)

Esta equação é denominada de Equação Secular. Note que ela é uma equação

de grau n e suas soluções fornecem os o autovalores de Ei(
#»

k ), (i = 1, 2, ..., n) que

queŕıamos.

Vamos agora, encontrar a estrutura de bandas do grafeno pelo cálculo tight-

binding considerando apenas a contribuição dos primeiros vizinhos. O objetivo é mostrar

que nos pontosK eK ′ da primeira zona de Brillouin o gap é nulo e que para baixas energias

a relação de dispersão é linear em respeito ao momento, mostrando que os elétrons no

grafeno podem ser tratados como férmions de Dirac sem massa. Os autoestados do elétron

no grafeno são, de acordo com a expressão (2.39) são dados por uma combinação linear das

funções de Bloch ΦA e ΦB que correspondem às redes triangulares A e B, respectivamente.

Podemos então reescrever a (2.35) da seguinte forma:

Φj(
#»r ) =

1√
N

N∑
#   »
Rα

ei
#»
k · #   »
Rαφα( #»r − #   »

Rα) (α = A,B). (2.57)

Os vetores de base da rede real, #»a 1 e #»a 2, estão representados na Fig. 2.1 e são

expressos pela (2.2). a constante da rede real, a = |a1| = |a2| = l
√

3 pode ser encontrada

em termos da distância carbono-carbono. Os vetores primitivos da rede rećıproca, dados
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pela expressão (2.7), são:

#»

b1 =

(
2π√
3a
,
2π

a

)
,

#»

b2 =

(
2π√
3a
,−2π

a

)
. (2.58)

A constante de rede da rede rećıproca é b = | #»b1| = |
#»

b2| = 4π√
3a

.

A primeira zona de Brillouin do grafeno, mostrado na Fig. 2.4, tem borda

delimitada pelos pontos Ki (i = 1, 2, 3, 4, 5 e 6) cujas coordenadas são

#»

K1 =

(
2π
√

3

3a
,
2π

3a

)
,

#»

K2 =

(
2π
√

3

3a
,−2π

3a

)
,

#»

K3 =

(
0,−4π

3a

)
,

#»

K4 =

(
−2π
√

3

3a
,−2π

3a

)
,

#»

K5 =

(
−2π
√

3

3a
,
2π

3a

)
,

#»

K6 =

(
0,

4π

3a

)
, (2.59)

Figura 2.4: Primeira zona de Brillouin indicando a localização dos pontos de simetria
(LIMA, 2018).

Note que há dois tipos de vetores, a saber K(
#»

K1,
#»

K3,
#»

K5) e K ′(
#»

K2,
#»

K4,
#»

K6),

que não se conectam por nenhum vetor da rede rećıproca, o que justifica o fato de se-

rem ditos não equivalentes. A primeira zona de Brillouin está representada na Fig.

2.4 com os pontos de maior simetria destacados. Γ = (0, 0), no centro da zona, K =

(2π
√

3/3a, 2π/3a) em um dos vértices e M = (2π
√

3/3a, 0) no centro de uma das arestas.

Agora podemos encontrar os elementos da matriz de transferência e da matriz de overlap.

A matriz de tranferência será uma matriz 2×2, pois temos dois átomos na célula unitária
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Hαβ(α, β = A,B). Ficando então

H =

 HAA HAB

HBA HBB

 , (2.60)

onde o elemento HAA corresponde a α = β = A e diz respeito às constribuições de todos

os orbitais π dos átomos do tipo A, localizados por
#»

RA. Substituindo então a (2.57) na

(2.43), temos

HAA( #»r ) =

〈
1√
N

N∑
#»
RA

ei
#»
k · #»RAϕA( #»r − #»

RA)|H| 1√
N

N∑
#»
RA′

ei
#»
k · #»RA′ϕA( #»r − #»

RA′)

〉

=
1

N

N∑
#»
RA,

#»
RA′

ei
#»
k ·( #»

RA′−
#»
RA)〈ϕA( #»r − #»

RA)|H|ϕA( #»r − #»

RA′)〉. (2.61)

Temos, portanto, que a única contribuição para HAA ocorre quando RA = RA′ .

Dessa forma podemos reescrever a (2.61) da seguinte forma:

HAA( #»r ) =
1

N

N∑
#»
RA

〈φA( #»r − #»

RA)|H|ϕA( #»r − #»

RA)〉 = ε2p, (2.62)

onde ε2p seria a energia que um elétron teria em um átomo isolado, o que faz sentido, pois

estamos considerando apenas a contribuição do orbital de um único átomo. De forma

análoga encontraŕıamos HBB = ε2p. Vamos então calcular os elementos da diagonal

secundária da matriz H. O elemento HAB pode ser interpretado como a contribuição de

todos os átomos do tipo B a um átomo do tipo A. Temos então

HAB( #»r ) =

〈
1√
N

N∑
#   »
RA

ei
#»
k · #   »
RAϕA( #»r − #  »

RA)|H| 1√
N

N∑
#   »
RB

ei
#»
k · #   »
RBϕB( #»r − #   »

RB)

〉

=
1

N

N∑
#»
RA,

#»
RB

ei
#»
k ·( #»

RB−
#»
RA)〈ϕA( #»r − #»

RA)|H|ϕB( #»r − #»

RB)〉. (2.63)

Só os átomos B mais próximos do átomo A serão considerados, pois estamos

considerando a aproximação tight-binding para primeiros vizinhos (SENA et al., 2012).

Esses átomos estão localizados pelos vetores
#»

RB1,
#»

RB2 e
#»

RB3. Dessa forma, temos pela
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equação (2.65) que

HAB(
#»

k ) =
1

N

N∑
#»
RA

(ei
#»
k · #»RB1 + ei

#»
k · #»RB3 + ei

#»
k · #»RB3)〈ϕA( #»r − #»

RA)|H|ϕB( #»r − #»

RB)〉

= t(ei
#»
k · #»RB1 + ei

#»
k · #»RB3 + ei

#»
k · #»RB3), (2.64)

onde definimos t como a integral de transferência, ou seja,

t ≡ 〈ϕA( #»r − #»

RA)|H|ϕB( #»r − #»

RB)〉. (2.65)

De forma similiar ao que fizemos na forma geral do método de tight-binding anteriormente.

t é também denominado parâmetro de hopping entre os orbitais π das sub-redes A e B,

na aproximação para os primeiros vizinhos.

Costuma-se definir também a soma dos fatores da (2.64) como o fator geométrico

f(
#»

k ) (NETO et al., 2009; SAITO; DRESSELHAUS; DRESSELHAUS, 1998),

f(
#»

k ) =
3∑

β=1

ei
#»
k · #»RBβ, (2.66)

o qual pode ser expresso em termos das coordenas
#»

RB1,
#»

RB2 e
#»

RB3 que podem ser

decompostos nos eixos x e y da rede de Bravais. A partir da Fig. 2.5, vemos que

#»

RB1 =

(
a√
3
, 0

)
,

#»

RB2 =

(
−a
2
√

3
,
−a
2

)
,

#»

RB3 =

(
−a
2
√

3
,
a

2

)
(2.67)

Figura 2.5: Aproximação tight-binding primeiros vizinhos (LIMA, 2018).

Substituindo os vetores da equação (2.67) na (2.66), e considerando que o vetor
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da rede rećıproca pode ser escrito como k = (kx, ky), temos

f(
#»

k ) = eiakx/
√

3 + 2e−iakx/2
√

3 cos

(
aky
2

)
. (2.68)

Substituindo a expressão (2.66) na (2.64), temos que

HAB = tf(
#»

k ). (2.69)

Como a matriz (2.60) é hermitiana, temos que HBA = H∗AB = tf ∗(
#»

k ). A

(2.60) pode, portanto, ser reescrita da seguinte forma

H =

 ε2p tf(
#»

k )

tf ∗(
#»

k ) ε2p

 (2.70)

Para encontrar a matriz de overlap

S =

 SAA SAB

SBA SBB

 , (2.71)

usaremos um método análogo.

O elemento SAA pode ser obtido aplicando a (2.57) na (2.44), portanto,

SAA( #»r ) =

〈
1√
N

N∑
#»
RA

ei
#»
k · #»RAϕA( #»r − #»

RA)| 1√
N

N∑
#»
R′
A

ei
#»
k · #»RA′ϕA( #»r − #»

RA′)

〉

=
1

N

N∑
#»
RA,

#»
RA′

ei
#»
k ·( #»

RA′−
#»
RA)
〈
ϕA( #»r − #  »

RA)|ϕA( #»r − #»

RA′)
〉
. (2.72)

Mas a aproximação tight-binding só considera as interações entre os primeiros

vizinhos, o que só occore quando
#»

RA =
#»

RA′ . A (2.72), fica então

SAA( #»r ) =
1

N

N∑
#»
RA

〈
ϕA( #»r − #  »

RA)|ϕA( #»r − #»

RA)
〉

= 1, (2.73)

já que a função de onda ϕA( #»r − #»

RA) é normalizada. Novamente, vamos calcular o outro

termo da diagonal principal da matriz (dessa vez da matriz S) por analogia. Temos então

que SBB = 1. Vamos então calcular os elementos da diagonal secundária. De forma
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similar ao caso anterior, o elemento SAB pode ser encontrado aplicando a (2.57) na (2.44)

SAB( #»r ) =

〈
1√
N

N∑
#»
RA

ei
#»
k · #»RAϕA( #»r − #»

RA)| 1√
N

N∑
#»
RB

ei
#»
k · #»RBϕB( #»r − #»

RB)

〉

=
1

N

N∑
#»
RA,

#»
RB

ei
#»
k ·( #»

RB−
#»
RA)
〈
ϕA( #»r − #»

RA)|ϕB( #»r − #»

RB)
〉
. (2.74)

Novamente pela aproximação tight-binding para os primeiros vizinhos, vamos

considerar apenas as contribuições dos átomos B que são vizinhos mais próximos do átomo

A, os quais são localizados por
#»

RB1,
#»

RB2 e
#»

RB3. Dessa forma, a (2.74) fica

SAB(
#»

k ) =
1

N

N∑
#»
RA

(ei
#»
k · #»RB1 + ei

#»
k · #»RB2 + ei

#»
k · #»RB3)

〈
ϕA( #»r − #  »

RA)|ϕB( #»r − #»

RB)
〉

= sf(
#»

k ), (2.75)

onde f(
#»

k ) é o fato geométrico já citado na (2.66) e s é, por definição, a integral de overlap

s ≡
〈
ϕA( #»r − #»

RA)|ϕB( #»r − #»

RB)
〉
. (2.76)

Temos então que SAB = sf(
#»

k ) e, como a matriz (2.71) também é hermitiana,

temos de forma análoga que, SBA = S∗AB = sf ∗(
#»

k ). A (2.71) pode então, ser reescrita,

como

S =

 1 sf(
#»

k )

sf ∗(
#»

k ) 1

 . (2.77)

Nosso objetivo agora é, portanto, resolver a equação secular expressa na (2.56).

Aplicando as matrizes (2.70) e (2.77) na (2.56), obtemos

det[H − ES] =

∣∣∣∣∣∣ ε2p − E (t− Es)f(
#»

k )

(t− Es)f ∗( #»

k ) ε2p − E

∣∣∣∣∣∣ = 0. (2.78)

Calculando o determinante acima e definindo

√
|f(

#»

k )|2 = ω(
#»

k ), é posśıvel

encontrar a relação de dispersão eletrônica do grafeno para aproximação dos primeiros

vizinhos como

E±(
#»

k ) =
ε2p ∓ tω(

#»

k )

1∓ sω(
#»

k )
, (2.79)
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onde E− representa a banda de valência e E+ representa a banda de condução(GRÜNEIS

et al., 2008).

A função ω(
#»

k ) pode ser obtida da equação (2.68)

ω(
#»

k ) =

√√√√3 + 4 cos

(
akx
√

3

2

)
cos

(
aky
2

)
+ 2 cos(akY ) =

√
3 + g(

#»

k ), (2.80)

onde g(
#»

k ) é, por definição,

g(
#»

k ) ≡ 4 cos

(
akx
√

3

2

)
cos

(
aky
2

)
+ 2 cos(aky). (2.81)

Se considerarmos ε2p = 0 e desprezarmos a integral de overlap, o hamiltoniano

da (2.60) fica,

H =

 0 tf(
#»

k )

tf ∗(
#»

k ) 0

 , (2.82)

dessa forma a expressão (2.81) fica

E±(
#»

k ) = ∓tω(
#»

k ) = ∓t
√

3 + g(
#»

k ). (2.83)

Essa é a forma mais encontrada na literatura (SENA et al., 2012),(WALLACE, 1947).

O caso sem overlap é comumente denominado de tight-binding ortogonal onde

S =

 1 0

0 1

 , (2.84)

Como a (2.81) é uma equação cont́ınua e periódica na rede de Bravais, ela

pode ser representada graficamente na primeira zona de Brillouin. Para tal, considerando

t = −2, 8 eV na equação (2.83), obtemos o gráfico da Fig 2.6.

Há seis pontos na zona de Brillouin. Esses pontos são denominados de pontos

de Dirac e apresentam gap nulo, ou seja, não há necessidade de fornecer energia para o

elétron saltar da banda de valência para a banda de condução, naqueles pontos. Esses

pontos estão localizados em E±(
#»

k ) = 0, então, para encontrar suas coordenadas, devemos
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Figura 2.6: Aproximação tight-binding primeiros vizinhos

igualar a (2.83) a zero, o que resulta em

ω(
#»

k ) =

√
|f(

#»

k )|2 = 0, (2.85)

obtemos então  cos
(
kxa√

3

)
+ 2 cos

(
kxa
2
√

3

)
+ cos

(
kya√

2

)
= 0,

sin
(
kxa√

3

)
− 2 sin

(
kxa
2
√

3

)
+ cos

(
kya√

2

)
= 0.

(2.86)

Agora, elevando ambas ao quadrado e somando uma com a outra, obtemos o

seguinte sistema  2 cos
(
kya

2

)
= − cos

(
3kxa
2
√

3

)
,

sin
(

3kxa
2
√

3

)
= 0,

(2.87)

onde, quando for nulo, implica em kx nulo e ky = ±4π/3a e, quando igual a ±π, implica

em kx = ±2π
√

3/3a e ky = ±2π/3a. Obtemos, dessa forma, os pontos de Dirac dados pela

(2.59) e representados na Fig. 2.6 pelos pontos do hexágono formado na curva de ńıvel de

energia zero. Note que os pontos de Dirac localizam-se exatamente nos vértices da zona

de Brillouin, nos pontos K e K ′. Nas proximidades desses pontos notamos que as bandas

formam um duplo cone, em formato de ampulheta. Perceba que 1/3 de cada duplo cone

está dentro da primeira zona de Brillouin, onde as constribuições dos seis vértices formam

2 duplos cones não equivalentes, montados de forma completa a partir de translações dos

vértices com vetores da rede rećıproca. Calculando a banda de dispersão nas direções de

maior simetria, definidas na Fig. 2.4, obtemos a Fig. 2.6, que mostra efetivamente que

a relação de dispersão de energia apresenta gap nulo nos pontos de Dirac e uma simetria

elétron-buraco (NETO et al., 2009), ou seja, Eb(
#»

k ) = Ee(
#»

k ).
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2.3 Limite de baixas energias

Uma das caracteŕısticas mais interessantes relativas ao grafeno diz respeito à

f́ısica nas proximidades dos pontos de Dirac, ao tomarmos o limite para baixas energias.

Esses pontos se encontram na primeira zona de Brillouin, de acordo como já mostrado na

Fig. 2.6. Ao fazer essa aproximação, são perdidas informações microscópicas do sistema,

passando assim, do discreto para o cont́ınuo. Vamos, portanto, expandir em série de

Taylor a função

S(
#»

k ) =
∑

#»
δ

e−i
#»
k · #»δ = 2e−ikxa/2 cos

(
kya
√

3

2

)
+ eikxa, (2.88)

em torno dos pontos de Dirac, ou seja, tomando
#»

k =
#»

k + #»q , com #»q <<
#»

K. Tomando

apenas o ponto
#»

K, a expansão é dada portanto

S(
#»

k ) ≈ S(
#»

K) + qx
∂S(

#»

k )

∂kx
|+ qy

∂S(
#»

k )

∂ky
|+O(q2) (2.89)

onde qx(y) = kx(y) −Kx(y). O primeiro termo da (2.89), fica:

S(
#»

K) = 2e−iKxa/2 cos

(
Kya
√

3

2

)
+ eiKxa

= 2

(
cos

(
Kxa

2

)
− i sin

(
Kxa

2

))
cos

(
Kya
√

3

2

)
+ [cos(Kxa) + i sin(Kxa)]

= 2
(

cos
(π

3

)
− i sin

(π
3

))
cos
(π

3

)
+

(
cos

(
2π

3

)
+ i sin

(
2π

3

))
.

Sabendo que

cos

(
2π

3

)
= − cos

(π
3

)
= −1

2
e sin

(
2π

3

)
= sin

(π
3

)
=

√
3

2
, (2.90)

teremos, então

S(
#»

K) = 2

(
1

2
− i
√

3

2

)
1

2
+

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
= 0. (2.91)

Igualmente para ~K ′, que significa exatamente o ponto de cruzamento das ban-

das (KATSNELSON; KATSNELSON, 2012).
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Tomando o segundo termo da (2.89), temos:

qx
∂S(

#»

k )

∂kx
| = qx

(
−2i

a

2
e−ikxa/2 cos

(
kya
√

3

2

)
+ iaeikxa

)
∗

= iaqx

(
−e−iπ/3 cos

(π
3

)
+ ei2π/3

)
= iaqx

{
−
(

cos
(π

3

)
− i sin

(π
3

))
cos
(π

3

)
+

(
cos

(
2π

3

)
+ i sin

(
2π

3

))}
= iaqx

(
−

(
1

2
− i
√

3

2

)
1

2
+

(
−1

2
+ i

√
3

2

))

=
3

2
iaqx

(
−1

2
+ i

√
3

2

)
, (2.92)

ou ainda

qx
∂S(

#»

k )

∂kx
| = 3

2
aqx

(
−
√

3

2
− i1

2

)
=

3

2
aqx

(
cos

(
7π

6

)
+ i sin

(
7π

6

))
=

3

2
aqxe

i7π/6.

(2.93)

Finalmente, para o terceiro termo da (2.89):

qy
∂S(

#»

k )

∂ky
| = qy

(
−2

a
√

3

2
e−ikxa/2 sin

(
kya
√

3

2

))
∗

= −a
√

3qy

(
e−iπ/3 sin

(π
3

))
= −a

√
3qy

{(
cos
(π

3

)
− i sin

(π
3

))
sin
(π

3

)}
= −a

√
3qy

((
1

2
− i
√

3

2

) √
3

2

)

= −a3

2
qy

(
1

2
− i
√

3

2

)
. (2.94)

ou ainda,

qy
∂S(

#»

k )

∂ky
| = −3

2
aiqy

(
−
√

3

2
− i1

2

)
= −3

2
aiqy

(
cos

(
7π

6

)
+ i sin

(
7π

6

))
= −3

2
aiqye

i7π/6.

(2.95)

Considerando apenas os resultados de primeira ordem, a expressão (2.89), fica

S( #»q ) ≈ 3

2
aα(qx − iqy), (2.96)
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onde α = ei7π/6

Os Hamiltonianos próximos dos pontos K e K ′ ficam, respectivamente, da

seguinte forma

Hk(
#»q ) ≈ 3

2
aγ0

 0 α(qx − iqy)

α∗(qx + iqy) 0

 (2.97)

H ′k(
#»q ) ≈ 3

2
aγ0

 0 α∗(qx + iqy)

α(qx − iqy) 0

 , (2.98)

onde é importante observar que

Hk = HT
k′ , (2.99)

em que T representa o transposto da matriz Hk′ . Definindo

vF =
3a|t|

2
(2.100)

a velocidade de Fermi dos elétrons nos pontos de Dirac. Fazendo uma transformação

unitária, podemos excluir o termo de fase α, obtendo, finalmente

HK,K′( #»q ) = ~vF

 0 qx ± iqy
qx ∓ iqy 0

 . (2.101)

Esse é exatamente o Hamiltoniano de Dirac bidimensional para férmions re-

lativ́ısticos com termo de massa nula e velocidade de Fermi (vF ≈ 1 · 106m/s) ao invés

da velocidade da luz c. Podemos, então, perceber o motivo de se referir aos portadores

de cagar do grafeno como férmions relativ́ısticos sem massa. Essa analogia, junto com a

natureza quiral dos estados eletrônicos, revelam importantes propriedades no processo de

transporte do grafeno.

Se substituirmos

qx −→ −i
∂

∂x
, qy −→ −i

∂

∂y
, (2.102)

na (2.72), podemos escrever o Hamiltoniano no espaço real da seguinte forma :

HK = −i~vFσ ·
#»∇ = vFσ · #»p , (2.103)
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onde σ = (σx, σy, σz) são as matrizes de Pauli que operam nos graus de liberdade das

subredes A e B ao invés do spin, portanto, são denominados pseudospins. O autoestado

|Ψk〉 = (ψA, ψB) é chamado pseudospinor, com ψA e ψB sendo as funções envelope as-

sociadas com a amplitude de probabilidade de encontrar um elétron na subrede A e B,

respectivamente.

A diagonalização do Hamiltoniano (2.101) resulta nas seguintes autoenergias

E± = ±~vF q, (2.104)

que, diferentemente de um gás de elétrons usual em 2D (E = ~2q2/2m), é linear com o

momento. A partir da (2.104), podemos encontrar os correspondentes autoestados.

Tomando o primeiro autovalor, E+ = +~vFk,

HΨ(x, y) = E+Ψ(x, y). (2.105)

Na forma matricial

−i~vF

 0 ∂x − i∂y
∂x + i∂y 0

  ΨA(x, y)

ΨB(x, y)

 = ~vFk

 ΨA(x, y)

ΨB(x, y)

 (2.106)

Teremos, portanto,

−i(∂x − i∂y)ΨB(x, y) = kΨA(x, y) (2.107)

−i(∂x + i∂y)ΨA(x, y) = kΨB(x, y). (2.108)

De maneira mais condensada

−iL−ΨB(x, y) = kΨA(x, y) (2.109)

−iL+ΨA(x, y) = kΨB(x, y) (2.110)

onde definimos o operador L± = (∂x ± i∂y). Aplicando L− na (2.110), obtemos,

−i(L−L+)ΨA(x, y) = kL−ΨB(x, y). (2.111)
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Substituindo a (2.109) na (2.111) fica,

−i(L−L+)ΨA(x, y) = ik2ΨA(x, y). (2.112)

Portanto,

[(∂2
x + ∂2

y) + k2]ΨA(x, y) = 0, (2.113)

onde, k2 = k2
x + k2

y. Para verificarmos as soluções em x e y, propomos uma solução do

tipo

ΨA(x, y) = ψA(x)ψA(y), (2.114)

substituindo na (2.114), fica

(
d2

dx2
+ k2

x

)
ψA(x) = 0. (2.115)

(
d2

dy2
+ k2

y

)
ψA(y) = 0. (2.116)

As equações são semelhantes e possuem soluções análogas ao do oscilador

harmônico

ψA(x) = Aeikxx +Be−ikxx, (2.117)

ψA(y) = Ceikyy +De−ikyy. (2.118)

Vamos tratar problemas onde as variações das funções se dão em apenas uma

dada direção e na outra ela não se modifica. Se optarmos por deixar as funções invariantes

na direção y, e considerarmos que a função de onda ψA(y) > 0, o termo e−ikyy é desprezado,

e temos, portanto,

ΨA(x, y) = (Aeikxx +Be−ikxx)eikyy, (2.119)

A constante C na equação (2.118) foi incorporada nas constantes A e B na expressão

(2.117).

Vamos determinar ΨB(x, y) a partir da (2.110). Substituindo a (2.119) na
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(2.110), temos

−i(∂x + i∂y)[Ae
ikxx +Be−ikxx]eikyy = kΨB(x, y) (2.120)

−ikx[iAeikxx − iBe−ikxx]eikyy + iky[Ae
ikxx +Be−ikxx]eikyy = kΨB(x, y). (2.121)

Mas, já sabemos que k2 = k2
x + k2

y, então podemos definir kx = k cos θ e ky = k sin θ, de

modo que

e±iθ =
kx ± iky
|k|

. (2.122)

Teremos, então

ΨB(x, y) =

 ΨA(x, y)

ΨB(x, y)

 =

 (Aeikxx +Be−ikxx)eikyy

(Aeiθeikxx −Be−iθe−ikxx)eikyy

 , (2.123)

ou ainda

ΨB(x, y) = A

 1

eiθ

 ei(kxx+kyy) +B

 1

−e−iθ

 ei(−kxx+kyy). (2.124)

Para E < 0, vamos obter as mesmas equações (2.115) e (2.116). A única

diferença é que, para isso, devemos fazer k → −k. Isso resulta em fazer e±iθ → −e±iθ na

(2.124). Assim, podemos usar a forma simplificada para as autofunções E > 0 e E < 0

Ψ(x, y) = A

 1

seiθ

 ei(kxx+kyy) +B

 1

−se−iθ

 ei(−kxx+kyy). (2.125)

em que s = sgn(E), ou seja, s = 1 (para E > 0) , s = −1 (para E < 0) e s = 0 para E =

0.

2.4 Tunelamento de Klein

O tunelamento de Klein ou paradoxo de Klein foi relatado pela primeira vez

no contexto da eletrodinâmica quântica pelo f́ısico sueco Oskar Benjamin Klein. Em

1929, O. B. Klein obteve um resultado diferente do esperado ao analisar a propagação

de um elétron em uma barreira de potencial usando a equação de Dirac. Ele observou
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que as autofunções correspondentes aos elétrons que entravam na barreia de potencial não

sofriam amortecimento ou reflexões para casos espećıficos (KLEIN, 1929). Diferentemente

do encontrado para part́ıculas não relativ́ısticas descritas pela equação de Schrödinger.

Vamos então, analisar essa situação. Seja uma barreira de potencial representado pela

Fig 2.7

Figura 2.7: Elétron incidindo numa barreira de potencial de largura d com ângulo de
incidência θ (ARAÚJO, 2017).

onde, matematicamente, podemos expressar por

V (x) =

0, se x ≤ 0 ou x ≥ d

V0, se 0 < x < d.

(2.126)

Seja um pseudospinor escrito como:

Ψσ,
#»
R =

 A1

A2

 .ei
#»
k · #»R (2.127)

Substituindo na (2.105) obtemos

vF

 0 qx − qyi

qx + qyi 0

 A1

A2

 = E±( #»q )

 A1

A2

 , (2.128)

onde E±( #»q ) = svF q, e s = +1 (s = −1) está relacionado à banda de condução (valência).

Temos, então:

A2 = A1se
iθ, θ = tan−1

(
qy
qx

)
, (2.129)
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onde A1 = 1
L
√

2
é o valor normalizado de A1. A (3.29) fica, portanto,

Ψσ,
#»
R =

1

L
√

2

 1

seiθ

 ei
#»
k · #»R (2.130)

Muitos trabalhos discutem sobre o paradoxo de Klein no grafeno, entre eles vale

citar (KATSNELSON; NOVOSELOV; GEIM, 2006) e (JR et al., 2010). Consideremos

a incidência de um elétron se propagando no grafeno numa barreira de potencial. Um

elétron que penetra numa barreira de potencial com um ângulo θ, sofre uma deflexão ao

atravessar a barreira e o ângulo descrito passa a ser ϕ, de acordo com a Fig. 2.7

As autofunções nas regiões 1, 2 e 3, ficam:

Ψ1
σ,

#»
R

=
1

L
√

2

 1

seiθ

 ei(kxx+kyy) +
r

L
√

2

 1

sei(π−θ)

 ei(−kxx+kyy), (2.131)

Ψ2
σ,

#»
R

=
a

L
√

2

 1

s′eiϕ

 ei(κxx+kyy) +
b

L
√

2

 1

s′ei(π−ϕ)

 ei(−κxx+kyy), (2.132)

Ψ3
σ,

#»
R

=
t

L
√

2

 1

seiθ

 ei(kxx+kyy), (2.133)

onde s = sgn(E), s′ = sgn(E − V0) e:

κx =
√

(E − V0)2/v2
F − k2

y, (2.134)

tanϕ =
ky√

(E − V0)2/v2
F − k2

y

, (2.135)

onde, nesse modelo, ~ = 1. Conseguimos obter os coeficientes a, b, r e t a

partir das condições de contorno para as autofunções em cada interface. No entanto, para

nossa finalidade basta determinarmos o coeficiente de transmissão t. As condições de

contorno úteis são

Ψ1
σ,(0,y) = Ψ2

σ,(0,y), (2.136)

Ψ2
σ,(d,y) = Ψ3

σ,(d,y). (2.137)
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Aplicando a condição (2.136), temos

 1

seiθ

+ r

 1

sei(π−θ)

 = a

 1

s′eiϕ

+ b

 1

s′ei(π−ϕ)

 , (2.138)

ou seja,

1 + r = a+ b, (2.139)

s[eiθ + rei(π−θ)] = s′[aeiϕ + bei(π−ϕ)]. (2.140)

Aplicando agora a condição (2.137), obtemos

a

 1

s′eiϕ

 eikxd + b

 1

s′ei(π−ϕ)

 e−ikxd = t

 1

s′eiθ

 eikxd. (2.141)

Temos, portanto

aeikxd + be−ikxd = [teikxd], (2.142)

s′[aei(ϕ+kxd) + bei(π−ϕ−kxd)] = tseiθ+kxd. (2.143)

A partir das (2.139) e (2.142), encontramos uma expressão para t:

t =
e−ikxd

cos(kxd) + i sin(kxd)(tanϕ tan θ − ss′ secϕ sec θ)
(2.144)

A probabilidade de transmissão do elétron da região 1 para a região 3 é dada

por T = t∗t, fica, então

T =
cos2 ϕ cos2 θ

cos2(kxd) cos2 ϕ cos2 θ + sin2(kxd)(1− ss′ sinϕ sin θ)2
. (2.145)

É importante notar alguns casos na (2.145). Na situação de θ = 0◦ (incidência

perpendicular à barreira), a transmissividade é 1, ou seja, não há reflexão, independen-

temente da barreira de potencial. Para kxd = nπ(n = 0,±1,±2, ...) ocorre o mesmo e o

elétron sempre tunela. No limite em que a altura da barreira de potencial é muito maior

que a energia do elétron (|V0| >> E), o ângulo de refração ϕ tende a zero e podemos



Caṕıtulo 2 Propriedades eletrônicas elementares do grafeno 34

reescrever a (2.145) da seguinte maneira:

T =
cos2 θ

cos2(kxd) cos2 θ + sin2 kxd

=
cos2 θ

cos2(kxd) cos2 θ + 1− cos2(kxd)

=
cos2 θ

1− cos2(kxd)(1− cos2 θ)

=
cos2 θ

1− cos2(kxd) sin2 θ
(2.146)

Note que mesmo para |V0| >> E a probabilidade de transmissão continua

100% para os casos de θ nulo e kxd = nπ, de acordo com a (2.146):

1 =
cos2 θ

1− cos2(kxd) sin2 θ
⇒ kxd = nπ, n = 0,±1,±2, . . . (2.147)

O gráfico de T em função de θ, expresso na equação (2.145), está ilustrado na

Fig. 2.8. Esse gráfico foi levantado para dois valores de barreira de potencial V1 = 200

meV e V2 = 300 meV, sendo E = 80 meV a energia do elétron incidente e largura de

barreira de d = 100 nm. Valores similares àqueles colocados por Katsnelson, Novoselov e

Geim (2006).
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Figura 2.8: Gráfico da probabilidade de transmissão T do elétron em função do ângulo θ
de incidência na barreira de potencial.

Como esperado, observamos transmissão máxima para valores normalmente

incidentes.
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Nanofitas de Grafeno

A partir da rede do grafeno, pode-se construir materiais como nanotubo de

carbono, nanofitas e fulereno. Esses materiais possuem estrutura eletrônica diferente da

do grafeno bidimensional, possibilitando o estudo de novos efeitos devidos às geometrias ou

deformações diferentes. O estudo dessas propriedades tem contribuido para o surgimento

de novos dispostivos eletrônicos (SON; COHEN; LOUIE, 2006; WAKABAYASHI et al.,

2009). As nanofitas de grafeno ou GNRs (Graphene nanoribons), são heteroestruturas

unidimensionais, ou seja, possuem peridicidade ao longo de uma direção e são limitadas

ao longo da direção perpendicular (LI et al., 2008). Podem ser obtidas “cortando” o

grafeno em uma direção arbitrária estabelecendo uma direção finita (Fig. 3.1).

O corte pode ser feito para gerar diferentes geometrias de borda e, a partir

desses formatos, o sistema pode adquirir propriedades eletrônicas diferentes. As duas

formas de borda mais simples são as armchair e zigzag Fig. 3.1.

Como veremos mais na frente, o fato de confinar o grafeno a uma única direção,

traz muitas propriedades novas. Por exemplo, as nanofitas possuem gap que variam de

acordo com o número de linhas da nanofita. Esse gap decresce com o aumento da largura

da nanofita e gaps apreciáveis surgem apenas com fitas de largura da ordem de nanômetros,

o que é muito dif́ıcil de se obter na prática, dificultando suas aplicações eletrônicas.

35
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Figura 3.1: Folha de grafeno com as direções destacadas; (A) Nanofita zigzag; (B) Nanofita
armchair

3.1 Fabricação de nanofitas

Existem algumas formas de se obter nanofitas de Grafeno, uma delas consiste

na utilização de plasma para eliminar partes indesejadas do material e criar estruturas

como nanofitas. É necessário, nesse processo, colocar uma máscara sobre o material

delimitando as áreas que não serão eliminadas do substrato (HAN et al., 2007).

Uma maneira alternativa de se obter nanofitas é através do processo de aber-

tura de nanotubos de carbono Fig. 3.2. Já existem métodos para que isso seja feito. Uma

forma é se utilizar da suspensão de nanotubos de carbono em ácido sulfúrico seguido

de um tratamento com permanganato de potássio, o que leva ao dessembrulhamento do

nanotubo (ZHANG et al., 2010). Outro método utiliza o processo de sonicação, que se

trata de colocar inicialmente, o nanotubo em contato com o ar a 500◦C num processo

conhecido como calcinação que permite a remoção de impurezas e oxidação dos śıtios

com defeito seguido pela sonicação em que o nanotubo é desembrulhado dando origem à

nanofita (JIAO et al., 2010).
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Figura 3.2: Processo de sonicação (KOSYNKIN et al., 2009).

3.2 Propriedades gerais

Diferentemente da folha de grafeno infinita, algumas nanofitas aprensetam um

gap que está relacionado com o tipo de borda e com a espessura da fita. Definindo N

como o número de linhas de átomos para as nanofitas com borda armchair e o número

de linhas em zigzag para o segundo caso, podemos escrever então,

Wam =
a
√

3

2
(N − 1) (3.1)

Wzz =
3N

2
− 1, (3.2)

onde “a” é distância carbono-carbono, e Wam e Wzz são, respectivamente, as larguras das

bordas armchair e zigzag. No caso armchair o topo da banda de valência e ponto mais

baixo da banda de condução estão localizados no mesmpo ponto k = 0. Uma caracteŕıstica

importante de se ressaltar é que para essas nanofitas, a espessura determina se o sistema

é metálico ou semicondutor (WAKABAYASHI et al., 2010). Geralmente o sistema é

metálico para N = 3M − 1, com M = 1, 2, 3... . No caso das nanofitas semicondutoras

o gap decresce com o aumento da largura da fita, tendendo a zero quando a espessura

é infinita, ou seja, quando se assemelha ao caso da folha infinita. No caso das nanofitas

zigzag, estados de energia nula estão localizados nos pontos k = ±π (para a = 1). Os

estados eletrônicos correspondentes a tais bandas, não presentes no caso das nanofitas

armchair, aparecem nas bordas, mesmo que o sistema não tenha bordas perfeitamente

zigzag. Cálculos numéricos têm demonstrado que que um tipo de borda que não seja

paralela à armchair suporta estados de energia nula (WAKABAYASHI et al., 2009).
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Alguns aspectos relacionados às propriedades eletrônicas das nanofitas de gra-

feno podem ser melhor estudados de forma mais simples para o limite de baixas energias,

desde que as condições de contorno sejam devidamente apropriadas para cada borda. Va-

mos agora derivar o espectro de energias e os estados eletrônicos para nanofitas de borda

armchair.

3.3 Nanofitas armchair no limite de Dirac

O Hamiltoniano de Dirac em torno dos pontos K e K ′ são dados pela (2.101)

e as funções de onda no espaço real para as subredes A e B, são, respectivamente

ΨA( #»r ) = ei
#»
K· #»r ψA( #»r ) + ei

#»
K′· #»r ψ

′

A( #»r ) (3.3)

ΨB( #»r ) = ei
#»
K· #»r ψB( #»r ) + ei

#»
K′· #»r ψ

′

B( #»r ), (3.4)

supondo uma nanofita de espessura W e infinita na direção x. Para esse caso, a situação

mais geral toma a forma ψ(x, y)eikxx, onde φ(y) é um espinor de componentes φA(y)φB(y).

Dessa forma, a equação de Dirac em torno do ponto
#»

K, fica 0 kx − ∂y
kx + ∂y 0

  φA(y)

φB(y)

 = ε

 φA(y)

φB(y)

 , (3.5)

onde ε = E
~vF

. A equação acima da origem a duas equações acopladas, assim como no

caso de uma folha de grafeno infinito, que geram as duas equações

∂2
yφB = −(ε2 − k2

x)φB, (3.6)

φA =
1

ε
(kx − ∂y)φB. (3.7)

As soluções para φB e φ
′
B, são

φB = Aeikny +Be−ikny, (3.8)

φ
′

B = Ceikny +De−ikny, (3.9)

onde kn =
√
ε2 − k2

x. As condições de contorno nas bordas da nanofita, localizadas em
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y = 0 e em y = W , são (BREY; FERTIG, 2006)

ΨA(y = 0) = ΨA(y = W ) = ΨB(y = 0) = ΨB(y = W ) = 0, (3.10)

desde que śıtios de ambas as subredes estejam presentes em ambas as bordas da nanofita.

As condições de contorno aplicadas nas equações (3.3) e (3.4), nos fornecem

φµ(0) + φ
′

µ(0) = 0, (3.11)

e−iKW/
√

3φµ(W ) + eiKW/
√

3φ
′

µ(W ) = 0, (3.12)

onde µ = A,B e K = 2π/3a,

Substituindo as (3.8) e (3.9) nas (3.11) e (3.12), obtemos

A+B + C +D = 0, (3.13)

Aei(kn−K/
√

3)W +Be−i(kn+K/
√

3)W + Cei(kn+K/
√

3)W +DAe−i(kn−K/
√

3)W = 0.(3.14)

Essas condições de contorno dão as seguintes relações, A = −D e B = C = 0. O que nos

dá que sin[(kn −K/
√

3)W ] = 0, então

ε = ±
√
k2
x + k2

n (3.15)

Ψn( #»r ) = A

 1

eiθn

 ei(kx+K)x sin
(nπ
W
y
)
, (3.16)

onde kn = nπ/W + K/
√

3, θn = arctan = (kn/kx) e Ψn = (ΨA ΨB)T . As mesmas

relações entre A, B, C e D, continuam satisfazendo as condições de contorno. O espectro

de energias é diferente mas também possui um comportamento semicondutor. O gap

corresponde à diferença de energia entre a banda de valência e banda de condução para

kx = 0 assumindo um valor inversamente proporcional a W , indo ao encontro do que já

feito dito sobre a variação do gap em função da espessura da fita. Como dito anteriormente,

o caso para gap nulo (comportamento metálico) ocorre quando as nanofitas possuem

espessura da forma N = 3M − 1 para M natural. Dessa forma, para o caso metálico,
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temos kn = nπ/W , com n inteiro.

3.4 Junções baĺısticas de três terminais

O sistema estudado é uma junção baĺıstica de três terminais (JBTT) represen-

tada na Fig 3.3. Este sistema constitui-se por três fitas metálicas armchair cujo ângulos

entre elas é de 120◦. O espaçamento angular foi escolhido para que o sistema seja natu-

ralmente metálico ao longo de toda sua extensão. A largura das fitas também é relevante

e deve ser considerada, pois a borda não pode ser zigzag. A borda tem muita influência

na condutância do sistema. O sistema formado pelas três fitas terá os elétrons partindo

do ramo central e sofrendo a influência de uma barreira de potencial uniforme ou não,

antes que vá para uma das ramificações.

Figura 3.3: a) Sistema JBTT; b) Nanofita zigzag ; c) Nanofita armchair

O primeiro cientista a estudar uma JBTT foi Palm et al (PALM; THYLÉN,

1992) comparando com um ramo em Y ótico. Ele estudou a propação de um pacote de

ondas sobre uma JBTT feita de uma 2DEG formada entra camadas de GaAr e AlGaAr.

Um dos jeitos de se operar uma JBTT é por meio de um modo passivo de duas entradas,

que consiste em aplicar uma diferença de potencial entre os dois braços inferiores e mede-se

qual a resposta sob o braço superior. Quando os coeficientes de transmissão são constantes
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com respeito a energia, o potencial médio é a média do potencial aplicado entre os dois

braços superiores. Na realidade, isso nem sempre é verdade, mas é posśıvel mostrar que

para uma pequena diferença de potencial V , o desvio da média desse potencial de sáıda

Vs é:

Vc = −1

2
αV 2 +O(V 4), (3.17)

onde o valor de α é dado por (CASTRO, 2015)

α = −
∫
Gc

∂2f
∂E2dE∫

Gc
∂f
∂E
dE

(3.18)

3.5 Introdução ao Kwant

Nessa seção, vamos discorrer sobre o funcionamento do Kwant. O Kwant é

um pacote livre de Python para cálculos numéricos para modelo tight-binding com ênfase

em transporte quântico. Um dos métodos matemáticos utilizados pela Kwant é o método

das diferenças finitas, vamos, portanto, entender o processo realizado por ele.

3.5.1 Método das diferenças finitas ou modelo tight binding

Um dos passos do Kwant é o de calcular os autovalores da matriz de trans-

ferência (2.60) afim de encontras as bandas de energia da nanofita de grafeno. Para isso

ele se utiliza do método das diferenças finitas, o qual vamos discorrer nessa seção.

Em 1-D, o operador Hamiltoniano pode ser representado por

H = − ~2

2m

d2

dx2
+ U(x). (3.19)

Para obter a representação matricial desse operador, vamos considerar a quantidade

HF (x) onde F (x) é uma função de x. Agora vamos escolher uma rede discreta onde

os pontos são localizados por x = aj, com j inteiro. Podemos escrever

[HF ]x=ja =

[
− ~2

2m

d2F

dx2

]
x=ja

+ UjFj (3.20)

Agora nós vamos usar o método das diferenças finitas para aproximar o opera-

dor derivada. Assumindo a muito pequeno, podemos escrever a primeira derivada como:
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dF (x)

dx
= lim

∆x→0

F (x+ ∆x)− F (x)

∆x
→ F (j + 1) = F (j)

a
=

1

a
[Fj+1 − Fj] . (3.21)

Essa aproximação é tão mais válida quanto menor for o valor de a. Como

para nós o valor de a é de fato muito pequeno (escala nanométrica) essa aproximação é

bastante válida. Por analogia, a segunda derivada pode ser aproximada para

d2F

dx2
→ 1

a2
[Fj+1 − 2Fj + Fj−1] . (3.22)

Com essa aproximação, podemos reescrever a (3.20) da seguinte forma

[HF ]x=ja = − ~2

2ma2
Fj+1 +

2~2

2ma2
Fj −

~2

2ma2
Fj−1 + UjFj. (3.23)

Definindo

t ≡ ~2

2ma2
, (3.24)

a (3.23) fica,

[HF ]x=ja = (Uj + 2t)Fi − tFj−1 − tFj+1. (3.25)

Essa expressão pode ser reescrita como

[HF ]x=ja =
∑
i

H(j, i)Fi, (3.26)

onde

H(j, i) = Ui + 2t se i = j

= −t se i e j forem vizinhos

= 0 outros sitios.

A (3.26) nos fornece a matriz que representa o operador Hamiltoniano para
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uma cadeia linear 1-D

H =



. . . −t 0 0 0

−t U−1 + 2t −t 0 0

0 −t U0 + 2t −t 0

0 0 −t U1 + 2t −t

0 0 0 −t . . .


, (3.27)

onde cada śıtio está conectado ao seus vizinhos mais próximos pela quantidade t (parâmetro

de hopping), enquanto os valores na diagonal principal são a energia onsite. O Kwant di-

agonaliza essa matriz encontrando, assim, os autovalores de H.

3.6 Formalismo de Landauer-Büttiker

Tipicamente, alguns leads são usados para injetar elétrons, outros para medir

voltagem. Os leads podem ser denominados de “sondas de voltagem”. A geometria geral

e algumas aplicações espećıficas estão representadas na figura 3.4. Assume-se que os leads

estão conectados a volt́ımetros ideais que não possuem corrente. O caso (c) é importante

e comumente usado para medir resistência. Uma corrente é passada ao longo do caminho

reto e a tensão resultante é medida entre os dois braços laterais. Essa configuração é de-

nominada quatro-sondas, e é mais utilizada pois é insenśıvel às resistências dos contatos.

De maneira alternativa a tensão entre dois contatos pode ser medida com a passagem de

corrente com a medição de duas-sondas. Nós devemos perceber que esses dois resultados

são surpreendentemente diferentes. Embora as matrizes S sejam importantes para obser-

var os detalhes do problema, vamos utilizar a matriz t (DAVIES, 1998). Usando m e n

para definir os leads e α e β para definir os modos de propagação em cada lead. Como

usual, cada lead deve seção transversal constante e os estados devem ser normalizados a

fluxo constante. A corrente interna em um lead é definida como positiva. Considere um

determinado lead e modo, (m, α), a saber. Nós estamos interessados apenas nos desvios

do equiĺıbrio de modo que o excesso de corrente que colide com os leads é dado por:

I incmα = (−2e/h)δµm. A mudança na energia de Fermi δµm = −eVm, quando Vm é a tensão

aplicada, então I incmα = (2e2/h)Vm. E o mesmo vale para todos os Nm modos nesse lead.

A corrente total no lead n devido a injeção de elétrons de um lead diferente é
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Figura 3.4: Geometria de uma amostra para transporte coerente com muitos leads a)
Geometria do caso geral, b) Junção em T, c) Quatro terminais de resistência longitudinal
e d) Barra de Hall microscópica. Adaptado de (DAVIES, 1998).

dada pela soma de todos os modos nos dois leads, podemos escrever, então,

Inm = −2e2

h
Vm

Nn∑
β=1

Nm∑
α=1

|tnβ,mα|2. (3.28)

Todas as expressões para correntes envolvem somas como esta nos modos em

ambos os leads. Embora haja agora subscritos extras nos coeficientes de transmissão para

rotular os condutores nós podemos deixar a notação mais clara inserindo coeficientes de

transmissão e reflexão.

Tnm =
Nn∑
β=1

Nm∑
α

|tnβ,mα|2. Rm =
Nm∑
β=1

Nm∑
α=1

|rmβ,mα|2. (3.29)

A corrente ĺıquida injetada no lead m é dada pela corrente incidente menos a

corrente refletida A corrente total incidente, somada em todos os modos de propagação,

é (2e2/h)NmVm,então a corrente ĺıquida fica,

Imm = (2e2/h)(Nm −Rm)Vm. (3.30)

A conservação da corrente impõe que isso seja igual a corrente total injetada

do lead m *mais a corrente que deixa a amostra por meio de outros leads*. Ou seja,
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Imm =
∑

n,n 6=m In,m. Isto leva a uma regra de soma para os coeficientes de transmissão,

Rm +
∑
n,n 6=m

Tnm = Nm. (3.31)

Isso é uma generalização óbvia de R+ T = 1. Nós temos que calcular agora a

corrente devido aos elétrons injetados pelo lead m. Tudo o que resta é somar a contribuição

de todos os leads. O lead n gera uma corrente −(2e2/h)TmnVn no lead m, então, a corrente

total no lead m é

Im =
2e2

h

[
(Nm −Rm)Vm −

∑
n,n6=m

TmnVb

]
. (3.32)

Essa é a fórmula de Landauer—Büttiker para condutância em um sistema

com muitos leads. Isso também pode ser escrito em termos de uma matriz quadrada de

condutância cuja dimensão é dado pelo número de leads:

Im =
∑
n

GmnVn, Gmn =
2e2

h
[(Nm −Rm)δmn − Tmn]. (3.33)
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Resultados e Discussões

Todos os resultados obtidos computacionalmente foram através da aplicação

do método tight-binding para primeiros vizinhos com a utilização do pacote Kwant em

uma nanofita com formato em Y , como está ilustrado na Fig. (4.1). Definimos uma

largura W fixa para as nanofitas de grafeno em todos os braços da JBTT, W ≈ 5, 8 nm.

Essa largura é tal que o sistema apresenta comportamento metálico ao longo de toda a

sua extensão. A região amarela na Fig. (4.1) indica um potencial de gate aplicado sobre

o braço de entrada, onde iremos tomar três configurações distintas para o ângulo α.

Lead 0

Lead 1

Lead 2

W

Potential

α
W

W

120o

Figura 4.1: JBTT de grafeno com potencial triangular. Os três braços formam um ângulo
de 120◦ entre si para garantir que as bordas são do tipo armchair. Um elétron é lançado
no lead 0 e é calculado sua condutância para os leads 1 e 2.

Plotamos o espectro de bandas para todos os casos citados acima, representado

na Figura (4.2), para demonstra o caráter metálico da nanofita. Podemos ver que no ponto

46
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E = 0 eV não há gap entre a banda de valência e de condução.

Figura 4.2: Estrutura de bandas da nanofita configuração em Y.

Nosso objetivo foi perceber como a condutância relativa a cada braço da na-

nofita é alterada em função do potencial elétrico aplicado na parte central da região de

espalhamento. Foram realizadas três simulações, para uma nanofita sem potencial, com

potencial quadrado e com potencial triangular. O que equivale a α = 0◦, α = 90◦ e

α = 60◦, respectivamente.

4.1 JBTT sem potencial de gate (α = 0◦)

A primeira configuração observada foi a da nanofita quando não há potencial

(α = 0◦) como na Fig (4.3). Nesse caso, devido à simetria do sistema, o comportamento

baĺıstico esperado é o de que a condutância seja igual em ambos os leads de saida (L1 e

L2), pois não há nada que gere uma preferência do elétron em relação a qualquer um dos

braços.
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Figura 4.3: Nanofita configuração em Y sem potencial

O gráfico da Fig. (4.4) mostra esse comportamento, mas há uma terceira

possibilidade que é a de reflexão, representada pela linha azul. Poderia ser esperado que o

valor da condutância fosse de 50% para cada braço. Isso não ocorre (como o experimento

pôde demonstrar) pelo fato de parte dos elétrons colidirem com a “quina” do Y. É,

portanto, coerente que haja reflexão. Esse comportamento depende também, do tipo de

“quina”. No nosso caso ela é do tipo armchair já que no caso zigzag o comportamento de

reflexão é mais caótico.

Figura 4.4: condutância da nanofita configuração em Y sem potencial
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4.2 JBTT com potencial retangular (α = 90◦)

Foi realizado também a simulação com uma JBTT em Y com um potencial

retangular na região de espalhamento, o que significa α = 90◦, de acordo com a Fig (4.5),

onde o potencial está representado na cor amarela.

Figura 4.5: JBTT com potencial quadrado (α = 90◦).

4.2.1 Condutância vs Energia

Nessa simulação nós observamos o comportamento da condutância em relação

à energia de Fermi EF para um potencial fixo V = 0, 8 eV. Assim como para α = 0◦

a condutância se divide igualmente entre os ramos, Fig. (4.6). Isso se deve à simetria

da configuração. Os valores encontrados para condutância também se assemelham ao do

caso anterior e isso se deve ao tunelamento de Klein, já estudado anteriormente.
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Figura 4.6: Gráfico condutância vs energia (α = 90◦)

Há, no entanto, picos no ponto de energia E = 0.02 eV e outro na sua proximi-

dade, diferentemente do que esperaŕıamos com base no tunelamento de Klein. Acredita-se

que isso se deva a erros numérios, que devem ser observados posteriormente. No geral, é

importante perceber que a condutância nos contatos de sáıda sempre permanecem iguais,

o que vai ao encontro do esperado devido à simetria tanto da configuração como do po-

tencial.

4.2.2 Condutância vs Potencial

Nesse caso a condutância está variando com respeito ao potencial, como mostra

a Fig. (4.7), sendo mantida fixa uma energia de Fermi EF = 10 meV. Novamente já era

esperado condutância igual para os dois braços e valores similares à situação passada,

devido ao paradoxo de Klein.
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Figura 4.7: Gráfico condutância vs potencial (α = 90◦)

Os picos para V ≈ 0.35 eV e V ≈ 0.45 eV, também devem ter sido gerados

por erros numéricos, Novamente é interessante perceber que a condutância nos leads de

sáıda permanecem sempre iguais para qualquer valor de V observado.

4.3 JBTT com potencial triangular (α = 60◦)

A configuração nova foi a JBBT em Y com uma barreira de potencial no for-

mato triangular, cujo ângulo α da base do triângulo equivale a 60◦. Essa nova configuração

está representada na Fig (4.8), onde a barreira de potencial está destacada na cor amarela.
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Figura 4.8: Nanofita configuração em Y com potencial triangular (α = 60◦)

4.3.1 Condutância vs Energia

Ao aplicar um potencial triangular com ângulo α = 60◦ na parte central da

região de espalhamento obtemos o gráfico da Fig. (4.9) com condutância em função da

energia para um potencial fixo V ≈ 0, 8 eV

Figura 4.9: Gráfico Condutância vs Energia (α = 60◦)

No ponto de energia E ≈ 0, 015 eV a probabilidade de de transmissão para

o lead 1 é praticamente nula, no entanto, a probabilidade de reflexão é muito próxima
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à de transmissão no lead 2, o que atrapalha a certeza de condução. No ponto de menor

probabilidade de reflexão, E ≈ 0, 058 eV, a condutância para o lead 1 e 2 são parecidas,

o que dificulta o direcionamento do elétron.

4.3.2 Condutância vs Potencial

Dessa vez, mantendo a energia de Fermi EF constante e igual a 10 meV, e

variando a condutância em função do potencial, obtivemos gráfico da Fig (4.10) que

possui alguns resultados interessantes.

Figura 4.10: Gráfico Condutância vs Energia (α = 60◦)

Até o ponto de V ≈ 0, 1 eV o comportamento da condutância é similar ao caso

da barreira quadrada. Para V ≈ 0, 43 eV a probabilidade de transmissão no lead 2 é cerca

de 80% maior, enquanto a prababilidade de transmissão para o lead 1 e de reflexão (retorno

ao lead de entrada) se dividem com aproximadamente 10% cada. Esse comportamento é

de particular interesse pois há uma evidência de que podemos selecionar para qual lead

o elétron irá ser transportado. Isso pode ter aplicação em dispositivos chaveados, tais

como diodos e transistores, podendo ser utilizado em portas lógicas que atualmente são

a base da computação moderna e que vem necessitando de dispositivos com poder de

processamento cada vez maiores.

Podemos notar também que, nesse caso, a condutância dos elétrons aparenta
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um comportamento oscilatório em relação aos leads 1 e 2, mantendo-se sempre baixa para

o lead 0. O que é positivo, pois isso dá evidências de que, variando o potencial V , podemos

selecionar para qual contato queremos transportar o elétron mantendo sempre um ı́ndice

de reflexão baixo. Os resultados aqui apresentados são de extrema importância para o

desenvolvimento de sistemas mais complexos que podem ter aplicações práticas no campo

da nanoeletrônica.
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Considerações Finais

Neste trabalho, foi feito uma revisão de literatura sobre o grafeno, usamos a

aproximação tight-binding, em primeira quantização, para calcular a estrutura de banda

eletrônica desse material. Em seguida, derivamos um modelo cont́ınuo nas proximidades

do ńıvel de Fermi, pontos K e K ′, verificando que, nessa região, os elétrons se comportam

como férmions de Dirac sem massa e que a energia é uma função linear do momento.

Como aplicação, verificamos o tunelamento de Klein em uma barreira retangular aplicada

ao grafeno, onde notamos a diferença marcante na transmissão em relação aos elétrons

descritas pela equação de Schrödinger em sistemas não-relativ́ısticos.

Fizemos um estudo sobre nanofitas de grafeno, sua fabricação e principais

propriedades com ênfase nas junções baĺısticas de três terminais (JBTT). Fizemos ainda

uma rápida introdução sobre o Kwant, pacote baseado em Python que vem ganhando

importância no meio cient́ıfico nos últimos anos no que se refere ao cálculo de trans-

porte eletrônico em sistemas nanoestruturados e que foi utilizado para gerar os resultados

obtidos nesse trabalho.

Estudamos, por meio de simulação computacional, as propriedades de trans-

porte de uma nanofita em configuração Y com uma barreira triangular de ângulo α em

relação à horizontal para diferentes valores de energia de Fermi e diferentes altura da

barreira de potencial. Verificamos que, para sistemas sem potencial aplicado (equivalente

a α = 0◦), existe uma probabilidade igual de transmissão nos leads de sáıda como es-

perado. Podemos observar também uma pequena probabilidade de reflexão no lead de

entrada devido à divisão central dos leads de sáıda. Para potencial retangular (fazendo

α = 90◦), nenhuma propriedade interessante surge devido ao tunelamento de Klein. Já
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para potenciais com α = 60◦ surgem efeitos interessantes, onde podemos verificar um

direcionamento de elétrons para um dado lead de sáıda relativamente alto.

A JBTT em congifuração Y do grafeno com potencial de gate aplicado em

forma triangular possui interessantes propriedades que podem ser explorada em disposi-

tivos eletrônico tais como retificadores de corrente e portas lógicas.

É importante que trabalhos futuros sejam realizados com sistemas de confi-

gurações diferentes como com larguras maiores e mais leads, simulandos circuitos e dis-

positivos para futuras aplicações tecnológicas baseadas no grafeno.
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