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RESUMO

O Problema Restrito de trés Corpos foi proposto como simplificagdo para o problema mais
geral, que os fisicos tentavam mais ndo chegavam a uma solugio exata. No entanto, por mais
que seja um sistema simplificado, o fisico francés Henri Poincaré mostrou que ele ndo possui
solucdo analitica. O estudo deste problema mecanico tem crucial importancia para entender o
comportamento de sistemas existentes na natureza que sao modelados por suas caracteristicas,
como por exemplo sistemas de estrelas ligadas por seus potenciais gravitacionais. A andlise
dindmica do sistema € feita pela interpretacao das equacdes de movimento, no entanto as equacoes
tipicas do problema restrito de trés corpos, possuem suas varidveis acopladas, impossibilitando
uma solugdo direta pelos métodos usuais, para contornar este problema sdo empregados métodos
numéricos que auxiliam na busca de solu¢des aproximadas. O objetivo deste trabalho é fazer
uma descri¢do detalhada a respeito das caracteristicas proprias deste sistema, buscando dar
um tratamento numérico pelo método de Runge-Kutta Cléssico, utilizando rotinas no software
MATLAB, para encontrar solugdes aproximadas das equacdes de movimento, de onde serao

tiradas as informacdes da evolucao dinamica do sistema.

Palavras-chaves: Problema Restrito de trés Corpos. Método de Runge-Kutta. MATLAB.

Solucdes Numéricas.



ABSTRACT

The Restricted Problem of Three Bodies was proposed as a simplification for the more general
problem, which physicists tried most did not reach an exact solution. However, even though it is
a simplified system, the French physicist Henri Poincaré has shown that he has no analytical
solution. The study of this mechanical problem has crucial importance to understand the
behavior of systems existing in nature that are modeled by their characteristics, such as systems
of stars linked by their gravitational potential. The dynamic analysis of the system is done by
the interpretation of the equations of motion, however the typical equations of the restricted
problem of three bodies, have their variables coupled, making a direct solution impossible by
the usual methods, to overcome this problem numerical methods are used that help in search
for approximate solutions. The objective of this work is to provide a detailed description of
the characteristics of this system, seeking to give a numerical treatment using the Runge-Kutta
Classic method, using routines in the MATLAB software, to find approximate solutions to the

equations of motion, from which the dynamic evolution of the system.

Key-words: Restricted Problem of Three Bodies. Runge-Kutta method. MATLAB. Numerical

Solutions.



Figura 1

Figura2 —
Figura3 -
Figura4 -

Figura5 -

Figura6 —

Figura7 —

Figura 8 —

Figura9 -

Figura 10 —

Figura 11 —

Figura 12 —

Figura 13 —

LISTA DE ILUSTRACOES

Sistema de coordenadas referente as massas m; € my. Em (a) o Centro de
Massa esta fora da origem, (b) o Centro de Massa na origem do sistema.
Fonte: (THORNTON; MARION, 2011) . . . ... ... ... .. .....
Trajetorias possiveis. Fonte: (GOLDSTEIN, 1980) . . . . . .. ... .. ..
Trajetorias possiveis. Fonte: (THORNTON; MARION, 2011) . . . . . . ..
Orbita que ndo se fecha apés um finito numero de oscilagdes. Fonte: (THORN-
TON; MARION, 2011) . . . . . ... . o e
Sistema de coordenadas referente as massas m; , my € do corpo de massa
desprezivel. Fonte: (MURRAY; DERMOTT, 1999) . . ... ... ... ..
Curvas de velocidade zero para diferentes valores de C; para o caso de
u=u =02 Em(a) C;=39¢eem(b) C; =3.7. Fonte: (MURRAY;
DERMOTT, 1999) . . . . . . . .
Esquematizacdo dos pontos de equilibrio lagrangeanos, junto com as superfi-
cies de velocidade zero. Fonte: (MURRAY; DERMOTT, 1999) . . . . . ..
Combinagdo dos movimentos de longo e curto periodo nas proximidades
de L4. A elipse menor indica o movimento do epicentro que € o de curto
periodo e a elipse maior indica o movimento do epiciclo para érbitas de longo
periodo. Fonte: (MURRAY; DERMOTT, 1999) . . .. ... ... .. ...
Solu¢do numérica para a trajetéria de um corpo librando em torno do ponto
de equilibrio L4. Fonte: (MURRAY; DERMOTT, 1999) . . . . .. ... ..
Esquematizacdo gréafica do método explicito de Euler, com a presenca da

inclinagdo e relacao entre a solucdo exata e numérica. Fonte: (DUKKIPATI,

Esquematizacgdo grafica das inclinacdes Ki, K> e K3 no método de Runge -
Kutta Cléssico. Em (a) € especificado a constante K; e como a inclinacio K3
€ construida por influéncia de K; na metade do intervalo de integracdo, em
(b) é mostrado como o valor K5, influencia na construcdo da nova inclinagao
K3. Fonte: (DUKKIPATI, 2010) . . . . . . . . . . . .. .. ... ......
Esquematizacdo gréafica do método de Runge-Kutta Classico. Em (a) a
inclinagdo K3 € especificada e mostrada como esta influencia a construcdo da
inclinacao K4 no final do intervalo de integracao, em (b) estd especificado a
construgdo da inclinacdo resultante, da média ponderada de todas as outras
quatro inclinagdes. Fonte: (DUKKIPATI, 2010) . . . . ... ... .. ...

Grafico do Potencial Efetivo do Sistema Terra-Lua. Fonte: Do proprio autor



Figura 14 —

Figura 15 —

Figura 16 —

Figura 17 —

Figura 18 —

Figura 19 —

Figura 20 —

Figura 21 —

Figura 22 —

Figura 23 —

Figura 24 —

Figura 25 —

Figura 26 —

Representagcdo dos potenciais existentes no sistema Terra-Lua em referencial
ndo inercial. Em (a) se observa o potencial referente a Lua, em (b) o potencial
da Terra e em (c) o potencial centrifugo do sistema. Fonte: Do préprio autor. 59
Trajetoria de uma nave espacial sujeita a gravidade do sistema Terra-Lua. Em
(a) observamos o perfil da trajetéria para determinadas condi¢des iniciais, em
(b) se verifica que a representagdo da 6rbita muda consideravelmente para
uma pequena variacdo das condi¢des iniciais. Fonte: Do préprio autor . . . 61
Trajet6ria de uma nave espacial sujeita a gravidade do sistema Terra-Lua,
com aumento no tempo de simulacio. Fonte: Do proprio autor . . . . . . . 61
Orbita do asteréide 20107 K7 no sistema Sol-Terra. Em (a) observamos sua
orbita em forma de ferradura com presenca de libragdes. Em (b) apresentamos
uma ampliacio de um setor da 6rbita para uma melhor vizualizacdo. Fonte:
Doproprioautor . . . . . . . . . ... e 62
Orbita de um asteréide troiano especifico, sujeito a interacdo gravitacional
do sistema Sol-Jupiter. Fonte: Do proprioautor . . . . . .. ... ... .. 64
Orbita de um asteréide da familia Hilda, sujeito a interacdo gravitacional do
sistema Sol-Jupiter. Fonte: Do préprioautor . . . . . ... ... ... ... 65
Orbita do asteréide 20107 K7 com variagio das condi¢des iniciais. Em (a)
estd apresentado o perfil da trajetdria para uma ligeira diminuicdo de sua
velocidade. Em (b) apresentamos uma ampliacdo da trajetéria para uma
melhor vizualiza¢do. Fonte: Do préprio autor . . . . . . .. ... .. ... 66
Orbita do asteréide 20107 K7 com abrupto aumento de velocidade. Fonte:
Doproprioautor . . . . . . . . ... e 67
Orbita do asteréide do tipo troiano com uma ligeira diminuicio de sua veloci-
dade. Fonte: Do préprioautor . . . . . . . ... ... .. ... ... ... . 68
Orbita do asteréide do tipo troiano com um abrupto aumento de sua veloci-
dade. Fonte: Do préprioautor . . . . . . . .. .. ... ... ... 69
Orbita de asteréide da familia Hilda com variagio em suas condigdes iniciais.
Em (a) se observa a representacao da trajetéria do astro para uma ligeira
diminuicao de sua velocidade. Em (b) foi feita uma ampliacdo de um setor
da 6rbita para uma melhor vizualiza¢do. Fonte: Do préprio autor . . . . . . 70
Orbita do asteréide da familia Hilda com um abrupto aumento de sua veloci-
dade. Fonte: Do préprioautor . . . . . . . . . .. ... ... ... ..., 70
Orbita do asteréide 2010TK7. Em (a) se encontra a representagio da tra-
jetdria do asterdide sujeito a interag@o gravitacional do sistema Sol-Jupiter.
Em (b) foi feita uma ampliacao de sua 6rbita para uma melhor vizualizacao.

Fonte: Do préprioautor . . . . . . . . . .. ... ... 71



Figura 27 — Orbita do asteréide 20107K7. Em (a) se encontra a representacio da traje-
téria do asterdide sujeito a interacdo gravitacional do sistema Sol-Netuno.
Em (b) foi feita uma ampliacao de sua érbita para uma melhor vizualizacao.
Fonte: Do préprioautor . . . . . . . . . .. ... ...

Figura 28 — Orbita do asteréide tipo Troiano no sistema Sol-Netuno. Fonte: Do préprio

Figura 29 — Orbita do asteréide da familia Hilda no sistema Sol-Netuno. Fonte: Do
PrOPrio autor . . . . . . . . L e e e e

Figura 30 — Orbitas planetdrias do Sistema Solar e a 6rbita de Plutio. Fonte:(MACEDO;
JUNIOR, 2018) . . . . . . . e

Figura 31 — Grafico da libracdo da 6rbita de Plutdo, no sistema Sol-Netuno. Fonte: Do

PrOPrio autor . . . . . . . . ..o e e e e



Tabela 1
Tabela 2
Tabela 3
Tabela 4
Tabela 5
Tabela 6

Tabela 7

Tabela 8

LISTA DE TABELAS

Condicdes iniciais para simulagdo das orbitas da Figura 15 . . . . . . . ..
Condigdes paraa Figura 17 . . . . . . . .. ... ... ... ... .....
Condi¢des paraaFigura 18 . . . . . . . .. ... .. ... ... ... ..
Condicdes paraa Figura19 . . . . . . .. ... .. ... oL
Variacdes das velocidades para simular as trajetorias do asteréide 20107 K7

Variagdes das velocidades para simular as trajetérias do asterdide do tipo

trolano . . . . . . ...

Variacdes das velocidades para simular as trajetorias do asterdide da familia



2.1
22
2.3
24
2.5

3.1

3.1.1
3.1.2
3.13
3.14
3.1.5
3.1.6

4.1
4.2
4.3
4.4
44.1

5.1
5.2
5.2.1
522
523
53

SUMARIO

INTRODUCAO . . . . oottt it e e e e e e e e e e e 15
PROBLEMA DEDOISCORPOS. . . ... ... ... . 18
Discussdo sobre o Formalismo . . . . . .. ... ... ... ..., 18
Formulacdo do Problema . . . . . . ... ... ... ... ......... 21
Equagdesde Movimento . . . . . . . .. ... 23
LeisdeKepler . . . . . . . . . . . 24
Orbitas de um Campo Central . . . . . . . . . . oo 27
OPROBLEMADETRESCORPOS . . ... ...vvuvenunnn.. 29
Problema Restrito de Trés Corpos . . . . . . . .. .. ... ... ... ... 30
Sistemade Coordenadas . . . . . . .. .. ... ..o 31
Equagdes de Movimento . . . . . . . .. ... Lo 33
AlntegraldeJacobi . . . . . ... ... Lo 36
Pontos de Equilibrio Lagrangeanos . . . . . . . ... ... ... ...... 40
Estabilidade dos Pontos de Equilibrio . . . . . .. ... ... ........ 43
Movimento Proximode LyeLs . . . . . . . . .. ... 48
METODOS NUMERICOS . . . .. .vtiitineineineenn.n 50
Problemas de Valor Inicial . . . . . ... ... ... .. ... ... ... .. 50
Redugdo de Ordem de Equagdes Diferenciais . . . . . . . . ... ... ... 51
Métodode Euler . . . . . . . .. . 52
Método de Runge-Kutta Classico . . . . . . ... .. ... ... ...... 53
Aplicacdo do Método a Equacdes Diferenciais de Ordem Superior . . . . . . 56
RESULTADOSEDISCUSSOES . ... .....0ovvviniunen.. 58
Potencial Generalizado . . . . .. ... ... ... ... ... 58
Simulagdes das Orbitas . . . . . . ... ... ... ... 60
Orbitas dos ASterGides . . . . . . o v v v i 62
Variacdes de Condicdes Iniciais . . . . . . . .. . .. ... ... .. ..., 65
Mudanga de Sistemas . . . . .. ... oL 71
LibracdodePlutdao . . . . . . . . . . . .. .. 74
CONCLUSAO . ... ittt ittt it i i i 76

REFERENCIAS . . vt ittt e e e e e e e e e e e e e e e e e e i 77



APENDICE A — DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE NOETHER 79

APENDICE B - TRANSFORMACOES CANONICAS . ........ 82
APENDICE C - CODIGOS DAS SIMULACOES . ........... 85
Codigo paraos Potenciais . . . . . . . . ... L Lo 85

Codigo para as Trajetorias . . . . . . . . . . . . oo 86



15

1 INTRODUCAO

O estudo da evolugao dindmica dos corpos celestes, tem importancia, ndo somente, na
descoberta de como o universo que conhecemos hoje foi formado, mas também com objetivo de

prever e impedir possiveis colisdes de satélites artificiais de comunicacdo com o nosso planeta.

A lei da Gravitacao Universal de Newton, associada com a segunda Lei de Newton,
permite que o problema de n corpos tenha seu movimento estudado em um dado espaco de trés
dimensodes. Para um estudo preciso da dindmica do problema, € necessario compreender as
equacdes de movimento, que sdo EDO’s ndo lineares, onde estas sdo encontradas com o advento
da mecanica cldssica. O movimento dos corpos no Sistema Solar pode ser aproximado através

da aplicacdo da Gravitacdo Universal.

A busca pela descricdo da interac@o entre corpos sempre foi motivo de estudo pelos
fisicos, Kepler ja havia iniciado estudos sobre o problema envolvendo dois corpos, e chegou, a
partir da andlise de dados observacionais coletados ao longo de décadas, a trés leis empiricas
que levam seu nome. A primeira que diz que a trajetéria dos planetas do nosso Sistema Solar
sdo orbitas elipticas, com o Sol estando em um dos focos. A segunda que também € conhecida
como Lei das Areas, estabelece que um raio vetor, isto é, o vetor radial que liga o planeta ao
Sol, sempre descreve dreas iguais em intervalos de tempo iguais. A segunda lei, foi descoberta
primeiro e ela € uma implicacdo direta de um principio fisico fundamental, que € a conservagao
do momento angular. Por fim a dltima das leis de Kepler € a terceira, ou mais precisamente
lei dos periodos que afirma que os quadrados dos periodos em que os planetas ddo uma volta

completa em torno do Sol, sdo proporcionais aos cubos dos eixos maiores de suas Orbitas.

Posteriormente, Isaac Newton demonstrou que as equacgdes diferencias que surgiam no
problema de dois corpos, possuiriam solu¢@o geral, caso as condi¢des inicias necessdrias, como
as posigoes e velocidades inicias, fossem fornecidas. Estas equagdes diferenciais sdo oriundas
de umas das revolugdes da fisica feitas por Newton, que foi a formulacao da Lei da Gravitacao
Universal, cujas primeiras consequéncias foram as derivagcdes das leis encontradas por Kepler.
Por mais que o problema de dois corpos possua uma solugdo analitica, o resultado € apenas uma
aproximagdo, pois para uma descricao da real dinamica do sistema é preciso levar em conta

forcas perturbativas vindas dos outros planetas.

Com a solug¢do do problema de dois corpos, os fisicos passaram entdo a buscar o
comportamento da dindmica do sistema com a inser¢do de mais um corpo. Por volta de 1767, o
aleméo Euler! conseguiu encontrar algumas solugdes particulares para o problema de trés corpos,
para isso ele tinha utilizado em seus calculos uma combinacgdo de trés distintas configuragdes

para os corpos estando em uma mesma reta. Cinco anos depois, em 1772, o fisico Lagrange

' Fisico e matemitico suico, conhecido por suas importantes descobertas nas 4reas de Mecénica, Dinamica dos

Fluidos, Otica, Astronomia e em areas da Matematica como Célculo e Teoria dos Grafos.
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propds outra solu¢do para o problema. Ele fez a suposicdo em que os corpos se encontravam em
cada um dos vértices de um tridngulo equilatero. Poincaré comegou entdo a estudar a dinamica
deste sistema, no entanto no decorrer de sua pesquisa observou que quando se considerava
um nimero maior que dois corpos no sistema, a solugcdo se tornava complicada (MARTINS;
ZANOTELLO, 2018).

Com o objetivo de simplificar o problema de trés corpos, foi proposto o Problema Restrito
de Trés Corpos. Este seria um caso bem particular, entretanto possui intimeras aplicagdes praticas.
Este sistema € descrito por duas massas grandes, chamadas de primadrias, cuja descri¢do dindmica
se obtém por meio do problema de dois corpos. Partindo desta informagao, busca-se um estudo a
respeito do movimento de um terceiro corpo com massa pequena que nao interfira no movimento

das primdrias, sujeito a intera¢do gravitacional muitua das massas maiores.

A natureza apresenta o problema de trés corpos, das mais variadas maneiras. Aplicagdes
podem ser encontradas por exemplo, no sistema Sol-Terra-Lua, que possui certa estabilidade, no
sistema Terra-Lua-Nave Espacial, que possui importancia para as agéncias espaciais para um
planejamento de suas expedi¢des, ou até mesmo a inser¢do de um satélite artificial para orbitar a
Terra. Este problema também pode ser encontrado em escala atdmica, por exemplo na interacao

entre protons e elétrons nos dtomos.

O Problema Restrito de Trés Corpos traz consigo uma simplificacio até certo ponto, pois
foi mostrado por Poincaré em uma série de trabalhos a respeito do estudo do problema de trés
corpos?, que tais sistemas diniAmicos ndo possuem solugio analitica, todas as solugdes s6 podem
ser expressas em termos aproximados, e que a sua evolucdo dindmica tem muita sensibilidade as
condi¢des iniciais.

O presente trabalho tem por objetivo, fazer um estudo a respeito do comportamento
da dindmica de sistemas associados ao Problema Restrito de Trés Corpos. Este estudo sera
feito através de uma revisao de bibliografia, com uma implementa¢do numérica pelo método de
Runge-Kutta de quarta ordem, das equacdes de movimento, verificando o padrdo das orbitas e
observando os parametros que levem a uma dindmica cadtica, tendo em vista a instabilidade do

problema com a variacdo das condi¢des iniciais.

A estrutura do trabalho estd dividida em seis capitulos, Problema de 2 Corpos, Problema
de 3 Corpos, Métodos Numéricos, Resultados e Discussdes e a Conclusao, todos escritos de

forma que fique claro entendimento das caracteristicas associadas ao problema.

No segundo capitulo, é feita uma descri¢ao a respeito do Problema de dois corpos, que
foi estudado por Kepler no século XVII, onde ele encontrou as trés leis que levam seu nome.
Mais tarde os resultados obtidos por Kepler foram reencontramos por Isaac Newton, com a

utilizacdo da lei da Gravitagdo Universal e Segunda Lei, mostrando que o problema de 2 corpos

2 Mais detalhes a respeito podem ser encontrados nas obras de Poincaré (POINCARE, 1957) e (POINCARE,
1905)
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possui solucao analitica.

No capitulo trés, o Problema Restrito de 3 Corpos, € tratado de forma bem minuciosa,
buscando uma exposi¢ao detalhada das caracteristicas deste sistema, este capitulo apresenta a
maior gama do referencial tedrico. Nele € feita uma discussdo histérica a respeito do problema,
sdo encontradas suas equagdes de movimento, € feita uma discussdo sobre uma importante
integral de movimento chamada de constante de Jacobi, e além disso sdo encontrados e analisadas

as condic¢des de estabilidade dos pontos de equilibrio lagrangeanos.

No quarto capitulo, sdo discutidos os Métodos Numéricos, ja que estes terdo crucial
importancia para a solucdo numérica das equagdes de movimento. Para resolver sistemas
dindmicos € necessario o conhecimento das condi¢des iniciais do problema, assim, somos
levados a resolucdo de problemas de valor inicial (PVI). O método numérico que serd utilizado
neste trabalho serd o método de Runge-Kutta de quarta ordem, creditado aos alemaes Carl David
Runge e Martin Wilhelm Kutta, este método permite a resolucdo numérica de PVI’s de primeira
ordem. Como as equagdes de movimento do problema sdo de segunda ordem, serd necessario a
reducao destas equacdes para sistemas de equacdes de primeira ordem, com isso o método de

redugdo também € descrito no final do capitulo.

No quinto capitulo sdo mostrados todos os resultados obtidos, através de simulacdes
numéricas utilizando o método de Runge-Kutta Classico, implementadas no software MATLAB®,
com uma licenga tempordria gratuita durante um periodo de 30 dias. As simula¢des mostradas
neste capitulo visam a descri¢do numérica de fendmenos tratados durante o decorrer dos capitulos
anteriores, bem como simulagdo das 6rbitas buscando os seus padrdes, plotagem do potencial
efetivo caracteristico do sistema, e verificacdo do padrdo das trajetdrias nas proximidades de

pontos de equilibrio.

Nas consideracdes finais € feito um descricao geral do que foi abordado no decorrer do
trabalho, mostrando os resultados obtidos. Este trabalho abre portas para o estudo de outros

fendmenos associados ao problema restrito de 3 corpos.
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2 PROBLEMA DE DOIS CORPOS

Segundo (MURRAY; DERMOTT, 1999) na dinamica do sistema solar o problema de
dois corpos, pode ser compreendido como um problema cuja integrabilidade € possivel e as

solugdes das equagdes de movimento podem ser obtidas de forma simples.

A interagdo gravitacional entre dois corpos em um contexto histérico, foi sem divida um
dos grandes sucessos da teoria newtoniana para o movimento. Newton modificou a forma de ver
0 universo, deixando para trés a visdo aristotélica do mundo supralunar e sublunar, ele conseguiu
unificar a forca gravitacional percebida na Terra a forca capaz de produzir os movimentos
observados dos planetas até entdo conhecidos, além disso ele também deduziu com sua mecénica

os formatos observados por Kepler para as orbitas planetarias (PIRES, 2008).

Este problema diz respeito a um sistema composto de duas massas sujeitas a uma intera-
cdo gravitacional proveniente de uma forca central, descrita pela Lei da Gravitagdo Universal de

Newton.

mpm;

F=-G 2.1)

3

Isaac Newton em seu volume I do Principia (NEWTON, 1999), demonstrou que s6
poderiam existir dois tipos possiveis de forcas centrais referentes a este problema, onde estas
poderiam dar origem ao movimento eliptico planetdrio ja observado por Johannes Kepler. Uma
das formas seria a for¢ca apontando para o centro da elipse, no entanto esta abordagem ndo se
mostrou muito Util para a verificacdo das leis empiricas obtidas por Kepler, a forma que se
mostrou apropriada para esta verificacao foi a de uma for¢ca de quadrado inverso apontando para
um dos focos da elipse, com essa forma as leis de movimento planetario foram obtidas de forma

imediata.

2.1 DISCUSSAO SOBRE O FORMALISMO

A equacgdo fundamental da dindmica sempre nos fornece o necessario para a descricao
do movimento, no entanto como esta equagdo tem carater vetorial, quando se trabalha com
sistemas de muitas particulas, o formalismo de Newton deixa de ser conveniente pois, teremos

que trabalhar com muitos vetores de posi¢do, para cada particula no sistema de referéncia.

Para evitar este enorme trabalho existem formalismos que tem por caracteristica principal,
a utilizacao de grandezas apenas escalares, o que facilita enormemente o tratamento do problema,
estes escalares s@o as energias do sistema mecanico, mais precisamente as energias cinética e
potencial. Antes de discutir a respeito do formalismo que serd a base deste trabalho, precisamos

observar as caracteristicas do formalismo que Lagrange deu para a mecanica cléssica.
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O formalismo Lagrangeano baseia-se na montagem de uma funcao de um conjunto de
varidveis que descrevem o sistema, estas sdo ditas coordenadas generalizadas. Estas coordenadas
sdo um conjunto de ¢'s genéricos , que formam o chamado espaco das configuracdes, estas
coordenadas sdo definidas por (¢1,¢2,-..,¢,). No formalismo de Lagrange a fungio que se busca

tem a forma .Z(q, ¢,t), sendo chamada de Lagrangeana do sistema.

Como as energias cinética e potencial podem ser escritas em funcdo das coordenadas
generalizadas, Lagrange por meio de seus cdlculos chegou a uma forma funcional da Lagrangeana
em que somente as energias do sistema eram consideradas. Definindo 7' como energia cinética e

U como energia potencial, temos a funcdo Lagrangeana.

L =T-U (2.2)

Com a Lagrangeana do sistema montada € possivel descrever o sistema dindmico, através
das chamadas equacdes de Lagrange, que diferente da segunda Lei de Newton, leva em conta

somente as energias .

%(%)-%:0 ) k=1,...,n (2.3)

Na formulacdo de Lagrange o movimento de um sistema de n graus de liberdade é
descrito por um conjunto de n equacgdes diferenciais de segunda ordem no tempo. Entretanto
existe outro formalismo, que serd utilizado neste trabalho, que pode ser derivado se a Lagrangeana
for conhecida, este formalismo é o que Hamilton introduziu, nesta nova formulag@o que se baseia
em uma transformacdo de Legendre'. Com esta transformagdo passamos a trabalhar, com 2n
equacodes diferenciais de primeira ordem no tempo, para 2n varidveis independentes, que formam

0 espaco em que trabalharemos, que é chamado de espacgo de fase (GOLDSTEIN, 1980).

Sabemos que podemos descrever a dinamica de qualquer sistema fisico, tendo conhe-
cimento de duas varidveis importantes, a posicao e 0 momento, € € nesta consequéncia que as
coordenadas do espago de fase sdo obtidas, via transformacao de Legendre, as coordenadas deste

novo espaco sdo os momentos generalizados e posi¢des generalizadas (LEMOS, 2013).

A descri¢do Hamiltoniana envolve a substituicao das varidveis (g,q) por (¢, p), em todas
as grandezas mecanicas, para que seja introduzida uma funcao caracteristica do formalismo
de Hamilton, chamada de Hamiltoniana H(q, p,t), no lugar da Lagrangeana -%(¢,¢,t). Com o

conhecimento da fun¢do Lagrangena a Hamiltoniana é definida por.

H(Quput):ZQipi_g<Q7q7t) (24)
i=1

' Mais informac®es a respeito desta transformagio podem ser encontradas em (GOLDSTEIN, 1980)
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Se diferenciarmos esta equacdo obtemos,

u L (0L 0 07
= lidpi + pidqi) — ——dgi+ —=—dg; ——dt 2.5
;(Ql pi+pidgi) [l_zl < d4; qi+ 9d; CII) + o1 ] (2.5)

Caso a energia potencial do sistema, independa da velocidade, como ocorre na maioria
dos sistemas fisicos, as componentes do momentos lineares generalizados, sdo expressas por
(THORNTON; MARION, 2011)

oA
Di Da (2.6)
qi
Utilizando esta equagao e a equacao 2.3 em 2.5, obtemos:
<P . ¥
dH = Y (Gidpi + pidq;) — ——dt 2.7)

i=1 dt

No entanto, como sabemos que a fun¢do Hamiltoniana tem a forma H = H(q, p,t), sua

diferencial total é dada por:

aH oH oH
dH = Z ( ; apidpi) + i (2.8)

De onde tiramos por comparagdo direta entre 2.7 e 2.8, as equacdes candnicas de

Hamilton.

H _ oH
api Pi="%q

gi = i=1,..,n (2.9)

Estas equacdes conseguem descrever a dindmica do sistema, da mesma forma que a
segunda lei de Newton, e as equacdes de Lagrange. A importancia do formalismo Hamiltoniano
estd no fato de fornecer um método poderoso e geral para a investigacdo da estrutura dinamica
de sistemas mecanicos (LEMOS, 2013).

No tratamento de sistemas mecanicos, existe grande importancia nas simetrias do pro-
blema. Neste ambito em 1918, Emmy Noether enunciou um teorema fundamental da Fisica. Ela
mostrou que propriedades de conservagdo, ou seja, a invariancia das propriedades de um sistema
sob uma dada transformacdo, estdo ligadas as simetrias dos sistemas fisicos em estudo. Esta

notavel descoberta adquiriu grande importancia no decorrer do século XX (LEMOS, 2013)

Considerando duas funcdes conhecidas y e ¥J); de varidveis reais e um parametro infinite-

simal arbitrario €. Seja a seguinte transformacao.

t =t =t+ey(q(t).r)

(2.10)
qi(t) — qi(t) = qi(t) + €Vi(q(1),1)
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Dizemos que a a¢io” do sistema permanece invariante sob uma transformagéo se obedece

a seguinte condicao.

1 dq (¢’ 2 dq(t

AS= [ (q’(z’), L,),t’> dr' —/ % (q(t), ﬂ,t) di =0 @.11)
I dt 1 dt

Com estas informacdes podemos enunciar o Teorema de Noether® da seguinte forma:

Um sistema mecdnico, cuja agdo é invariante sob uma transformagdo do tipo 2.10, apresenta o

seguinte valor como uma constante de movimento:

07 .
34 (Gy—0)-ZLy (2.12)

-

C=
1

1

A partir deste teorema concluimos que constantes de movimento, sdo provenientes de
leis de conservacgao, estas decorrentes das simetrias do sistema. Em resumo, a invariancia da
acdo sob uma dada transformagdo aparecem nas equacdes de movimento do sistema na forma de

quantidades conservadas, que facilitam o estudo de sistemas mecanicos.

2.2  FORMULACAO DO PROBLEMA

Para a formulacdo geral do problema, considere dois corpos de massa m; e m; respectiva-
mente, a descricao do sistema pode ser feita com a especificagdo de seis valores correspondentes
as coordenadas das posi¢des das duas massas, isto €, o sistema possui 6 graus de liberdade.
Podemos simplificar um pouco o problema encontrando uma relacdo entre as coordenadas de
cada corpo e as do Centro de Massa do sistema, definindo entdo a posi¢ao do Centro de Massa
pelo vetor R e o vetor relativo as duas massas tendo a forma r = r; — rz, como pode ser visto na

figura 1.

A Hamiltoniana do sistema € escrita como:

1 1
H= §m1|1"1]2+§m2|r"2|2+V(r) (2.13)

Esta Hamiltoniana pode ser simplificada se tomarmos o Centro de Massa na origem, com
isso se obtém as seguintes relagdes entre as coordenadas de posi¢cdo de cada corpo e a distincia

relativa entre elas:

r=—2 p e pp=——m 4 (2.14)
mp +my my +my

Grandeza importante em fisica obtida através da integral da funcido Lagrangeana:

2

o)
s= [ Zla.q.0ar
3l

3 Uma rdpida deducio do Teorema se encontra no Apendice A
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(a) (b)

Figura 1 — Sistema de coordenadas referente as massas m; e m. Em (a) o Centro de Massa esta
fora da origem, (b) o Centro de Massa na origem do sistema. Fonte: (THORNTON;
MARION, 2011)

Substituindo estes valores na Hamiltoniana ela se torna mais simples:

H= %u!i‘]2+V(r) (2.15)

Onde foi inserida a grandeza ¢ denominada massa reduzida do sistema e € definida na

forma:

mimy

- 2.16
my +myp ( )

A introdugdo destas condigdes segundo (GOLDSTEIN, 1980) facilitam a resolu¢do do
problema de dois corpos pois agora ele foi reduzido para a situagdo em que um tnico corpo de
massa reduzida (1 orbita em torno do Centro de Massa, em um campo de forca central proveniente
da funcdo V(r). Conforme a solugdo r(t) seja obtida é possivel voltar para o caso original de

forma trivial utilizando as equacdes 2.14.

A energia potencial para este problema é uma funcio que s6 depende da distancia entre
o corpo de massa reduzida U e o centro de forcas, isto garante ao sistema uma simetria esférica,
no entanto podemos evitar as coordenadas esféricas. Esta simplificacdo é possivel devido a
conservacao do momento angular, ou seja, isto restringe a localiza¢ao do raio vetor e do vetor
momento linear ao plano, entdo o sistema pode ser descrito por coordenadas polares, com isso a

nova Hamiltoniana € entao expressa da seguinte maneira:

et (24P o (2.17)
2u ProT 2 ’
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Onde p, e pg, sdo os momentos candnicos conjugados as varidveis r e 0 e sdo descritos
por:
. 2 A
pr=uF e pg=uro (2.18)

2.3 EQUACOES DE MOVIMENTO

De posse da Hamiltoniana do sistema podemos partir em busca das equagdes de mo-
vimento, utilizando as equacdes candnicas de Hamilton. A utilizacdo deste formalismo vai

expressar um sistema com 2n equacdes de movimento®.

= % (2.19)

- % (2.20)

pr= Z—jj + ‘fi—‘: 2.21)
pe =0 (2.22)

Da equacao 2.22 tiramos uma propriedade importante, que pg € constante, também
chamada de primeira integral de movimento, este momento conjugado € justamente a coordenada
z do momento angular do sistema, uma constante de movimento € uma grandeza fisica que
possui natureza conservartiva. Sao quantidades associadas a um dado sistema mecanico que nao

mudam com sua evolugao.

Em geral, embora ndo conhegcamos exatamente as solucdes das equagdes de movimento,
o conhecimento de determinadas integrais de movimento nos remete a extracao de grandezas
fisicas importantes em relacao a natureza do sistema. A investigacdo de certas condi¢des que
garantam a existéncia de constantes de movimento possui grande importancia na fisica (LEMOS,
2013).

Indicando o valor da constante pg por /, temos substituindo na equagado 2.20:

I=ur’é (2.23)

4 nsdo os graus de liberdade do sistema.
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2.4 LEIS DE KEPLER

Esta primeira integral de movimento garante um resultado ainda mais geral que € a

segunda lei de Kepler que afirma que a velocidade areal € constante, a verificacdo € trivial, o raio
2

vetor varre uma area infinitesimal dada por dA =

em um infinitésimo intervalo de tempo,

isso pode ser visualizado na figura 2.

rdé l

Figura 2 — Trajetdrias possiveis. Fonte: (GOLDSTEIN, 1980)

Assim obtemos a velocidade aeral;

dA 10 l
—_— == (2.24)
dt 2 2u
Ainda resta uma integral de movimento que remete a conservacao da energia, a constante
€ a propria Hamiltoniana do sistema, isto €, a energia total e com a introdug@o das equacdes 2.19

e 2.23 na equagdo 2.17 temos:

H:E:—+—r2+V(r) (2.25)

A partir da relagdo da Hamiltoniana € possivel encontrar a equagdo da trajetéria da
6rbita, no entanto é bem mais conveniente expressar esta equacdo com a forma 6(r), para isto é

necessdria a eliminacdo do tempo da equagdo 2.25, consideremos o seguinte:

d _d6d I d

4 _dvd I 4 2.26
dt — dtd6  ur2de (2.26)

Substituindo esta relacdo na equagdo 2.25, temos a eliminagdo da variavel ¢,

2 (dr\* P
- <%) S RAl (2.27)
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Desta relacgé@o se obtém a descri¢do de 0(r) que é dada pela seguinte integral, cuja solugdo

serd a equacao que rege a forma das Orbitas:

/ :I:l/r
V2U(E =V (r)—12/2ur?)

dr+C (2.28)

A partir desta integral, chegamos entdo, se usarmos um potencial que gere uma forca
de quadrado inverso, ao chamado Problema de Kepler das orbitas planetdrias, em resumo a
resolugdo desta integral nos dard a equacgdo das drbitas. Entdo admitindo um potencial com a
forma V (r) = —k/r, para facilitar na resolugdo da integral é conveniente uma substituicio de

varidvel u = 1/r, assim a integral é simplificada:

l
V2UE + 2uku — 12u?

du+C (2.29)

Para evitar a repeti¢cdo de muitas constantes € conveniente substitui-las por uma forma

mais simples:

a=1*> b=2uk c¢=2uE (2.30)

Assim escrevemos a integral em fun¢ao dos novos parametros:

+C (2.31)

_/ \/c/a—l—dbb:t/a—u2

Completando o quadrado do denominador, que € possivel somando e subtraindo o termo

b2
m, temos:
d
_ / “ +C (2.32)
\/ (4ac+b?) /4a? — (u—b/2a)?
Agora € possivel fazer as substitui¢des que de fato tornam a integral bem simples de
resolver:

b ,  dac+b?
—y— = 2.33
y=H 2a “ 4a? ( )
Agora basta resolver uma integral do tipo:
dy dy
=— —+C:—/—+C (2.34)
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Fazendo a substituicdo hiperbdlica y = o coshi@, obtemos a solucio da integral:

9:—/d¢=—¢+c (2.35)

Precisamos voltar para os parametros originais, para isso temos da substitui¢do hiper-
bélica temos que coshi¢ = cos ¢, e como a funcdo cosseno € par, vamos considerar ¢ positivo,

com iSSo:

2au—>b l/r—mk/l
6(r) = cos ™! T2 ) 4 =cos! [r—mk/ +C (2.36)
V2UE +m?k2 /12

Fazendo algumas manipulacdes na equagdo 2.36 e definindo a origem de 6 de modo
que o raio minimo da 6rbita ocorra em 6 = 0, para que a constante de integracao C se anule, é

possivel explicitar uma grandeza importante nas érbitas dos corpos do sistema estudado:

21’E 1 /2
0y — +1=— | ——uk 2.37
e uk2+ uk<r “) (37

Onde entdo é possivel definir a excentricidade da 6rbita,

21%E
e—4] e 1 (2.38)

Substituindo entdo a equagdo 2.38 em 2.37 encontramos a equagdo das Orbitas em uma

forma mais elegante:

1 k
— =21+ ecos) (2.39)
ro 1
Esta equacdo que estd escrita na forma polar é chamada de equacgdo das secdes conicas,
que para determinados valores de excentricidade, a equacao 2.39 define uma pardbola, uma
hipérbole, ou uma elipse, observar a figura 3. Estes trés casos ocorrem seguindo os seguintes

parametros:

e Se E>0; &> 1 acurvaé uma hipérbole;
e SeE<0; &< 1acurvaéuma elipse;

e Se E=0;¢&=1acurvaé uma pardbola.
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Hiperbole, £ > 1

Parabola,
g=1

Elipse, 0< £ <1

Figura 3 — Trajetorias possiveis. Fonte: (THORNTON; MARION, 2011)

As Orbitas circulares também podem ocorrer neste tipo de sistema, no entanto elas sdo
casos particulares das drbitas elipticas, quando a excentricidade € nula, isto traz para a energia
kZ

um valor £ = — ¢ interessante observar que somente no caso em que £ < 0 o movimento

212
¢ limitado, isto €, as massas ficam restritas ao campo gravitacional mutuo. Estas afirmac¢des
confirmam a primeira lei de Kepler, que afirma que as trajetdrias dos planetas em torno do Sol

sao descritas por elipses (NETO, 2004).

2.5 ORBITAS DE UM CAMPO CENTRAL

De uma maneira geral a equacdo 2.25, indica a velocidade radial do corpo se movendo
em um campo central, esta equacio possui duas raizes para i = 0, que sdo os limites do raio r,

T'max € Vmin, assim o movimento fica confinado neste limite 75, < ¥ < Fpax.

Caso o corpo sujeito ao potencial V (r) possua um movimento periddico, sua 6rbita serd

fechada , isto €, apds passagens pelos limites 0 movimento mostra um padrao repetitivo. Caso a
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orbita ndo se feche apos finitas oscilagdes ela € dita aberta, uma ilustracdo disso se encontra na
figura 4 (THORNTON; MARION, 2011).

Figura 4 — Orbita que ndo se fecha ap6s um finito numero de oscilagdes. Fonte: (THORNTON;
MARION, 2011)

Para determinar estas condi¢des podemos partir da equagao 2.28, para calcular a variagao
do angulo AB, que mostra um contorno completo de 7y, ate ry,,, € de volta a r,,;,. Em virtude
da simetria do movimento € visivel que podemos considerar que a variacao angular € duas vezes

da que resultaria da trajetdria entre os dois limites.

T'max l 2
/r dr
T'min \/2“ (E—V(r)—lz/z,urz)
Caso o resultado desta integral seja A@ = 27, ou entdo um multiplo inteiro de 27, a
orbita sera dita fechada, caso contrario ela € aberta (LEMOS, 2013).

AB =2 (2.40)

Um resultado muito importante foi obtido por J. Bertrand em 1873, a respeito das
caracteristicas das orbitas. Ele enunciou na forma de um teorema que hoje leva seu nome.
Segundo Bertrand os tnicos potenciais para os quais as Orbitas seriam fechadas seriam os
de inverso de raio V(r) = —k/r, que produzem forcas de inverso quadrado, e o potencial do

oscilador harmonico, produzindo uma for¢a que obedece a lei de Hooke (LEMOS, 2013).
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3 O PROBLEMA DE TRES CORPOS

Na se¢do 2.4 do capitulo anterior discutimos como se dé a interagdo gravitacional entre
dois corpos e obtivemos uma série de resultados importantes que explicam muito do que é
observado, por exemplo, no nosso sistema solar. No entanto, o cardter universal da lei da
gravitacdo de Newton nos leva a situacdo onde sempre existirdo forcas atuando entre todos os
corpos com massa do universo. Em uma andlise tal fato tornaria o problema de encontrar a

trajetdria de corpos sob acdo gravitacional um tarefa impossivel.

Sabemos entretanto que tais forcas diminuem de modo considerdvel com a distancia
(inverso quadrado) e, portanto, as contribui¢cdes mais relevantes sdo aquelas provenientes da

interacao com corpos mais proximos.

Sendo assim, poderiamos entdo tentar determinar tais trajetorias partindo de uma aborda-
gem onde novos corpos seriam gradualmente adicionados ao ja conhecido problema de Kepler
(ou de 2 corpos) e observando sua interferéncia neste tipo de sistema. Como primeira tentativa
vamos analisar o efeito de um terceiro corpo adicionado ao sistema e determinar as equacdes de

movimento. Aplicando a lei da gravitacdo e a segunda lei de Newton a este sistema temos:

d’rq ry—r ry—r3

- —G - — 2 3.1
dt? mz’lj—l'zp 3|l’1—l‘3’3 ( )
d2r2 r—rs r,—r
 f = _Gmy—2=2—°>_ _— 3.2
dt? BT N e G-
d2r3 r3—r; r3—rp
5 oy 2" Gy 32 3.3
dr? i |I‘3—l‘1|3 m2|r3—r2]3 ( )

A principio, bastaria resolver o sistema de EDO’s que o problema estaria solucionado.
Contudo, uma rapida olhada nos mostra que esta ndo é um tarefa facil. As equagdes 3.1, 3.2
e 3.3 constituem um sistema de equagdes diferenciais acopladas e cuja a solu¢do ndao pode se
determinar analiticamente para o caso geral (MACEDO; JUNIOR, 2018). Durante o século
XVIII diversos cientistas procuravam solugdes fechadas para o problema, no entanto nomes
como Lagrange, Clairaut e Euler, ap6s fazerem uma série de investigacdes chegaram a conclusdo
de que as simples solucdes analiticas s seriam encontradas sob certas condicdes especiais
(BEUTLER, 2005).

Em 1772, Euler propds uma reformulacao deste problema que permitia sua solu¢do sob
certas condi¢Oes. Nesta abordagem, estuda-se apenas o0 movimento de um terceiro corpo que

possui massa muito menor que os outros 2. Esta abordagem foi nomeada por Henry Poincaré
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como problema restrito dos 3 corpos (PRTC) pois sua solugdo era obtida levando em consideragdo
as seguintes restricoes (DULLIN; WORTHINGTON, 2014) (DANTAS; LLIBRE, 2009):

e A massa do terceiro corpo € considerada nula.

e As outras duas massa(denominadas Primdrias) possuem orbitas circulares em torno do

centro de gravidade do sistema.
e O terceiro corpo se move no plano orbital das primarias.

e O corpo mais massivo € tratado como referencial no sistema e nao pode existir a interfe-

réncia de fontes de perturbacdes externas.

Observe que quando impomos uma restri¢ao a massa do terceiro corpo este ndo exerce
influéncia gravitacional nas érbitas das primdrias que podem ser determinadas como se o terceiro
corpo estivesse ausente, ou seja, o problema geral de dois corpos. A segunda restricao simplifica
o problema, uma vez que Orbitas circulares apresentam raio e velocidade angular constantes. Por
fim, a restricdo quanto ao plano orbital resulta em uma considerdvel simplificacio matemética
por permitir a descricdo do problema de modo bidimensional. Na préxima secdo abordaremos
este problema construindo suas equacdes de movimento e posteriormente buscaremos solucdes

para tais equagoes.

3.1 PROBLEMA RESTRITO DE TRES CORPOS

Uma rdpida olhada no mundo a nossa volta nos mostra que, apesar das restri¢des impostas,
o sistema descrito pelo PRTC € bastante frequente na natureza. Existem vdrios sistemas estelares
constituidos de trés estrelas, um dos mais conhecidos € o sistema ternario de Alpha Centauri,
localizado na constelagdo de Centauro, outro exemplo € o sistema de Algol na constelacao de
Perseu. Também existem, embora em menor nimero sistemas de mais de trés estrelas ligadas por
suas atragdes gravitacionais como € o caso do sistema de Castor constituido de seis estrelas na
constelacdo de gémeos. Nesta ultima situagdo, entretanto, € comum que estes sistemas possam
ser tratados como uma sucessao de sistemas de dois corpos onde o primeiro € referente as duas
estrelas ligadas firmemente (que € abordado como um problema de 2 corpos) e a terceira estrela
estando a uma distancia muito maior que o raio de separac¢ao das duas que orbitam seu centro
de massa comum. Este tipo de fendmeno ocorre justamente por nao existirem Orbitas estdveis

devido a corpos de massas e distancias compardveis (COLLINS, 2004).

A dificuldade encontrada no estudo de mais de 2 corpos estd nas integrais de movimento,
estas integrais sao constantes que restringem o movimento do sistema e ndo mudam com a
evolugdo dinamica do sistema. Um exemplo destas integrais de movimento pode ser encontrada
no estudo do proprio problema de dois corpos. Tal sistema apresenta uma Hamiltoniana, e o

momento angular se conserva, ou seja, ja temos 4 constantes de movimento, 3 relativas as 3
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componentes do momento Angular e mais 1 referente a conservagdo da energia, o movimento do
Centro de Massa também guarda consigo mais 6 constantes de movimento, totalizando entao
10, e ainda existem mais 2, pois o problema de 2 corpos possui 12 integrais de movimento. O
nimero de integrais de movimento estd associado ao nimero de constantes a se determinar nas
solugdes das equacdes diferencias que regem o sistema, no caso do Problema de Dois Corpos,
cada corpo possui 3 equagdes de segunda ordem que descrevem seu movimento, com isso a
solu¢do para cada equacdo necessita da determinacdo de duas constantes, deste modo cada corpo
precisa da determinagdo de 6 constantes. Juntando estas informacdes fica evidente o fato do
Problema de Dois Corpos necessitar da determinagdo de 12 integrais de movimento, pois sao
6 constantes para cada corpo. Para uma descricdo do problema de 3 corpos sdo necessarias
as especificacdes de 18 integrais de movimento que consequentemente o torna mais dificil de
resolver (PRAZERES, 2010).

O estudo do movimento do terceiro no corpo neste problema € importante pois através
dele € possivel uma aproximacao para o movimento de uma nave no sistema Terra - Lua, no
movimento de asterdides no sistema Sol-Jupiter (COLLINS, 2004).

3.1.1 Sistema de Coordenadas

Antes de irmos em busca de descrever o movimento do sistema, € necessario a considera-
¢ao de um sistema de coordenadas para o problema, onde fique evidente a posi¢ao especifica
dos trés corpos em estudo. Entdo para uma descri¢cdo das orbitas € necessdrio, primeiramente,
um sistema de referéncia fixo (&, 1, ), com origem no centro de massa do sistema. No tempo
t = 0, os corpos de massas maiores se encontram na linha do eixo &, perpendicular a este plano
e no mesmo plano do 6rbita temos o eixo 1) e por fim na mesma direcao do vetor momento

angular temos o eixo §. As coordenadas de posicdo das massas [ e [l seriam respectivamente
(&1,m1,81) e (82,12, 82).

Para o corpo de massa desprezivel, ao qual se busca a descricio do seu movimento,
atribui-se as coordenadas (£,1,{) para a sua posi¢do. Todas estas informagdes podem ser

verificadas na Figura 5.
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Figura 5 — Sistema de coordenadas referente as massas m , my e do corpo de massa desprezivel.
Fonte: (MURRAY; DERMOTT, 1999)

Através deste sistema de coordenadas € possivel escrever diretamente a forma da Hamil-
toniana para o corpo de massa m3, que € 0 corpo no ponto P.

Gmims _ Gmoms (3.4)

ms. 2 2 2
H= + + —
5 (Pe”+pn”+p¢7) ” -
No entanto como para este problema a massa do corpo menor nao interfere no movimento

dos outros 2, podemos reescrever a Hamiltoniana, desconsiderando a massa ms3.

Gm1 sz
n )

1
H=2(pe"+pn’+pc") - (35)

Geralmente no estudo do Problema Restrito dos 3 Corpos , as unidades siao escolhidas

de maneira que as propriedades do sistema dependam apenas de um tnico parametro.

A unidade de massa é escolhida de tal forma que a massa total nos forne¢a um valor

unitario:

M=m;+m =1 (3.6)

Dividindo a equagdo 3.5 por 3.6:

H=_(pe*+pn*+pc%) - - 3.7
2(p§ pn*tpe) (my+mp)ry  (my+ma)r -7
Onde,
m m
w=—- = —-2 (3.8)

mi +my my +my
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Deste modo se assumirmos que a condi¢ao m; > mj, seja verdadeira, é possivel definir:

mp

=l=—"" 3.9
H=t= (3.9)
Para que a condi¢do referente a equagdo 3.6 permaneca sendo valida, temos que:
m
pi=———=1-p (3.10)
my +myp

Assim com as equagdes 3.9 e 3.10, e com a consideracdo da constante gravitacional

G =1, temos a Hamiltoniana escrita na forma:

I N ST S N Sy (O
H—2(pg +pn”+pe°) . - (3.11)

As duas massas t€ém uma separacdo comum entre elas, e a mesma velocidade angular
entre si e seu centro de massa. Para simplificar o sistema se adota que a distincia entre as duas
massas maiores € igual a 1, onde a massa maior m; estd a uma distancia y do Centro de Massa,

para a validade da condi¢do, a massa m, estd a uma distancia 1 — u do Centro de Massa.

Verifica-se agora que o parametro (U engloba todas as constantes dentro da Hamiltoniana.

3.1.2 Equacoes de Movimento

Com a defini¢do do sistema de referéncia (&, 7, {), podemos partir em busca das equa-

¢oes de movimento do terceiro corpo, resgatando a equacao 3.11 temos a sua Hamiltoniana:

I SN T S N Sy (O 4
H=5(pe"+prn"+p¢°) Y (3.12)
Onde € facilmente visto através da Figura 5 que:
=G-8 +m-m?+(¢-4)° (3.13)
=G-8l +m-m?’+ (- &)’ (3.14)

Se agora considerarmos um novo sistema de coordenadas proveniente de uma rotagao nt

da origem, mostrado na Figura 5,

& cosnt —sinnt 0\ [x
n|=|sinnt cosnt 0 y (3.15)
4 0 0 1

Para que as coordenadas das massas m e my sejam fixas, o sistema de referéncia deve

rotacionar junto com estas e portanto ser nao inercial.
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As massas relevantes continuam sobre a mesma reta, no entanto definimos suas novas
coordenadas como (x1,y1,z1) = (—u,0,0) para a massa maior e (x3,y2,22) = (1 — u,0,0) para

a massa menor, oS raios rj € r» no novo sistema de coordenadas sdo:

12 = (x+u)?+y*+ 2 (3.16)
r?=(x—(1—p))>+y*+7 (3.17)

Devido a mudanca de varidveis, a Hamiltoniana do terceiro corpo precisa ser reescrita. A
rotacdo do sistema representado pela matriz da equagao 3.15, expressa o seguinte sistema de

equacgoes:

& = xcosnt — ysinnt
N = xsinnt 4 ycosnt (3.18)
€=z

A rotacdo dos eixos, foi feita visando uma maior facilidade para encontrar as equacgdes
de movimento, este ato de rotacionar o sistema € representado por uma Transformacdo Canonica,
que consiste em encontrar varidveis adequadas que facilitem a resolucao do problema, note
que a transformacao ja é conhecida, isto é, sabemos pela equacdo 3.18 que a funcdo que gera a
transformagdo tem a forma F = F ( PE PN PEXs Y, 2 t), de modo que as equagdes que representam

a transformacio candnica sdo':

oF oF oF

_ __9r - _ 77 3.19

§ 3pe =5 4 ore (3.19)
oF JoF JoF

Com as novas vdrias inseridas no sistema a Hamiltoniana H = H(§,1,C, pg, py, Pest),
possuird dependéncia nelas, assim a nova Hamiltoniana K = K(x,y,z, Py, P, P.,t), é obtida

através da seguinte equagao:

oF
K=H+~- (3.21)

Com isso podemos utilizar as equacdes 3.18 em conjunto com as 3.19, se integrarmos a

combinagdo delas € possivel obter a fungdo geradora da transformagado candnica:

F = —(xcosnt —ysinnt)pg — (xsinnt +ycosnt)py —zp¢ (3.22)

' Estas equagdes foram deduzidas no Apéndice B
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De posse da fungdo geradora podemos escrever 0os novos momentos candnicos, entao

através das equagoes 3.20:

Py = pg cosnt + py sinnt (3.23)
Py = —pg sinnt + py cosnt (3.24)
Pz = pé' (325)

Elevando ao quadrado as equagdes 3.23,3.24 e 3.25 e em sequéncia somando obtemos a

relacdo entre 0s momentos candnicos novos € 0s antigos:

pe*+pn*+pct =P2+P>+P? (3.26)

Com os valores encontrados, agora temos todas as informacdes possiveis para escrever a

nova Hamiltoniana que descrevera o corpo de massa desprezivel, assim da equacgado 3.21:

1—
h_R
r rn

1
K= E(sz +pn’+p’) -
+nx(pg sinnt — py cosnt) +ny(pg cosnt + py sinnt)  (3.27)

Utilizando as equacdes 3.23, 3.24 e 3.25 em 3.27, temos a Hamiltoniana:

- n (3.28)

" r

1
K= 5(sz + P2+ P?) +nyP, — nxPy —

Podemos agora utilizar as equagdes candnicas de Hamilton para escrever as 6 equagdes

diferenciais que descrevem o movimento do corpo em estudo:

. dK

. dK

y a—Py—Py—nx (3.30)

. dK

Z_8_PZ_PZ (3.31)
. 0K d (1-p pu
Px —E EC( " +E) +I’LPy (332)
, 0K d (l-—pu p\
Py a—y ay( " +r2> an (333)
p- 9K_2(lok 1 (3.34)

dz dz \ n r2
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O formalismo de Hamilton da mecanica cldssica, permite que cheguemos mas equacgoes
newtonianas do movimento de forma rapida através de uma simples derivagdo das equagdes 3.29,
3.30, 3.31,

P, =i —ny (3.35)
P, =j+nit (3.36)
P,=7% (3.37)

E entdo substituindo as derivadas dos momentos candnicos nas equacdes 3.32, 3.33,
3.34:

x-zny:n2x+i<1_“+ﬂ) (3.38)
ox \ r )
. 8 2 07 1—‘LL u
V4+2nx =n"y+ — + — (3.39)
dy\ rn n
d [(1—
'z':a—( “+E> (3.40)
z\ n )

Este conjunto de equacdes pode ser escrito em uma forma mais compacta com a in-
trodugdo do potencial efetivo do sistema, que leva em conta, as partes referentes ao potencial

centrifugo e o gravitacional:

L-u iyl (3.41)

r 2

1
A= Enz(x2 +yH) +

Com o potencial efetivo A as equacdes de movimento newtonianas sao:

$—2ny = 9A (3.42)
ox

§ome— A (3.43)
dy

. OA

i=5 (3.44)

3.1.3 A Integral de Jacobi

Através das equacdes de movimento ja encontradas, € possivel derivar uma integral de
movimento importante que foi obtida por Jacobi, enquanto ele estudava o Problema Restrito dos

3 Corpos.

Multiplicando a equacdo 3.42 por x, a 3.43 por y e 3.44 por Z, surgem as equacoes:
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JdA
Xt — 2nyxk = —% (3.45)
dx
Vy+2nxy = —y (3.46)
dy
dA
Z=—=2z (3.47)
dz
Somando estas trés equagdes,
dAN . JdA_ OJA
XX+yy+72= =X+ y % (3.48)

ox' oy o
Note que o segundo membro desta equacdo, apresenta na realidade a derivada total do

potencial efetivo com relagao ao tempo ‘fl—’t\, reescrevendo a equacado temos:

dA
ey = (3.49)

Por meio de uma integracao verifica-se:

A= / fedi + / $ydi + / sadt +k (3.50)
Esta equacdo pode ser facilmente simplificada através de uma integral por partes, fazendo
entdo a primeira:
u==x du = xdt dv = Xdt Vv=2Xx (3.51)
Assim,

2
/ widr = P2 — / widt = / it = % k (3.52)
Os resultados das outras 2 integrais sao obtidos de maneira andloga, com isso a equagao

3.50 resulta em:

X4y 22 =2A—Cy (3.53)

Observe que todas as contribuicdes das constantes de integracao da equagao 3.52 foram
inclusas na constante Cj.

2

No entanto, se notarmos que v> = % 4+ y> +z> , podemos simplificar a equacdo 3.53:

V=2A—-Cy (3.54)
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Encontramos entdo a relagdo importante que traz consigo uma constante de movimento
Cy que é chamada de constante ou integral de Jacobi. Note também que para evitar velocidades

complexas, a relacdo da integral de Jacobi obedece a seguinte condi¢do:

C
2/\—0120:»/\27] (3.55)

Se utilizarmos a equacdo 3.41, escrevemos C; de uma forma mais explicita, levando em

conta todas as novas variaveis do sistema:

cjznz(x2+y2)+2(1—+—) e L (3.56)
i )

Observe que a integral de Jacobi é menos duas vezes a energia total do sistema por
unidade de massa no referencial das variaveis (x,y,z). O primeiro termo da constante se refere
a energia potencial centrifuga, o segundo representa o potencial gravitacional e o terceiro € a
energia cinética. Note que, neste sistema de referéncia, as forcas que atuam sobre o corpo de
menor massa sdo as duas atragdes gravitacionais, a forca centrifuga e a forca de Coriolis. No
entanto, somente as trés primeiras interacdes podem ser derivadas de potenciais e a ultima é

perpendicular a trajetoria.

Pode parecer estranho tratar a for¢a centrifuga como origindria de um potencial escalar,
em vista que ela existe apenas em referenciais ndo inerciais. Todavia, vemos que isto é possivel
através do Teorema de Helmholtz. Para campos vetorias irrotacionais € assegurado por um dos
corolarios deste teorema que se V X F = 0, entdo o campo vetorial F pode ser escrito como o
gradiente de uma fungido escalar F = —V® (GRIFFITHS, 2011).

Podemos verificar isso de forma imediata para o potencial centrifugo:

1 N
—VxVd=-VxV (Enz()c2 +y2)) = —n’V x (xi+y]) =0 (3.57)

Assim, se verifica que a for¢a centrifuga pode ser escrita como gradiente de um potencial
escalar. Todos estes valores de energia associados ao potencial efetivo sdo conservados, de modo
que a energia medida neste referencial e, portanto, a integral de Jacobi C; € uma constante de

movimento.

Nao € possivel fazer uso de C; para encontrar solu¢des exatas para 0 movimento no
problema restrito dos 3 corpos, no entanto pode-se fazer uso dela para determinar possiveis
regides onde o corpo ndo estara (MURRAY; DERMOTT, 1999).

Para verificar as regides onde o corpo nao pode estar, basta buscar os locais onde sua

velocidade € nula, desde modo podemos obter da equagdes 3.56, uma familia de superficies.

1_
Cr=n? (2 +%) +2 (—“+5) (3.58)

r )
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Estas superficies, uma para cada valor especifico de Cy, sdo chamadas de superficies de
velocidade zero ou superficies de Hill, elas delimitam o local onde o movimento do corpo em

estudo ndo € possivel.

E conveniente uma certa andlise a respeito destas curvas, primeiramente para grandes
valores de x e y, levando em conta 0 movimento contido em um plano, os termos com 1/r| e
1/r; na equagdo 3.58 sdo muito pequenos, de modo que a superficie pode ser aproximada por
uma circunferéncia (MOLTON, 1960).

Considerando C; muito grande e r; bem pequeno em relagdo a r», o termo com 1/r;
, x> e y? sdo despreziveis, assim a massa s6 pode estar nas proximidades de m, dentro da
circunferéncia onde m; se encontra, o contrdrio também ocorre para uma massa orbitando m;

que ocorrera para r, bem menor em comparagao com r7.

Na Figura 6, € mostrado um exemplo das superficies de velocidade zero, para u = Uy =
0.2, em dois casos especificos, no primeiro caso, o corpo em estudo s6 pode estar nas areas

claras, logo ele s6 pode orbitar o corpo de massa tt; ou o corpo de massa L.

(2)

(a) (b)

Figura 6 — Curvas de velocidade zero para diferentes valores de Cj para o caso de u = tp = 0.2.
Em (a) C; =3.9 e em (b) C; = 3.7. Fonte: (MURRAY; DERMOTT, 1999)

Quando C; se torna menor, as regides permitidas crescem, uma conexao é aberta entre as
duas regides internas (PRADO, 2001). Com isso as regides brancas se tangenciam em um ponto
denominado L;. Um pequeno corpo orbitando i) pode entdo ser capturado para uma Orbita ao
redor de U, ou 0 Uy pode perder este pequeno corpo para uma Orbita em torno de (i, mas este
corpo chegard no ponto L; com velocidade zero, de modo que € necessario que o corpo adquira
mais energia para que consiga ultrapassar esta barreira. Vemos com isso que um corpo orbitando
uma das massas do sistema sé pode orbitar outra passando por este ponto L; (REN; SHAN,
2014).

Este ponto também € conhecido como ponto lagrangeano. Cabe o refor¢o de que o corpo

menor sempre ficard restrito as regides claras, respeitando a estabilidade de Hill (MURRAY;
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DERMOTT, 1999).

N3ao ha estabilidade deste tipo nos Problema de 3 Corpos Geral, onde o terceiro corpo
sempre pode escapar da vizinhanga dos outros dois.Mas, mesmo no Problema Geral, hé alguns
movimentos especiais para os quais o terceiro corpo pode permanecer na vizinhanga dos outros
dois para sempre (VALTONEN; KARTTUNEN, 2005).

A medida que vamos reduzindo o valor da constante de Jacobi Cj, irdo surgir mais
valores que permitam o tangenciamento das regides claras e escuras, isto €, onde 0 movimento &
permitido e ndo € permitido, fazendo entdo com que surjam outros pontos de Lagrange até o caso
em que a possibilidade de movimento possa contemplar todo o plano das 6rbitas (MOLTON,

1960). Na secdo seguinte iremos discutir que pontos sao estes € como podem ser determinados.

3.1.4 Pontos de Equilibrio Lagrangeanos

No Problema Restrito de 3 Corpos, existem certas posi¢cdes do plano da orbita do sistema
em que o corpo de massa menor, possui velocidade e aceleracdo nulas, estas posi¢cdes sao os
pontos de equilibrio (MURRAY; DERMOTT, 1999).

Estudando o potencial efetivo A, ele tem a propriedade de nos fornecer cinco pontos
interessantes Lp, Ly, L3, Ly e Ls também chamados de pontos de equilibrio lagrangeanos do
sistema (MCCUSKEY, 1963).

Precisamos encontrar suas posi¢des, vamos entao assumir que o movimento estd confi-
nado ao plano x —y. Por conveniéncia a unidade de distincia é escolhida para ser a separacao
constante das duas massas, considerando também que n = 1. Observe que essas suposi¢des nao

mudam em nada a dinimica do sistema.

Para facilitar os calculos das localiza¢es dos pontos de equilibrio € conveniente escrever
o potencial efetivo A em uma forma diferente (BROUWER; CLEMENCE, 1961). Utilizando

entdo as equagdes 3.18 e 3.19, temos multiplicando a primeira por (1 — ) e a segunda por p:
(1—pr® = (1—w)(x+p)* +(1—p)y* (3.59)
ur? =p(x—(1—pu)*+py (3.60)

Este sistema de equacdes pode ser simplificado de forma imediata para:
(1—p)r® = (1—w)(x+p)* + (1—p)y* (3.61)
pry® = pf(x+p)* = 2(x+p) + 1]+ py? (3.62)

Somando estas duas equacdes obtemos:



Capitulo 3. O Problema de Trés Corpos 41

(I—w)r? +pur® = (x+p)* =20 (x+u) + 4 +y* (3.63)

Assim escrevemos a soma dos raios de uma maneira que nos ajude a reescrever o

potencial efetivo do sistema:

(1—p)r? +ur? =x*+y*+ u(l —p) (3.64)

Com a consideragdo de n = 1, podemos reescrever a equacao 3.41 para a forma:
LS T N St L
A= (P +y")+ += (3.65)
2 ry rn
Substituindo entdo a equacdo 3.64 em 3.65, obtemos:
l—u u

1 1 1
A=—(1— 24 Tur?——u(l— Lk 3.66
2( w)ri”+ SHT2 2#( w)+ - + r (3.66)

Esta expressao ainda pode ser simplificada. No entanto, o mais importante € que foi

tirada a dependéncia explicita do potencial efetivo A, o que facilitard os cdlculos seguintes.

A=(1-p) Loty (Lyn) ! (1-p) (3.67)
SUTHI T) TR , T ) TR TR '
Observamos entdo que o potencial efetivo é uma fungio do tipo A(ry,r,), para encontrar
os locais de equilibrio, precisamos estudar os pontos de estabilidade. Na teoria das funcoes as
condig¢des necessdrias para a verificagdo de pontos singulares, sio as derivadas nulas da funcao

em estudo.

IN_onon  ondrs
dx dr; dx Jdr dx

&A . 8A 8r1 8/\ 8r2 .
ay andy anmay

0 (3.68)

0 (3.69)

Utilizando entdo, as condi¢cdes podemos escrever as equagdes para a localiza¢ao dos

pontos de equilibrio.
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Observando as equagdes 3.70 e 3.71, temos pelo menos a solucdo trivial, do sistema:

dA 1

G =t (=) =0 (3.72)
dA 1

ok (‘_rzz +r2> 0 (3.73)

As solugdes destas equacdes podem ser expressas de forma imediata, com resultados

importantes, elas mostram que os raios Sao unitarios.

rr=mrn=1 (3.74)

Assim podemos reescrever as equagoes 3.59 e 3.60:

(1—w) = (1= p)(x+p)>+(1—p)? (3.75)
p=px— (1= p))? +uy (3.76)

Este sistema de equacdes ainda pode ser simplificado para a forma:

(x+u)*+y =1 (3.77)
(x4 u)>—2+u)+1+y* =1 (3.78)

Subtraindo entdo a equagdo 3.78 de 3.77, obtemos a solucdo em x:

1
x=5-p (3.79)

Substituindo entdo o valor de x na equacdo 3.77, temos os valores de y:

y= i\/; (3.80)

Note que estes pontos, como r; = rp = 1, formam um tridngulo equildtero com as duas
massas mj € my, estes dois pontos sdo os L4 € Ls, por convengdo o ponto triangular principal,
que € o para y positivo, € o Ly, € o outro € o Ls (MURRAY; DERMOTT, 1999).

As solugdes encontradas até agora foi para a consideragdo na equacdo 3.71 de y # 0,
no entanto para y = 0, que € a solucgdo trivial de 3.71 , temos na equagao 3.70, com as devidas

simplificagdes, a equacdo para a localiza¢do dos demais pontos Ly, L e L3:

-t (15 )+t (-] (125 ) =0 G.81)

r
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Que ainda pode ser escrita de forma a deixar a varidvel x explicita:

(I-—p)x+p)  px—(1-p)
o [+ )22 [(x—(1—p))23/2 =0 (3.82)

Trés das solucdes desta equagdo, sdo correspondentes aos pontos de equilibrio lagrange-

anos colineares Ly, L, e Lz. O ponto L; € localizado entre as massas maiores, o L, fica além
da massa m; na parte positiva do eixo x e o ponto L3 estd localizado além da massa m; na parte
negativa do mesmo eixo. Na Figura 7 € possivel ver uma descri¢cao das localizagdes dos pontos

de equilibrio, junto as superficies de velocidade zero.

Figura 7 — Esquematizagdo dos pontos de equilibrio lagrangeanos, junto com as superficies de
velocidade zero. Fonte: (MURRAY; DERMOTT, 1999)

Na Figura 7, a configuracdo das posi¢cdes dos pontos de equilibrio lagrangeanos fica bem
definida, nela esta ilustrado os dois tridngulos equildteros que se formam pelo conjunto das duas
massas [ € U, com os pontos L4 € Ls. Nela também se observa que os demais pontos de Ly,L;

e L3 se encontram na mesma reta das massas U e U, mostrando entdo sua colinearidade.

3.1.5 Estabilidade dos Pontos de Equilibrio

Encontrar os pontos de equilibrio do nosso sistema é importante, porém ndo € o suficiente
pois o estudo da estabilidade para prontos nas proximidades da regido de equilibrio também se
mostra necessario. Assim, denotando a posi¢ao de equilibrio por (xg,yp), € levando em conta o

movimento no plano, teremos para pequenos deslocamentos em torno do equilibrio a seguinte
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condicdo:

x=xo+X y=yo+Y (3.83)

Utilizando entdo estas relacdes para reescrever as equagdes 3.42, 3.43 e 3.44, levando

emcontan = 1.

¥_op_ A (3.84)
dx

y_ox_ 94 (3.85)
dy

Note no entanto que o potencial efetivo, com esse pequeno deslocamento tem a forma
A(xo+X,yo+7Y), entdo € necessdrio fazer uma expansio em série de Taylor, para um estudo da

funcao nas proximidades do ponto de equilibrio, assim temos:

oA [JA 0ZA 2ZA
o = bh* {WL“ {axay]oy (350
oA [JA 0ZA A
a—y = {a—y:|o+ {ayax]ox—l— [a—yz}oY (3.87)

O indice 0 nas expressdes indicam que elas estdo sendo aplicadas no ponto de equilibrio,

logo todos os termos entre colchetes sdo constantes, também temos das condi¢des de equilibrio:

l&_A} =0 [8_/\} =0 (3.88)
ax |, o
Para simplificar a notacdo iremos definir:
82A] { 9%A ]
2 = A, = A, (3.89)
{ ax? |, dxdy |, Y
92N 9N
[—ayé?x] . = Ay, {a—yz] . =Ayy (3.90)

Assim com a utilizacao das equacdes 3.88, 3.89 e 3.90 podemos reescrever a equacgdes

3.86 e 3.87 da seguinte forma.

oA
== AeX + MY (3.91)
A
—— = ApX +AyY (3.92)
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Utilizando entdo as equagdes 3.91 e 3.92, podemos reescrever as equagdes 3.84 e 3.85

de modo que teremos:

X =2V = ApX +AyY (3.93)
¥ —2X = ApX + A, Y (3.94)

E conveniente escrever este sistema de equagdes em uma forma matricial. Contudo,
devemos observar que a matriz oriunda deste sistema de equacdes serd de dimensdo 4. Entao

podemos escrever este sistema da seguinte forma:

X=X (3.95)
Y=Y (3.96)
X =2V = AuX +AyY (3.97)
¥ —2X = ApX + A, Y (3.98)

Logo, temos para este sistema de equagdes a seguinte forma matricial:

X 0O 0 1 0 X
Y 0 0 0 1f|]Y
.| = . (3.99)
X Ay Ay 0 21 |X
)4 Ay Ay =20 Y
Podemos ver entdo uma equacdo matricial na forma:
X =AX (3.100)
Onde as matrizes X e A, sao definidas por:
X 0O 0 1 0
Y 0O 0 0 1
X=|. e = (3.101)
X A Ay 0 2
Y Ay Ay =20

As condicdes de estabilidades do problema, serdo extraidas de uma andlise dos autovalo-
res da matriz A, ja que através destes valores, estaremos de posse das reais medidas fisicas que a
matriz nos oferece. Para encontrar os autovalores associados a matriz, € necessario primeiramente

encontrar o polindmio caracteristico, entdo partindo de:

0 (3.102)

det(A — AI)
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Temos entao:

A 0 1 0
0 -4 0

Ao Ay —A 2
A Ay -2 —A

=0 (3.103)

O polinémio resultante deste determinante possui ordem 4, e € expresso por:

AP H AL 122 A 0 — AP Ay — AP A — 24 Ay + Ay — (Agy)2 =0 (3.104)

Para funcdes continuas até a sua segunda derivada, € assegurada a igualdade entre as suas
derivadas mistas. Assim no polindmio caracteristico, € vélida a igualdade Ay, = A,,, usando

esta afirmacdo, o polindmio € simplificado.

A%+ (4= A — Ay)A? + Ay — (Ay)* =0 (3.105)

Observe que esta é uma equacao de ordem 4 e, portanto, apresenta 4 raizes, que podem
ser reais ou complexas. Podemos observar que esta ¢ uma equacdo biquadrada. Fazendo
a substituicio A? = «, reduzimos a equagdo a uma de segundo grau, e as solucdes para o

polindmio caracteristico serdo, A; » = £,/0 e A3 4 = £,/0h, assim temos que:

’

1 1/2
ha=+5 \/ (A + Ay —4) + {(4 — A — Ayy)? —4A LA, + 4Axy2} (3.106)

1 1/2
Asg = ii\/ (A + Ay —4) — {(4 — A —Ayy)2 —4A A, +4Axy2} (3.107)

Como as solugdes sao resultados da raiz quadrada, elas podem ser complexas, assim

podemos escreve estas solu¢cdes em uma forma mais geral:

7(,172 = :I:(a1 + ibl) 13’4 = :l:(az + ibz) (3.108)

De posse dos autovalores da matriz A, podemos voltar para a equagdo 3.100, note no
entanto que este sistema possui suas varidveis acopladas, isto é, X depende de varios outros

parametros como X, Y e Y, esta particularidade torna o sistema dificil de resolver.

Esta situacdo pode ser contornada desacoplando as varidveis do sistema, onde por

exemplo Y Seja funcdo somente de Y. Isto pode ser alcancado por meio de uma importante
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técnica chamada de Transformacao de Similaridade (MURRAY; DERMOTT, 1999). Podemos
entdo considerar uma transformacgdo de X para Y, na forma:
Y = BX (3.109)

Onde B é uma matriz constante, isto €, todos os elementos de matriz de B sdo constantes.

Com esta equag@o podemos reescrever 3.100:

B 'Y=ABly (3.110)

Multiplicando dos dois lados B pela esquerda:

Y=BAB'Y (3.111)

Onde a equacdo 3.111 esta desacoplada, isto é possivel devido a natureza da transfor-
macdo de similaridade, este tipo de transformacio diagonaliza a matriz, deixando todos os
autovalores na diagonal principal e tornando todos os outros elementos fora iguais a zero. Como
sO restaram os elementos da diagonal principal, as varidveis deixam de ter dependéncia explicita

das outras. Denotando entdo, o produto BAB! por I'.

Y=TIY (3.112)

Caso a matriz B seja constituida de autovetores da matriz A, entdo as entradas da diagonal

principal de I" sdo os autovalores de A

At 0 0 O
0 &% 0 O
I'= (3.113)
0 0 A O
0 0 0 A4

Podemos escrever a equagdo 3.112 em notacdo de somatdrio, da seguinte maneira:

n
Yi=) AjjY; (3.114)
j=1

Que pode ser simplificada, ja que os elementos A ;; correspondem aos autovalores A;:

Yi= Z"lzjyj (3.115)
]:
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A solucdo desta equagdo € obtida de forma trivial para:

n
Yi=Y cjet (3.116)
j=1

Onde os c; sao oriundos das constantes de integragdo. Através entdo das solugoes em
Y; podemos encontrar as solu¢des para as varidveis originais X, para isso utilizando a equagdo
3.109, temos:

At
Aot
Azt
Agt

cie
2¢ 3.117)

c3e

cyq€

De onde tiramos finalmente a forma das solugdes para X (¢) que em uma notagdo de

soma, fica :

4
X(t)=Y Bjet' (3.118)
j=1

As solugdes para Y () tem a mesma forma, da equagéo 3.112:

4
Y(t)=Y v (3.119)
j=1

A partir destas solu¢des podemos discutir as condicdes de instabilidade através dos
autovalores encontrados A j- Observe que, se todos os autovalores forem imagindrios, as solu¢oes
serdo oscilantes, respeitando a férmula de Euler?, caso pelo menos um dos autovalores seja real,
teremos combinagdes e funcdes periddicas com exponenciais positivas, de modo que temos um

perca no controle do sistema.

Desse modo, as condi¢des de equilibrio estdvel, ocorrerdo para as solugdes oscilantes,
ou seja, na situagdo em que todos os autovalores A; sdo imaginarios. Teremos equilibrio instavel,
para pelo menos um autovalor real, tendo a presenca de uma funcdo exponencial, junto das
oscilantes (MURRAY; DERMOTT, 1999).

3.1.6 Movimento Proximo de L, e L5

Nas proximidades dos pontos de equilibrio lagrangeanos, o movimento resultante de um
corpo ¢é dado pela composicao de dois diferentes movimentos. Estes sdo movimentos de curto
periodo e os de periodo mais longo que também sao conhecido como libracao sobre o ponto de

equilibrio.

2 Relagdo muito utilizada em analise complexa: e™® = cos 0 +isin 6
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DN
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\

Figura 8 — Combina¢do dos movimentos de longo e curto periodo nas proximidades de Ly. A
elipse menor indica o movimento do epicentro que € o de curto periodo e a elipse maior
indica o movimento do epiciclo para 6rbitas de longo periodo. Fonte: (MURRAY;
DERMOTT, 1999)

A amplitude destes movimentos sdo determinadas pelos pardmetros f3; e y; das equagdes
4.2 e 4.3, por sua vez estes valores podem ser obtidos através das condi¢des iniciais do problema.
Com isso a trajetoria pode ser pensada como um movimento de periodo longo de um epicentro em
torno de um ponto de equilibrio, enquanto o corpo apresenta de forma simultinea um movimento
de curto periodo em torno do epicentro, uma imagem exemplificando isso pode ser observada na

Figura 8.

Figura 9 — Solu¢do numérica para a trajetéria de um corpo librando em torno do ponto de
equilibrio L4. Fonte: (MURRAY; DERMOTT, 1999)

O resultado deste movimento pode ser obtido de forma numérica através da equacdes 4.2
e 4.3, com todos os seus parametros determinados. A solucdo numérica de um problema deste
tipo se encontra na Figura 9, onde se observa o fendmeno de libracdo do movimento de periodo

longo.
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4 METODOS NUMERICOS

Neste ponto ja nos deparamos com algumas equagdes que ndo podem ser resolvidas
analiticamente. Por exemplo o sistema de equacdes 3.1,3.2 e 3.3, do sistema de 3 corpos.
Neste capitulo vamos dedicar um pouco de tempo as técnicas que permitem encontrar solugdes

numeéricas aproximadas para estas equagoes.

O avanco do poder do calculo nos computadores atuais permitem que muitos problemas
em fisica e em ciéncia aplicada possam ser simulados pelo computador. Para isso € necessario
primeiramente uma modelagem matemadtica, onde ocorra uma implementagdo das equagdes que
descrevem o problema e uma anélise dos resultados obtidos computacionalmente (FRANCO,
2006).

No processo de modelagem matemética muitos dos problemas encontrados na fisica
podem ser formulados através de equagdes diferencias. Por exemplo, modelagem de equagdes
de movimento, equagdes de estado de sistemas termodindmicos, circuitos elétricos, dentre
outros modelos. Tais equagdes diferencias as vezes ndo possuem solucdo analitica, ou suas
solucdes s@o muito complicadas de se encontrar, assim 0s nossos métodos usuais passam a ser
inapropriados. Neste momento se faz necessario a utilizagao de métodos numéricos, para buscar
solucdes aproximadas que descrevam de forma efetiva o problema em estudo (SPERANDIO,
2003)(PANG, 2000).

Os métodos numéricos sdo técnicas que sao utilizadas na busca de solu¢des de problemas
matemadticos que sdo dificeis ou que nao possuem solu¢do analitica. As solucdes destes métodos
sdo valores aproximados, que nos permitem montar uma tabela de dados, que nos leva a um
possivel gréifico da solucdo. O fato das solu¢cdes numéricas serem aproximadas, nao reduzem sua

importancia pois elas podem ser bastante precisas (MACHADO, 1999).

Os trabalhos iniciais em métodos numéricos sdo creditados a Isaac Newton e Leibniz,
no entanto foi com Leonard Euler, que esses métodos tiveram uma formulacao mais completa
e precisa. Euler deduziu um processo que permitia obter a solu¢do de uma problema de valor
inicial num ponto de forma aproximada. Cauchy e Lipschitz também deram suas contribui¢des,
demonstrando e melhorando o método proposto por Euler. A continuacdo do processo de
melhoramento destes métodos veio com os trabalhos dos matemadticos alemaes Carl Runge e
Martin Wilhelm Kutta, que chegaram a uma familia de métodos iterativos aos quais € possivel a

solugdo de equacgdes diferencias de forma numérica (BOYCE; PRIMA, 1985).

4.1 PROBLEMAS DE VALOR INICIAL

Problemas dindmicos como movimento dos planetas, da Lua, de um satélite artificial,

estdo sujeitos a condi¢des iniciais, isto €, fatores que indicam as caracteristicas do sistema antes
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de comecar a andlise da evolucdo dindmica. Geralmente o comportamento de uma sistema deste

tipo pode ser descrito por equagdes diferenciais de primeira ordem (PANG, 2000).

y =£(y,1) (4.1)

Onde y € o vetor da varidvel dindmica e f(y,7) é a velocidade vetorial generalizada que

pode ser expressa em termos de todas as varidveis dindmicas [ f(y,7) = [f1(y,?), f2(y,1), .., fi(¥,1),]-

Um problema em que se obtém as equacdes diferencias e as suas respectivas condigdes

iniciais constituem o chamado Problema de Valor Inicial ou simplesmente PVI.

A ordem do PVI estd associada com a ordem da sua respectiva equagdo diferencial, o
que implica em um fornecimento de condic¢des iniciais consistentes com a ordem da equacao.
Entretanto equacgdes de alta ordem, podem ser convertidas em um sistema de equacdes de
primeira ordem na forma 4.1, com as varidveis acopladas, preservando a ordem do PVI (ZILL,;
CULLEN, 2001).

Em geral nem sempre € possivel encontrar a solu¢do analitica da equacdo diferencial 4.1,
desde que uma condigdo inicial seja fornecida y(t = 0) = yo e uma solugio seja conhecida. No

entanto, para contornar estes tipos de PVI’s sdo utilizados técnicas numéricas.

Um exemplo para estes tipos de PVI’s ja foi visto no decorrer deste trabalho, mais
precisamente na subse¢do 3.1.2 do capitulo 3 onde obtivemos um sistema de equagdes diferencias
3.42, 3.43 e 3.44 que regem a dindmica do problema restrito de trés corpos. Note que, para
qualquer conjunto de condicdes iniciais fornecidas, o PVI ndo € solivel analiticamente pois suas
varidveis possuem dependéncia entre si, logo este sistema de equagdes s6 pode ser resolvido

através da utilizacdo de métodos numéricos.

4.2 REDUCAO DE ORDEM DE EQUACOES DIFERENCIAIS

Considerando uma equagio diferencial de ordem n em um intervalo [a, D).

d'y B dy d2y d(n—l)y
dx _G<X7y’a’ﬁ’.”7—dx(n_l) (42)
Com um conjunto de n condi¢des iniciais:
dy dZy d(n—l)y
— —| = =Cy— 4.3
y<a) 1, dx . 2 dXz . c3, 9 dx(n_l) . Cn—1 ( )

Equacdes diferenciais de n-ésima ordem podem ser reduzidas a um sistema de n equagdes
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de primeira ordem, para isto basta inserir n — 1, varidveis dependentes vy, Vs, ..., V,_1, onde:

dy | _dndy o dviadtly
dx’ 2 dx ax2> v nTl dx dx(n—1)

V] = 4.4)

Levando em conta o conjunto de condigdes 4.3, temos um PVI constituido de um sistema

com n equacoes diferenciais:

(d
d—z =v, onde y(a)=c
dv
d_xl =V, onde V (a) = (4-5)
dv,_»
\ dnx =V_1 onde Vn_z(a) = Cp—1

43 METODO DE EULER

Os métodos numéricos, mais simples para a resolu¢do numérica de equacdes diferen-
ciais, consiste em métodos explicitos de passo simples, onde as condi¢des iniciais devem ser

previamente conhecidas, através destes métodos podemos encontrar novos pontos a partir de,

Xi+1 = X +h (46)
Yit1 =yi+1h 4.7)

Onde o par de valores (x;,y;) sdo conhecidos, I € uma inclinagio, que estima o valor da
derivada no intervalo em estudo, e & é o tamanho do passo de integracdo. Este par de equagdes é
a caracteristica principal de métodos explicitos de passo simples. O que difere uns dos outros € o
valor atribuido a inclinagdo /, o método explicito mais simples é o método de Euler (GILAT;
SUBRAMANIAN, 2008).

O método de Euler, consiste em uma técnica numérica bastante simples, para solucionar
equacoes diferenciais de primeira ordem, para isso sdo utilizadas as equacdes 4.6 e 4.7, atribuindo
para a constante /, a inclinag@o da fungdo y(x) no ponto conhecido (x;,y;), observe que esta

inclinacao pode ser obtida da propria equagdo diferencial, através de:

_ b

=
dx|,._

= f(xi,yi) (4.8)

Xi

Este método, assume que para pequenos deslocamentos %, da vizinhanga (x;,y;), a

inclina¢do da func@o y(x) é tida como constante e igual a inclinagdo no ponto (x;,y;).
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Figura 10 — Esquematizacdo grafica do método explicito de Euler, com a presencga da inclinacio
e relacdo entre a solugdo exata e numérica. Fonte: (DUKKIPATI, 2010)

A partir desta idéia, os proximos pontos da solu¢do sdo calculados a partir de:

Xip1=xi+h 4.9)
Vir1 =Yi+ f(xi,yi)h (4.10)

Uma esquematizacdo para a aplicacdo do método pode ser observada a partir da figura
10, onde por medida de ilustracdo, o passo foi tomado de forma extrapolada, e fica evidente que

a solu¢do aproximada € tida pela inclinacao.

Existe uma classe mais sofisticada de métodos explicitos de passo simples, que sdo os
métodos de Runge-Kutta, onde a inclinacdo /, € tomada como a média ponderada, de estimativas
de inclinagdes das fungéo y(x), em diversos pontos dentro do intervalo, mais detalhes a respeito

deste importante método serdo abordados na se¢do seguinte.

44 METODO DE RUNGE-KUTTA CLASSICO

O fisico e matematico alemdo Carl David Runge (1856-1927), nos seus processos de
andlises de dados, foi levado a considerar problemas de computacdo numérica. O método de
Runge-Kutta foi originado de seu artigo publicado em 1895 a respeito de solu¢des numéricas
para equacgdes diferencias, o método utilizado por Runge foi generalizado para sistemas de
equacdes por Martin Wilhelm Kutta (1867-1944) em 1901. O método creditado aos dois consiste
em um dos métodos mais utilizados para a busca de solu¢des aproximadas de problemas de valor

inicial de equacdes diferenciais.

Os métodos de Runge-Kutta, formam uma familia de métodos numéricos de passo
simples, que sdo geralmente utilizados na solu¢do de equagdes diferenciais de primeira ordem.

Os métodos de Runge-Kutta sdo bem mais precisos que outros métodos, e s@o classificados de
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acordo com o nimero de pontos aos quais se calcula uma certa inclinagdo /, dentro de um dado
subintervalo, podem ser de segunda, terceira ou quarta ordem, onde este ultimo geralmente é
chamado de Runge-Kutta cldssico. A ordem de precisdo cresce conforme o nimero de pontos
considerados no subintervalo aumenta, devido a isso o Runge-Kutta cldssico é o mais preciso, e
por isso um dos mais utilizado na busca de solugdes aproximadas (GILAT; SUBRAMANIAN,
2008).

Para detalhar a forma de aplicacdo deste método numérico, podemos iniciar o procedi-
mento, considerando um subintervalo (x;,x;;1), com um passo i = x;;| — x;, com estes dados
o valor de y; ;| pode ser encontrado a partir da equacao 4.7, que € uma equagao bdsica, para

métodos explicitos de passo fixo.

Onde 1, ja sabemos ser uma inclinagdo, e portando é um valor constante, para obter o
valor desta inclina¢d@o € necessdrio o cdlculo de uma sequéncia de constantes que a compde de
forma integral. Tais constantes estdo relacionadas a inclina¢des especificas, isto €, cada constante
corresponde a uma inclinagdo em um ponto dentro do subintervalo selecionado. Como estamos
desenvolvendo o método cléssico, devemos considerar 4 pontos dentro do subintervalo, logo
precisamos determinar 4 constantes. Tais constantes para o Runge-Kutta classico, sdo expressas

por:

ki = f(xi,yi) (4.11)
1 1
ky=f (Xi + Eh,)’i + Eklh) (4.12)
1 1
ke f <x,- byt Ekzh) 4.13)
ky = f (x; +h,yi +ksh) (4.14)

Uma interpretacdo grafica para estas constantes pode ser encontrada nas figuras 11 e 12.
Na Figura 11 sdo especificadas as trés primeiras constantes, que se referem as inclinacdes dentro
de intervalo de integracao, nesta figura fica evidente a relacdo que as constantes possuem entre
si, pois a constru¢cdo de uma inclinacdo depende diretamente da anterior, logo, para construir,

por exemplo K3, antes € necessdrio ja ter conhecimento de K, e também de K.
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Figura 11 — Esquematizacao gréfica das inclinacdes K;, K> e K3 no método de Runge - Kutta
Classico. Em (a) € especificado a constante K| e como a inclinagdo K; é construida
por influéncia de K; na metade do intervalo de integracdo, em (b) € mostrado como
o valor K3, influencia na constru¢do da nova inclinacao K3. Fonte: (DUKKIPATT,
2010)

Na Figura 12, além da representacdo da dependéncia da constante K4 de K3, também &
mostrado, como o processo de constru¢do da inclinacio resultante € feita, esta é encontrada por
meio de uma média ponderada de todas as constantes K's ja conhecidas. A inclinagio resultante

se aproxima bastante da solucdo exata da equacao diferencial.

Ya \Z y(x) Solugio
1 ‘/ Numérica
In. R: — (K1+2K,+2K35+K,)
1% Solugio 6 % Solucio
Exata : Exata
'
Inclinacio: K4 :
: ;
X Inclinacio: K3 | P \
1 ] ' ' X
> X X
x”: h > Xnt+h Xn < h > Xns1 = Xp+ N
(a) (b)

Figura 12 — Esquematizagdo grafica do método de Runge-Kutta Classico. Em (a) a inclinacao
K3 é especificada e mostrada como esta influencia a construcao da inclinagdo Ky
no final do intervalo de integragdo, em (b) estd especificado a constru¢do da incli-
nacao resultante, da média ponderada de todas as outras quatro inclinagdes. Fonte:
(DUKKIPATI, 2010)

Com a utilizagdo das constantes compondo um inclina¢do unica o valor de y;,p, é

expresso pela relagcdo:

1
Vit Zyi+g(k1 + 2ky + 2k3 + ka) (4.15)
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Observando a equacdo 4.15, fica claro que a inclina¢do resultante do método de Runge-

Kutta e feita por meio de um média ponderada de todas as outras inclinacdes.

4.4.1 Aplicacio do Método a Equacdes Diferenciais de Ordem Superior

A condigdo necessdria de aplicagdo do método de Runge-Kutta, exige que as equagdes
diferenciais em estudo sejam de primeira ordem. Entretanto na Natureza as manifestacdes da
fisica, na maioria das vezes s@o modeladas através de equagdes de ordem mais elevada e com

vinculos, isto &, restricdes que dificultam sua solucao analitica.

No Problema Restrito de Trés Corpos, as equacdes de movimento ndo possuem solucao
analitica, elas s@o de segunda ordem, logo a priori ndao podem ser soliiveis numericamente pelo
método de Runge-Kutta Cldssico. Mas para contornar esta restri¢do podemos utilizar um artificio
J4 mencionado anteriormente. Quando for necessdria a aplicagdo do método de Runge-Kutta a
equacoes diferenciais de ordem superior, € necessdrio reduzi-las a um sistema de equagdes de

primeira ordem.

Como j4 foi relatado na secdo 4.1, o ato de reduzir a ordem da equacdo, faz com que suas
varidveis fiquem acopladas, com isso a aplicacdo do método sofre uma ligeira alteracdo, do que
foi apresentado na presente secdo. Uma das condi¢des cruciais para determinar os valores das
variaveis dependentes no método de Runge-Kutta € a determinacdo dos valores das constantes
K’s, que para um sistema de equagdes acopladas, devem ser calculados de forma paralela, isto €,
todos os K15 devem ser calculados primeiro, na sequéncia todos os K>s € assim sucessivamente.
Por fim quando todos os valores das constantes forem conhecidos, as varidveis dependentes
podem ser calculadas (GILAT; SUBRAMANIAN, 2008).

Para simplificar a forma de exemplificacdo do método, vamos considerar que uma dada
EDO de segunda ordem, ja que estamos interessados na resolu¢do do nosso problema, e como
ja foi visto, as equacdes de movimento do Problema Restrito de 3 Corpos sdo de ordem 2.
Inicialmente se procede a partir da se¢ao 4.2, onde se reduz uma equacgdo de segunda ordem,

para um sistema de equagdes de primeira. Supondo o seguinte sistema como resultado:

d
ﬁ = £1(x,7,2) (4.16)
d
d—i = f2(x,,2) (4.17)

Como todo método numérico precisa das condi¢des iniciais do problema para ser apli-

cado, considere que as condi¢Ges das 4.16 e 4.17 s@o, y(a) = y; e z(a) = z;. Para prosseguir
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com o método é necessdrio inicialmente os cdlculos dos Kjs!, que sdo definidos como:

Ky 1 = fi(xi,yi,zi) (4.18)

K. 1 = fr(xi,yi,2) 4.19)

Na sequéncia se calcula os valores dos K3s, para cada uma das equacoes:

1 1 1

Kyo = fi(xi+ Ehuyi + EKth,Zi + §Kz71h) (4.20)
1 1 1

K> Zfz(xi+Eh,yi+§K,1h,Zi+§Kz,1h) 4.21)

Posteriormente se calcula as constantes K3s:

1 1 1

Ky3 = fi(xi+ Eh;yi + EK 2h,zi+ EKz,zh) (4.22)
1 1 1

K.3= fo(xi+ Eha)’i + §Ky,zh, zi+ EKz,zh) (4.23)

Os ultimos valores a serem calculados sdo os dos Kys:

Kya = fi(xi+h,yi+Ky3h,z; + K, 3h) (4.24)

K. 4= fo(xi+h,yi+K,3h,z;+ K. 3h) (4.25)

Quando todos os K referentes a cada uma das EDO’s forem determinados, os valores

das varidveis dependentes em x = x; | podem ser calculados a partir de:

1

Yi+1 =Yi+ E(Ky’l +2K,, + 2K, 3+ Ky74)h (4.26)
1

i+l =i+ E(Kz,l + 2Kz,2 + 2Kz,3 + Kz,4)h 4.27)

A aplica¢do do método de Runge-Kutta, requer uma rotina de calculos das constantes K,
e dos valores das varidveis dependentes. Fazer estes cdlculos repetidas vezes, se torna cansativo,
assim € interessante a utilizagdo dos computadores para o calculo destes resultados, para isso de-
vemos utilizar diferentes softwares para escrever de forma que o computador possa compreender.
Neste trabalho o software onde todas as rotinas serdo implementados sera MATLAB®, onde o

utilizamos com uma liceng¢a tempordria gratuita durante um periodo de 30 dias.
1

A notacdo que serd empregada procede de modo que as constantes K, serdo escritas da seguinte maneira, K,
onde v indica a varidvel em questdo e ¢ o nimero da constante que se procura
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Durante o decorrer do texto foram tratadas de forma tedrica uma gama das caracteristicas
associadas a problemas de potencial gravitacional, com uma €nfase no problema restrito de
trés corpos. Agora, neste capitulo serdo apresentados os resultados obtidos através do método
numérico de Runge-Kutta cldssico, implementados no software MATLAB®, para a descri¢do da

dinamica de sistemas do tipo que foi abordado no trabalho.

5.1 POTENCIAL GENERALIZADO

Para utilizar as solu¢des numéricas, comecamos com a plotagem de um grafico de
potencial efetivo caracteristico do Problema Restrito de Trés Corpos, para o sistema Terra-Lua,

conforme mostra a Figura 13.

Figura 13 — Gréfico do Potencial Efetivo do Sistema Terra-Lua. Fonte: Do préprio autor

Neste sistema existe a presenca de trés potenciais distintos que se superpdem, que sao
o potencial gravitacional da Terra, o da Lua e o potencial centrifugo, ja que tratamos de um
sistema ndo inercial (as varidveis utilizadas sdo provenientes de uma rotagdo). As representacoes

graficas dos potenciais separados podem ser vistas respectivamente na Figura 14.
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Figura 14 — Representacdo dos potenciais existentes no sistema Terra-Lua em referencial nao
inercial. Em (a) se observa o potencial referente a Lua, em (b) o potencial da Terra e
em (c) o potencial centrifugo do sistema. Fonte: Do préprio autor.

Nesta figura em (a) se encontra o potencial referente a Lua, observe que ele é um tipo de
potencial que gera uma forca de quadrado inverso, e ele ndo € tao forte, pois a massa da Lua ndo
¢ grande como a da Terra. O potencial referente a Terra, que se encontra em (b), apresenta o
mesmo padrdo do potencial da Lua, no entanto ele mais acentuado pois a massa da Terra é bem
maior que a da Lua. Observe que existe semelhangas entre os gréficos (a) e (b) da Figura 14.

Em (c) temos a forma do potencial centrifugo, apresentando a representagdo de um parabolédide.

Estes graficos de potenciais individuais foram obtidos através da equacao 3.41 que
expressa o potencial efetivo como um todo, entdo os graficos representados na Figura 14, sdo

oriundos de cada uma das parcelas do potencial efetivo.
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Observe que de acordo com os potenciais separados o referente a Terra é o que apresenta
o formato em que a interacdo torna-se forte de modo que o corpo de massa desprezivel deva ter

uma maior intera¢cao com o planeta do que com a Lua de potencial menos acentuado.

O conhecimento do potencial efetivo, € importante para obtencdo dos pontos de equilibrio
lagrangeanos, conforme ja discutido previamente no trabalho, onde nas regides de equilibrio
estdvel se encontrardo os pontos Ly e Ls, e em regides de equilibrio instavel, se localizam os

outros trés pontos Ly, L, e L3.

Observe que a partir da Figura 13, existe uma relacao entre um ponto lagrangenao, e
a queda de potencial, menos acentuado, isto mostra que o ponto lagrangeano pode vir a se
comportar como um ponto de concentragdo de massa, ao qual o terceiro corpo também estara

sujeito.

5.2 SIMULACOES DAS ORBITAS

Antes de comecar a discussdo a respeito das simulagdes das Orbitas, € conveniente
uma abordagem esclarecedora dos graficos. Em todas as simulagdes as massas maiores, isto
€, as primadrias serdo explicitadas nos graficos como pontos mais espessos de cores diferentes,
com a massa maior sempre estando a esquerda. A trajetéria descrita pelo terceiro corpo serao

representadas pela linha azul, que evolui com o passar do tempo de simulacao

Nesta secao serdo analisadas as trajetorias do corpo de massa desprezivel sujeito ao
potencial dos outros dois corpos. Este estudo ocorrerd para quatro diferentes sistemas, para isto
as equacoes 3.42 e 3.43 sdo resgatadas pois € através delas que podemos determinar as Orbitas

para o caso planar, isto é, no sistema de referéncia (x,y).

Estes tipos de sistemas, como ja relatado anteriormente possuem alta sensibilidade as
condi¢des iniciais adotadas, logo para pequenas variagdes de qualquer parametro a forma da
trajetéria € completamente alterada. Um exemplo desta afirmagdo se encontra na Figura 15. Para
a plotagem das representacoes orbitais da Figura 15, foram utilizados os seguintes pardmetros

apresentados na Tabela 1.

Tabela 1 — Condig¢des iniciais para simulacio das 6rbitas da Figura 15

Condicoes Iniciais para as orbitas da figura 15 (a) e (b)

- u x(0) | ¥(0) | x(0) | »(0)
Figura 15 (a) | 0.012277471 | 0.994 | O 0 |-2.00159
Figura 15 (b) | 0.012277471 | 0.994 | 0 0 -2.0317

Com a utilizacdo dos dados da Tabela 1, os graficos obtidos para as drbitas foram os

seguintes:
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Figura 15 — Trajet6ria de uma nave espacial sujeita a gravidade do sistema Terra-Lua. Em (a)
observamos o perfil da trajetéria para determinadas condi¢des iniciais, em (b) se
verifica que a representacdo da 6rbita muda consideravelmente para uma pequena
variagdo das condi¢des iniciais. Fonte: Do proprio autor

Estes graficos mostram o movimento de uma nave espacial sujeita a interacdo gravitacio-
nal do sistema Terra-Lua, cuja massa reduzida é p = 0.012277471. Para este sistema observa-se
na Figura 15 (a), que para determinadas condi¢des iniciais a 6rbita apresenta um certo padrdo, no
entanto para uma leve variacio destes parametros, o comportamento se altera como fica evidente
em (b).
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Figura 16 — Trajetdria de uma nave espacial sujeita a gravidade do sistema Terra-Lua, com
aumento no tempo de simulagdo. Fonte: Do préprio autor
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As simulacdes da Figura 15 foram feitas de forma que a trajetéria fosse obtida para um
ciclo completo, por isso, se apresenta uma Orbita aparentemente fechada, todavia, se aumentarmos
o numero de interagdes, isto €, aumentar o intervalo de tempo de simulacio, a trajetéria ndo serd

fechada, como se observa na Figura 16.

Depois desta exemplificacdo podemos seguir para a execucao de mais simulacoes, e
verificar as condi¢des que alteram as formas das trajetérias. Serdo considerados 3 sistemas
de trés corpos diferentes (Sol-Planeta-Asterdide), com diferentes condi¢des iniciais, estamos

interessados na descri¢do da drbita dos asterdides ja que estes sdo os corpos de menor massa.

Dentre os asteréides que serdo estudados, dois estdo sob a influéncia do sistema Sol-
Jupiter, que sdo um asterdide da familia de Asterdides Troianos e outro da familia de Asterdides
Hilda. O outro asterdide € do tipo Troiano e foi descoberto em 2010, nomeado como 20107 K7,
estando presente no sistema Sol-Terra (MACEDO; JUNIOR, 2018).

5.2.1 Orbitas dos Asteréides

Inicialmente estudaremos o asteréide 20107 K7, presente no sistema Sol-Terra, este é
um tipo de asterdide troiano, que tem por caracteristica librar, isto €, se aproximar ou afastar
periodicamente do corpo em que tem maior interagado, esta libracdo ocorre em torno de L4. Os
cientistas acreditavam que este tipo de corpo celeste ndo existia no sistema Sol-Terra, no entanto,

com utilizacdo de imagens feitas no infravermelho, este asteréide foi descoberto.
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Figura 17 - Orbita do asteréide 20107 K7 no sistema Sol-Terra. Em (a) observamos sua 6rbita
em forma de ferradura com presenca de libragdes. Em (b) apresentamos uma
ampliacdo de um setor da 6rbita para uma melhor vizualizagdao. Fonte: Do proprio
autor
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Para gerar o gréfico da 6rbita deste corpo, foi realizado o mesmo procedimento do
exemplo da nave espacial, foram utilizadas condi¢des iniciais em conjunto com o método de
Runge-Kutta para a aproximagao da trajetéria. Como este asterdide se encontra no sistema
Sol-Terra, a massa reduzida foi encontrada com magnitude p = 0.000003002505, de posse dos
dados, a orbita observada pode ser vista em (a) na Figura 17. Em (b) na mesma figura, foi feita
uma ampliacdo de um setor do grafico da drbita do asteréide 20107 K7, para uma vizualizacao

mais clara do padrdo da 6rbita apresentada por ele.

A principio o entendimento desta Orbita pode ser complicado, mais imagina-la como
sendo uma projecdo do movimento real no plano da érbita do sistema Sol-Terra, fica bem mais
simples de compreender, ou seja 0 movimento real apresentado pelo asterdide seria uma espécie

de movimento helicoidal perpendicular ao plano da 6rbita do sistema.

As condig¢des iniciais para a simulacdo da trajetoria descrita na Figura 17, foram

Tabela 2 — Condicdes para a Figura 17

Condicoes Iniciais para o Grafico da Figura 17

1 0.000003002505
x(0) 0.500446997495
(0) 0.866804826648
(0) 0.000587109356
(0) 0.000338356144

Observe que a oOrbita tem libracdes, isto €, de uma forma mais simples, aproximagdes
e afastamentos periddicos em torno de um ponto, nota-se também que o padrdo da 6rbita € de
certa forma complicado por ser do tipo ferradura, logo partindo das proximidades do ponto
lagrangeano L4, ele vai até proximo de Jupiter, e comeca a voltar até fazer todo o caminho inverso
em forma de ferradura, passando pelo ponto Ls, chegando préximo do planeta novamente, e

entdo continua neste ciclo.

O segundo corpo celeste estudado foi um asterdide troiano especifico de uma familia
grande de asterdides chamados Troianos que se encontram nas proximidades de L4 do sistema
Sol-Japiter, a massa reduzida do sistema foi u = 0.0009533386, e a 6rbita dele € vista na Figura
18
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Figura 18 — Orbita de um asterdide troiano especifico, sujeito a interacio gravitacional do sistema
Sol-Jupiter. Fonte: Do préprio autor

A simulacdo da figura 18, foi realizada levando em conta o seguinte conjunto de condi¢des

iniciais.

Tabela 3 — Condig¢des para a Figura 18

Condicoes Iniciais para o Grafico da Figura 18

i 0.0009533386
x(0) -0.524046125
(0) 0.909326674
x(0) 0.0646761399
¥(0) 0.0367068277

Para este caso o asteréide nao apresenta libragdes, no entanto o padrao da sua Orbita é
parecido com 0 20107 K7, tendo o formato de ferradura, s6 que um pouco mais aberta, e também
irregular, ndo apresentando padrdes imprevisiveis. Note que, o potencial do Sol é bem superior

ao de Jupiter, de modo que o asterdide interage mais tempo com o Sol.

O préximo e ultimo asterdide estudado, foi outro pertencente ao sistema Sol-Jupiter, de
uma familia de asteréides denominada Hilda, eles estdo localizados no cinturdo de asterdides

entre Marte e Jupiter, o grafico simulando a trajetdria dele pode ser visualizado na Figura 19.
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Figura 19 — Orbita de um asteréide da familia Hilda, sujeito a interagdo gravitacional do sistema
Sol-Japiter. Fonte: Do préprio autor

Para a montagem do grafico da Figura 19 as condi¢des iniciais adotadas para o sistema
foram.

Tabela 4 — Condicdes para a Figura 19

Condicoes Iniciais para o Grafico da Figura 19

T 0.0009533386
x(0) -0.4955265404
¥(0) -0.4163448036
x(0) 0.4389046359
3(0) -0.5230661767

O aster6ide da familia Hilda, ndo sente de forma efetiva a interacdo gravitacional de
Jupiter, de modo que sua Orbita se restringe durante o tempo inteiro a gravidade do Sol. A
orbita, apresenta o que se encontra literatura a respeito do comportamento orbital desta familia
de asterdides.

5.2.2 Variacoes de Condicoes Iniciais

Sistemas de trés corpos sdo altamente sensiveis as suas condi¢des iniciais, isto é, para
qualquer pequena variagdo a dindmica do sistema muda de forma considerdvel. Neste sentido o
objetivo desta subsec¢do € verificar e analisar o comportamento das trajetdrias percorridas pelo
terceiro corpo.



Capitulo 5. Resultados e Discussoes 66

Serdo considerados novamente os trés sistemas anteriores, no entanto suas velocidades
y(0), serdo variadas, em dois casos especificos, uma variagdo sutil que poderia simular um objeto
que interagisse com o nosso asterdéide de forma "fraca"e outra abrupta que poderia simular o
efeito de uma colisdo, estas variacdes podem nos mostrar quais parametros sdo importantes para
que ocorra um caso de uma colisdo entre asterdides destes sistemas ou objetos vindos de fora do

sistema solar.

Comecaremos entdo com o asteroide 20107 K7, para isto iremos considerar uma pequena
diminuicdo da sua velocidade na direcdo y, e sequencialmente um aumento abrupto dela. A

relacdo com as diferentes velocidades podem ser observadas na tabela 5

Tabela 5 — Variagcdes das velocidades para simular as trajetdrias do asterdide 20107 K7

Diferentes Velocidades na Direcao y
- Valor Porcentagem
Inicial 0.000338356144 -
Variagdo Sutil | 0.000238356144 70%y(0)
Varia¢do Abrupta | 0.003338356144 | 980%y(0)

Mantendo as outras condi¢des e variando somente a velocidade em uma dire¢do tnica,
os gréficos obtidos foram.
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Figura 20 — Orbita do asteréide 20107 K7 com varia¢do das condicdes iniciais. Em (a) estd
apresentado o perfil da trajetoria para uma ligeira diminui¢do de sua velocidade. Em
(b) apresentamos uma amplia¢do da trajetéria para uma melhor vizualiza¢do. Fonte:
Do préprio autor

Analisando estes graficos, fica evidente as mudangas provocadas pelas condicdes iniciais.
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No entanto tais trajetorias continuam com uma forma sem muitos problemas, isto é, o asterdide
continua a orbitar o ponto lagrangeano. Quando ocorreu uma diminui¢@o da velocidade na figura
20, a 6rbita parou de apresentar uma forma de ferradura como na figura 17, indo somente até
certo ponto e ficando confinada em uma espécie de arco de circulo, no entanto continuou com as

libragdes.

Aparentemente o que ocorreu em contraposi¢do com a figura ja obtida anteriormente, foi
uma espécie de falta de energia, isto €, uma diminui¢@o da velocidade, fez com que o astedride
nao tivesse energia suficiente para continuar sua Orbita, parando entdo nas proximidades do
ponto lagrangeano L3, ficando contido em um movimento periédico. Ja no aumento abrupto
de velocidade, figura 21, as libracdes aumentaram de tamanho, mais a érbita continuou com
o formato de ferradura, j4 que a sua energia ficou maior, o aumento da velocidade também

provocou o pequeno aumento das libragoes.
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Figura 21 — Orbita do asteréide 2010TK7 com abrupto aumento de velocidade. Fonte: Do
proprio autor

O mesmo procedimento adotado no asteroide 20107°K7, serd empregado no estudo do
asteréide da familia dos troianos do sistema Sol-Jupiter, faremos varia¢des na condi¢do inicial

da velocidade na direcdo y. As condicdes para a construcdo dos gréficos sao listadas na Tabela 6
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Tabela 6 — Variacdes das velocidades para simular as trajetdrias do asterdide do tipo troiano

Diferentes Velocidades na Direcao y
- Valor Porcentagem
Inicial 0.0367068277 -
Variacdo Sutil | 0.0267068277 73%y(0)
Variag¢do Abrupta | 0.3367068277 | 920%y(0)

Com a utilizacdo deste conjunto de condi¢des os graficos gerados, localizados nas figuras
22 e 23.
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Figura 22 — Orbita do asteréide do tipo troiano com uma ligeira diminuigio de sua velocidade.
Fonte: Do préprio autor

O que se observa a partir destes graficos € que apesar de ndo ser possivel prever a drbita(
pequenas variagdes das condi¢des iniciais geram trajetérias completamente distintas) podemos

observar certa estabilidade no movimento do asterodide.



Capitulo 5. Resultados e Discussoes 69

® sa
Jupiter
o (xg¥g)

Trajetoria

Eixo Y
(=}

Figura 23 — Orbita do asteréide do tipo troiano com um abrupto aumento de sua velocidade.
Fonte: Do préprio autor

Analisando as figuras 22 e 23, nota-se que estas variagOes trouxeram fortes libracdes
para a oOrbita deste asterdide, onde fica percepitivel o proporcionalidade das libracdes com a
velocidade do asterdide, na Figura 22 as libracdes sdo menores que na Figura 23.

Para concluir esta etapa de variagdo das condic¢des iniciais podemos estudar a érbita do
nosso ultimo asteréide da familia Hilda, para isso usaremos o mesmo procedimento, entdo na

Tabela 7 podemos identificar a velocidade inicial, e as alteracdes que serdo feitas.

Tabela 7 — Variacoes das velocidades para simular as trajetdrias do asterdide da familia Hilda

Diferentes Velocidades na Direcao y
- Valor Porcentagem
Inicial —0.5230661767 -
Variagdo Sutil | —0.4230661767 |  80%y(0)
Variagdo Abrupta | —0.8330661767 | 160%y(0)

Os resultados encontrados para estes casos, estao dispostos nas figuras 24 e 25.
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Figura 24 — Orbita de asteréide da familia Hilda com variacdo em suas condicdes iniciais. Em
(a) se observa a representacdo da trajetéria do astro para uma ligeira diminuicdo
de sua velocidade. Em (b) foi feita uma ampliacdo de um setor da érbita para uma
melhor vizualiza¢do. Fonte: Do préprio autor

Para a Figura 24, se observa que o padrido apresentado pela érbita do asteréide pode ser
considerado como peridédico em virtude do formato repetitivo dos ciclos, esta afirmacao fica
mais evidente apds a vizualizacdo da ampliagc@o presente na parte (b) desta mesma figura, nela se

verifica um padrao que se assemelha a um periddico.

Figura 25 — Orbita do asteréide da familia Hilda com um abrupto aumento de sua velocidade.
Fonte: Do préprio autor
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Com o aumento de velocidade a trajetéria apresentada pelo asterdide da familia Hilda
mudou de forma consideravel, com a perda do perfil periddico de seus ciclos. Com esta mudanca

de parametro a oOrbita do asteréide apresentou libracdes que podem ser vizualizadas na Figura 25.

5.2.3 Mudanca de Sistemas

A mudanca de comportamento orbital ndo se restringe somente a variagdes das condi-
¢Oes iniciais, determinados parametros quando sujeitos a certas alteracdes, fazem com que as

trajetdrias do terceiro corpo sofra mudancas consideraveis.

Nesta etapa serdo considerados novamente tipos de asteréides no estudo, no entanto
iremos verificar qual o seu comportamento orbital caso seja alterado o seu sistema, por exemplo,
simular um asteréide semelhante ao 20107 K7 no sistema Sol-Jupiter. Para este estudo as
condig¢des iniciais serdo mantidas as mesmas, o Unico parametro que sofrerd alteracdo € a massa
reduzida do sistema, que muda dependendo dos corpos em estudo. Inicialmente considerando o
Sistema Sol-Jupiter, obtemos a Figura 26.
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Figura 26 — Orbita do asteréide 20107K7. Em (a) se encontra a representacio da trajetéria do
asterdide sujeito a interacdo gravitacional do sistema Sol-Jupiter. Em (b) foi feita
uma ampliacao de sua Orbita para uma melhor vizualizacdo. Fonte: Do préprio autor

Para esta primeira e as seguintes simulacdes a respeito de mudangas de sistemas os
parametros da Tabela 8 serdo utilizados, com Usr, sy € Usy representando a massa reduzida do

sistema Sol-Terra, Sol-Jupiter e Sol-Netuno respectivamente.
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Tabela 8 — Massas reduzidas dos sistemas Sol-Terra, Sol-Jupiter e Sol-Netuno.

Relacao de massas reduzidas
HsT 0.000003002505
Usy 0.0009533386

Hsn 0.00005250000

Analisando o grafico na parte (a) da Figura 26, observamos que a 6rbita do asterdide no
sistema Sol-Jupiter, fica contida somente nas proximidades do ponto lagrangeano de equilibrio,
apresentando um estado de libracao permanente que fica bem evidente na parte (b) da mesma
figura. O movimento ndo apresenta caracteristicas cadticas, pois o asterdide entrou em um
regime de certa estabilidade.

Para simular a 6rbita no sistema Sol-Netuno, podemos utilizar os dados da Tabela 8,

obtendo:
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Figura 27 — Orbita do asteréide 20107K7. Em (a) se encontra a representagio da trajetéria do
asterdide sujeito a interacdo gravitacional do sistema Sol-Netuno. Em (b) foi feita
uma ampliacdo de sua Orbita para uma melhor vizualizacdo. Fonte: Do préprio autor

A 6rbita do asterdide 20107 K7, mostrada na parte (a) da Figura 27, para este sistema
se mostrou bem parecida com a descrita no sistema Sol-Jupiter, diferindo somente quanto a
elongacdo e também quanto a intensidade das libracdes, neste caso elas sdo menos acentuadas,
observar parte (b) da Figura 27, mas de modo geral o movimento do corpo ndo possui uma rota
cadtica.

Para o caso do asterdide troiano os mesmos procedimentos utilizados anteriormente

serdo empregados, simulando sua 6rbita para o sistema Sol-Netuno obtemos a Figura 28.
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Figura 28 — Orbita do asteréide tipo Troiano no sistema Sol-Netuno. Fonte: Do préprio autor

Nesta simulagdo, verificamos que a mudanca no sistema, gerou uma 6rbita bem diferente
da anterior para o sistema Sol-Jupiter, a trajetoria obtida apresentou um certo grau de libragdes,

tanto proxima quanto afastada das primaérias.

Por fim, para concluir esta etapa construimos os graficos para um asteréide da familia

Hilda, no sistema Sol-Netuno. A imagem da simulagdo pode ser vizualizada na Figura 29.
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Figura 29 — Orbita do asteréide da familia Hilda no sistema Sol-Netuno. Fonte: Do préprio autor
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Para o sistema Sol-Netuno, o padrio orbital observado pode ser entendido como uma ex-
tensdo da forma orbital apresentada por ele no sistema Sol-Jupiter, com uma maior concentracao

de cruzamentos das linhas de trajetoria, mais o sistema nao apresenta padrdes cadticos.

Concluimos esta parte verificando que de fato certos sistemas de trés corpos com de-
terminadas condicdes iniciais fazem com que ocorra uma perca da previsibilidade no padrao

orbital.

5.3 LIBRACAO DE PLUTAO

Esta secdo é dedicada a um caso curioso do fendmeno de libragdo na 6rbita de Plutao.
Este planeta ando diferente dos outros possuem uma inclinacao considerdvel em relacio ao plano
das orbitas dos outros planetas do sistema solar como pode ser visto na figura 30. Durante seu
periélio! ele fica mais préximo do Sol do que Netuno, no entanto devido a inclinacio de sua
orbita eles ndo colidem, no entanto a interagao gravitacional dele com Netuno poderia levar a

uma eventual colisdo.

Netuno

Saturno

Figura 30 — Orbitas planetdrias do Sistema Solar e a 6rbita de Plutdo. Fonte:(MACEDO; JU-
NIOR, 2018)

Esta colisdo ndo ocorre devido a ressonancia que existe entre as Orbitas dos dois corpos
celestes. Em funcao desta ressonancia a 6rbita de Plutdo sofre libragdo devido a uma troca de

momento angular entre Netuno e Plutdo.

Para validar estas afirmacdes foi simulado numericamente a libragdo da drbita de Plutio
utilizando o problema restrito de trés corpos. O grafico da simulagdo numérica pode ser observado

na Figura 31.

' Ponto da 6rbita, de qualquer astro do sistema solar que se encontra mais perto do Sol.
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Figura 31 — Grafico da libragdo da 6rbita de Plutao, no sistema Sol-Netuno. Fonte: Do préprio
autor

A simulagdo da érbita de Plutdo com o problema restrito de trés corpos, condiz com 0s
dados apontados na literatura (MARTINS; ZANOTELLO, 2018), (KOZAI, 1962), (WILLIAMS;
BENSON, 1971), e mostra que e possivel obter diversas quantidades relevantes sem levar em
consideracao forcas perturbativas referentes a N corpos que requer uma analise numérica bem

mais sofisticada.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho possibilitou uma visdo mais ampla a respeito do Problema de Trés Corpos.
Nos cursos de licenciatura em Fisica do IFPI (e possivelmente na maioria deles brasil a fora)
o estudo deste tipo de problema ndo € realizado apesar de sua grande importancia para a

compreensdo da natureza.

A utilizacao do formalismo Hamiltoniano da mecanica foi adotado por ser mais con-
veniente e elegante em comparacdo com o newtoniano e também por facilitar a obtengdo das

equagdes que descrevem sistemas dinadmicos.

Como é comum para este tipo de problema e também para uma grande quantidade
de sistemas fisicos, as equacdes que ditam as caracteristicas do sistema nio possuem solug¢ao
analitica,tornando necessario o uso de métodos numéricos. Neste trabalho foi adotado um dos
mais conhecidos e eficientes na busca de solu¢do de EDO’s, que é o método de Runge-Kutta

classico.

Neste trabalho apresentamos o PR3C buscando uma solucdo para este problema que
serve de modelo para o estudo de sistemas como, deslocamento de uma nave espacial sujeita ao
potencial da Terra e da Lua, ou o movimento de asteréides no nosso sistema solar. Determinamos
as equacdes de movimento e, a partir destas, conseguimos determinar as obitas possiveis através
de simulagdes numéricas. Simulamos as Orbitas para objetos sujeitos a diversas condigdes
iniciais simulando desde interacdes fracas entre o objeto de menor massa com outros corpos
nas proximidades, até mesmo os casos de libracao das 6rbitas, onde se observou também que a

orbita de Plutdo apresenta uma libracao prépria, o que o impede de colidir com Netuno.

Outros estudos podem ser desenvolvidos a partir deste trabalho. Além das orbitas,
informagdes importantes tais como o comportamento cadtico que este tipo de sistema pode
apresentar, bem como métodos mais sofisticados que auxiliam e otimizam a solu¢do numérica
do problema, estas informagdes podem ser obtidas respectivamente a partir da determinacdo de
secOes de Poincaré no espaco de fase e de utilizacdo de técnicas de regularizacdo, como a de

Birkhoff, que tenta retirar as singularidades do sistema.
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APENDICE A - DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE NOETHER

Para a demonstracdo do Teorema é conveniente considerar somente termos de primeira

ordem em €. Da transformagao 2.10 presente no capitulo 2, obtemos:

dr’ . dt , .
— =1+ —=(1+ T=1- 1
. ev o7 (1+¢€0) e (A.1)

Onde o ultimo resultado foi obtido por meio de uma expansiao em série de Taylor,

truncando na primeira derivada. Note que:

dg; _ dt dg;

= oot = (1= e9) (gt edy) = g+ ed— ey + €2y, (A.2)

Como o termo com €2, sera desconsiderado, fazendo pi = 19,~ — ¢;{/, obtemos:

dq,
d_f; = Gi+ep: (A.3)

Da condig¢do de invariancia da acdo, temos:

/ th

) dt
AS = g(CZi—FEﬁi,Qi‘l‘gpiat"’eW)Edt_ ZL(qi,qgit) =
5] 3]

15 15}
/ g(qi—}_gﬁi?q.i—kgpivl—'_gll/)(l +8W>dl_/ $<inqi7t) =0 (A4)

51 I

Precisamos entdo expandir a Lagrangeana .2 (g; + €9;,¢; + €p;,t + €y¥), em uma serie

de Taylor.

n
L(qi+ €%, i+ pit + €YW) = L(qi,Girt) + Y
i=1

agsﬁﬁa"?epi +aﬁsw (A.S)
i 8q,~ dt

Substituindo entdo esta Lagrangena na condicao de invariincia da a¢do, equacgdo A.4.

2 ) " 0¥ A 0% .
AS:/t1 [g(qi7q“t)+izzi {861,- ev;+ 4 sp,] +78V1 (1+ey)dt

%) 15
—/ Z(4i,Girt) =/
131 1

15}

5)
e [* it ar+e [

n I

{8,2” 07 it

—&0;+ ——¢€p; +aﬁe
dgi ' 9 TR

" [0 0.
—Yi+=——|Vy|dt=0 A.6
[,:Z{ {3%‘ a%'pi:| llf] (A0

i=1
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Descartando o termo com €2, obtemos:

De onde obtemos diretamente a condicao de Noether, substituindo o valor de p;, entdo:

Bi“ﬂﬁ afﬂpl} + LY+ %i“pw] dt=0 (A7)

M-

"0 9L, Y
i:ZI {a—qiﬁi-f-a—q.i(ﬁi—qzllf)} + L+ 7‘/’—0 (A.8)

Esta € a condi¢do necessdria para que a a¢do seja invariante sob uma transformacgao do

tipo 2.10. Definindo a quantidade;

" 0Z
h= ; - A9
Zq 50 (A.9)

l_

Tomando a derivada total da quantidade 4, temos:

9.7 ~.i<3$) dg

n
a XA g \Gg ) ar

i"'aﬁ+"i I2\] Z 0L 9L\ 0L
=195 " ar \ag, 2\ 9g; 1 95 1) T o

Com a utilizagio das equagdes de Lagrange!, a derivada total de / se resume a seguinte

(A.10)

expressao.

[n 9L (A.11)

qu - +ql aql]

Utilizando entdo as equagdes A.11, A.9 e as equagdes de Lagrange na condi¢do de
Noether A.8, obtemos.

Z":ag 02| 9x oz
Tos o5 | "o T o

i=1

Yood 83) 0L 0L . dh
Gi— | 5 |t L5 — LaV5 -+ LV ——y=
i; dt ( 8ql~ 1:21 8q,~ i:lq v aqi v dt v
“ 07 . 0.7 . dh
i; [&E ( 4 ) +l9ia—q,i:| —hy——y=0 (A.12)

' Verificar o Capitulo 1, na se¢do de discussio do formalismo.
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Observe que esta expressao pode ser simplificada para a forma mais compacta.

0L
o [Z 200 hl//] =0 (A.13)

Substituindo entdo o valor da quantidade %, na equacdo acima, temos o seguinte.

|55

|55

W)+ yZL

HM:

EAERI VTN

W — ;) — w.z]:o (A.14)

A partir desta condi¢do, obtemos de forma imediata a expressao.

"9y
Za (i — %) — 0L (A.15)
=1

Completando entdo a demonstracido do Teorema de Noether.
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APENDICE B - TRANSFORMACOES CANONICAS

Com o objetivo de simplificar o problema, algumas vezes € necessario, fazer mudangas
nas varidveis candnicas aos quais o sistema € descrito no espaco de fase, isto também s6 é
possivel, tendo em vista que as varidveis sdao independentes entre si. Tais mudancas devem ser

feitas de modo a preservar a forma hamiltonniana das equacdes de movimento (LEMOS, 2013).

Considerando entdo varidveis candnicas gerais (g, p), para descri¢ao global de um
sistema genérico, sua hamiltonniana tem a forma H(q, p,t), as equacdes de Hamilton sdo escritas

como.

oH oH
qgi = P pi=——5— (B.1)
Di i

E necessério ir em busca de transformagdes inversiveis, do tipo:

Qi:Q(q7p7t) Pi:P(qapat) (B2)

Deve ser entdo possivel encontrar uma fungdo K(Q, P,t), em que as equacdes de movi-

mento tenham suas formas preservadas.

dK . K

=5y B=-3s (B.3)

Cabe um pequeno comentdrio a respeito das novas equagdes de movimento, as equagdes

nas novas variagoes devem preservar a forma hamiltoniana, ndo importando a Hamiltoniana

original.

Tomando a forma variacional das equacdes de Hamilton:

6 2 ZPzQz—H(CI;PJ)] dt=0 (B.4)
hli=1
%) [ n .

5 / ZPiQ,-—K(Q,P,t)] dt =0 (B.5)
o li=1

Uma condicao necessdria para a validade destas equagdes, € que os integrandos difiram
por uma derivada total, e uma funcgéo ¢ (g, p,t), onde as varia¢des sdo tomadas a tempo fixo, isto
é, 6qi(t1) = 8qi(t) =0e Spi(t;) = dpi(t2) = 0, temos entdo:
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15 d¢

o t — 4t =00(¢(n2),p(12),12) = 89 (q(t1), p(11),11) =
0 0 0 0
a—i&li(fz) - a—;i5pi(f2) - a—i&li(h) - a—;i5pi(f1) =0 (B.6)

Assim, a transformacao inversivel B.2, preserva a forma hamiltoniana das equagdes se:

. d
Zp,-q'i—H=ZEQi—K+d—¢t’ =
i i

Y pidgi—Hdt =) PdQ;—Kdt+d¢ =
i i

Y (pidqi— PdQ;) + (K —H)dt = d¢ (B.7)

1

Esta equacdo caracteriza uma transformacao candnica genérica, note que ¢ pode ser
vista como uma fun¢do das variacdes antigas e novas. Além disso para completar os comentarios
a respeito de transformagdes candnicas, € necessario enfatizar que a transformacao € possivel
também através de uma funcdo que gera a transformacao, tal funcdo € chamada de fungao
geradora, que pode ser uma fungdo das varidveis antigas e novas, para o caso da transformacao
candnica tratada no capitulo 3, ela tinha a forma F = F(Q;, p;,t), existem outros tipos de fun¢des
geradoras que podem ser encontradas em (GOLDSTEIN, 1980). Uma funcao deste tipo é
definida na forma:

F(Qi,pint) = =} aipi +9(q,p:1) (B.8)

Temos entdo partir desta equacao:

oF dF JdF
dF = —d iDi dop =) —dQ; ——dp;+—=—d B.9
(;qp>+¢ L5000+ Ly it i (B.9)
Utilizando entdo a equacdo B.7 obtemos:
oF dF dF
Y 30,99 +Za—pdpi +—-dt == qidpi— ) PdQi+ (K —H)dt (B.10)

De onde obtemos por comparagdo que as equacdes que definem a transformacao canonica

JoF JoF JoF
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Que sdo justamente as equagdes que geram os resultados ja utilizados no capitulo 3, mais

precisamente nas equacdes 3.19, 3.20, e para escrever a nova Hamiltoniana 3.21.
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APENDICE C - CODIGOS DAS SIMULACOES

C.1 CODIGO PARA OS POTENCIAIS

O cdbdigo utilizado para a plotagem dos potenciais do sistema Terra-Lua, € apresentado
a seguir, note que este cédigo pode ser utilizado para plotar todos os potenciais, basta colocar a va-

ridvel que representa o potencial que se deseja dentro do comando surf(x,y, potencialdese jado);.

%$Potencial generalizado do Problema Restrito de 3 Corpos

clear;

close;

$Massa reduzida do Sistema Terra-Lua
ni = 0.012277471;

$Tamanho dos Eixos X e Y

[x, y] = meshgrid(linspace(-1.5, 1.5, 200));

$Potencial da Lua

ugl = —ni./sgrt( (x — 1 + ni).”"2 + yv.""2 );

%$Potencial da Terra

ugt = —-(1-ni)./sqgrt( (x + ni)."2 + y."2 );

%$Potencial Centrifugo
uc = - (x.72+ yv."2)/2;

$Potencial Generalizado

u = uc+ugt+ugl;

%$Plota a Superficie do Potencial

surf (x,y,u);

%contour (x,y,log(log(-u)), linspace(-1, -.5, 30));
axis equal;

zlim([-3,01);

view (10,34);

zoom (1) ;
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C.2 CODIGO PARA AS TRAJETORIAS

Nesta secdo se apresenta o cddigo utilizado em todas as simulagdes das trajetdrias
percorridas pelo terceiro corpo. Neste c6digo se encontra a implementacao do método de
Runge-Kutta Cldssico. Observe que os parametros apresentados na forma xxxxxx, devem ser
previamente preenchidos de acordo com a simulag@o que se deseja, logo, € necessdrio a utilizagao
dos dados das tabelas 1,2,3,4,5,6,7 e 8.

$Problema de Valor Inicial em um referencial nao inercial
simulado por Runge-Kutta de quarta ordem
clear;

close;

$Massa reduzida do sistema

ni = XXXXXXXXXX; $ mM / (mE + mM)

bodies = [E;M]; %(0,0) centro de massa do sistema
y0 = [XXXXX, XXXXX , XXXXX, XXxXxXX]; %Condig¢des iniciais
[T4, Y4] = RK4(@f, [0, 17.0584], y0, 200000); %0 valor do vetor

pode ser variavel, funciona como tempo de Simulacédo

hold on;

drawcirclel (bodies(1,1), bodies(1l,2));

drawcircle2 (bodies (2,1), bodies(2,2));

plot (yO(1), y0(2),’".k’, " MarkerSize’,9);

x1lim([-1.5,1.5]); ylim([-1.5,1.5]); axis equal; xlim(’manual’);
xlabel ('Eixo X’ ,’FontSize’,12,’'Fontweight’,’Bold’);

ylabel ("Eixo Y’ ,’FontSize’,12,’Fontweight’,’Bold’);

set (gca, "FontSize’,12,’'Fontweight’,’'Bold’);

plot(Y4(:,1), Y4(:,2),"b’,"linewidth’,1.2);

legend (' Terra’,’"Lua’,’ (x_0,y_0)","'Trajetdria’) ;%Legenda do
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grafico

function dy = f£(~, Vv)

$Funcao com a presencga das equagdes que descrevem o problema.
ni = XXXXXxXXxX; $ mM / (mE + mM)

rE = sqrt( (y(1) + ni)."2 + y(2).%2 );

rM = sqrt( (y(l) -1 + ni)."2 + y(2).%2 );

dy = zeros(4,1);

dy (1) = v (3);

dy (2) = y(4);

dy (3) = y (1) + 2*xy(4) - (1l-ni)*(y(1l)+ni)./rE."3 -
nix(y(1l)-1+ni)./rM."3;

dy(4) = y(2) — 2+xy(3) —= (1-ni)*y(2)./rE."3 — nix*xy(2)./rM."3;

end

function [T, Y] = RK4(f, tspan, y0, n)

$Método de Runge-Kutta de quarta ordem

T = linspace( tspan(l), tspan(2), n);
h =T(2) - T(1);

Y = zeros(n, length(y0));

Y(1,:) = y0;

for k =1 n-1

kl = £(T(k),Y(k,:));

k2 = £(T(k) + h/2, Y(k,:) + h/2xkl’");
k3 = £(T(k) + h/2, Y(k,:) + h/2xk2");
kd = £(T(k) + h, Y(k,:) + hxk3");
Y(k+1,:) = Y(k,:) + h/6x(kl’" + 2xk2" + 2xk3’ + k47');
end

end

function [b2] = drawcirclel (cx, cy)

$Funcdo para desenhar circulos (Bola da esquerda)
b2 = plot (cx,cy,’ .m’," MarkerSize’,35);

end

function [b2] = drawcircle2(cx, cy)
%$Funcdo para desenhar circulos (Bola da direita)
b2 = plot(cx,cy,’.qg’, " MarkerSize’,25);

end
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function [value,isterminal,direction] = myevents (~,V)

$Funcdo utilizada, para determinar o final da simulacao

[value, ~] = cartl2pol(y(l), v (2));
if y(1) > 0

isterminal = 1;

else

isterminal = 0;

end

direction = -1;

end



