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Resumo

Nesse trabalho, usamos a aproximacao tight-binding para obter as bandas de energia
de trés estruturas cristalinas: grafeno, trans-poliacetileno e da rede quadrada, onde con-
sideramos apenas a aproximagao para primeiros vizinhos. Foi feito um breve estudo sobre
os fundamentos da mecanica quantica e da fisica do estado sélido, a fim de darmos todo o
suporte matematico e fisico para a analise de estrutura de bandas. Em seguida, apresenta-
mos o método tight-binding, explicando-o detalhadamente e elaborando sequencialmente
um manual de aplicagao. O trabalho ganha forma com uma anélise sobre as caracteristicas
do carbono e o processo de hibridizacao de seus orbitais. Visando o cédlculo da estrutura
de bandas, aplicamos o método tight-binding, e obtemos as expressoes que descrevem a
dispersao de energia do grafeno, trans-poliacetileno e da rede quadrada. Usamos a lin-
guagem de programacao Fortran e GNU Octave, para plotar os gréficos das relacoes de
dispersao encontradas. Concluimos que, apesar de ser um modelo simples, a aproximacao
tight-binding é eficiente no estudo de estrutura de bandas dos cristais estudados, sendo

util para a obtencao de propriedades bésicas importantes.

Palavras-chave: Método tight-binding. Estrutura de bandas. Fisica do estado soélido.
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Abstract

In this work, we use the tight-binding approach to obtain the energy bands of three
crystalline structures: graphene, trans-polyacetylene and the square lattice, where we
consider only the approximation for first neighbors. A brief study was made on the
fundamentals of quantum mechanics and solid state physics in order to give all the math-
ematical and physical support for the analysis of band structure. Next, we introduce
the tight-binding method, explaining it in detail and developing an application manual
sequentially. The work takes shape with an analysis of the carbon characteristics and
the hybridization process of its orbitals. In order to calculate the band structure, we ap-
ply the tight-binding procedure, and we obtain the expressions that describe the energy
dispersion of graphene, trans-polyacetylene and the square lattice. We use the Fortran
programming language and GNU Octave, to plot the graphs of the dispersion relations
found. We conclude that, despite being a simple model, the tight-binding approach is
efficient in the study of the band structure of the studied crystals, being useful to obtain

important basic properties.

Keywords: Tight-binding method. Bands structure. Solid state physics.
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Prologo

A compreensao de solidos cristalinos e suas respectivas propriedades eletronicas e
de transporte, estd diretamente associada ao estudo da teoria de bandas. Em fisica do
estado solido, o estudo desta teoria se resume em explicitar a relacao entre os momentos e
energias permitidos e os momentos e energias nao permitidos aos elétrons em um cristal. A
relacao precisa entre momento e energia para os elétrons na matéria condensada é descrita
por uma relacao de dispersao. Em consequéncia deste estudo, foram descobertas novas
propriedades dos sélidos, um bom exemplo sao os semicondutores que estao presentes nos
dispositivos eletronicos atuais (OLIVEIRA; JESUS, 2011).

Essas propriedades, por sua vez, sao oriundas do estudo da relacao de dispersao ana-
lisado pelo calculo da estrutura de bandas. As estruturas de bandas podem ser obtidas
por diversos métodos, entre eles temos a aproximacao de elétron livre ou quase-livre,
que consiste em considerar o potencial cristalino como sendo fraco (KITTEL, 2013), e
o método que adotaremos no trabalho conhecido por aproximacao tight-binding, que do
ingles significa ligacao forte.

Como o proprio nome sugere, a ideia principal adotada pelo método tight-binding é
considerar que os elétrons no cristal sao descritos por uma funcao de onda que leva em
conta a contribuicao dos orbitais atomicos dos dtomos que constituem o cristal.

Este trabalho possui a seguinte estrutura: No capitulo 1, é dedicado ao estudo da
teoria quantica. No capitulo 2, é dado uma breve introducao ao formalismo usado pela
Fisica do Estado Solido, para analisar a estrutura de um cristal. No capitulo 3, apre-
sentaremos o método tight-binding, apontando as propriedades gerais e essenciais desse
modelo, onde desenvolveremos um manual de aplicagao para a obtencao da estrutura de
bandas dos cristais. O capitulo 4 é dedicado ao estudo do carbono e as suas hibridizagoes
que ocorrem nos orbitais atomicos. No capitulo 5, calcularemos a estrutura de bandas
do grafeno, trans-poliacetileno e da rede quadrada, usando a aproximacao tight-binding e
considerando apenas os primeiros vizinhos. Os resultados e discussoes sao apresentados

no capitulo 6 e o trabalho se encerra no capitulo 7 com as conclusoes.



1 Fundamentos de Mecanica
Quantica

Neste capitulo apresentaremos conceitos importantes e que se fazem necesséarios para
a execucao do trabalho. Comegamos com uma abordagem tedrica sobre a antiga teoria
quantica, onde a ideia principal estd no modelo apresentado por Bohr. Posteriormente,
iremos apresentar a teoria de Schrodinger, base para o estudo de fenomenos quanticos e

que o seu formalismo matematico é indispensavel.

1.1 Antiga Teoria Quantica

Em 1913, o fisico dinamarqueés Niels H. E. Bohr propos um modelo para o atomo de
hidrogénio que combinava os trabalhos de Planck, Einstein e Rutherford e que permitia
prever, com notéavel precisao, o espectro do hidrogénio (LLEWELLYN; TIPLER, 2014).
Bohr buscou uma maneira de conciliar a imagem de um atomo de hidrogénio com o
espectro atomico observado, e sua proposta era justificar a estabilidade do atomo, ja que
experimentalmente se mostrava estavel.

Sua ideia inicial era de um ntcleo central (carregado positivamente) e um elétron
circundando o nicleo (carregado negativamente). Essa imagem planetéria é incompativel
com o eletromagnetismo cléssico, pois uma particula carregada e acelerada, necessaria-
mente emite radiacao eletromagnética. Portanto, se o elétron perde energia por radiacao,
o raio da sua Orbita diminui, a frequéncia do movimento circular aumenta, terminando
na colisao do elétron com nicleo (LLEWELLYN; TIPLER, 2014). A conclusao, o seu
espectro deveria ser com frequéncia continua e nessas condi¢oes nao haveria atomo de hi-
drogénio na natureza. Analisando o raio da orbita da particula, Bohr chegou a conclusao
de que esta grandeza nao poderia ser uma variavel continua e sim discreta, consistente
com os resultados experimentais sobre a sua estabilidade.

Para descobrir os raios possiveis, Bohr postula a quantizacao do momento angular do
elétron, sem justificativa. O momento angular do elétron na sua trajetéria circular em

torno do nucleo sé pode ter valores multiplos de um certo valor fundamental, seguindo a
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equacao:
L = nh, (1.1)

onde n é um ndmero inteiro e i é a constante de Planck(h) dividida por 2x. Com a
equacao (1.1) e a mecanica classica do movimento planetério, Bohr conseguiu chegar em
uma expressao que determina os raios das érbitas admissiveis e posteriormente descobriu
as energias para o atomo de hidrogenio.

Este modelo serviu para a explicacao da férmula de Rydberg (férmula que calcula
o espectro do atomo de hidrogénio), mas nao teve outros grandes sucessos, pois nao
conseguiu explicar o espectro de atomos mais complicados e com isso o avanco na teoria
microscépica da matéria comegou a apresentar dificuldades (EISBERG; RESNICK, 1979).

Em sua tese de doutorado no ano de 1923, Louis de Broglie propos o dualismo de
onda-particula na matéria. Ao estudar a radiagdo eletromagnética, sabia que ela nos
apresenta aspectos como se fosse particula, mas isso cria uma assimetria entre a radiacao
e matéria, pois a radiacao as vezes aparece justamente como matéria, ja o inverso nao
ocorria. Foi entao que de Broglie teve uma ideia revoluciondria, onde propos o comporta-
mento dual da matéria baseado na sua concepc¢ao a respeito da simetria que a natureza
deve ter (LLEWELLYN; TIPLER, 2014). De acordo com de Broglie, podemos expres-
sar a frequéncia e o comprimento de onda das “ondas de matéria” através das seguintes
equacoes:

E=hf (1.2)

p=h/A\ (1.3)

Estas equagoes sao conhecidas como relagoes de de Broglie, onde E é a energia total, p o
momento linear, A o comprimento de onda de de Broglie e f é a frequéncia de oscilagao
da onda.

Aceitando essa imposicao, a condicao de quantizacao de Bohr passa a ser explicavel
por de Broglie e esse foi um dos seus grandes feitos. O fato de nao terem descoberto isso
antes, provinha de que nao se conseguia ver nenhuma interferéncia com particulas devido
ao pequeno comprimento de onda das mesmas. Essa ideia revolucionaria de de Broglie

marca o inicio da moderna mecanica quantica.
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1.2 Funcao de Onda e Teoria Quantica de Schrodin-
ger

Em 1926 Erwin Schrodinger procurou, apds ter acesso a tese de de Broglie, por uma
equacao de movimento que descrevesse a natureza ondulatoria de particulas subatomicas
(PIRES, 2011). Portanto, em mecéanica quantica, as informagoes sobre o estado de uma
particula sdo descritas por uma funcdo de onda. Esta, geralmente é denotada por W(7,t)

e determinada ao resolvermos a equacao de Schrodinger;

2 —
—ﬁévﬁdﬁﬂ+ldﬁﬂWWﬁ%=mg%%ﬁw

o (1.4)

onde V? é o laplaciano e V é o potencial em que a particula estd sujeita. Para o caso

unidimensional temos:

h? 0%V (x,t) L 0V(x,t)
om0 + V(z, t)V(z,t) ’LhT.

(1.5)

U(z,t) é uma fun¢do complexa e por este motivo nao possui significado fisico. A
conexao entre esse “objeto” puramente matematico e a realidade concreta, esta associado
a interpretacao estatistica de Max Born sobre a fungao de onda W(z,t) e a densidade de
probabilidade p(z,t) (GRIFFITHS, 2011). A probabilidade de encontrar certa particula

em uma dada regiao entre x e  + dx, no instante ¢, é dada por:

x+dx
/ Wi t) P da, (1.6)

em que o médulo da fungio de onda ao quadrado | ¥(z,t) |* ¢ a densidade de probabili-
dade.

Como a fun¢ao de onda esta associada a probabilidade, precisamos fazer uma exigéncia
sobre essa funcdo. A condicao sobre ¥(x,t) tem a ver com o fato de que a probabilidade
de encontrar uma particula em alguma regiao do espago nunca pode ser um nimero maior

que 1 (100%). Isso nos tras justamente a condi¢ao de normalizagao:

/ﬁm|W@j)Fdx:1. (1.7)

o0

1.2.1 Valores esperados e Operadores

Em mecanica quantica nao podemos fazer previsoes deterministicas a respeito do
resultado de uma medida da posicao da particula, pois toda medida da posicao esta
associada a sua incerteza (principio de Heisenberg). Essa teoria é diferente se comparada

a mecanica classica, pois s6 nos permite fazer previsoes probabilisticas e isso é verdade
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para a posigao e também para outras quantidades fisicas (GRIFFITHS, 2011).
Para uma particula no estado ¥(z,t)!, o valor esperado da posicao é definido pela

equacao:

(x) = /_+Oox|\lf(a:,t)]2da:, (1.8)

[ee]

onde (x) é o valor esperado da particula e = é o operador posigdo. Conforme o tempo
passa, (z) mudard e dai em diante poderemos calcular as varidveis dinamicas do sistema.

Ja o valor esperado do momento linear pode ser obtido pela equacao:

(v) = / " DU, )P, (1.9)

[ee]

e como |U(x,t)|* = U*(z,t)¥(z,t),? entdo podemos reescrever a equagao (1.9) da seguinte

forma:
o= [ wewn (t2) v (110
= ZE’ - ZE, {E, .
P oo i Ox
em que (}f a%) corresponde ao operador momento linear. Como todas as varidveis dinamicas

classicas podem ser expressas em termos da energia e momento, para obter qualquer quan-

tidade basta representar em funcao das grandezas mencionadas (GRIFFITHS, 2011);

(Q(z,p)) = /\I/(a:,t)*Q @?%) U(, t)dz. (1.11)

1.2.2 Equagao de Schrodinger independente do tempo

Para obter a fun¢ao de onda quantica é necessario que se resolva a equagao (1.5).
Dado um potencial V' que nao dependa explicitamente do tempo, de forma que possa
ser escrito como V' (x), a equacao de Schrodinger pode ser resolvida usando o método de
separacao de variaveis (EISBERG; RESNICK, 1979). Logo, a soluc¢ao da equagao (1.5) é

uma funcao de onda quantica que pode ser escrita como produto de fungoes desse tipo:

W, t) = e(x)x (). (1.12)

Desta maneira, iremos utilizar o método de separacao de varidveis, aplicando a equagao
(1.12) na (1.5):

(1.13)

W (z,t) é um estado quantico.
2@*(x,t) é o complexo conjugado de ¥(x,t).
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e ao dividirmos ambos os membros por ¢(z)x(t), temos:

R 1 d*o(x)

2mp(z) dz?

L1 dx(t)
@

O lado esquerdo da equagao (1.14) tem dependéncia apenas da variavel z e o seu lado

+V(z) = (1.14)

direito é funcao somente de t. Essa igualdade é valida quando ambos forem iguais, a
menos de uma constante. F (Energia) é a constante de separacao adotada, pois nao tem
dependéncia com as variaveis da equacao (1.14) (GRIFFITHS, 2011). Logo:

L1 ody(t
h———==F 1.15
X0t 1)
ou
L) = —LEat (1.16)
— X = —_—— . .
X(t) h
ja a equacao com dependéncia espacial:
R 1 dPo(x)
- Viz)=FE 1.17
o) it T (z) = E, (1.17)
Multiplicando tudo por ¢(x), temos:
R d*p(x)
T + V(z)p(x) = Ep(z). (1.18)

O método que foi utilizado para resolver a equacao de Schrodinger transformou uma
equagao diferencial parcial, envolvendo duas variaveis independentes x e ¢, em um par de
equagoes diferenciais ordindrias (1.16) e (1.18), uma envolvendo x e a outra em funcao de
t. A solugao da equagao (1.16) é justamente a parte temporal da fungao de onda quantica,
dada por:

x(t) = Ce BN (1.19)

onde C' é uma constante e F é a energia total da particula. Ja a equagao (1.18) é chamada
de equacao de Schrodinger independente do tempo, sendo a sua solugao a parte espacial
da funcdo de onda quantica. Logo, o estado quantico ¥(z,t), de acordo com a equagao

(1.12), é dado pela expressao:

U(z,t) = p(x)e P, (1.20)

Embora W(x,t) dependa de t, a densidade de probabilidade depende apenas da parte
espacial ¢(x) (GRIFFITHS, 2011).
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1.2.3 Poco quadrado infinito

Para determinar a solugao da equagao (1.18), precisamos especificar V(). O potencial
mais simples e que permite o calculo de estados estacionarios é o poco quadrado infinito.

Este potencial é dado por:

0 0<x<
V(a:):{ o e (1.21)

o0, se 0>z 2>a.

Neste potencial, temos uma particula que se move em uma dimensao, livre e entre duas
barreiras infinitas (ou seja, uma forca infinita impede que a particula escape do pogo)

(GRIFFITHS, 2011).

V(%)

0 a

Figura 1.1: Representacao do pogo de potencial quadrado infinito (Equacao 1.21). Fonte:
adaptado de (GRIFFITHS, 2011).

A funcdo p(z) estd ligada a densidade de probabilidade de encontrar uma particula
na vizinhanca de uma certa posicao. Fora do poco, o potencial é infinito, portanto nao
esperamos ter solugao nesta regiao. Ja dentro do pogo, como V(x) = 0, a fungao ¢(x) é

encontrada resolvendo a equagao (1.18):

h* d®p(x)

- =F 1.22
) — B(), (122

d%p(m) 2
eI —k“p(x), (1.23)

onde:

2mE

k= = (1.24)

Portanto, a equagao (1.23) pode ser escrita como:

d*o(x)

dx?

= —k*p(x). (1.25)
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Dentro do pogo, a solugao geral da equagao (1.25) para o potencial quadrado infinito,

pode ser escrita como uma onda estacionaria, desta forma:

p(z) = Asin (kz) + B cos (kz), (1.26)

onde A e B sao constantes arbitrarias. Logo a onda estacionaria é descrita por uma
equagao diferencial, mas para () ser derivavel, a mesma deve ser continua e nos extremos
do pogo ela vale zero (devido ao potencial infinito). Entao a condigao de contorno (exigida

pela continuidade de ¢(z)) é:

2(0) = pla) = 0. (1.27)
Aplicando a primeira condigao:
©(0) = Asin (0) + Bcos (0) =0 = B, (1.28)
com isso, tem-se:
o(x) = Asin (kx). (1.29)

Aplicando a segunda condic¢ao na equagao (1.29):

¢(a) = Asin (ka) = 0. (1.30)

Portanto, ndo queremos satisfazer as equagoes (1.28) e (1.30) zerando tanto A quanto
B, pois a consequéncia disso é que ¢(z) = 0 em todos os pontos e a particula ndo estaria

no pogo. No entanto, podemos satisfazer essas equagoes, fazendo:
ka =0, £m, +2m, +3m, ... (1.31)
Logo, se os valores de k forem negativos ou até mesmo zero, suas solugoes nao serao
de grande interesse. Assim, as solugoes distintas sao:

kp = —. n=123,.. (1.32)

Substituindo a equagao (1.32) na (1.24), obtemos os possiveis valores de E da particula:

n?m2h?

2ma?

E, = (1.33)

Podemos concluir entao que uma particula que encontra-se entre duas barreiras infini-
tas e sujeito a forcas que impedem que ela escape, nao pode ter qualquer valor de energia,
podendo ter somente valores discretos (EISBERG; RESNICK, 1979). Para encontrarmos
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A, é necessério que a equagao (1.29) seja normalizavel:

/ AP sin? (kz)dz = 1, (1.34)
0

resolvendo a integral, temos que:

|A]? = 2o A= iﬁ. (1.35)
a a

Logo, escolhendo o valor de A (onde a raiz real é positiva) e substituindo as equagoes

(1.32) e (1.35) na expressao (1.29), as solugbes para dentro do pogo sdo:

2
on(z) = \/;sin (”T:q/) n=1,2,3,.. (1.36)

Desta maneira, para cada valor de n da equagao (1.36), temos um estado estacionario
associado a particula que estd dentro do poco. O estado de menor energia (estado fun-
damental) é quando n for igual um. J4 para os demais valores de n, temos os chamados
estados excitados (GRIFFITHS, 2011).

Estes estados estacionarios na mecanica quantica moderna, sao andlogos as érbitas de
Bohr, ou seja, sdo estados que tem energia bem definida (EISBERG; RESNICK, 1979).
Porém, quando temos um grupo de atomos préximos, como em uma estrutura cristalina,
as funcoes de onda dos elétrons se superpoem, resultando em um conjunto de energias

possiveis (onde comumente chamamos de bandas de energia).
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2 Principios Bdsicos da Fisica do
Estado Solido

Historicamente os estudos em Fisica do Estado Sélido iniciaram-se com a descoberta
da difracao de raios X em sélidos cristalinos. Através destes estudos, obtemos uma forma
de identificar como os atomos estao dispostos em um dado material. Os materiais cris-
talinos sao os mais estudados na Fisica do Estado Sélido, pois possuem uma grande

quantidade de propriedades fisicas que dependem da simetria do cristal (KITTEL, 2013).

2.1 Rede de Bravais

Um cristal consiste em uma estrutura regular que se repete periodicamente. Para
analisa-lo é necessario observar a disposicao da estrutura. Em vista disso, é criado um
conceito de base, que representa um grupo de atomos que gera um padrao, e o de rede
cristalina, que representa os sitios as quais a base esta associada (KITTEL, 2013). Uma
rede cristalina tridimensional pode ser definida através de trés vetores de translacao, aq,
as e az, que geram toda a rede:

—

R = nlc_il -+ nQC_I:Q -+ n;;d’;;, (21)

onde ny, no € ng sao nimeros inteiros. Se todos os pontos da rede satisfazem a equacao
(2.1), ela é dita uma rede primitiva ou rede de Bravais!, e os vetores ay, ay e a3 sao
os vetores primitivos. Esses tipos de vetores sao usados para definir eixos cristalinos, de
modo que a disposi¢ao dos eixos define a geometria de uma célula primitiva. Portanto, a
célula primitiva é a estrutura de menor volume possivel contido em uma rede cristalina.

Existe uma forma geométrica para se construir uma célula primitiva de forma geral
Figura 2.1, e este tipo de célula é dado o nome de célula de Wigner-Seitz. Fla é uma célula
unitaria primitiva, e sua regiao de espaco ¢ limitada, contendo apenas um unico ponto
qualquer da rede Bravais. Essa regiao é a mais proxima daquele ponto do que qualquer

outro ponto da rede (ASHCROFT; MERMIN, 1976).

I'Note que uma rede de Bravais é um conceito matematico, pois possui dimenséo infinita, e que qualquer
de seus pontos é equivalente a qualquer outro. A rede de Bravais é invariante sob operacoes de simetria.
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Figura 2.1: Célula de Wigner-Seitz em uma rede de Bravais bidimensional.

Podemos encontrar a célula de Wigner-Seitz usando a seguinte técnica: primeira-
mente ligamos todos os pontos da rede aos pontos vizinhos por segmento de reta; depois
tragamos retas (ou planos, caso a rede for tridimensional) passando pelo ponto médio dos
segmentos de reta, de forma perpendicular. Entao a superficie (ou volume, se o sistema

for tridimensional) que encontramos é célula primitiva de Wigner-Seitz (KITTEL, 2013).

2.2 Rede Reciproca

Vimos neste capitulo que o estudo dos cristais evoluiu através do processo de difragao,
que acontece quando raios X incidem sobre um determinado cristal. Logo, a difracao nao
ocorre de qualquer maneira, pois depende da estrutura do material e do comprimento de
onda utilizado. No ano de 1913, o fisico australiano W. L. Bragg explicou este fenomeno
usando a ideia de que as ondas incidentes nos planos cristalogréaficos’ sofriam reflexao,
fazendo com que houvesse uma diferenca de caminho 6ptico que provocava a interferéncia
na radiacao. Porém, a ideia de Bragg nao explicava porque a intensidade do feixe difratado
mudava de acordo com o angulo . Entao, para determinar a intensidade relativa dos feixes
difratados, é necessario conhecer o espalhamento provocado pelos elétrons dos atomos
(KITTEL, 2013).

Como as propriedades fisicas dos cristais sao invariantes em relagao a qualquer operacao
de translacao, a determinacao do espalhamento é adquirida através da andlise de Fourier
da concentracao de elétrons na rede direta?. Os coeficientes permitidos pela série de Fou-
rier estao associados a certos pontos. Estes pontos sao definidos como pontos da rede
reciproca do cristal.

O conceito de rede reciproca pode ser compreendido ao considerarmos um conjunto
de pontos R formando uma rede de Bravais, e uma onda plana, ¢ Para determinados
vetores K , a onda associada nao tera a periodicidade da rede de Bravais. Porém, existe um

grupo de vetores de onda, onde denominamos K= é, que além de terem a periodicidade

da rede de Bravais, os mesmos sao definidos como rede reciproca da rede de Bravais

IPlanos cristalogréficos sdo planos paralelos compostos de atomos do cristal.
2Tremos chamar a rede de Bravais no espaco real, como rede direta.
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(ASHCROFT; MERMIN;, 1976).
Para obtermos qualquer ponto da rede reciproca é necessario definir o conjunto de

vetores;

é = Ulgl + ’UQEQ + 1)353, (22)

sendo v, vo e v3 numeros inteiros e by, by e by os vetores primitivos da rede reciproca.
Estes vetores podem ser obtidos da seguinte forma:
- 62X63 - d’gxc_il - EL&XELE
by =2"—5—5~, bh=2"—5—-~, b3=2"5—>—>~. (2-3)
aj - (CL2 X CL3> aj - (CL2 X CL3> aj - (CLQ X &3)
Cada um dos vetores definidos na expressao (2.3) é perpendicular a dois eixos da rede

cristalina. Logo, 51, 52 e 53 possuem a seguinte propriedade:

gi : [ij = 27T5ij7 (24)

onde d;; = 1 parai = j e d;; = 0 para 7 # j.
rtanto, uma on na e‘“ mbém ¢ invariante em relagao a raco
Portanto, a onda plana e’“” também ¢ invariante em relacdo as operacoes de

simetria de translacao, de forma que:

PG _ (IG-T+F) (2.5)
G _ G TiGR (2.6)
el R = 1, (2.7)

para todos os pontos & da rede direta. Da expressio (2.7), temos que:

G- R =2mn n=1,23,.. (2.8)

A todo cristal podem ser associadas duas redes, uma rede de Bravais' e uma rede

2 onde a primeira tem dimensdo de comprimento e a segunda de inverso de

reciproca
comprimento (ASHCROFT; MERMIN, 1976).

O vetor G é ttil para identificar todas as reflexoes possiveis para a radiacao incidente.
A definicao usual da condicao de difracao foi dada pelo fisico francés Léon de Brillouin.

Ele construiu o conceito de zonas de Brillouin através do conjunto de vetores criados por

!Rede de Bravais representa um conjunto de pontos no espaco real.
2Rede Reciproca representa um conjunto de pontos no espaco dos vetores de onda, onde a cada ponto
estd associado uma onda correspondente.
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GG, que define os valores dos vetores de onda K, que podem ser difratados pelo cristal. As
zonas de Brillouin sao planos que dividem a rede reciproca. A menor regiao neste espaco
corresponde a uma célula primitiva conhecida como a primeira zona de Brillouin, e pode

ser vista como uma célula de Wigner-Seitz no espago reciproco.

(a) ° ° ° LN ° .
° ) e —» o °
° ° ° o’/ ° [

(b) ° [ L]

Figura 2.2: (a) A primeira zona de Brillouin vista como uma célula de Wigner-Seitz no
espago reciproco de uma rede quadrada; (b) A primeira zona de Brillouin vista em uma
rede hexagonal.

Portanto, o estudo da zona de Brillouin é importante na fisica do estado sélido, pois
ela é usada para compreender a estrutura de banda de energia nos sélidos associado aos

elétrons do cristal.

2.3 Teorema de Bloch

No Capitulo anterior, vimos que uma particula pode assumir determinados estados
estacionarios dentro de uma regiao bem definida. Logo, a equacao de Schrodinger que

descreve um elétron sujeito a um potencial cristalino (periédico), é dada por:

() + V(Pelr) = Bl (29)

O fisico suico Félix Bloch demostrou um teorema que envolve as solugoes da equacao
(2.9) com a periodicidade da rede cristalina (KITTEL, 2013). Este teorema diz que as
autofuncgoes da equacao de onda para um potencial periédico podem ser representadas na
ik

forma de uma onda plana e multiplicada por uma fungao ux(7) que possua a periodi-

cidade da rede cristalina, isto é:

o(7) = eFTuy (7). (2.10)
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A periodicidade da rede garante que, para qualquer R da rede direta, temos:

—

onde R é um vetor associado a rede de Bravais. Relacionando as equacdes (2.10) e (2.11),

concluimos que:

o(F+ R) = eiE'(F+R)uk(F+ R) (2.12)
o(F+ R) = eiE'FeiE'ﬁuk(F—F R), (2.13)
o(7+ R) = eFFo(7). (2.14)

Portanto, essa fungdo é denominada de funcao de Bloch dos elétrons (conhecidos
também por elétrons de Bloch) e como vimos acima, obedece a relacao de simetria trans-

lacional das células unitérias (proposta por Bloch) (KITTEL, 2013).
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3 DMétodo tight-binding

No presente capitulo, introduziremos e desenvolveremos o método tight-binding. Ini-
cialmente, iremos destacar as caracteristicas gerais do método, a fim de obtermos uma
equacao que nos dé a estrutura de bandas de determinadas redes cristalinas. Em seguida,

iremos ressaltar o procedimento padrao utilizado para obter estrutura de bandas.

3.1 Combinacao linear de orbitais atomicos

Quando trabalhamos com sélidos metélicos é comum tomarmos a funcao de onda do
cristal como uma combinagao linear de ondas planas (ASHCROFT; MERMIN, 1976).
Porém, este método gera certa dificuldade em relacionar a fungao de onda com os orbitais
atomicos no sélido (SAITO; DRESSELHAUS; DRESSELHAUS, 1998). Existe um outro
método para o calculo de estrutura eletronica, conhecido por método de aproximagao tight-
binding'. Este método permite descrever a estrutura de bandas ao longo de toda a zona
de Brillouin, fornecendo bons resultados (SAITO; DRESSELHAUS; DRESSELHAUS,
1998).

O método de tight-binding, proposto inicialmente por Bloch em 1928, consiste em fazer
uma combinagao linear de orbitais atomicos localizados sobre os varios atomos do cristal.
Com este método, ficamos com um numero de fungoes de base pequeno, comparado a
combinagao de ondas planas.

Na aproximacao tight-binding, os estados eletronicos em um cristal sao calculados a
partir de orbitais dos atomos isolados. Portanto, a funcao de Bloch requisitada é dada

em termos do j-ésimo orbital atomico,

(3.1)

—_
3
= M =
Q)
S
ot
&
~
|
=
<
Il
—
S

onde o termo 1/v/N corresponde a normalizagao da funcao de Bloch e ¢; é a fungao de

onda atomica. Para cada um dos n orbitais atomicos, tomamos a contribuicao dos N

Do inglés, significa método da ligacdo forte.
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atomos correspondentes, localizados pelo vetor R e distribuidos no cristal por um fator
de fase et*'F.
Vale lembrar, que para a equacao (3.1) descrever o estado do elétron em um cristal,

a mesma deve satisfazer o teorema de Bloch, ou seja:

N
- . 1 - q
Ok, P+ R) = —=> ¢"o(f+ R-R), (3.2)
VN &
R W T
b i(k-R") i(k-R) fi(k-R)(b -
= Ze e e (7= (R'— R)), (3.3)
VN %
- SIS Ry, (- B (3.4)
. (7 — (B — R)),
VN =
S g (5.5)
- " i — R"), 3.5
= e Ray(E, (36)

onde R, R e R" sao vetores da rede de Bravais.
Portanto, em um sdélido, as autofuncoes ¢;, sao definidas como uma combinacao linear

de fungoes de Bloch,

o, (F.7) = zoﬂ E7), (37)

onde ij/(/;) sao coeficientes a serem determinados e @j(l;f) ¢ a fungao de Bloch tight-
binding.

Visto que encontramos uma expressao para os autoestados ¢; de um sélido e obtemos a
funcao de Bloch tight-binding associada aos orbitais atomicos de uma estrutura cristalina,

podemos agora representar o i-ésimo autovalor dos elétrons em um cristal. Entao, temos:

. . . 2 o
By = Seilttle) J eiHeidr

(pilesy [ orpudr’ (3.8)

onde H é o Hamiltoniano dos elétrons no sélido. Substituindo a equagao (3.7) na equagao

(3.8), temos:

>y CiiCigr (5| HIBy) _ 30702y My (R)C5Cy

J,3'=1

2 55=1 CCi (51 @) S 85 (R)CECy

J,g'=1

Ei(k) = (3.9)
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onde H,;:(k) e S (k) sdo matrizes quadradas hermitianas, comumente chamadas de ma-
triz de transferéncia e matriz de overlap?, respectivamente. Essas matrizes sao definidas,
de forma que (SAITO; DRESSELHAUS; DRESSELHAUS, 1998):

Hio(k) = (D;/H|®;) G, 7' =1,...n), (3.10)

Sip(k) = (@) 1 (.7 =1,...n). (3.11)

Ao fixarmos os valores das matrizes (n X n) 'Hjj/(/;) e Sjj/(lg) para um dado valor k, os

coeficiente da equacao (3.7) serdo otimizados quando as energias E; (k) forem minimizadas®
(SAITO; DRESSELHAUS; DRESSELHAUS, 1998). Tomando C7;, Cyjr, Cf e Cj; como

Z]’

fixos, podemos expressar esse fato matematicamente em relagao ao coeficiente C,

S (K)Ciji = 0. (3.12)

80% Z“/ 1 (k)C CZ] (Z”/ 18 (k)cfkjcij’)Q

j'=1

Multiplicando ambos os lados da equagao (3.12) por > 7, Sjj/(E)ijCij/ e substituindo

a expressao correspondente a EZ(/;) no segundo termo da equagao (3.12), temos:

> My (k)Ciyp = Ei(k) Y 8,50 (k)Ciyr. (3.13)
i=1 =1

Definindo um vetor coluna,

Ci
CGi=1: |, (3.14)
Oin
a equagcao (3.13) pode ser escrita como:
HC; = E;(k)SC;. (3.15)

2Do inglés, significa sobreposicao.
3Esse discurso é decorrente do método variacional da Mecanica Quantica
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A relagao acima nos fornece,

(" — Ei(k)S]C; = 0. (3.16)

Agora, se a matriz inversa [H — E;(k)S] ! existir, ao multiplicarmos ambos os lados da
equacdo (3.16) por [H — E;(k)S] ™!, obtemos C; = 0. Isso significa que nenhuma funcao de
onda é obtida. Portanto, estamos interessados no caso onde a matriz inversa nao existe,

ou seja:

det[H — ES] = 0. (3.17)

Esta é a equagao secular. Como a equagao (3.17) é de grau n, sua solugdo nos
fornece os n autovalores de E;(k) (i = 1,...,n) para um dado k pretendido. Portanto,
para obter as relacoes de dispersao de energia El(l;), resolveremos a equacao secular para
um numero de pontos k de alta simetria (SAITO; DRESSELHAUS; DRESSELHAUS,

1998).

3.2 Procedimentos utilizados para obtencao de estru-
turas de bandas

Na secao anterior, abordamos toda a parte conceitual e introdutéria do método tight-
binding, afim de chegarmos na equacao secular, que posteriormente sera utilizada para
encontrarmos a estrutura de bandas de redes cristalinas. No modelo tight-binding, os
autovalores F; sao encontrados seguindo as seguintes etapas (SAITO; DRESSELHAUS;
DRESSELHAUS, 1998):

1 - Primeiramente, buscamos saber em qual estrutura os atomos estao distribuidos no
cristal. Em seguida, identificamos a célula unitéria e os vetores primitivos da rede real,
a;. Feito isso, determinamos as coordenadas dos atomos na célula unitaria, em funcao dos
vetores primitivos, e selecionam-se os n orbitais que serao considerados nos calculos.

2 - Nesse momento, construimos a rede reciproca, estabelecendo a primeira zona de
Brillouin a partir da rede real determinada no item anterior. Depois, selecionamos as
direcoes e os pontos de alta simetria na zona de Brillouin.

3 - Determinamos as matrizes de transferéncia e de overlap.

4 - Por fim, obtemos os autovalores via equacao secular.

Com o método apresentado, o mesmo sera aplicado no capitulo 5, com o propédsito de

obtermos a dispersao de energia do grafeno, do trans-poliacetileno e da rede quadrada.
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4 Carbono

O carbono ¢é o sexto elemento da tabela periddica de elementos, tendo quatro elétrons
em sua camada de valéncia. A caracteristica mais importante deste elemento quimico
é sua capacidade de compartilhar elétrons com os outros atomos de carbono, a fim de
formar diferentes configuracoes de ligagoes carbono-carbono.

Este elemento quimico é bastante notével, base da quimica organica! e encontra-se na
maioria dos compostos de consumo humano. No entanto, o carbono, mesmo com a sua
capacidade de formar tanta variedade de compostos, é um elemento pouco reativo sob

condi¢bes normais de temperatura e pressao (KITTEL, 2013).

R ———=——a
@
—~—
@

grafite fullereno-60

fullereno-70 T %0 nanotubo

Figura 4.1: Alétropos do Carbono. Fonte: (CORREA, 2014).

Os atomos de carbono podem se unir de varias formas diferentes, formando intimeras
substancias. O diamante, o grafite e o fulereno sao alétropos do carbono e se diferem
pelo arranjo geométrico, como mostra a Figura 4.1. Ja as propriedades fisicas do carbono
variam de acordo com a sua forma alotrépica. Sob altas temperaturas e pressoes, o carbono
pode adotar a forma do diamante, uma estrutura muito dura e bastante transparente. Sob
pressao normal, o carbono adota a forma de grafite, um material muito opaco, preto e
bom condutor elétrico. Os fulerenos tém uma estrutura similar a do grafite, porém o
empacotamento hexagonal combina-se com pentagonos, o que curva os planos e permite

o aparecimento de estruturas de forma esférica, cilindrica e elipsoidal.

Vale lembrar que o carbono também forma estruturas inorganicas.
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Em funcao dessa ampla gama de formas que o carbono pode se arranjar é que esse ele-

mento é considerado hoje um dos materiais de maior interesse pela comunidade cientifica

(CORREA, 2014).

4.1 Hibridizacoes

Os atomos de carbono possuem seis elétrons que obedecem, no estado fundamental
(Figura 4.2a), a seguinte configuracio 1s? 2s* 2p*. Os dois elétrons que constituem o
orbital 152 do carbono, estdao fortemente ligados ao ntcleo devido a forte atracao cou-
loumbiana. Os outros 4 elétrons da segunda camada que nao estao fortemente presos ao
nicleo, sao chamados elétrons de valéncia. Na fase cristalina, a diferenga de energia entre
os orbitais 2s e 2p é pequena comparada a sua energia de ligacao quimica, o qual pode
fazer com que a funcao de onda desses 4 elétrons se sobreponha umas as outras. Isso
ocorre quando um dos dois elétrons do orbital 2s ganha energia e vai para o orbital 2p,
vazio (Figura 4.2b), gerando assim orbitais hibridos (RAMOS; IZOLANI et al., 2008).

Esse processo é chamado hibridizacao. Para o carbono ha trés principais hibridizagoes:

sp, sp? e sp>.

wy— 1t H | ¥
25" — 25! —t |

152 — 152 —

Figura 4.2: Representagao da distribuicao dos elétrons nos orbitais do dtomo de carbono:
(a) estado fundamental, (b) estado excitado.

4.1.1 Hibridizacao sp

A hibridizagao do tipo sp ocorre quando o elétron hibridizado do orbital 2s combina-se
com um orbital 2p (Figura 4.3). Neste caso, os atomos de carbono formam duas ligagoes
do tipo 7 (pi)?, que ocorrem com orbitais p puros, enquanto os outros dois orbitais que sao

hibridos do tipo sp, realizardo as outras duas ligagoes do tipo o (sigma)®. Isto significa

2A ligacdo 7 é uma ligacdo quimica covalente, onde sua caracteristica é a interagao lateral entre dois
orbitais p puros.

3 A ligacdo o é a ligacdo onde dois orbitais atémicos incompletos no mesmo eixo, penetram-se frontal-
mente.
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que existem duas possibilidades de ocorrerem essas ligacoes, quando o dtomo de carbono
realiza duas ligagoes duplas ou quando realiza uma ligacao simples e uma tripla. Nesta
hibridizacao, o carbono possui uma geometria linear, onde angulo entre os ligantes é de

180°. Este tipo de hibridizacao ocorre, por exemplo, no acetileno (HC' = CH).

2 ——f HH ]
p —

25" — ]

[ —

Figura 4.3: Configuracao eletronica dos elétrons no estado excitado com a hibridizagao
Sp.

>

4.1.2 Hibridizacao sp?

A hibridizacao sp* ocorre entre um orbital s e dois orbitais p (Figura 4.4), formando-se
3 orbitais chamados de hibridos, os quais se mantém no plano, formando ligacoes o com

os elétrons do atomo vizinho.

w——1tH H ]

sz

20—t
1

Figura 4.4: Configuracao eletronica dos elétrons no estado excitado com a hibridizagao

sp?.

Esta ligacao é responsavel pela robustez das estruturas nos derivados do carbono. O
orbital p que nao é afetado, fica responsavel pela formacao da ligacdo w. Nesta hibri-
dizacao, o carbono possui uma geometria trigonal plana, onde angulo entre os ligantes
¢ de 120°. Este tipo de hibridizacdo ocorre, por exemplo, no trans-poliacetileno (Figura

4.5) e no grafeno.



4.1 Hibridizagoes 22

P
AN

Ccc
c” ¢ c

| | |
H H H

Figura 4.5: Representacao da molécula do trans-poliacetileno.

7

4.1.3 Hibridizacao sp?

Por outro lado, a hibridizagao sp®, ocorre com um orbital s e trés orbitais p (Figura
4.6), formando 4 orbitais hibridos sp® e levando a ter somente ligagoes 0. A geometria do

arranjo dos quatro orbitais é do tipo tetraédrica, e o angulo entre os orbitais é de 109°28'.

w»——H
' —HCHEHH
20—
W —H

Figura 4.6: Configuracao eletronica dos elétrons no estado excitado com a hibridizagao

sp3.

A rede cristalina do diamante é composta de atomos de carbono com hibridizacao

sp3, formando quatro ligacoes que definem um angulo de 109, 5° entre si, como temos na
Figura 4.7.

Figura 4.7: Célula unitaria do diamante.

Dentre as redes cristalinas discutidas no presente capitulo, o grafeno e o trans-

poliacetileno serao as estruturas a serem abordadas nos préximos capitulos.
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5 Cadlculo da estrutura de bandas

Neste capitulo, voltaremos nossa atencao no estudo de estrutura de bandas. Pri-
meiramente, encontraremos a estrutura de bandas do grafeno via método tight-binding,
considerando somente a contribuicao de primeiros vizinhos. Logo apds, iremos novamente
aplicar modelo tight-binding nas estruturas do trans-poliacetileno e numa rede quadrada,

considerando somente a contribuicao de primeiros vizinhos.

5.1 Grafeno

O grafeno é uma estrutura formada por atomos de carbono dispostos em uma rede
hexagonal, denominada honeycomb (favo de mel). Tal rede cristalina ndo é uma rede
de Bravais, entretanto, podemos representa-la por uma rede triangular com dois atomos
de carbono na base, ou de forma equivalente, por duas redes triangulares entrelacadas
(ASHCROFT; MERMIN, 1976). Portanto, a célula unitaria primitiva do grafeno possui
dois dtomos, um em cada sub-rede triangular, representados por A e B (Figura 5.1) de

onde originamos dois vetores que caracterizam a rede direta (rede que descreve todo o

B A

RB3 a8
Rp < - O ~.
y < Rpo
]— x

Figura 5.1: Representagdo da rede hexagonal do grafeno, mostrando os sitios A e B,
formando a célula unitaria (linha tracejada). Os vetores Rpi, Rps e Rps, indicam os
primeiros vizinhos.

sistema).

Na estrutura do grafeno, cada atomo de carbono faz trés ligagoes covalentes do tipo
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o, e o orbital 2p., perpendicular ao plano do grafeno, faz ligacoes do tipo 7. Os elétrons
dos orbitais 2p, sao, por esta razao, denominados elétrons m (SAITO; DRESSELHAUS;
DRESSELHAUS, 1998). O elétron 7 é o responsavel pela maior parte das propriedades
eletronicas e de transporte do grafeno. J4 as ligacoes do tipo o, estao associadas com as
propriedades mecanicas da estrutura cristalina do grafeno.

Como o grafeno é uma estrutura bidimensional, temos dois vetores unitarios no espago

real (d@; e dz) que podem ser definidos, de acordo com a orientagao dos eixos da Figura

5.1, como:
V31 V3 o1
Gi=al X2 2 B=al| X2 2. 1
ay a<2,2 e a2 a 5 ' 9 (5)
A constante de rede da rede real, a = |d;| = |da] = aeeV/3, pode ser encontrada em

termos da distancia de separacio a.. ~ 1.42A entre os dtomos de carbono mais préximos
(KITTEL, 2013).

A rede reciproca do grafeno também é uma rede hexagonal (Figura 5.2), semelhante
a rede direta, porém, rotacionada 90° em relacao a mesma. Dados os vetores da rede
no espago real, podemos determinar os vetores primitivos de rede no espago reciproco (A
base deste novo espaco esta baseada nos vetores de onda IZ) ou, simplesmente, vetores da

rede reciproca usando a equagao (2.3). Logo, temos:

- 2 1 - 27 1
h a (\/57 ) ‘ b a ( ’ > (5:2)

w

—

ky

ke

Figura 5.2: Representacao da rede reciproca do grafeno.

O hexédgono hachurado da Figura 5.2, representa a primeira zona de Brillouin. Os

pontos ', K, M representam pontos de alta simetria da zona de Brillouin do grafeno.
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5.1.1 Dispersao de energia do grafeno

Na secao (4.1), vimos que o orbital p,, que se encontra perpendicularmente ao plano, é
responsavel pelas propriedades eletronicas e de transporte do grafeno. Na célula unitaria
do grafeno, iremos considerar somente os orbitais p., logo a matriz de transferéncia sera

uma matriz 2 x 2, das sub-redes A e B correspondentes. Ou seja,

H H
1y — AA  TlaAB ’ (5.3)
HBA HBB

onde o elemento H 44 corresponde a contribuicao de todos orbitais p, dos atomos do tipo

A, localizados por 4. Dessa forma, ao substituirmos a equacio (3.1) na (3.10), obtemos:

Haa(r) = <\/L_i ik-Ra Apu(F — Ra) \/_Z etF-Rar r—RA/)> (5.4)
= % i F(Ry—Ra) <¢A(T—RA ’H‘QM #A)>- (5.5)

Entao, considerando somente a interagao entre os primeiros vizinhos (SAITO; DRES-
SELHAUS; DRESSELHAUS, 1998), temos que a contribuigao para H a4 ocorre quando

Ra=R,. Logo, a equagao acima se reduz a:

Haa(r) = % iv: <¢A(F_ ﬁA)‘ H ‘¢A(F— EA)> (5.6)
EA

HAA<T_’> = €9p, (5.7)

com €g, sendo a energia de sitio. De forma andloga, pode-se mostrar que Hpp(7) = €ap.
O mesmo procedimento pode ser aplicado para H g, de modo que este elemento esta
associado a contribuicao dos atomos da sub-rede B em relacao a um atomo da sub-rede

A, Figura 5.1. Substituindo a equacao (3.1) na (3.10), temos:

N N

Hap(F) = < 1 eik-RA¢A(F—ﬁA) H \/Lﬁzeik'RngB(F_ﬁB)> (5.8)
s

R (6,7 Foa)| M |on (7~ p)) (5.9)

Ao fazermos a aproximacao tight-binding para os primeiros vizinhos, percebemos que
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somente 3 dtomos da sub-rede B (préximos do atomo da sub-rede A) serao considerados na
aproximacao tight-binding (Figura 5.1). Esses trés atomos da sub-rede B sao localizados

pelos vetores Rpy, Rpo e Rps, de modo que a equagao acima pode ser reescrita como:

N
z 1 ik ikt ikt - B . B
Han(F) = + Z <e m oy iR Rm | o B3) <¢A(7~ - RA)‘ 1 (¢B(r - RB)>
Ra
= (e g g ) 6.0
onde definimos t como parametro de hopping (SAITO; DRESSELHAUS; DRESSELHAUS,
1998),
t= <¢A(F—EA>‘H’¢B(F—§B)> (511)

Por conveniéncia, podemos definir a soma dos fatores de fase (equagao (5.10)) como

o fator geométrico f (E),

3
HOED I (5.12)

o qual pode ser explicito em termos das coordenadas dos vetores Rpi, Rpo e Rp3. Da

Figura 5.1, podemos obter a distancia dos vizinhos préximos do atomo da sub-rede A;

—

a a - B
_ — = , —
2\/§ 2] B3 2\/—

Substituindo os vetores da equagao (5.13) na (5.12), e considerando que o vetor da

Rpy = —=i, Rpy = — ——i + ] (5.13)

rede reciproca é dado por k= kyi + kyj, obtemos:

- . . k
f(k’) _ ezakx/\/g + 26—zakx/2\/§ coS <%> . (514)

Com as equagoes (5.14) e (5.12), a equagcao (5.10) nos fornece:

Hap(k) = tf(k). (5.15)

Como a matriz (5.3) é hermitiana (WONG; AKINWANDE, 2011), é vélida a relacao:

H* = Hpa= tf*(k). Finalmente, a matriz (5.3) é expressa por:

H = ( o () > . (5.16)
tf*(k) e
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Para encontrarmos a matriz de overlap,

Sia S
S=| "M (5.17)
SBA SBB

usaremos o mesmo método anterior.

Ao substituirmos a equacao (3.1) na (3.11), temos:

N N
Saa(F) = <\/Lﬁgeik-ﬂA¢A<fﬁA> \/Lﬁzeik-Rmm(f—ﬁA,)> (5.18)

Ry
1 L s
_ L5 erdem (6a(~ Ra) ’ oali— Fa) ). (5.19)
Ra,R 4
Como a aproximagao tight-binding considera somente o overlap entre os primeiros vizi-

nhos, temos que a contribuicao para Ss4 ocorre quando R =R 4. Logo, a equagao acima

torna-se:

1

~ <¢A(F— Ra) ‘ bl — EA)> (5.20)

NE

I
—

) (5.21)

ja que a funcao de onda ¢ 4(7"— R4 ) é normalizada. De forma anéloga, pode-se mostrar que
Spp = 1. Usando o mesmo raciocinio, podemos encontrar o elemento S4p, substituindo

a equacao (3.1) na (3.11),

N N
Sap(F) = <\/_1N > GERAg (7 — Ry) \/_%%ezk-RB¢A(fRB)> (5.22)
1 N m _ B
= N Z ezk-(RB*RA) <¢A(F— RA)‘(bB(F_ RB>> . (523)
Ra,Rp

Novamente, considerando somente a contribuicao dos 3 atomos da sub-rede B vizinhos

mais proximos de A, a equagao acima pode ser reescrita como:

Sap(h) — %i (62-;;.}%31 4 R B +ez‘f£-1§33> < ba(F— Fa) ‘ (7 — §3)>

= sf(k), (5.24)
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onde f (E) é o fator geométrico e definimos s como a integral de overlap (SAITO; DRES-
SELHAUS; DRESSELHAUS, 1998),

5= <¢A(F— Ra) ( dp(F — §3)> . (5.25)

Como a matriz (5.17) também é hermitiana (WONG; AKINWANDE, 2011), ¢é vélida

a relacao: Sy = Spa= sf*(k). Finalmente, a matriz (5.17) é expressa por:

3:( b Sf(E)). (5.26)
sf*(k) 1

Até o momento, determinamos os elementos da matriz de transferéncia e os elementos
da matriz de overlap. Iremos agora resolver a equacao secular (3.17), a fim de encon-
trarmos uma relacao de dispersao eletronica do grafeno. Com as matrizes expressas por

(5.16) e (5.26), a equagao secular torna-se,

€ — E (t — Es)f(k)

; — 0. (5.27)
(t-E)f'(R) e E

det[H — ES] = ‘

Calculando o determinante acima ¢ definindo \/|f(k)|2 = w(k), finalmente encontra-

remos uma expressao que nos dé a dispersao eletronica via primeiros vizinhos,

o eyt tw(k)
Bi(k) = T (5.28)

onde E_ representa a banda de valéncia e F, a banda de condugao (SAITO; DRESSE-
LHAUS; DRESSELHAUS, 1998). E interessante observar que a relagao que encontramos
para a dispersdo eletronica admite duas solugdes para as bandas de energia (£). Isso
ocorre pelo fato de termos dois orbitais na célula unitaria do grafeno.

-,

A funcao w(k) para o grafeno, é obtida a partir da equagao (5.14),

w(k) = 3+ 4 cos <kx2\/§> COS (%) + 2cos (kya). (5.29)

Podemos simplificar a relacao (5.29) fazendo uma substituicao trigonométrica da

forma [2 cos(k,a) = 4 cos?(k,a/2) — 2], onde obtemos:
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w(E) = 1+ 4cos (/ﬂﬂ;ﬁ) cos (%) + 4 cos? (%) (5.30)

Logo, a relagao que oferece a dispersao de energia do grafeno, é de fato encontrada,

ao substituirmos a fungao w(k) (5.30) na equagao (5.28),

Eu(k) = Ezpit\/uéms(szﬁ) cos (1) + 4co <k7> (5.31)

1+ s\/l 4+ 4 cos (kz‘;‘/g> CoS (%) + 4 cos? (%)

Para reduzirmos os calculos analiticos, podemos definir €5, = 0 (equacao (5.31)), pois
a energia é definida dentro de um potencial de referéncia (WONG; AKINWANDE, 2011).

Isso se aplica justamente ao grafeno, pois €z, = 0 é o nivel de Fermi.

5.2 Trans-Poliacetileno

O poliacetileno é uma polimero organico formado por uma sequéncia numerosa de
atomos de carbono, que estdo unidos entre si por ligagdes simples e duplas (ou seja,
ligagoes do tipo 7 e o). As ligagoes m advém da hibridizagao sp® que o trans-poliacetileno
possui, com um dos elétrons do orbital 2s? do carbono se desemparelhando para ocupar
o orbital 2p.. Este orbital situa-se perpendicularmente ao plano formado pelas demais
ligagoes o.

Figura 5.3: Representacao da molécula do poliacetileno em sua forma isomera trans.

Na Figura 5.3, dentro da caixa definida por linhas pontilhadas, temos a célula unitaria
do trans-poliacetileno (C'H),, que contém dois atomos de carbono nao-equivalentes, A e

B. O vetor unitario de rede e o vetor de rede reciproca desta molécula unidimensional sao
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dados por:

L /2
i =(a,0,0) e b= (g,o, 0) . (5.32)

A zona de Brillouin desta molécula é um segmento de reta que vai de —7 < k < 7.
Desta forma, para encontrarmos a dispersao de energia do trans-poliacetileno, iremos usar
a aproximacao tight-binding. Os orbitais de Bloch, consistindo de dtomos A e B, sao dados

por:

N
%) = %ei’ma@(f— Ry, (5.33)

onde a soma é tomada sobre a coordenada R, para os atomos A ou B de carbono no sélido.
Como estamos procurando uma expressao que nos dé a dispersao de energia, precisaremos
encontrar os elementos da matriz transferéncia (Hamiltoniana) e os elementos da matriz

de overlap.

5.2.1 Dispersao de energia do trans-poliacetileno

Considerando apenas a contribuicao de dois orbitais na célula unitaria do trans-
poliacetileno, a matriz Hamiltoniana 2 x 2, H,s para («a, 8 = A, B), é obtida ao substi-

tuirmos a equagao (5.33) em (3.10). Como a = § = A, temos:

Haa(r) = <\/LN > e*Fag(r — Ra)|H \/LN > et g a(r — R/A)> (5.34)
- — Z RIRA=RA) (40 (r — RA)| H |pa(r — RY)). (5.35)

Entao, considerando somente a interagao entre os primeiros vizinhos (SAITO; DRES-
SELHAUS; DRESSELHAUS, 1998), temos que a contribuigao para H a4 ocorre quando

R \=R,. Logo, a equagao acima se reduz,

Haalr) = 5 D2 (640 — Ra)| H[oa(r = Ra) (5.30)
Haa(r) = e, (5.37)

com €y, sendo a energia que o elétron teria em um orbital isolado, chamado de energia de

sitio. Da mesma forma, Hpp também fornece €;, para a mesma ordem de aproximacao.
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Como vimos na secao passada, a maior contribuicao para H 4p surge quando os atomos
A e B sao vizinhos mais proximos. Assim, no somatério em Rp, consideramos apenas
os casos Rp = R4 %+ a/2 (primeiros vizinhos) e negligenciamos os termos mais distantes

para obtermos,

N
E e’k RA¢A ’I“ - RA

Hap(r) = <% i—Zeik'R3¢B(r—R3)> (5.38)
- = D R 64(r = Ra)| lon(r — ) (539
A,Rp

Ao fazermos a aproximagao tight-binding para os primeiros vizinhos (ou seja, Rp =

R4 £ a/2), equagao acima pode ser reescrita como:

Han(r) — %Z 5 (6(r — Ra)| Hldn(r — Ra —a/2)) + (5.40)

+ —i *5 {ga(r — Ra)| H |¢5(r — Ra+a/2))

= 2t cos(k;a/Q), (5.41)
onde t é o parametro de hopping que aparece na equagao (5.11) e denotado por:

t = (pa(r — Ra)|H |¢pp(r — Ra £ a/2)) . (5.42)

Como a matriz (5.3) é hermitiana (WONG; AKINWANDE;, 2011), é vélida a relagao:
Hy g = Hpa= 2tcos(ka/2). Essa relagao é valida, pois Hap ¢ real. Enfim, a matriz de

transferéncia para o trans-poliacetileno é expressa por:

2 ( €ap 2t cos(ka/2) > . (5.43)

2t cos(ka/2) €2
As matriz de overlap Sag e Sap pode ser calculada por um método similar ao usado
para Hap € Hpa. Se assumirmos que a a funcao de onda atomica é normalizada, Sqa =
Spp =1 e Sap = Spa = 2scos(ka/2), onde s é a integral de overlap entre os dtomos A
e B mais proximos (SAITO; DRESSELHAUS; DRESSELHAUS, 1998).

Portanto, a equacao secular para o orbital 2p, do trans-poliacetileno é dada por:
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det[H — ES) = = b 2t~ Bs) cosla/2) (5.44)
2(t — Es) cos(ka/2) €p — B ,
= (€9 — E)* — 4(t — Es)?cos®(ka/2) = 0, (5.45)

onde os autovalores de dispersao energia do trans-poliacetileno, sao da forma:

€9y £ 2t cos(ka/2)
1+ 2scos(ka/2)’

By (k) = (—7/a < k < w/a). (5.46)

E. e E_ da equacao acima, sao chamados de bandas de energia ligante 7 e anti-ligante
7*, respectivamente (SAITO; DRESSELHAUS; DRESSELHAUS, 1998).

5.3 Rede Quadrada

Até o momento, aplicamos o método tight-binding na rede cristalina do grafeno e
do trans-poliacetileno. No decorrer deste capitulo, ficou claro que para encontrarmos a
dispersao de energia de uma determinada estrutura, precisamos encontrar os elementos
da matriz de transferéncia e da matriz de overlap, e posteriormente resolvermos a equagao
secular. Entretanto, é interessante observar que as relacoes de dispersao de energia obtidas
anteriormente, tanto do grafeno quanto para o trans-poliacetileno, sao relagoes que se
diferem por fatores geométricos. O termo que tem dependéncia geométrica da estrutura,
foi definido como w(k) (subsecio 5.1.1).

As estruturas cristalinas que abordamos até aqui, em suma eram compostas por dois
atomos na célula unitaria, ou seja, sempre tinhamos uma relacao de dispersao de energia
que nos dava duas bandas de energia. Ja na rede quadrada, nosso caso atual e mais
simples, envolve somente uma banda, isto €, temos somente um atomo por célula unitaria

e um orbital (j) por sitio (VIANNA; FAZZIO; CANUTO, 2004).

Os vetores unitarios dessa rede sao dados por:

@ = ai+0j e dy = 01 + aj. (5.47)

Com os vetores unitarios da rede real acima e a relagao (2.4), obtemos os vetores da

rede reciproca,

A - A 2 A~
=405 e by =0i+—. (5.48)
a a
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1

Figura 5.4: Representacao da rede quadrada na primeira zona de Brillouin, com seus
respectivos pontos de alta simetria.

5.3.1 Dispersao de energia da rede quadrada

Para encontrarmos a relagao de dispersao de energia da rede quadrada, devemos
resolver a equacao geral de autovalores, equagao (3.12). Considerando somente um orbital

na célula unitéria da rede quadrada, usando (3.12) obtemos:

CHk)  (0H[D))
oSk (@) >49)

Ao substituirmos a equagao (3.1) na rela¢ao acima, obtemos os autovalores de energia,

(k)

levando em conta somente a contribuicao de um orbital na célula unitaria. Logo, o

numerador da equagao (5.49) é dado por:

1 Z'_: 5B N =g N g
(B,H],) = 5 D2 T (0n(r - B)| #|on(r— ). (5.50)
RR
Como o elemento da matriz deve depender apenas de (R" — ﬁ), podemos simplificar

o somatorio duplo considerando R’ = 0:

(@I = 5 3 (ol — B | 1| (). (5.51)

R

Se o overlap entre os orbitais atomicos é pequeno, podemos fazer a aproximacao tight-
binding de primeiros vizinhos, que consiste em supor que a matriz <¢R('F — R) ‘ H ‘ ¢o(f)>
¢ nao-nula apenas se R =0 ou se R = R,,, onde R, é o conjunto de vetores da rede que
ligam os vizinhos mais préximos. Como estamos considerando somente um orbital na

célula unitaria da rede quadrada, lidamos apenas com dois elementos de matrizes,

(60(7) | H | 60(7) = —¢o (5.52)
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(on. (7~ (7)) =, (5.53)

sendo (—¢p) a energia de sitio e (—t') a energia de hopping. Logo, a expressao para o

numerador torna-se:
(@;|H|D)) =~ — 1! e P, (5.54)

O célculo do denominador da equagao (5.49) é feito de forma anéloga, ou seja:

) = S e ).
(5.55)

Novamente, considerando somente a aproximacgao para primeiros vizinhos e, usando

(¢o(F)|do(7)) = 1 (normalizacio) e (¢r, (7 — Ry,)|do(7)) = S (overlap), temos que:

(@)]0,) = 3 32 P (on( )

R.R

(@] @) =1+8) e iffin, (5.56)
Rn
Portanto, a relacao de dispersao de energia pode ser escrita da forma,

—€g — t/ Zé e_ik"Rn
L+.52 5, e in

Para simplificarmos a equacao acima, podemos tomar a condicao de overlap pequeno

E;(k) = (5.57)

(S < 1), de modo que:

k)~ [ —eo—t'> e | [1-8 Y ™ | x| g -t e ®R ] (5.58)
7 i, 7

onde t = t' — ¢,S. Como estamos em busca da relacdo de dispersao de energia da rede
quadrada, aplicaremos a aproximacao tight-binding para os 4 primeiros vizinhos da rede.

Logo, os vetores que determinam as posi¢oes dos primeiros vizinhos (R,,), sao dados por:

ﬁl = CL%, éz = —a%, ﬁg = CL;, é4 = —aj. (559)

Desta maneira, a relacao de dispersao de energia da rede quadrada é encontrada ao

substituirmos a equacao (5.59) na (5.58),
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Ej(k) = —eg—t (e 4 e7hee pthue | eihve) (5.60)
= —¢y — 2t (cos(kya) + cos(kya)). (5.61)

Com as relagoes de dispersao de energia encontradas, o préximo capitulo sera dedicado

a discussoes e resultados obtidos.
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6 Resultados e Discussoes

Uma das formas de descrever estados em um cristal é supor a existéncia de um con-
junto de funcoes-base localizadas sobre os sitios atomicos. Tal método, conhecido por
tight-binding, consiste em fazermos uma combinacao linear de orbitais atomicos localiza-
dos sobre os varios sitios do cristal. Embora o processo analitico seja simples, este método
permite encontrarmos resultados qualitativamente corretos no que diz respeito as propri-
edades eletronicas de um modo geral (VIANNA; FAZZIO; CANUTO, 2004). Entretanto,
em alguns casos onde o numero de orbitais é muito grande, é conveniente desenvolver
modelos matematicos através de cédigos computacionais.

No presente capitulo usamos as linguagens de programacao Fortran e GNU Octave,

para obtermos a estrutura de bandas do grafeno, trans-poliacetileno e da rede quadrada.

6.1 Direcoes de alta simetria do grafeno

Esta secao tem por objetivo, mostrar a dispersao de energia do grafeno nas direcoes
de alta simetria (ﬁ, F—]\Z, ]\ﬁ(), que se encontram na primeira zona de Brillouin (Figura
5.2). Vale ressaltar que, usamos a linguagem de programacao Fortran, onde fizemos uma
comparagao entre as dispersoes de energia (equagao (5.31)), considerando os casos de
overlap: s = 0 e s = 0.129, e adotando o parametro de hopping: t = —2.8 eV (NETO
et al., 2009). Este parametro foi utilizado a fim de nos aproximarmos dos célculos da
literatura.

As figuras (6.1, 6.2 e 6.3) representam a dispersao de energia nas diregoes de alta sime-
tria do grafeno, utlilizando o método tight-binding. Analisando os graficos e comparando-
os, podemos observar que quando consideramos o overlap igual a zero, as curvas (bandas)
sao simétricas, diferentemente do caso em que tomamos o overlap diferente de zero. As
curvas superiores descrevem as bandas de conducao 7*, enquanto que as curvas inferiores

descrevem as bandas de valéncia .
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Figura 6.3: Dispersao de energia do grafeno na direcao M K.
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Podemos observar também que, em ambos os casos (s = 0 e s = 0.129) a banda de
valéncia toca a banda de condugao em apenas um ponto (ponto de alta simetria, K). Este
fato caracteriza o grafeno como um semicondutor de gap zero (GEIM; NOVOSELOV,
2007). Como em todos os outros pontos da zona de Brillouin a distancia em energia entre
a banda de conducao e a de valéncia é muito grande, a regiao de maior interesse para a
maioria dos fenomenos fisicos é a regiao em torno do ponto K.

A auséncia de curvatura na dispersao eletronica proxima do nivel de Fermi, nos tras
consequéncias fisicas bem relevantes. Uma das consequéncias é que, em torno do ponto
K, os elétrons obedecem ao hamiltoniano de Dirac para fermions sem massa (GEIM;
NOVOSELOV, 2007). Em outras palavras, préximo do ponto K os elétrons se comportam
como se nao tivessem massa. Usando a linguagem computacional GNU Octave, podemos
representar as bandas de energia do grafeno considerando somente as interagoes entre

atomos de carbono que sdo primeiros vizinhos (Figura 6.4).

E(k)

Figura 6.4: Representacao das bandas de energia do grafeno.

6.2 Estrutura de bandas do trans-poliacetileno

Nesta segao, de posse da equagao (5.46), usamos a linguagem de programagao Fortran
para obter o grafico das bandas de energia do trans-poliacetileno. Considerando o caso de
overlap: s = 0.2, e fazendo o parametro de hopping: t = —1 eV (SAITO; DRESSELHAUS;
DRESSELHAUS, 1998), obtemos a Figura 6.5.

A Figura (6.5) representa a dispersao de energia do trans-poliacetileno, utlilizando o
método tight-binding. A curva superior (E_) descreve a banda de energia anti-ligante 7,
enquanto que a curva inferior (£, ) descreve a banda de energia ligante w. Vale lembrar
que a molécula do poliacetileno é uma cadeia linear. A justificativa para este fato, esta
na compreensao de que esta molécula é um polimero (BRITO, 2014).

Em particular, o poliacetileno em sua forma isomera trans, ¢ um polimero organico

condutor que, apesar de sua simplicidade, tem grande destaque.
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Figura 6.5: Representacao da dispersao de energia do trans-poliacetileno.

6.3 Direcoes de alta simetria da rede quadrada

Da mesma forma que fizemos nas se¢bes anteriores, usamos a linguagem de pro-
gramagao Fortran para obter graficamente a dispersao de energia da rede quadrada nas
suas direcoes de alta simetria. Cabe destacar, que as estruturas anteriores eram compos-
tas de dois orbitais em sua célula unitaria, de modo que tinhamos duas bandas de energia
correspondente. Na rede quadrada que abordamos, a célula primitiva da estrutura era
formada por apenas um orbital, de maneira que encontramos apenas uma banda para
a dispersao de energia (equagao (5.60)). Fazendo o parametro de hopping: t = 1 eV e
considerando a energia de sitio: ¢y = 1 eV, conseguimos plotar o grafico da energia em
fungao das direcoes de alta simetria (z\ﬁ , 1?) Figura 6.6.

A Figura (6.6) representa a dispersao de energia nas diregoes de alta simetria da
rede quadrada, utlilizando o método tight-binding. Portanto, observamos que a tnica
curva que temos esta associada a banda de valéncia. Este modelo de rede nao é apenas
importante na compreensao do método tight-binding para estruturas cristalinas, pois sua
simplicidade se estende a abordagem do modelo Ising ferromagnético via simulagao monte

carlo, modelo de percolacao por sitios, etc.
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Figura 6.6: Dispersao de energia da rede quadrada nas direcoes m e ﬁ

Neste ponto podemos corroborar que ao utilizar o modelo tight-binding, temos como
primeiro desafio construir uma funcao de onda adequada que satisfaca o teorema de Bloch.
O passo seguinte é construir a funcao de onda em termos de combinacoes lineares de
orbitais atomicos. A partir desta funcao de onda, o calculo subsequente das bandas de
energia é obtido. Vimos que para duas das redes estudadas, a fungao de onda tight-binding
¢ uma combinagao linear de duas fungoes de onda que representam os dois atomos da célula
unitéria.

A obtengao de expressoes analiticas (mesmo que aproximadas) para os autovalores do
hamiltoniano, e com isso, uma previsao de propriedades da estrutura cristalina, mostra
a grande utilidade do método tight-binding. Neste capitulo foi possivel analisar e prever
algumas propriedades das redes estudadas através de sua estrutura de bandas.

E importante notar que apesar da funcao de onda tight-binding ser escrita como uma
combinacgao linear de orbitais localizados, um elétron descrito por esta funcao de onda
tem igual probabilidade de ser encontrado em qualquer sitio da rede, sendo portanto um

elétron de Bloch.
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7 Conclusoes

Nesse trabalho foi possivel encontrar a estrutura de bandas do grafeno, do trans-
poliacetileno e para uma rede quadrada por meio do método tight-binding.

Inicialmente, derivamos a aproximacao tight-binding de tal forma que conseguimos
desenvolver um manual para o calculo da estrutura de bandas.

Além disso, quando aplicamos o método tight-binding no grafeno, vimos que nas
proximidades do nivel de Fermi, ou seja, na vizinhanca do ponto K, os elétrons do grafeno
se comportam como férmions de Dirac sem massa.

Quando calculamos a estrutura de bandas do trans-poliacetileno, verificamos que ele
¢ um polimero condutor, que apresenta propriedades fisicas bastante interessantes quando
dopados. Em seguida, aplicamos o método tight-binding na rede quadrada. Foi possivel
ver que, diferentemente das estruturas estudadas, a rede quadrada possui uma tnica
banda de energia.

Desta maneira, foi visto que a aproximacao tight-binding é util para o entendimento
das propriedades eletronicas do grafeno, do trans-poliacetileno, da rede quadrada e qual-
quer outro material que possui rede cristalina.

Acreditamos que utilizando o mesmo método, este trabalho possa contribuir para
pesquisas futuras, tais como um estudo sobre as propriedades de transporte eletronico

das estruturas abordadas e uma analise sobre as propriedades das nanofitas de grafeno.
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