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Resumo

O oscilador harmonico classico tem analogos em muitos campos da Fisica,
apesar do exemplo mecanico, uma massa presa por uma mola parecer elementar,
fendmenos oscilatorios constituem a base para o entendimento de uma numerosa
quantidade de sistemas fisicos que englobam sistemas macroscépicos e microscé-
picos. No entanto, durante o processo de formacao, os estudantes de Fisica sao,
em geral, apresentados apenas a modelos tedricos destes osciladores onde temos
massas pontuais conectadas a molas ideais compondo sistemas que dificilmente sdo
encontrados em situacoes reais e que, dessa forma, podem levar estes estudantes a
interpretagoes equivocadas do mundo ao seu redor. Tendo em vista este contexto,
usamos neste trabalho um aparato que permite estudar experimentalmente sistemas
oscilantes do tipo massa-mola em diversas situacoes. O aparato foi utilizado para
estudar o comportamento de diversas configuracoes de osciladores harmonicos sob
condigoes que vao desde a presenca de forcas de resisténcia até a influéncia de forgas
externas periddicas. Foi possivel investigar experimentalmente o fenémeno da res-
sonéncia, batimentos, e caracteristicas peculiares de diferentes forcas de resisténcia
impostas ao sistema. Para tanto, foram utilizados sensores reciclados de impresso-
ras em conjunto com alguns componentes eletronicos de baixo custo e a plataforma
Arduino atuando como interface para leitura e transferéncia de dados.

Palavras-chaves: Oscilador Harmoénico Cléssico. Sensores. Arduino.



Abstract

The classical harmonic oscillator has analogues in many fields of physics,
despite the mechanical example, a mass trapped by a spring seem elemental, os-
cillatory phenomena form the basis for the understanding of a large number of
physical systems that encompass macroscopic and microscopic. However, during
the training process, physics students are usually presented only to the theoreti-
cal models of these oscillators where we have point masses connected to the ideal
springs composing systems that are difficult to find in real situations and that, in
this way, can lead these students to the misinterpretations of the world around
them. Considering this context, we use developed in this work an apparatus that
allows experimental study of oscillating systems of the mass-spring type in different
situations. The apparatus was used to study the behavior of several configurations
of harmonic oscillators under conditions ranging from the presence of resistance
forces to the influence of periodic external forces. It was possible to experimentally
investigate the phenomenon of resonance, beats, and peculiar characteristics of dif-
ferent resistance forces imposed on the system. For this purpose, recycled printer
sensors were used in conjunction with some low cost electronic components and the
Arduino platform acting as interface for reading and data transfer.

Keywords: Classical Harmonic Oscillator. Sensor. Arduino.
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1 Introducao

Os sistemas fisicos observados na natureza sao de maneira geral complexos, de
modo que do ponto de vista fisico nao é facil obter uma descricdo precisa e completa
mesmo em fendémenos cotidianos. Tendo em vista estas dificuldades, os fisicos se em-
penham na construcao de modelos que expliquem o comportamento de apenas alguns
aspectos de sistemas fisicos isolando seus componentes mais importantes. Neste processo,
frequentemente sao formuladas de leis Fisicas, que tem suas validades testadas a partir

da experimentacao.

No ambito dessas teorias, tem-se a Dinamica, seguimento da Mecanica Cldssica
que dedica o estudo aos movimentos de particulas, sistemas de particulas e corpos rigidos
sob a acao de forcas. A partir do século XVII, os conceitos e principios fundamentais da
Dinamica Classica surgiram significativamente com as ideias de Galileu, com seguimentos

de Newton, Huygens, Leibniz, Euler, Lagrange, d’Alembert e Hamilton [2].

A mecénica newtoniana formulada por Isaac Newton descreve o movimento de
particulas no espaco como consequéncia das interagoes delas entre si e com o meio externo.
Newton, ao descrever o movimento dessas particulas, buscava determinar as posig¢oes dos
corpos no espago, levando em conta o tempo como parametro de medida. Como foco da
construcao dessa teoria, tem-se a concepcao central de conservagao do momento como
estado fundamental e a variacdo temporal dessa grandeza como uma consequéncia de
interacgoes fisicas devido ao meio externo, na qual introduziu, por sua vez, a noc¢ao de

forca [3].

A contribuicdo de Galileu com estudos sistematicos de movimento, em torno de
1600, proporcionou avangos na teoria newtoniana da mecanica. O tratamento da dindmica
do movimento de um corpo é baseado no estudo de sua trajetoria espacial em funcao do
parametro tempo. A formulagdo como um todo realiza-se em termos da esséncia constru-
tiva da teoria newtoniana, cuja caracterizacdo se fundamenta nas grandezas mensuraveis
posicao e tempo. A grandeza fisica central no que compete o estudo e a interpretacao fisica
da dindmica newtoniana é o momento. A grandeza forca representa a variacao temporal
do momento, cuja configuragao é dada por um campo vetorial fixado a cada ponto do
espago variavel no tempo, espaco de fase [4]. A vista disso, para se estudar a dinamica
de corpos e sistemas dotados de massa e elasticidade, solicita-se a construgao de modelos

tedricos para os campos de forgcas onde ocorre o movimento.

No contexto da mecanica, uma forca que conduz o retorno de um sistema pertur-
bado ao seu estado de equilibrio é conhecida como restauradora, esse tipo de forga permite

descrever o comportamento de muitos sistemas mecanicos ligeiramente perturbados, e a
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relevancia de se estudar cuidadosamente a implicacao dessa na natureza se da, sobretudo,
pois a natureza de oscilagoes decorrente desse tipo de forga possui andlogos préoximos em

muitos outros campos da fisica [5].

Este trabalho tem como objetivo compreender a fenomenologia das oscilagoes por
meio do estudo do movimento dessa manifestacao, de modo que a decorréncia desse conhe-
cimento contribua com a divulgacao cientifica da tematica. Além disso, a fim de obter um
estudo sofisticado do movimento oscilatorio, avaliamos experimentalmente a natureza da
resposta do sistema dinamico quando sujeito a uma forga externa senoidal e sob influén-
cia de uma forga de impulso de curta aplicacdo no oscilador, assim como, caracteristicas
peculiares das forcas de resisténcia existentes na natureza, ja que a forca resistiva é pre-
sente nos sistemas oscilatérios. Adotamos uma metodologia experimental cuja aquisi¢ao

e tratamento de dados é feita com a plataforma Arduino funcionando como interface.

Experimentos controlados por microcontroladores sao usados em projetos de au-
tomacao. Os microcontroladores sao adequados para coleta e controle de dados em ex-
perimentos de Fisica, o mais popular entre os usuérios, sao os ATmega’s do Arduino. A
adoc¢ao do Arduino é financeiramente viavel, a plataforma apresenta baixo custo, cerca de
2,5 délares por unidade, facil programacao, variedades nas placas e grande quantidade de

material disponivel para acesso na internet [6].

Atualmente, a adoc¢ao do projeto Arduino tem sido muito comum na investigacao
de fenomenos fisicos. A maioria dos trabalhos publicados nos tltimos anos, ao se tratar
de experimentacao com aquisicio de dados a baixo custo, teve a plataforma Arduino
atuando como interface nos projetos de Fisica. A investigacao de fendmenos ondulatorios,

mecanicos, térmicos e eletronicos podem ser encontrados nos trabalhos [7, 8, 9, 10, 11].

Estruturamos esse trabalho dividindo-o em cinco capitulos, o primeiro de introdu-
¢do a tematica da dinamica das oscilagoes. No segundo capitulo, abordamos a formulagao,
o modelo analitico do comportamento oscilatorio e o limite de validade da resposta di-
namica de sistemas lineares. No terceiro capitulo, abordamos os detalhes descritivos do
sistema oscilatorio em termos das equagoes analiticas que governam seu comportamento
quando sujeito a determinadas condigoes iniciais, a previsao tedrica e a simulacdo compu-
tacional de cada comportamento. No quarto capitulo, descrevemos o método experimental
implantado, detalhando a metodologia de aquisicao de dados e montagens experimentais.
Por fim, discutimos os resultados experimentais no quinto capitulo, fundamentando os
fendmenos ocorridos no oscilador com base no observado. Na tentativa de avaliar o de-

sempenho experimental, elaboramos uma conclusao.



18

?2 Dinamica dos movimentos oscilatorios

Um dos precursores da ciéncia experimental, Galileu Galilei (1564 - 1642), no seu
estudo das leis do movimento, escreveu o primeiro tratado da dindmica, em 1590 [2].
O filésofo florentino observando o comportamento de um péndulo simples na catedral
em Pisa, analisou o periodo do aparato mecanico com sua pulsagao. A partir dai, Galileu
obteve uma série de resultados interessantes sobre corpos oscilatorios, descrevendo relagoes

entre frequéncia, periodo e comprimento de um péndulo simples.

Isaac Newton (1642 - 1727), publicou em seu tratado monumental, Os Principios
Matematicos da Filosofia Natural, em 1687, as trés leis do movimento [3]. Este conjunto
de leis permitiu a descricio de movimento de particulas e corpos rigidos consolidando

conceitos estudados por Galileu e apresentando novas ideias.

Sob outra perspectiva, no tratamento analitico, atribuida a Leibniz (1646 - 1716) e
Lagrange (1736 - 1813), as equagoes sao expressas em termos de coordenadas arbitrarias
independentes, operando com grandezas escalares, energia cinética e energia potencial,
sem empregar a nocao de forcas de interacao. Em substituicao as forgas e aceleragoes
vetoriais caracteristicos do tratamento newtoniano, as equacgoes de Lagrange possuem
a vantagem de se adequar as coordenadas generalizadas arbitrarias [12]. E importante
ressaltar que tanto o tratamento newtoniano quanto os tratamentos Hamilton-Lagrange
fornecem os mesmos resultados e apresentam vantagens e desvantagens a depender do

problema em questao.

A fim de estudar o movimento oscilatério no dominio do tempo, trataremos da
dindmica das oscilagoes lineares de um corpo e as forgas coligadas a ele, por meio das
equagoes diferenciais na variavel temporal que governam o movimento com um grau de
liberdade. De modo geral, um sistema oscilatorio compoe um meio de armazenamento de
energia potencial, mola ou elasticidade, um meio de armazenamento de energia cinética,

massa ou inércia, e um meio de perda gradativa de energia, amortecimento [13].

Um sistema em oscilacao trabalha com a transmissao alternada de energia cinética
em potencial vice-versa e, no amortecimento, certa quantidade energética é dissipada a
cada periodo de oscilagdo, em contrapartida, para manter um regime permanente de

oscilagao, necessita-se de uma acgao externa atuante no sistema.

As acOes externas que agem sobre um sistema oscilatério sdo deterministicas
quando sua magnitude for conhecida em qualquer instante, nessa situacdo, o método
de analise dindmica inclui o comportamento analitico ou numérico em fun¢ao do tempo.
E podem ser randomicas, quando a magnitude das a¢des nao é determinada num instante

qualquer, nessa circunstancia, o tratamento dinamico revela alguma regularidade estatis-
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tica, cujas agoes estabelecem caracteristicas probabilisticas em seu comportamento [4]. A
velocidade do vento, o movimento do solo ao longo do tempo de atuacao de um terremoto
sao exemplos de vibracoes aleatérias, nesses casos, a resposta ao movimento ¢ descrita

sob quantidades estatisticas, e ndo cabe ao presente estudo essa abordagem.

As oscilagoes possuem classificagoes importantes, e com base nessas defini¢oes
e limitacoes do oscilador, pode-se construir o modelo teérico para analise do seu com-
portamento. As vibragoes sao livres quando, apds uma perturbacao inicial, o sistema
permanecer oscilando livremente, sem a atuagao de agentes externos. Por exemplo, as
oscilagoes em sistemas mecanicos do tipo péndulo simples e oscilador harmonico simples.
Em contrapartida, as vibragoes sao forcadas quando no sistema atuar um agente externo.
Oscilagoes que surgem em maquinas possuem essa caracteristica. Um evento interessante
ocorre quando a frequéncia de excitagdo externa coincide com a frequéncia natural do
sistema vibratoério, em tal condigao resulta o estado de ressondncia, com ela, o sistema

fisico vibra com amplitudes cada vez mais superiores [14].

As oscilagoes amortecidas, todavia, retratam de forma muito abrangente o com-
portamento oscilatorio que ocorre na natureza. Geralmente sao resultantes do atrito ou
alguma outra resisténcia durante a oscilacao, esse elemento implica no amortecimento
do movimento até o ponto o qual ndo haverd mais oscilagao [5]. Em certos sistemas fisi-
cos o quantitativo de amortecimento é insignificante comparado ao conjunto oscilatorio
como um todo, amortecimento fraco, de pouca influéncia no calculo, no entanto, na ana-
lise de perturbagoes proximas da ressonancia a consideracao do amortecimento torna-se

indispensavel, caso tipico observado em circuitos elétricos.

A constancia na discussao dos sistemas oscilatorios lineares advém da abrangéncia
dos fendmenos oscilatérios em muitos ramos da fisica e da engenharia. E permitido, sobre-
tudo, o emprego de aproximacoes lineares no estudo dos sistemas devido a obtencao da
resposta ao movimento, em grande parte, aplicando métodos analiticos, visto que, o prin-
cipio de superposicao de efeitos é valido e as técnicas matemaéaticas para o desenvolvimento

do problema sao mais conhecidas.

A resposta ao movimento oscilatorio depende, em geral, das condigoes iniciais
da situagao, assim como das excitagoes externas, variavel de entrada no sistema. Em
muitos casos o comportamento global do sistema ¢é conhecido a partir de um modelo
fisico, cuja modelagem matematica dispoe das equagoes governantes do movimento, nas
quais as solugoes revelam as caracteristicas fisicas do problema. A seguir, discutiremos o
mecanismo oscilatério a partir da analise dinamica de sistemas vibratérios, observando a
resposta do sistema com base nas variaveis de entrada no oscilador. Para isso, devemos
antes entender o comportamento dos componentes bésicos de um oscilador (massa, mola

e amortecedor), e seus limites de validade.
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2.1 Componentes de um oscilador

Admitindo que uma particula em movimento oscilatorio possua a posicao de equi-
librio estavel, onde a origem do sistema de referéncia coincida com esse ponto, mova-se
em apenas uma direcdo. Caso essa particula sofra um deslocamento, uma determinada
forca tende a restaura-la para sua posicao de equilibrio, como por exemplo, um atomo

numa extensa cadeia molecular [5].

Considerando em particular o caso onde a forca de restauracao é uma funcao da
posicao, e o elo mecanico, mola, é linear, sendo desprezivel sua inércia e amortecimento.
A forga desenvolvida pela mola descreve a forca de restauracao e suas derivadas sao
continuas. Dessa forma, a expansao em série de Taylor em torno do ponto de equilibrio

estatico, x = 0, é dada por:
dF 1 d*F 1 AdF
F(x) = F — —2? | — gl [u—
(z) O—i_x<alar:>0—i_2!3j <dx2>0+3!x <dx3>0+

Visto que Fy é nulo, pois significa a quantidade da for¢a na origem. Para valo-

res pequenos de deslocamento x, os termos de derivadas de ordem superior podem ser

F) = o (C;i)()'

Definindo k a rigidez da mola linearizada em x = 0, de maneira que:

k:_@).
/o

Em razao da forca de restauracao ter direcao contraria ao sentido de deslocamento,

a derivada (%)0 é negativa, e k uma constante positiva. Assim, a aproximagao é:

desprezados, portanto:

F(z) = —kuz. (2.1)

As molas reais sdo nao lineares e respeitam a expressao 2.1 até um determinado li-
mite de deformacao. Ao ultrapassar esse limite, a tensao ultrapassa o limite de escoamento
do material e a relagao for¢a/deformagao converte-se em nao linear [15]. Os processos fisi-
cos que obedecem a lei de Hooke, indicada na equacao 2.1 envolvem deformacoes elasticas.
A aproximacao das forgas lineares oriunda da lei de Hooke tem validade no limite de pe-

quenas amplitudes de oscilagao.

Nos sistemas fisicos, a determinacao das causas do amortecimento sao extrema-
mente dificeis, em geral, o que se sabe é que a energia de oscilacao é gradativamente dis-
sipada em forma de calor, som, histerese e atrito durante o movimento. O amortecimento

é oriundo da forga de retardo cuja realizacao de trabalho implica numa perda de energia
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mecanica. Como consequéncia disso, modelam-se tipos de amortecimento, classificando-os

em amortecimento viscoso, amortecimento de coulomb e amortecimento por histerese.

O amortecimento viscoso ocorre quando um sistema oscila em um meio fluido (ar,
agua, 6leo e gas), cuja resisténcia ofertada pelo fluido na particula durante o movimento
indica a perda de energia. Em muitos casos, onde a variagao da velocidade é pequena,
a forca de retardo desse mecanismo é geralmente proporcional a alguma poténcia da
velocidade. Essa forca de resisténcia é conhecida como forca de arrasto, com dire¢ao que
se opoe ao sentido do movimento e magnitude acima da velocidade do som. Exemplos
caracteristicos de amortecimento viscoso se observa em peliculas de fluido entre superficies

deslizantes e em fluxo de fluido ao redor de um pistdo dentro de um cilindro [16].

A previsao desse resultado é verificado experimentalmente pela construgao de um
modelo de amortecedor utilizando duas placas paralelas de area A separadas por um fluido
newtoniano de viscosidade p, a uma distancia d uma da outra, indicamos esse modelo de

amortecedor a seguir na Figura 1.

Figura 1: Construgao de um amortecedor viscoso com placas planas paralelas separadas
por um fluido newtoniano. Fonte: Autoria propria

Admitindo que uma placa superior seja puxada para a direita com velocidade vy,
as camadas de fluido que tocam a placa que se desloca, movem-se com uma velocidade vy,
enquanto as camadas de fluido préximas da placa fixa nao se movem [17]. Considerando
entdao que as velocidades das camadas de fluido variam linearmente de 0 a v, pela lei de
Newton da viscosidade, a tensao de cisalhamento 7 orientada na camada a uma distancia
y da placa fixa ¢é indicada por:

F dv

Onde Z—; é o gradiente de velocidade. A forga de resisténcia observada na superficie
inferior da placa que se desloca é:

A
F= %’Uo. = F = cuy. (22)
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A constante de proporcionalidade ¢ = % é o coeficiente de viscosidade, denomi-
nada constante de amortecimento. Sua unidade no SI é Ns/m?. Se o amortecedor for nao
linear, geralmente se usa um processo de linearizagao ao redor da velocidade de operacao

[16]. No processo de linearizagdo, a constante de amortecimento expressa:

dF

C = —
dv
v

No amortecimento por atrito seco, chamado de Coulomb, as ‘leis de forga’ para esse
tipo de atrito s@o empiricas, o fendmeno estd intimamente ligado a natureza dos materiais
e ao estado das superficies envolvidas, o grau de polimento, a presenca de lubrificantes e
a oxidagao, sao fatores de forte influéncia na realizacao deste. A intensidade da forga de
amortecimento é uniforme e experimentalmente independente da velocidade, em sentido

oposto ao movimento do corpo oscilatério [3].

O amortecimento de comportamento constante ¢ causado pelo atrito entre su-
perficies secas em contato. A equagao de movimento com amortecimento de Coulomb
apresenta pontos de descontinuidade, a frequéncia natural do sistema nao se altera no
amortecimento e a amplitude sofre uma redugdo numa taxa linear uma vez que essa re-
dugdo no amortecimento viscoso ocorre exponencialmente [18]. Reservamos uma se¢ao
no proximo capitulo para tratarmos desse caso especial, pois o comportamento mecanico
desse problema tras particularidades, em vista disso, se torna complicado o desenvolvi-
mento de um modelo analitico generalizado para este problema, veremos que a inserc¢ao

de métodos numéricos podem resolver essa problemaética.

Um material ao se deformar, dissipa e absorve energia, isso é produto do atrito en-
tre as superficies internas que deslizam durante a deformacao. Na oscilagao de um corpo
com amortecimento histerético, o diagrama de tensao/deformagao descreve uma curva
de histerese. A histerese é fortemente relacionada a sistemas nao lineares, consiste numa
propriedade de materiais ou sistemas fisicos em manter suas caracteristicas mesmo com
a continuidade das solicitagOes que as provocam. Esse fendomeno surge ao se estudar ele-
tromagnetismo, elasticidade e plasticidade em materiais e oscilagbes em redes cristalinas.
A principal caracteristica vincula os estimulos, forcas e tensoes, a resposta do sistema,
deslocamento, na formagao de ciclos fechados ao variar o estimulo de forma continua e

periédica, com amplitude suficientemente grande [19].

No limite de baixas velocidades, é comumente adotado o modelo de amortecimento
viscoso na abordagem dos problemas que envolve o sistema mecanico oscilatorio. O terceiro
componente do sistema eldstico é a massa (inércia). Admite-se a massa como um corpo
rigido na qual pode ganhar ou perder energia cinética a medida que ocorre variacao da

sua velocidade.
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3 Oscilacoes

Visto o comportamento dos elementos que compoem o modelo mecanico tedrico,
partiremos para os detalhes descritivos do sistema oscilatério em termos das equacoes
analiticas que governam seu comportamento quando o problema esta sujeito a deter-
minadas condicoes iniciais, assim como a simulacio em Matlab' da resposta oscilatéria
dos sistemas. O movimento oscilatorio ao se repetir em intervalos de tempo iguais gera
um movimento periddico, a categoria mais simples de movimento com periodicidade é o

movimento harmonico.

3.1 Oscilagoes harmonicas

Possivelmente o mecanismo mais simples cujos movimentos respeitam uma equagao
diferencial homogénea de segunda ordem com coeficientes constantes seja uma massa
suspensa verticalmente por uma mola [13]. Dessa forma, considerando uma particula de
massa m ligada a uma mola de massa desprezivel na posicao vertical, Figura 2, buscaremos

a equacao diferencial que caracteriza o sistema oscilatorio.

a) b) c)

Figura 2: a) Indicagdo do comprimento natural da mola. b) Posigao de equilibrio da par-
ticula pendurada. c¢) Posigao arbitraria em oscilagao. Fonte: Autoria prépria

1 Consiste em um pacote de programas que pode ser usado para a solucio de uma variedade de pro-

blemas cientificos e de engenharia, entre eles, equagoes algébricas lineares, equagbes nao lineares,
diferenciacio, integragdo numérica, equagoes diferenciais entre outros [16]. Reservamos no apéndice
A um setor sobre o Matlab.
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Admitindo que a mola se encontra inicialmente em seu comprimento natural, e
devido a adi¢do de uma massa m, a posicao de equilibrio do sistema passa ter como
referéncia o eixo em O onde xy representa o alongamento em relacao ao eixo O’, faremos
uma transformacao para que tenhamos o equilibrio estavel do sistema orientado pelo eixo
O. A equagado de movimento em relagao a O’, pela segunda lei de Newton, é indicada por:

2.0 2./
F(x) :md—x = —ka'+mg. = d—x+£x':g.
dt? a2~ m

Tomada essa orientagao percebemos a presenca de um termo na qual torna a
equacao nao homogénea, poderiamos sem problema nenhum resolver a equacgao diferen-
cial encontrando a solu¢ao homogénea e a solucao particular, no entanto, se realizarmos
uma operagao de modo que o termo constante seja naturalmente eliminado, obtemos a
edo homogénea tipica de um oscilador harmonico simples. Dessa maneira, observando a
configuragao do oscilador massa/mola, na Figura 2, sabemos que x = 2’ — xy e como no
equilibrio temos, mg = kzy, entdo, xo = mg/k, cujo valor de xy é uma constante, isto é,
as derivadas de 2’ e = sdo iguais. Assim:

de'  dux Pz’ dPx
At A e e
Dessa forma, concluimos que:

Az 2

mﬁ+k‘x’:mg. — m£+k(az+xo):mg.
To etk — L ey
m— + kx + kxg = myg. m—- + kx +mg = mg.
a2 0 g di2 g 9
d*z  k
Syt
dt2+mx

E comumente adotado no oscilador massa/mola, a origem do plano de referéncia
na posicao de equilibrio incrementada a massa sem influéncia do peso, porém, sabemos
que isso é devido a transformacao feita nos sistemas de coordenadas. Realizando a anélise
dimensional de k/m, verificamos que o termo tem dimensdo de frequéncia angular ao

quadrado, assim:

Dessa forma, a equacao de movimento do sistema que consiste em uma edo de

segunda ordem homogénea é:

d2
de +woz = 0, (3.1)
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Podemos encontrar a solucao dessa equacao diferencial substituindo os termos da

edo pelos termos da equacao quadratica do tipo:

m?+wy>=0. = m = tiw,.

Cujas raizes sao complexas e distintas, portanto, a solucao geral é formada pela

combinacao linear das duas fungoes linearmente independentes, assim:

x(t) = Aje™°t + Aje ™ot

Expressando-a em termos trigonométricos, utilizando a formula de Euler podemos

reescrever a solucao geral da seguinte maneira:

x(t) = Ai(coswpt + isenwot) + As(coswot — i sen wyt).

z(t) = (A1 + Ag) coswyt + (A1 — Ag)isen wot.

As constantes A; e Ay sdo arbitrarias, porém estas constantes podem ser comple-
xas, o numero de elementos independentes pode ser reduzido para dois, tornando A; e
As conjugados complexos. Para gerar as combinagoes de A; e Ay um par arbitrario de

constantes, reduzimos a expressao de maneira que:

x(t) = C coswpt + Cy sen wyt.

Lembramos da relagao trigonométrica cos (o — A) = cosacos A + senasen \, e

definindo as constantes C; e Cy como, C; = Acos¢ e Cy = Asen ¢. Obtemos:

x(t) = Acos ¢ coswot + Asen ¢ sen wpt.

x(t) = Acos (wot — ). (3.2)

Dependendo da defini¢ao exata da fase ¢, a solucao pode ser escrita de uma forma

alternativa, onde as fases ¢ e n diferem entre si por 7, essa alteracdo no angulo de fase
representa uma mudanga no instante inicial ¢ = 0, assim temos também como solugao da

equacao a seguinte expressao:

x(t) = Asen (wot — n). (3.3)

As equagodes 3.2 e 3.3 exibem o comportamento senoidal do deslocamento do oscila-
dor harmonico simples, onde A é a maxima distancia que o corpo pode ir em relagao a sua
posigao de equilibrio, ou seja, amplitude do movimento. O ¢ e 1, angulos de fase, repre-
sentam onde o movimento se inicia. Abaixo ilustramos um exemplo desse comportamento,

na Figura 3, impondo condi¢oes iniciais.
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x(t) = Acos(wyt — @)

5r T T T T T T

T A=5m
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Figura 3: Resposta harmonica do oscilador harmonico simples. Fonte: Autoria propria

Nas equagoes de func¢des harmoénicas do tempo o movimento é simétrico em rela-
¢ao a posicao de equilibrio da massa, a velocidade apresenta um ponto de maximo e a
aceleragao ¢ nula toda vez que a particula passa pela posicao de equilibrio. Nos deslo-
camentos extremos, a velocidade é nula e a aceleracao é maxima. Além disso, podemos

obter a energia total do oscilador. Para isso devemos encontrar a energia cinética.

7=t (% 2 — 7=l *(wot — ¢)
=gm{ |- = gmATwe”sen(wo .
L g2
T = ikA sen “(wot — ¢). (3.4)

A energia potencial do oscilador pode ser obtida pelo calculo do trabalho necessario
para deslocar o corpo a uma distancia x. Em oposicao a forca restauradora, a quantidade

incremental de trabalho dWW para movimentar o corpo a uma distancia dx é:

dW = —Fdx = kxdzx.

x 1 9
U:/ kxdr. — U:§k$.

0

U= ;k:AQ cos ?(wot — ). (3.5)

A energia mecénica total do oscilador é a soma da energia cinética T' com a energia

potencial U, portanto:

E=T+U — E:;kAQ[senQ(wot—gb)—l—cosQ(wot—gzﬁ)].

1
E = 5k:A?. (3.6)
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Nota-se que o resultado é constante, independe do tempo, com isso a energia se
conserva, de fato nao ha dissipagdo ja que a principio nao levamos em conta perdas por
atrito ou agoes externas de forcas. A energia depende apenas da amplitude e da rigidez
da mola, sendo proporcional ao quadrado da amplitude, resultado geral para sistemas
lineares. O periodo de movimento é definido como o intervalo de tempo entre as repeti¢oes
sucessivas da posi¢ao da particula. Esse intervalo ocorre quando o argumento da funcao

trigonométrica aumenta por 27, ou seja:

WoTo = 27. — 7'0:277'1/%.

Assim, a frequéncia 14 é indicada por:

o=+ -1 |k (3.7)

o 2m\m
Observa-se que o periodo do oscilador harmoénico simples nao depende da ampli-
tude, isto é, da energia mecanica total do sistema. Um sistema que assume essa caracte-
ristica é conhecido como isécrono [20]. Destacamos que esse é um caso especial, isto pois,
s6 ocorre no limite da aproximagao de primeira ordem (Lei de Hooke), caso a amplitude

aumentasse muito a forca deixaria de ser linear.

Nas préximas se¢oes daremos inicio ao tratamento de sistemas sujeitos a forgas
dissipativas (amortecimento). Iniciaremos apresentando um sistema massa/mola sujeito
a acao de uma forca de magnitude constante, esse problema é interessante pois embora o
sistema massa/mola seja frequentemente estudado no contexto dos osciladores em fisica,
o sistema amortecido por uma forca de magnitude constante raramente aparece discutido

nos livros didaticos da area.

3.2 Oscilacoes livres com amortecimento constante

O amortecimento constante ¢é resultado do deslizamento de duas superficies secas,
onde a forga de amortecimento (atrito) é igual ao produto entre a for¢a normal e o coefi-
ciente de atrito (F' = Nu), evidéncias experimentais exibem independéncia da velocidade

e do deslocamento nesse tipo de amortecimento [14].

Por simplicidade vamos considerar um sistema com apenas um grau de liberdade
sujeito a atrito entre superficies secas conforme representado na Figura 4a. Sabemos que a
forca de atrito sempre é oposta a tendéncia de movimento e, portanto, o seu sentido varia
a cada ciclo seguindo as alteracdes no sentido da velocidade. Dessa forma, a equagao
diferencial de movimento serd diferente em intervalos de meio ciclo, ou seja, devemos
considerar em nossos calculos dois casos especificos, seguindo a orientagdo da forca de

atrito conforme observamos na Figura 4b e 4c.
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Figura 4: a) Oscilador massa/mola com atrito entre superficies secas. b) Caso 1. x > 0 e
v >0.c) Caso 2. 2 <0 ewv < 0. Fonte: Autoria prépria

No primeiro caso, notamos que quando o deslocamento é positivo (z > 0), segundo
a nossa orientacao de referéncia, a velocidade também é positiva (fl—f > (), a particula se
movimenta da esquerda para a direita, com isso, pela segunda lei de Newton a equacao

de movimento é dada por:

d*x d*r k uN
@Y kp—uN. = LT - HY
mdt2 TTH dt? + mx m
d*x uN

Onde temos wy? = % Essa equacao diferencial ndao homogénea possui duas parce-
las em sua solugao geral, uma delas consiste na solugao complementar, discutida anteri-

ormente em oscilacoes harmonicas, cuja solugao é indicada por:

xp(t) = Ay coswot + Az sen wpt.

A outra parcela consiste na solu¢ao particular, para encontrar o formato dessa
solucao, utilizando o método dos coeficientes a determinar, obtém-se a solugao particular
que representa a combinacao linear de um conjunto linearmente independente de funcgoes,
para esse problema o termo nao homogéneo constitui de uma constante, admitimos que
a solucao tem a seguinte forma:
day _ 0 d*z,

7 . = 72 =0.

rp(t) = A =

Substituindo a derivada segunda e a funcao na equagao diferencial 3.8, temos:

N
WA= o Y
m mwg
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r(t)=A=——.
(1) :

Portanto, a solugao geral pode ser expressa de tal forma que A; e Ay sdo constantes
cujos valores dependem das condigoes iniciais desse meio ciclo.

N
x(t) = Ay coswot + Ag senwot — % (3.9)

No segundo caso, observamos que quando o deslocamento é negativo (z < 0)
mediante o sistema de referéncia adotado, a velocidade é negativa (fl—f < 0), a particula se

movimenta da direita para a esquerda, pela segunda lei de Newton obtemos a equacao:

d*x A uN
— =k N = —+4+—0="—.
" v dt? + m> " m
d*x ,uN
—_—. 3.10
dat? T m (3.10)

De maneira analoga ao primeiro caso, a solucao geral para essa fracao do problema
¢ indicada pela expressao:
N

x(t) = Ascoswot + Ay senwot + 'u? (3.11)

Com As e A, constantes a serem determinadas pelas condigoes iniciais desse meio
ciclo. As solucoes encontradas indicam que para cada meio ciclo o movimento é harmonico

N
e a posicio de equilibrio muda de ¥ para —E=.

Nota-se que a aplicagao da segunda lei de Newton a particula produz duas equagoes
diferenciais lineares que descrevem a funcdo de posicao da massa dependendo de sua
velocidade. Interpretamos que cada fragao de solugao so é valida até o ponto de ‘virada’
no oscilador, ou seja, cada solugao tem validade até certo ponto havendo uma alternancia
entre as duas solucoes encontradas na analise do problema. O ideal é encontrar uma tinica

equagao que expresse o comportamento do problema em sua totalidade.

A fim de expressar as equagoes 3.8 e 3.10 em uma s6 configuracao iremos adotar
uma fun¢ao que contemple ambas solucoes, a fungao mais adequada para essa problema-
tica é denominada fung¢do sinal. Em matematica essa funcao retorna o sinal do ntimero

real, e possui a seguinte defini¢ao [21]:

-1, x <0
sgnx = 0, rz =0 (3.12)
1, x>0

Introduzindo essa fun¢dao nas equagoes de movimento, sabendo que N = mg,
podemos expressa-las em uma sé equagao da seguinte forma:
d2

dx
mos + mgusgn (dt) + kx = 0.
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dx

dz k
p7e) + gusgn <dt> + L= 0. (3.13)

Onde sgn (dz/dt) é a fungao sinal, cujo valor segue a definicao 3.12. Essa equagao
diferencial revela pontos de descontinuidade no problema. E trabalhoso encontrar anali-
ticamente a resposta do movimento, contudo, métodos numéricos podem ser utilizados
para resolver essa problemdtica, utilizaremos por conveniéncia o método de Runge-Kutta®

pois iremos determinar a resposta dindmica do oscilador programando numa rotina em
Matlab.

O programa Matlab possui diversas fungoes residentes nas quais sao usadas para
resolver desde uma tnica equagao diferencial ordinaria a sistemas de equagoes diferenciais
ordindrias de primeira ordem [22]. A funcao residente do Matlab utilizada para resolver o
sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem que iremos obter implementando no
problema o método de Runge-Kutta explicitos de segunda ordem ¢ a ‘ode23’; indicada

para problemas como o da equagao 3.13.

A solucao numérica é um procedimento na qual se emprega o calculo de estimativa
para a solugao associada a um conjunto de pontos discretos. O processo para determinar
a solucao ¢ incremental, feito passo a passo, comecando do ponto onde o valor inicial
é fornecido. A partir dai de posse da solugdao conhecida no primeiro ponto determina-se
uma solucao em um segundo ponto, e assim por diante. Nos processos que abordam passos
simples a solugdo no ponto seguinte, x;.1 é calculada a partir da solugao conhecida no

ponto atual z; [23].

O métodos explicitos de calculo numérico sdo aqueles que calculam o estado do
sistema em um tempo posterior ao estado atual, ao passo que métodos implicitos obtém
a solugao resolvendo a equagao que envolve ambos estados do sistema [22]. Detemos de
um problema cujo método explicito de calculo numérico se fard 1til para os calculos, nele
se usa uma formula explicita para calcular o valor da variavel dependente no préximo
valor da variavel independente em uma férmula explicita, o proximo valor desconhecido

da variavel dependente y;.1, é calculado utilizando uma expressao na forma:
Yiv1 = f(xz, Tit1, yi)~

Onde z;, y; e ;41 sdo grandezas conhecidas. Utilizaremos o método numérico para
o presente problema pois uma equacao diferencial de ordem n deve ser convertida em um
sistema de n equacgoes diferenciais de primeira ordem antes de empregar a fungao residente
em Matlab [16], isto é, primeiramente devemos resolver a equacao diferencial de segunda

ordem pelo método de Runge-Kutta, na qual vamos gerar duas equacoes diferenciais de

2 Os métodos de Runge-Kutta formam uma familia de métodos iterativos implicitos e explicitos para

a resolugdo numérica de solugdes de equagoes diferenciais ordindrias, técnica esta desenvolvida por
volta de 1900 pelos matematicos C. Runge e M.W. Kutta.
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dz(0)
dt

reescrever a equacao 3.13 como um conjunto de duas equacoes diferenciais de primeira

primeira ordem. Admitindo as seguintes condigoes iniciais, z(0) = 0,5 e

= 0, para

ordem, mediante a introducgao de:

dv _ doy
dt — dt’

1 =T € To9 =

Devemos, pelo método, fazer:

dry
dt

=2 = f1($1,l’2)-

Assim, pela equacao 3.13, obtemos:

dl‘g

k k
+ pgsgn(wz) + Exl =0. = ar —pgsgn(wz) — Exl = fa(x1, 22).

deQ

dt

Em notacdo matricial observa-se:

djz _ f1($1,$2) _ )
a7 { fa(1, 23) } { —pgsgn(zz) — i1 } 10

. $1(O)
<O) B { $2(0) }

Por fim, ao simular a resposta da oscilagao livre de um sistema com amortecimento

Onde

constante em uma rotina no Matlab, utilizando ode23 para os seguintes parametros do
oscilador, m = 10 kg, k =200 N/m e pn = 0,5, obtemos a resposta indicada na Figura 5.
Reescrevemos a equacao do problema na forma matricial, pois as entradas no programa

em Matlab fara a leitura por meio da introdugao dos parametros em forma de matrizes.

5 T T T T T

4 .

Amplitude (m)
T
I

5 1 | I 1 I 1 I
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Tempo (s)

Figura 5: Resposta do oscilador com amortecimento constante. Fonte: Autoria prépria
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Como podemos observar pelo procedimento numérico, o processo para determinar
a solucao do problema de oscilagbes com amortecimento constante é incremental, feito
passo a passo em acordo com as duas equagoes de movimento encontrada nas solugoes em
3.9 e 3.11, cada uma no seu respectivo meio ciclo, todavia, as iteragoes do problema podem

ser avaliadas analiticamente pela simulacao das solugdes 3.9 e 3.11, dividindo o eixo do

tempo em seguimentos separados por, % = 0, isto é, intervalos de tempo com dire¢oes de

movimento diferentes, vamos inferir que as condi¢des inciais do ponto de partida sejam

dz
dt

as condigoes iniciais e avaliando as constantes na equacao 3.11, temos:

x(0) = xg e &£ = 0, e 0o movimento comegando da direita para a esquerda, assim, aplicando

N N
x(0) = Azcos 0+ Aysen0 + % =1zg. = A3=uz0— % (3.15)
dx(0
Z(t ) = —Aswpsen 0 + Aywpcos0. — A, =0. (3.16)

Dessa forma, reescrevendo a equacao 3.11 com as constantes determinadas, temos:

N N
z(t) = (xo — ,uk> cos wot + 'MT (3.17)

Essa solucao é valida apenas para metade do ciclo, isto é, 0 < t < wlo Quando
t= wlo a particula estara em sua posicao extrema esquerda e seu deslocamento em relacao

a posicao de equilibrio é:

N N 2uN
1 (W> :<£B0—'u> cos7r+'u—. — I <7T>:—<xo—u>.
Wo k k Wo k

As quantidades xg, x1 e z9, ..., denotam as amplitudes do movimento em meios
ciclos sucessivos. Lembrando que o movimento iniciou com um deslocamento de x = zq e
em meio ciclo o valor se tornou — (xo — %), ¢é perceptivel que a redugao em magnitude

no tempo wlo é de % No segundo meio ciclo a massa se movimenta da esquerda para a
direita, para determinar as constantes A; e A, desse periodo precisamos primeiramente

estabelecer as condigdes iniciais dessa fragdo do problema, o novo z(0) sera o valor de x

dz(0)
dt

emt = wlo, assim como, 0 Novo

equagao 3.17, podemos:

LA _MN> Gl (W)__( _QMN)
x(w())—(xo ’ CoS T + s = 7 )= xg ) (3.18)

uN df(uTO)
= —wo (%o~~~ |senm. =

serd o valor de ‘fl—f em t = =, portanto, de posse da
wo

=0. 3.19
o (3.19)
Estas sdo as condigoes iniciais para a fracao de solugao governada pela equagao

3.9, aplicando as condig¢oes inicias nessa equagao, obtemos:

N
x <7T> = Ajcosm+ Aysenm — 'MT

Wo
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2uN N 3uN>
J— _— = —A _ . A = - . ~2
<a:0 2 > 1 2 - 1 (950 I (3.20)
dr(X
c(l;}O) = —AjwpsenT + Aswpcosm. =— Ay =0. (3.21)

Dessa maneira, reescrevendo a equacao 3.9 com as constantes A; e A, determina-

das, podemos:

3uN N
x(t) = (xo - ,u) cos wot — ne (3.22)
k k
Semelhante ao primeiro caso que avaliamos, essa solucao s6 tem validade para o
segundo meio ciclo onde o tempo pertence o intervalo wlo <t< i—’or Ao final da metade

desse ciclo, o valor de x e de i—f sdo:
2 N N 2 4uN
T <7T> = <a:0 _3ulV ) cosor — L. — T (W> = (xo _ o ) . (3.23)
wo k k wo k

(MC(ZEJ‘:) = —wp (330 - ?)M];V> sen2mw. =—> M = 0. (3.24)

Que se tornam as condic¢oes inciais para o terceiro meio ciclo. Esse procedimento
pode ser mantido até que o movimento do oscilador cesse. O movimento para quando x, <
%, visto que, sob essa circunstancia a forga restauradora exercida pela mola (kz) tem
magnitude menor que a forga de atrito (V). O nimero de meios ciclos que transcorrem

antes do movimento parar é dado por:

2uN uN zo — 4N
xo—n<k> ST. = n> {Q‘ZNk : (3.25)
Em cada ciclo sucessivo a amplitude do movimento é reduzida em %, de modo

que as amplitudes ao final de quaisquer ciclos consecutivos estejam relacionadas por:

A4uN
Tm = Tm+1 — T
Observa-se que a reducao da amplitude ocorre por uma quantia de %, em um

ciclo no intervalo de i—’;, dessa forma, a inclinagao das retas de decaimento pode ser definida

pela relacao:

% B _2,uNw0

2n 7k

wo

(3.26)

A seguir, na Figura 6, ilustramos o resultado da simulacdo em Matlab com a

indicagdo dos parametros avaliados por meio da iteragdo feita manualmente.
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_ {Z;INwo }l

ke

Amplitude (m)

| | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Tempo (s)

Figura 6: Movimento oscilatério com amortecimento constante, indicacao das amplitudes
dos dois primeiros meio ciclos, amplitude decaindo linearmente. Fonte: Autoria
propria

A amplitude do movimento no amortecimento constante decai aritmeticamente,
a0 passo que no amortecimento viscoso a amplitude sofre uma reducao exponencial, a
amplitude no amortecimento constante, sobretudo, diminui por um montante fixo a cada
ponto de ‘virada’, Figura 6. O movimento com o amortecimento constante é periédico, ao
passo que pode ou nao ser peridodico em um sistema viscosamente amortecido. Na secao
a seguir, abordaremos o sistema mecanico amortecido por uma forga que é proporcional
a uma poténcia da velocidade, os problemas que sequenciam essa se¢ao serao modelados

por um sistema viscosamente amortecido.

3.3 Oscilagoes livres com amortecimento viscoso

Sistemas mecanicos realistas sofrem efeito de forcas de atrito, que conduzem a
extingao do movimento. Em geral, o modelo de amortecimento viscoso é o mais utili-
zado em praticas experimentais de fisica e engenharia, ja que este encaminha equagoes
de movimento moderadamente simplista, na qual fornece resultados satisfatérios em um
nimero muito grande de aplicacoes. O coeficiente de amortecimento na construcao de um
modelo experimental é a propriedade que manifesta maior incerteza, esse valor é obtido
experimentalmente e nao se fundamenta na geometria do elemento, nem nas propriedades
dos materiais [4]. Como vimos anteriormente, a for¢a de amortecimento viscoso é uma
funcao linear proporcional a velocidade vetorial, indicada por:

dx

F=—-b—.
dt
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De modo que o b é o coeficiente de amortecimento viscoso, cujo sinal negativo
simboliza oposicao ao sentido da velocidade. Ao imaginar uma particula de massa m,
em um sistema com um grau de liberdade se movendo sob a combinac¢ao de uma forca
resistiva e uma forca de restauracao linear, se uma posicao = dessa particula for medida
em relacao a posigao de equilibrio, aplicando a segunda lei de Newton, temos:

d*x bdx k: d*x n b dx n k 0
m—=—-b——kr. = —+——F—+—x=0.
dt? dt dt2  mdt m
Como sabemos a frequéncia angular do oscilador é wy = \/% e ( indica o parametro

de amortecimento definido por:

Dessa forma, podemos escrever a equacao diferencial que descreve o movimento
da particula sujeita a forca resistiva da seguinte maneira:
d*x dx
e 2P T (3.27)
De posse da equacao algébrica oriunda da equacgao diferencial linear homogénea
de segunda ordem, determinamos as raizes da equagao quadratica, assim:

m? + 28m + wy? = 0.

m:—zﬁi\/iﬁ—m?' e m= 1Pt

Portanto, a solugao geral da equacao diferencial do movimento amortecido pode

ser escrita da seguinte maneira:

2(t) = e POV o0’ 4 Chem V2wt (3.28)

O primeiro termo dessa solucao é uma func¢ao do tempo, exponencial descendente,
contudo, observando o termo dentro da raiz, nota-se que existem trés casos especificos de
interesse para a descricao do movimento. Isto pois, essa raiz pode se encontrar no dominio
dos ntimeros reais ou dos nimeros complexos, e podem ser iguais ou distintas. Para isso,
iremos analisar a natureza das raizes e o comportamento separadamente da solu¢ao em
cada caso. Quando o termo de amortecimento 32 > w3, os expoentes da equagao sdo
nimeros reais, nao ha oscilacdo possivel, isso se refere ao caso de superamortecimento.

Quando o termo 3% < w2, o expoente se torna um niimero complexo, isto é, Fiv/wy? — B2t

etivVwo? =A% _ ¢ \/mt + isen \/mt

os termos entre colchetes da equacgao 3.28 sao oscilatorios, a esse caso denomina-se suba-

Uma vez que

mortecimento. Para o valor de % = w?, o radical se reduz a zero, esse caso limite entre o
movimento oscilatério e nao oscilatério é chamado de amortecimento critico [14]. A seguir

iremos averiguar o resultado do movimento nos trés casos.
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3.3.1 Movimento Subamortecido

O movimento onde o oscilador permeia no regime de amortecimento subcritico é
dominado pela forga restauradora, definindo w; como a frequéncia angular do oscilador
amortecido, de tal forma que w? = wy? — 32, as raizes da equacgdo algébrica sio os seguintes

nimeros complexos conjugados:

m = —f +iyJw? — B2
m=—B+ iyl

As raizes sao complexas, dessa forma, a solucdo mais geral se enquadra na combi-

nacao linear das fungoes:

I(t) = e‘ﬁt[C’lei“’lt + Cge_iwlt].

E possivel compactar essa solu¢ao em termos de apenas uma fungao harmoénica com
fase ajustavel. Porém, primeiro, devemos escreve-la em termos de fungoes trigonométricas

utilizando a féormula de Euler, assim:

z(t) = e P[Cy(coswit + isenwit) + Co(coswit — isen wit)].

z(t) = e P[A; coswit + Agsenwit].

Definindo as constantes A; e Ay como A; = Acos¢ e Ay = Asen ¢, e utilizando a

identidade trigonométrica cos (v — A) = cos awcos A + sen avsen A, temos:

x(t) = e P'[Acos ¢ coswit + Asen ¢sen wit].

z(t) = Ae P cos (wit — ¢). (3.29)

Nessa solucao temos um termo oscilante dado pela funcao trigonométrica, todavia,
a amplitude do oscilador amortecido decai exponencialmente com o tempo devido ao
fator e %, isto é, o sistema oscila numa amplitude cada vez menor em torno do ponto
de equilibrio, e retorna gradativamente a posi¢cao neutra em movimento nao periddico,

vejamos esse comportamento na Figura 7.

O decremento logaritmico do movimento é conhecido pela taxa de redugao da
amplitude, definido em funcao do logaritmo natural, com a razao entre duas amplitudes
de oscila¢ao em dois pontos de maximos consecutivos [15].

—BT
o Ae
Ae—B(T+m)"
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Figura 7: Resposta oscilatéria no amortecimento subcritico. Fonte: Autoria prépria

No limite onde o atrito se torna desprezivel, ou seja, 8 < wq, determina-se a solugao
do oscilador harmonico durante um tempo tao longo quanto se precise, e a frequéncia de
oscilagao w; se torna a frequéncia natural do oscilador wy. Podemos obter a energia do
oscilador amortecido, para isso admitindo a solucao encontrada em 3.29 e sabendo que a

energia total é a soma da energia cinética com a energia potencial elastica, temos:

E-TiU — E—‘m(%® 2+1k:2
— . = —m | — — R .
AT 2

E= ;m{A[—Beﬁt cos (wit — @) — wie P sen (wit — ¢)]}> + ;kAQezﬁt cos *(wit — ).
E= ;mAze_Qﬂt{[ﬁ cos (w1t — @) + wy sen (wit — ¢))* + :LCOS2(wlt — )}

E = ;mA2e_26t{ﬁ2 cos % (wit — @) + 2Bw; cos (wit — @) sen (wit — @) + wisen?(wit — @)

+wi cos *(wit — @)}

E = ;mA2€_26t{(ﬁ2 + wp?) cos*(wit — @) + wi? sen*(wit — ¢) + 28wy cos (wit — @)
sen (wit — ¢)}.

Sabendo que a funcdo trigonométrica seno do arco duplo é sen 2ac = 2sen « cos «,

podemos condensar a equacao da energia em:

E = ;mA2@26t{(ﬁ2 + wi) cos 2(wit — @) + w? sen ?(wit — @) + Bwi sen 2(wit — ¢)}3.30)
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Diferentemente das oscilagbes harmonicas, a energia no sistema amortecido nao é
constante no tempo. A energia na verdade é continuamente fornecida ao meio de amor-

tecimento e dissipada em forma de radiacao, a taxa temporal de variacao da energia é:

dj_ dﬁ dZi _|_k dﬁ — @_ dj in _|_k;
a "\ dt? \ar ) a \at )"\ e T

dE dz\> dE dz\?
dt:—b<dt>. — o amg (dt) (3.31)

A taxa de diminuicao de energia mecanica nao ocorre uniformemente, ela é pro-
porcional ao quadrado da velocidade vetorial, além de sempre ser < 0 e nula quando a

velocidade assumir valores nulos.

Uma propriedade que guarda interesses especiais por tratar de uma contagem de
ciclos em um oscilador harmoénico com a presenca de amortecimento pequeno ¢ indicada
por uma medida de qualidade [17]. Quanto menor for o amortecimento, maior sera o
periodo de tempo de contagem de oscilagbes sem perder informagoes a respeito da fase
inicial. O nimero de ‘oscilagoes disponiveis’ no oscilador com amortecimento é designado
por um fator de qualidade (). Essa propriedade intrinseca do oscilador é definida pela
razao entre o tempo de decaimento 73 e o periodo de oscilagao 7.

T w
Q:2F£:on5: 0

- o (3.32)

3.3.2 Movimento Criticamente Amortecido

Quando o amortecimento no movimento ocorre na ‘fronteira’ entre o meio sub-
critico e supercritico, isto é, para (5% = w?), o regime de amortecimento é denominado
critico. Nesse caso limite as raizes da equagao caracteristica oriunda da equagao diferencial

de segunda ordem sao:

m=—F+/[>—wy?. = my=my=—0.

Haja vista que essa circunstancia se enquadra no caso onde as raizes sao reais e

iguais, podemos escrever a solu¢ao da equagao na forma:

z(t) = Cre P+ Chte™. = a(t) = e PHCy + Cat).
z(t) = e N (Cy + Cat). (3.33)

Observamos pela Figura 8, a resposta do movimento quando sujeito a esse tipo de
amortecimento, nota-se que nesta solucao o sistema retorna ligeiramente ao equilibrio, o
mecanismo de amortecimento nao apresenta uma oscilagdo. Amortecedores mecanicos em
geral sao configurados no regime critico de amortecimento devido ao conforto que esse

caso em particular fornece aos sistemas [20].
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Figura 8: Resposta do movimento no amortecimento critico. Fonte: Autoria propria

3.3.3 Movimento Superamortecido

O regime de amortecimento chamado supercritico ocorre quando o quadrado do
parametro de amortecimento [ é maior que o quadrado da frequéncia natural de oscilacao
wo, isto é 3% > w2, dessa forma as raizes m assumem valores reais e distintos. Admitindo
w? = 32 — wy’, onde w2 ndo representa uma frequéncia angular j4 que o movimento nao é
periddico, temos as solugoes da equacao caracteristica da equagao diferencial homogénea

0s seguintes nimeros reais:
m=—F+\Jwi. = m=—0F%w..

As raizes sao reais e distintas, de tal forma que a solucao geral para essa circuns-

tancia se enquadra na combinacgao linear das fungoes:

x(t) = e P[Ae¥? 4+ Age ).

Definindo as constantes como A; = ge_‘f’ e Ay = %ed’, podemos reescrever a
solugdo da seguinte maneira:
ew2t=9¢) 1 o—(w2t—9)
2

A A

z(t) = e 56’%”” + 56%’”” o= 2(t) = AP
Para condensar a solu¢ao em termos de uma funcao hiperbdlica, lembrando do

formato da fungao hiperbdlica cosseno indicada abaixo :

et +e’ "

hxy =
coshx 9

Observando a semelhanca da fung¢dao com o ultimo termo da solugdo, podemos
finalmente escrever a solucao geral da equagao diferencial em termos de uma funcao

hiperbdlica, assim:

z(t) = Ae ' cosh (wqt — ¢). (3.34)
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Essa solugao revela o movimento nao periédico desse tipo de amortecimento, uma
vez que o cosseno hiperbodlico nao é uma fungao peridédica. Diferentemente do oscilador
harmonico subamortecido o sistema nao apresenta uma oscilacao, o decaimento para a
posicao de equilibrio ocorre rapidamente. Em suma, o movimento superamortecido do
oscilador pode apresentar decaimentos extremamente rapido, como podemos ver na Figura

9, esse amortecimento muito rapido depende é claro das condi¢oes iniciais do problema.

4 A=5m ]

a5 x(t) = Ae Ptcosh(w,t) wg = 2,5radfs ]
B=35

3k wy, =BT = Wz ]|

25 =

Amplitude (m)

1 1 1 1 1 I + } L
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Tempo (s)

Figura 9: Resposta do movimento no amortecimento supercritico. Fonte: Autoria prépria

Tendo em vista que uma forga linear de restauracao produz uma resposta oscilante
caso o amortecimento (atrito) ndo domine o movimento, subamortecimento, o préximo
estudo compreende a aplicacao de uma forca externa na particula oscilante. Nesse sis-
tema mecanico, a configuracao de oscilagao sujeito a uma forca externa é conhecida como
oscilagao forgada, na secao a seguir, discutiremos as implica¢oes dinamicas nos sistemas

oscilantes submetidos a classes distintas de excitagoes.

3.4 Oscilacoes forcadas

Nas segoes anteriores examinamos oscilacoes livres, onde o oscilador recebe inici-
almente uma energia, seja por velocidades iniciais ou deslocamentos, e em seguida ¢ solto
desenvolvendo livremente seu movimento, as oscilagoes sao amortecidas pelas forcas de
resisténcia atuante no sistema fisico, exceto no caso limite onde ao despreza-la, o movi-
mento nao cessa, ou seja, permeia indefinidamente (oscilagoes harménicas). Além disso, o
periodo de oscilacao é subordinado pela natureza do oscilador, isto ¢, pela for¢a de restau-
racao atuante nele e sua inércia. Vamos conduzir o nosso estudo analisando a implicacao
produzida por uma forca externa no oscilador. O periodo dessa acdo externa pode ou nao
coincidir com o periodo natural de oscilagdo. A energia oriunda da forca externa preenche

continuamente a energia do oscilador ao compensar a dissipagdo no amortecimento.
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A natureza da forca empregada ao sistema fisico pode ser harmonica, periddica
arbitraria, nao periédica ou aleatoéria. Para cada classificacdo existem métodos para a
determinacao da resposta oscilatoria, as forcas harmonicas sao expressas pelas fungoes
trigonométricas seno e cosseno, as forcas peridédicas arbitrarias incluem as harmonicas
como caso particular, se repetem em intervalos de tempo iguais, e sob certas condig¢oes

veremos que podem ser desenvolvidas em séries infinitas de fungoes harménicas [4].

A excitacao nao periédica pode ser de curta ou longa duracao, a forga nao peridédica
de curta duracao é conhecida como impulsiva, se caracteriza por ter grande intensidade,
atuando em intervalos de tempo muito curtos, para a for¢a impulsiva abordaremos uma
notavel ferramenta sujeita a um impulso unitario, a delta de Dirac. Para obter a resposta
oscilatéria do sistema com a aplicacao de uma forga nao periddica de longa duracao, varios
sao os métodos que podem ser adotados, dentre eles, a excitacao pelo método da integral

de convolucao, integragao de Fourier ou pelas transformadas de Laplace [16].

As oscilagoes aleatérias diferenciam-se, pois nao podemos prever o seu valor ins-
tantaneo, suas variagdes sao imprevisiveis, no entanto, assim como muitos fenémenos
aleatorios essas também apresentam uma regularidade estatistica, sendo possivel uma

abordagem estatistica para esse problema [14].

As vibragoes aleatérias contém frequéncias numa distribuicao continua sobre uma
faixa larga, isto é, sob um espectro de frequéncias, cuja matematica carregaria nesse pro-
blema uma distribui¢ao de probabilidade associada a uma fung¢ao aleatéria no tempo, seria
necessario um trabalho separado para tratar das oscilagoes de carater aleatério, devido a
isso, nao estudaremos esse comportamento nesse presente texto. Todavia, trataremos das
demais classes separadamente, comecando pelo modelo fisico mais simplista, excitacao
harmonica na forma F(t) = Fycos (wt + ¢), F(t) = Fysen (wt + ¢) ou F(t) = Fye'*?,
onde Fjy é a amplitude, w é a frequéncia angular da forca de impulsao e ¢ o angulo de fase
da excitacdo harmonica. A fase ¢ depende do valor de F'(t) em t = 0, geralmente nulo

para efeito de simplificagao.

3.4.1 Oscilacdo amortecida sob forca harmonica

Considerando a acao de uma forca de impulsao que varia harmonicamente com o

tempo, no sistema fisico oscilatorio viscosamente amortecido, a forca total na particula é:

d
F= —bd—gtg — kx + Fycoswt.

A edo do movimento a partir do diagrama de corpo livre do sistema oscilatorio é:

d2x+bdx—|—k: P . d2az+bd9§+k’ F, .
m— +b— + kx = Fycoswt. — — + "+ —x = "= coswt.
di2 ' dt 0 a2 " mdt  m~  m
d? d
—dtf + 26(73; + ng = F coswt. (3.35)
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Admitimos a mesma notacio anterior, onde wy = /£, = -2 ¢ F = £ Uma
) m’ 2m m

vez que a equacgao diferencial é de segunda ordem e nao homogénea, a solugao geral com-
preende duas partes, uma fun¢ao complementar (homogénea), que consiste na oscilagao
livre amortecida, modelada pela equacao 3.28, e uma solugao particular. Devemos deter-
minar a solucdo particular do problema para termos a solu¢do completa do oscilador. A
solucao particular é uma solugdo de estado permanente de frequéncia w igual a da forca

de excitagao externa. Supondo que a solugao particular tenha a formas:

X, = C} coswt + Cy sen wt.

Calculando as derivadas, obtemos:

ax,
dt

X,
dt2

= —Ciwsenwt + Cowcoswt. — = —Cw? cos wt — Cow? sen wt.

Substituindo-as na equacgao 3.35, temos:

—C1w? coswt — Cow? sen wit + 28[—Chw sen wt + Cow cos wt] + wi[C) cos wt + Cy sen wi]

= Fcoswt.

[C1(wh — w?) + 2Cyw] cos wt + [Co(wh — w?) — 2C, fw] sen wt = F cos wt.

Dessa forma, igualando os coeficientes, obtemos:

Ci(ws —w?) +2Cpw=F e Co(wi— w?) — 208w = 0.

Na segunda equagao, podemos:

Cz(wg - WQ)

Co(ws — w?) =2C1fw. = C) = 26

(3.36)

Substituindo € na primeira equacao, determinamos o valor de C5, portanto:

2 232 2 22 4 452,2
Cles —) o0y =F = | W) TV p
28w 2Bw

20wk
Cy = (08 — w22 + A%t (3.37)

Logo, substituindo o valor de (5 na equagao 3.36, encontramos o valor de Cf:

(w2 — W) F
(W8 — w?)? + 452w?’

Cy = (3.38)

Contudo, a solucao particular pode ser escrita da seguinte maneira:

(Wi — W) F 2BwF
(w% — w2)2 A coswt + (wg — w2)2 YRR sen wt.

X, =
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F (w2 — w?) coswt 2w sen wt

X, =
\/(wg — w2)? + 45202 \/(wg — w2)? + 45202 \/(wg — w?)2 4 48%°

Definindo os termos:
2w
\/(wg —w?)2 + 46%)2‘

2,2
cos ¢ = (o =) e sen¢ =

\/(wg —w?)? 4+ 45%w?

Podemos reescrever a solugao particular:

F
X, = [cos ¢ cos wt + sen ¢ sen w] .

V(wf — w)? + 452

Lembrando que o cos (o« — \) = cos acos A\+sen asen A, temos a solugao particular

para o sistema amortecido sob influéncia de forgas senoidais de impulsao:

F
X, = \/(wg ST cos (wt — ¢). (3.39)

Onde o ¢ é a fase entre a forca externa e o movimento resultante do oscilador.

o 28
»=tg ! (wg _ww2> .

Em geral, ocorre um atraso entre a atuagao da forca e a resposta do sistema.
Vimos que as possiveis solugoes para o caso homogéneo propiciam um rapido decaimento
exponencial & posicado de equilibrio com o passar do tempo, sendo por isso chamada de

transiente, Figura 10.

10 4

A, =8m
g w; = 2,49 rad/s
¢, = 1,97 rad

6 1 x(t) = A, e Pt cos(w1t — @) + Acos(wt — @) ﬁ - g,j:nS rad/s

4 @ =197 rad
—_— ﬁ = Oil
g .
s ) AAAAAAAAND
=
E 0 T T T T 1
_ / f 3 U @ U “n 45
=
-

4 ]

—REGIME TRANSIENTE
5 ——REGIME PERMANENTE
———RESPOS5TA TOTAL
-8
Tempo (5)
-0 4

Figura 10: Movimento oscilatério senoidal impelido com amortecimento. Solugao do es-
tado transiente, permanente e a superposicao dos dois. Fonte: Autoria prépria
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Notamos pela equacao 3.39, que a amplitude de oscilagao é uma funcao dependente
da frequéncia angular da forca de excitacao externa, uma vez que wy, § e F' permanecem
constantes, dessa forma, podemos:

F
\/(wg —w?)2 + 48202

A= f(w) = (3.40)

Essa funcao é exibida na Figura 11, para diferentes valores de amortecimento, com
xr
wg )

a amplitude tende a zero. Na Figura 11, as curvas revelam a grande influéncia do fator

wp e F fixos. Para w = 0, a amplitude é simplesmente contudo, no limite de w — o0,
de amortecimento na amplitude de oscilagdo e por sua vez, no angulo de fase em zonas
proximas da ressonancia. A ressonancia é um fenomeno peculiar que acontece em sistemas
forcados oscilantes, a discussao do comportamento desse fendmeno é importante, devido

sua abrangéncia na natureza seja em escala macro ou microscopica [13].

—p=4q
p=2
—T
B=05
B=025
——B=0,125

Amplitude (m)

Y/
/

1.5 2 2.3 3

Frequéncia de impulsio (Hz)

Figura 11: Fator de amplificacdo dindmica. Amplitudes em fun¢ao da frequéncia w. Fonte:
Autoria prépria

Para determinar a frequéncia onde a amplitude de oscilagdo, na equagao 3.40,

possui um valor de maximo, ou seja, frequéncia de ressonancia da amplitude, devemos:

dA d 2 2y2 2 2]~
%—O. = @F[(wo—w) +4Bw}

[NIES

=0.

F {—1 [(wg —w?)? + 45%}2} B [—4w(w§ —w?) + 8w62}} =0.

—dw(ws —w?) +8wh=0. = —dw(wi—w®—-28% =0.
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wi—w'—262=0. = Ww=wi-26%

wr = \JwE — 232 (3.41)

Quando a frequéncia atinge o valor da equacao 3.41, a amplitude assume um valor
de maximo. Todavia, a frequéncia de ressonincia wg, diminui a medida que o parametro
de amortecimento [ aumenta, observa-se que nao ocorre ressonancia no limite g > w—\/%,
pois a frequéncia de ressonéncia se torna um numero imaginario, consequentemente, A

decresce monotonicamente com o aumento de w, e nao é isso que verificamos de fato.

Para identificarmos quanto amortecido é o sistema na ressonancia, analisamos o
seu fator de mérito, dessa forma, como vimos na equacao 3.32, o fator de qualidade é

definido pela razao entre a frequéncia de ressonancia e o parametro de amortecimento.
WR
Q=—. (3.42)
20
No limite onde nao ha amortecimento no sistema, o fator de qualidade tende ao
infinito, () — oo. Quando a excitagao externa oscila numa frequéncia w, muito préxima
a frequéncia de ressonancia wg, dependendo do atrito, a amplitude do movimento pode se

torna exacerbadamente grande, isso implica na ruptura do movimento devido ao aumento

demasiado da amplitude, sob efeitos de ressonancia.

A ressonancia pode ser um efeito desejavel, como no caso de alguns sistemas eletro-
nicos. No receptor de radio, por exemplo, é desejavel efetuar a sintonia em determinadas
estagoes de radio sem a interferéncia de outras estagoes, melhorando a qualidade sonora
do dispositivo, para isso, é trabalhado altos valores de ressonancia em uma frequéncia
desejada. Todavia, o mesmo fendmeno nao é bem vindo, por exemplo, ao se tratar de
grandes estruturas na engenharia, como pontes, viadutos e prédios, porque essas estrutu-
ras rompem sob efeitos de ressonéancia, vibragoes externas como ag¢oes do vento, terremoto

podem provocar esse efeito [20].

Segundo a equacao 3.41, para um sistema sem atrito, a frequéncia de ressonancia
se torna a frequéncia natural do oscilador. A forga externa oscila numa frequéncia igual
a frequéncia natural de oscilagdo. Para analisar o movimento, devemos partir da equacao
diferencial 3.35, sem a parcela de atrito, isto é, 5 = 0. Assim:

d*z 9
— 4+ wyr = F coswt. 3.43
dt? 0 ( )

Essa equacao diferencial é de segunda ordem e nao homogénea, a solucao da ho-

mogénea associada, ¢ dada por:

X, = C} coswyt + Cs sen wpt.
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Supondo que a solugao particular do problema admite a forma:

X, = Acoswt.

Para determinar sua derivada de segunda ordem, devemos:

dX d?X
P — _Awsenwt. — P

e I = — Aw? cos wt.

Substituindo os respectivos valores da fungao e sua derivada segunda na equacao

diferencial 3.43, obtemos:

—Aw? coswt + Awjcoswt = Fcoswt. = Awj —w?)=F.

F

A= ——.
(wg —w?)

Com isso, a solugdo completa é expressa da seguinte maneira:

F
z(t) =X+ X,., = x(t) = C)coswpt + Cysenwyt + 2 —o) cos wt.
CL)O — W
As condigoes iniciais do problema constituem de z(t = 0) = x¢ e v(t = 0) = vy,
caso particular do oscilador em repouso na posicao de equilibrio, dessa forma, constatamos:
F Vo

Ciy=x9g— —— C, =
N (=) B S

Portanto, reescrevendo a solucao do problema, temos:
(t) F t4 0 f+ L t
x(t) = |zg — ——— | cosw — senw ———— coswt.
" (- w?) o w T (Wi —w?)

Vo F
cos wot + — sen wyt + —5——=— cos wt.

t) = t—
7lH) = mocosel = () o (3~ ?)

(3.44)

v
x(t) = xocoswyt + 2 sen wot + F

Wo

coswt — coswyt
(W —w?)

Esse resultado representa a superposicao de dois movimentos harmonicos de frequén-
cias diferentes, levando ao fenémeno de Batimentos, no limite de w proximo a wy. Nesse
tipo de oscilagdo, a amplitude aumenta e diminui conforme um padrao regular. Conside-
rando o caso particular cujas condicoes iniciais sao o = vg = 0, a equacao 3.44 se reduz

a:

l‘(t) = W(COS wt — cos Cd()t)
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De posse da relagao trigonométrica:

o+ A o+ A
cosa — cos \ = 2sen 5 sen .

2

Podemos expressar o termo oscilante da equagdo, assim:

x(t) = ﬁ [2sen <w —gwo)tsen (w _2w0>t] :

Admitindo a frequéncia forcante w ligeiramente menor que a frequéncia natural wy

do oscilador, wy —w = ¢ , onde £ é uma quantia pequena e positiva, wy + w = 2w, e ainda

(wo — w)(wo + w) = 4ew, podemos condensar a equagao de tal forma:

F
x(t) = <E sen .s-:t) sen wt. (3.45)

¢ u a vari r ri ¢ L
Como ¢ é pequeno, a funcao sen et varia de forma lenta, o periodo é 25”, ortanto
grande, em contrapartida o outro termo senoide vibra com um periodo menor de %’T Dessa

forma, a amplitude aumenta e diminui constantemente, Figura 12.

x(t) = Asen(et)sen(wt)

H v e ]

w = 2,45rad/s

Amplitude (m)

L

Tempo (s)

Figura 12: Fenémeno de Batimentos no oscilador. Fonte: Autoria propria

Visto que, no limite onde a frequéncia oriunda de um agente externo é igual a

frequéncia natural de oscilagdo, w = wy, o ultimo termo da equagao 3.44, toma uma

forma indefinida, pois fica %. Como saida dessa problemética, aplicaremos a regra de

L’Hospital para avaliar o termo, dessa maneira:

= lim
w—rwo

wh_)rgﬂ i(w% — w?)

[cos wt — cos wot]
dw

- (coswt — cos wot)
(w§ — w?)

{t sen wt}
= lim .
2w

w—rwo

. Ccos wt — cos wyt
lim
w—rwo

(wg —w?)
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. cos wt — cos wyt t sen wyt
lim 5 5 = )
w—rwo (wg — w?) 2w

Com esse resultado, podemos entao escrever a resposta do sistema nao amortecido

em ressonancia, assim:

Vo F

z(t) = xg coswot + — senwpt + ——t sen wot (3.46)
wWo 2(,00

Na equacao 3.46, nota-se que, em ressonancia, a partir das condi¢oes iniciais impos-

tas, a amplitude do sistema aumenta linearmente com o tempo. Na Figura 13, observamos

o efeito de ressonancia, na realidade, esse aumento ocorre até que seja estabilizada por

outro efeito, geralmente a presenca de efeitos dissipativos ou nao lineares [17].

Em sistemas lineares, levamos em conta aproximagoes de pequenas oscilagoes, no
entanto, em um sistema mecanico, a amplitude atinge um valor limite onde o sistema se
‘rompe’ antes que a oscilagdo se perpetue indefinidamente, a partir dessa circunstancia,
o modelo de pequenas oscilagdes empregado é incompativel, tendo em vista que a lei de
Hooke nao teria mais validade para grandes amplitudes, dessa forma, a resposta oscilatéria

passa a depender de termos nao lineares.

v, F
x(t) = xycos(wyt) + —Dsen(mot) + ——1tsen(wyt)
wy 2wy

4 T T T T T T T T J--=

xo=001m
wy = 2,5rad/s
vg =02m/s
F=1N

Amplitude (m)

Tempo (s)

Figura 13: Fenomeno de Ressonancia no oscilador. Fonte: Autoria prépria

Como vimos, a posi¢cao de uma particula no modelo do oscilador mecanico pode
ser naturalmente mensurada no tempo, no entanto, a interpretacao do movimento de
osciladores de diferentes natureza pode se tornar mais acessiveis, através de uma aborda-
gem partindo da interacao do oscilador com forgas externas, é o caso da interagao entre
moléculas da atmosfera com a luz proveniente do sol. As moléculas sao sistemas liga-
dos por cargas elétricas, e sua frequéncia natural de oscilagdo é associada ao movimento

relativo entre as cargas elétricas constituintes desse sistema, porém sabemos que cargas
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interagem com campos elétricos, dessa forma é possivel excitar moléculas por meio de
luz. Essas moléculas se excitam na presenga de luz, como também emitem luz ao oscilar,
nessa circunstancia o sinal utilizado na interferéncia da luz fornece informagoes do estado

da molécula possibilitando o estudo do oscilador logo apds a excitacao [13].

E importante estudar o quadro ressonante em diversos sistemas fisicos fora do
contexto da mecanica, pois, em geral, a forca externa desempenha um papel fundamental
quando em interacao periédica com um oscilador, sob efeitos de ressonédncia, pois essa
situagao dispoe de informagoes a respeito de certos sistemas fisicos, investigacoes na es-
trutura do ntcleo foram realizadas através da sondagem por ressonancia, na interagao de
raios gama com o nucleo atomico, assim como efeitos de ressonancia contribuiram nas

explicagoes da cor do céu e nas linhas espectrais vistas na fotosfera solar [24].

Tendo em vista que, a resposta ao movimento do oscilador sujeito a uma forca
harmonica pode ser construida utilizando uma formatacao temporal de forca mais ge-
neralizada, trataremos na proxima secao, sistemas com um grau de liberdade sujeito a
funcoes forcantes gerais periddicas. Quando a pertubacao externa no oscilador tem carater
periddica (nao harménica), a fungao forgante é interpretada como uma soma de fungoes

harmonicas, veremos no caso a seguir.

3.4.2 Oscilacdo amortecida sob forca periddica arbitraria

Embora o movimento harménico seja o mais simples nos sistemas oscilatorios,
grande parte das vibragoes que ocorrem no mundo real nao sao harmonicas. Todavia,
qualquer func¢ao peridédica no dominio do tempo pode ser representada por uma soma
infinita de termos harmonicos (senos e cossenos) [16]. A superposigao de solu¢oes harmo-
nicas nos permite resolver a equacgao diferencial mais geral do problema de oscilagoes
forgadas, sob for¢a harmonica, se existir um intervalo de tempo 7 onde F(t + 7) = F\(t),
ou seja, F' como uma funcao periddica. Portanto:

655—1—2562 twir=F(t). = ((j;—l—Zﬁ;ijng) x = F(t). (3.47)

Podemos resolver o problema admitindo a superposicao de solucao, devido a linea-
ridade da equacao de movimento que estamos trabalhando, isto é, se na equagao 3.35, fosse
na verdade varias equagodes independentes, uma para cada parcela da forga, a resposta
do oscilador seria a combinagao linear das respostas de cada componente harmonica da
forca, principio valido para qualquer niimero de forgas harmonicas superpostas. Vejamos

isso supondo a seguinte solugao particular para a forca externa, F' = F} cos wyt+ F5 cos wot.

d? d
dzil + 25% + ngl = Ficoswit e

d? d
dtx; + Qﬁ% + wga:Q = F, cos wat.
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Contudo, a linearidade da equacao diferencial, implica em:

d?
(dm + 25 —|— w?)) (x1 4 x2) = Fj coswit + F; cos wot.

Como extensao desse resultado ainda podemos considerar o argumento para um

conjunto de n solugdes com x,(t), cada uma apropriada a uma determinada F,,(t), assim:

d2 N
(dt? 20 +w0> 2 cnalt) = nz::lanFn :

n=1

Podemos observar que essa ultima expressao ¢ a mesma da equagao 3.47, se iden-

tificarmos as combinacoes lineares como :
N N
= auz,(t) e Ft)=> a,F(t
n=1 n=1

Quando cada uma das fungoes individuais tiver dependéncia harmonica no tempo,

pela equagao 3.39, se F'(t) tem a configuracao abaixo:
N
= Z iy, €08 (wWpt — ¢y).
n=1

A solucao do estado estacionario é indicada por:

1
m

N a,
2:: \/ NPT cos (wpt — Np — On)- (3.48)

Onde o angulo de fase é dado por:

b, = tg-L 2w, 0
n - g Wz . 2 N
0 Whn

Porém, a razao dessa generalidade se deve ao fato de fungoes harmonicas formarem
uma base para a decomposi¢ao de qualquer funcao peridédica arbitraria F'(t), a vista disso,
a forca pode ser expandida numa série de Fourier. Este principio se aplica a pequenas
vibragdes mecénicas, vibragoes elétricas, ondas sonoras, ondas eletromagnéticas e a todos
os fendmenos fisicos governados por equagoes diferenciais lineares [24]. No caso fisico onde

a forga F(t) tem periodo T = %”, podemos:

50 Z a,, cos nwt + by, sen nwt). (3.49)

Na série, os coeficientes sao indicados por:

T 2 T
a, = 7/ F(t') cos (nwt')dt" e b, = —/ F(t') sen (nwt')dt'.
0 0

T
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Substituindo os limites de integracao por —% e

2L

3, sabendo que 7 = Z, temos:

€\=\

) cos (nwt')dt' e b, = d /; F(t') sen (nwt')dt'.

Para representar uma funcao periédica de forca utilizando a expansao de Fourier

iremos admitir uma funcao de for¢a de impulsao na forma de ‘dente de serra’, Figura 14
Considerando o periodo oscilacao pertence ao intervalo —

Ty T
5 a
em série de Fourier é indicada por

5, a fungao de forca F(t)

t 1
Fiy=A", ~ =2
T T 2
wA
F(t) = —t 3.50
()= (3.50)
F@)
42 1
t
A2 | <o

Figura 14: Funcao de forga na forma de dente de serra. Fonte: Autoria prépria

Notamos que se trata de uma funcao impar, logo, os coeficientes a,, e ag s@o nulos
» ¢ fornecido por:

z (wA A
b, = g/ (wt,> sennwt'dt!. = b, = u
e 75 2

272 J—

“ ¥ sen nwt'dt’.

s
w

Fazendo uma integragao por partes, obtemos

WA cos nwt’ | & cosnwt
by =~ |-t/ +/ ———dt'| .
27 nw = - nw
0
b Ww?A | wcosnm I cos( | sen nwiA®
"o | w o nw w /n262
2
w?A A
97 |72 (— cosnm + cos (—mr))} — b, =—(—1)""
w2 lnw

- . (3.51)
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De modo que o termo (—1)""! admite:

+1, n impar
—cosnm =
—1, n par

Portanto, temos a representacao da forca:

> /A A 2wt 3wt
F(t) = Z <(—1)"+1> sennwt = = |senwt — n Y + e L (3.52)

o\ T 2 3

Na Figura 15, o resultado grafico para alguns termos dessa expansao, observamos
que a convergéncia dessa func¢ao nao ocorre rapidamente, a medida que o nimero de
termos aumenta, a aproximacao melhora em todas as regides, exceto na vizinhanca da

descontinuidade, a esse comportamento dé-se o nome de Fenomeno de Gibbs [16].

Trés termos Quatro termos Cinco termos

0.8 0.8

06 06

0.2 0.2

Figura 15: Comunicacao em série de Fourier da fungdo forca de impulsao no formato
‘dente de serra’. Fonte: Autoria propria

Ao expandir o intervalo de decomposicao de F(t), é possivel tornar mais geral a
solugao para o problema contemplando também forcas nao periédicas, a generalizacao do
teorema das séries de Fourier aplicaveis a forcas nao periddicas consiste no teorema da
integral de Fourier, que permite representar fungoes continuas como uma superposicao
de forgas que oscilam harmonicamente [24]. No limite de 7 — oo, onde a frequéncia é
nw = 2"7“, temos um modelo continuo de sistema e a série de Fourier cede espago para a

Transformada de Fourier.

A expansao de Fourier possibilita descrever uma funcao periddica em termos de
func¢des harmonicas, que ocupam o intervalo completo de decomposicao. Em contrapar-
tida, a dependéncia de grandezas fisicas com o tempo ou com o espaco podem ocorrer em
termos de fungoes infinitamente localizadas, orientadas pela distribuicao Delta de Dirac
[24]. A classe de forgas excitadoras nao periédicas, cuja magnitude é intensa e ocorre em
um curto intervalo de tempo sao conhecidas como impulsivas, na secao a seguir discuti-

remos as implica¢oes no oscilador dessa classificacao especifica de forga.
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3.4.3 Oscilacdo forcada a funcdes de impulsdo

A resposta de um sistema dindmico, quando excitado através da aplicacao subita
de uma forga nao periddica, ¢ denominada como resposta transiente, uma vez que nao
sao geralmente produzidas oscilagoes de estado permanente. A configuragao de forca ape-
riddica nos problemas de engenharia e fisica, conduzem andlises mais elaboradas para
essa classe de forca, uma gama de problemas fisicos, sobretudo, aqueles que envolvem
circuitos elétricos oscilantes envolvem o estudo do movimento no regime transitério [14].
Dessa forma, trataremos o comportamento temporario de um oscilador linear sujeito a

uma forca de impulsao com agao ‘descontinua’.

A acdo ‘descontinua’ é uma idealizagdo, ja que a aplicacado de uma forca ocorre
em um intervalo de tempo finito. No entanto, se o tempo de aplicacao for tao pequeno
quando comparado ao periodo natural de oscilagao, o resultado é uma boa aproximacao
do caso ideal [5]. Como vimos, a equagao diferencial que descreve o movimento de um

oscilador viscosamente amortecido sujeito a um impulso é:

d*z dx F(t)
) ¥ puid 2p =7 3.53
gz T e = (3.53)

A solugao do problema compde a solucao da equacao homogénea e a solugao par-

ticular, x(t) = x + xp. A solu¢do complementar de um sistema subamortecido é:

xp(t) = e’ﬁt(Al coswit + Agsenwit). (3.54)

Sabendo que w; = /wg — 32, a solucao particular, por sua vez, depende da natu-
reza de F(t). Fungoes de forca ‘descontinua’ assumem dois curiosos formatos interessantes,

sao elas, a fungdo degrau (funcao de Heaviside) e a func¢ao de impulso, Figura 16.

a) b)
F(nim F(@)/m

Hity) Ity 1)

Figura 16: a) Fungao Degrau de for¢a. b) Fungao Impulso de forga. Fonte: Autoria prépria

A funcao de Heaviside é uma funcao singular e descontinua, de valor nulo quando
seu argumento for negativo, valor constante quando o argumento for positivo, e assume a
média dos limites laterais da fun¢do quando o argumento for nulo [25]. E comum a funcio
ser usada como uma distribui¢ao, porém costuma-se defini-la da seguinte maneira:

0 t<t
H(ty) = { a’ . to (3.55)
) 0
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Onde a é uma constante com dimensao de aceleragao, e ty indica o tempo de
aplicagao da forga. Essa fungdo conhecida como fungao degrau H(t), foi modelada pelo
inglés Oliver Heaviside (1850-1925) ao estudar eletrodindmica, sua estratégia era tornar
as equagoes diferenciais nos problemas de circuitos elétricos em meras equagoes algébri-
cas facilmente resolviveis, essa distribuicao representava um tipo de descontinuidade que
surgia com uma operacao usando a fun¢ao voltagem, que assumia valor constante quando

fechava o circuito a partir de ¢t > 0 [26].

A fungéo de impulso I(t), consiste na modelagem de uma fungao degrau positiva

aplicada em t,, seguida por uma negativa aplicada em algum tempo posterior, ¢; [15].

Portanto:
0, t <ty
I(to, t1> = a, to <t <ty (356)
0, t >t

Uma vez definido o formato das fungdes de forga, iremos encontrar a resposta dos
osciladores lineares com aplicagdo de uma funcao excitacao degrau, e a resposta a uma

funcao excitagdo por impulso.

3.4.3.1 Resposta a uma funcdo Heaviside

Para funcoes do tipo degrau, o movimento é descrito pela edo com t > t,, entao:

& d
Eg+zgg+w&:a. (3.57)

Admitindo a seguinte solucao particular do problema, temos:

dx d*x
t) = A. =2 —_. P —
zp(t) — o 0. — 7

Substituindo na equagao 3.57, concluimos que a constante A e a x,, equivalem:

a
A=ux,(t) = —.
ZEp( ) w(Q)
A solucao geral, portanto:
(L’(t) — 6—5(t—t0) {Al COS [wl (t — to):| -+ A2 sen [wl (t — t0>:| } + % (358)
“o

Inferindo as condigoes iniciais do problema, z(ty) = xo = 0 e ty = 0, podemos:

0 0
A =-—2 (3.59)
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Da primeira derivada da solugao 3.58, aplicada no ty = 0, obtemos:

d
ar _ —Be Pt (_a2 coswit + Assen w1t> +e Pt (aw; senwit + Aswq cos wﬂf) .
dt wg wg
dx(to) a 1 0 [aw 0 1
= —fB| ——5cosU+ A + | —5sen 0+ Aswy =0
dt w§ wg
afs
Ay = — ) 3.60
2 Wiwy (3.60)

Contudo, a resposta para um sistema, sendo a for¢a uma funcao degrau para t < tg

serd z(t) = 0 e para t > to com ty = 0, por simplificagdo, sera:

z(t) = e Ali-t0) {—a2 cos [wl(t — t(]):| — 25 sen {wl(t - to)] } + %.

wp whw1 wp

—Bt
a e
z(t) = — {1 — e Peoswit — P senwlt} . (3.61)
CUO CU]_
No oscilador, hd um deslocamento no valor de %, Figura 17, para o situagao de
0
b = 0,2wg. Se nenhum amortecimento ocorrer, isto é, § = 0 e w1 = wy, a oscilagao é

senoidal com extremos de amplitude nos valores de 0 e % Quando # = 0, a solucao é:
0

2(t) = % (1 — coswot) . (3.62)

Amplitude (m)

Tempo (s)

Figura 17: Resposta do oscilador para uma fungao degrau da forca. Fonte: Autoria prépria
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3.4.3.2 Resposta a uma funcao Impulso

Admitindo a funcao impulso como a diferenca entre duas fungoes degrau, separadas
por um intervalo de t; — ty = 7, a solucao geral desse sistema linear é a superposicao de
duas solugoes obtidas no problema anterior para t > t;, dessa forma, a combinacao linear

de dois termos independentes é indicada por:

:L’(t) _ a2 {1 _ o Blt=t0) g {wl(t _ to)] _ M sen {wl(t _ to)]}

wh w1
7,3(t7t077')
—% {1 — e Pt cog [wl(t —tg — 7)] _pemm sen [wl(t —tg — 7'):| } :
Wy w1

BT

(t) = %efﬁ(tfto) {eﬁf coS {wl(t —to— 7)} — COS {wl (t — to)] + ﬁs
1

_fl sen [wl(t - to)} }

Ilustramos a resposta do movimento da funcao impulso aplicada em t = ¢, para

sen [wl (t—to— 7')]

B = 0,2wy, na Figura 18. Se porventura o periodo 7 da funcao se aproximar de zero,
a resposta serd tao pequena ao ponto de ser nula. No entanto, considerando a — oo, a
medida que o 7 — 0, mantendo o produto entre eles constante, a resposta do sistema
serd finita [5]. E consideravelmente interessante a analise dessa limitacio em particular,
devido essa caracteristica ser uma aproximacao importante de uma forga impulsiva, cuja

aplicagao tem aspecto de um pico, isto em t > ty, com 7 K i—f

5 —

Posicdio (m)
T

Tempo (s)

Figura 18: Resposta dindmica de uma func¢ao impulso da forga. Fonte: Autoria prépria

Atribuido ao Paul Dirac (1902-1984), um ‘pico’ é geralmente denominado como
‘funcdo’ delta e expresso simbolicamente com §(t — ty). Dirac na sua obra Principles of
Quantum Mechanics, em 1930, incorporou o preliminar trabalho de Werner Heisenberg
e o de Erwin Schrédinger em um tnico formalismo matematico com a introducao da
‘fungao’ delta, cujas propriedades gozam de: 1) 6(t) = 0 para t # 0 2) 6(0) = oo e 3)
JFo8(t —to)dt = 1 [27].
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Para trabalharmos com essa fun¢ao, vamos expandir a solugao da funcao impulso
admitindo 7 — 0, com b = ar = constante. Adotando A =t — tg e B = t, sabemos

primeiramente das relagoes trigonométricas que:

cos |wy(t —tg) —wiT| = cos [wl(t — to)} coswiT + sen |wi(t — tg)| sen wyT.

sen |wq(t —tp) —wyT| = sen [wl (t — to)} coswyT — cos |wq(t — o) | senwy .

Dessa forma,

z(t) = %e’ﬁ(t’m) {657{ Cos {wl (t — to)] coswiT + sen {wl (t — to)] sen wlT} — cos [wl (t — t(]):l
wo

Be
W1

+

{ sen {wl (t — to)} COSW1T — COS [wl(t - to)} sen wlT} _A sen [wl(t - to)} }

w1

Como 7 ¢ um valor pequeno, iremos expandir os termos €°7, cosw;T e senw;T em
série de Taylor, mantendo somente os termos de primeira ordem de 7 de cada polinémio.
Para a exponencial, adotando x = 57, podemos:

2 3
x x
e”:eo+x+j+§+-~-:1+x. — e~ 1+4p71
Para as fungoes trigonométricas, adotando x = w7, devemos:

0

502+...:1_1:2:1_£9.:1;55'

cosx = cos0 + (—sen0)x + (— 0050)2' 5

coswiT &~ 1.

2 3 3
senz = sen 0 + (cos0)zx + (—senO)% + (- cos())x—-~ —r- T = wﬁ_ﬁyfgﬁ.

SeNn wWiT X W1T.

Substituindo os respectivos resultados da expansao na xz(t), eliminando os termos

em comum e desprezando os termos multiplicados por 72, obtemos:

a

x(t) = 2eﬁ(t"“){(l + 57'){ Cos [wl (t — to)} + sen {wl (t — to)]wﬁ} — COS {wl (t — to)]

+5(1+57'){ sen {wl(t — to)] — cos {wl(t — to)}wﬂ'} _s sen [uﬂ(t — to)} }

w1 w1
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it — to)} }

x(t) = @ mBt—to) gop [wl(t - to)} {wlT + 527} (3.63)

2

x(t) = GQeﬁ(ttO){ sen [wl(t — to)]wﬁ + pr sen
wo w1

w02 w1

Observamos com esse resultado que a medida que t assume grandes valores, o
oscilador retorna a posicao de equilibrio, a Figura 19 evidencia a fungao resposta com

6 = 0, 2(4)0.

1.5 T T T

wy = 25radfs

T =5(i—f]

Wy = \"I"‘an - B*

_—
= -
v
@
=
=
=
=
=
g
-
a 2t
05 x(t) = — e P senw,y (t — tp) |w, T + "8—] 1
wq W,
4 I \ I I L I I !
0 2 4 [ 8 10 12 14 16 18 20
Tempo (s)

Figura 19: Resposta do oscilador a uma pico da fungdo de forca. Fonte: Autoria prépria

O resultado obtido na resposta de um oscilador linear sujeito a uma forga de
impulsdo conduz a uma técnica de manipulagdo de fungoes de forcas gerais desenvolvida
por George Green (1793 - 1841). O método de Green consiste na atuagiao de uma forga
arbitraria como uma série de impulsos, podemos perfeitamente imaginar uma forga F(t)
qualquer como uma soma de uma série de impulsos, cada uma agindo em um intervalo

curto de tempo 6t gerando um impulso F'(¢)dt [28].

A Funcao de Green dependente do tempo é uma ferramenta 1til na resolucgao
de problemas que descrevem sistemas fisicos. Além da utilizagdo do método de Green
no problema do oscilador linear, uma discussao similar aparece em problemas com a
equagao de conducao do calor numa barra homogénea, estende-se também ao tratamento
da equacao de Schrodinger, equagoes da onda, teoria quantica de campos, eletrodinamica

e teoria estatistica de campos para se referir a varios tipos de fungoes de correlacao [29].
Para o problema do oscilador de amortecimento viscoso no regime subcritico onde
definimos w} = wi — 32, se o sistema de impulsdo ¢ uma interagao linear, o principio de

superposicao é valido e a func¢ao resposta pode ser interpretada como a superposicao de
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deslocamentos quando sobre o oscilador atuar um impulso instantdneo [5]. Dessa forma,

vamos expressar o termo nao homogéneo da equacao diferencial como a soma de fungoes

de forcas de impulso. Assim:

d22+ 2657 + ks = v B0 s

dt n——0oo n——0oo

Assumindo,

an(tn),  tn <t <tp

L,(t) = 1(ty, t,—1) = { 0

caso contrario

O intervalo de tempo onde I, age é quando t, 1 —t, = 7 com T << . Dessa
forma, a solucao para o n-ésimo impulso partindo da equacao 3.63 é:
n(tn ?
x(t) = &2)6’5“4”) sen [wl (t — tn)} {wlT + 67}
Wo w1
" tn 2 2
fL’(t) — #e_ﬁ(t—tn) sen {Wl (t _ tn):| {w}
wWo w1
an(t,)T ws
t) = o o =Blttn) g { t—tn] =00,
ot) = e n fun(t = )]} 2
an(tn)T _pga
x(t) = Je Alt=tn) gen {wl(t - tn)} para t >ty +T.
w1
N
n tn — —
z(t)= > Me Alt=tn) sen [wl(t - tn)} para ty <t <tnii. (3.64)
n——oo Wi

Essa é a solugao com a contribuicao de todos os impulsos, incluindo o N-ésimo,

podemos considerar o intervalo se aproximando de zero, fazendo t,, = t’, expressamos o

soma agora como uma integral, assim:

z(t) = /t we’mt’t/) sen [wl (t — t’)dt/]. (3.65)

—o0 W1
A fungdo G(t,t") é denominada fungao de Green para a equagao do oscilador linear.

/ 0, t<t
G(t7t ) = Leiﬁ(tit/) sen |:(,d1 (t . t/)dt/], t Z t

mwi
Em termos da funcao de Green podemos escrever a expressao do deslocamento.

o) = | L RWG@# ). (3.66)

—0o0
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Essa solucao ja estava configurada para determinadas condigoes iniciais, isto €, o
oscilador em repouso antes de aplicar a forga, para outras condigoes iniciais, a solugao geral
pode ser obtida de maneira semelhante. A expressao 3.66 é de grande utilidade no estudo
de comportamento transiente de sistemas mecanicos ou elétricos quando submetidos a

numerosos tipos variados de forcas.

Normalmente se utiliza o método de Green quando se trata de solugoes de equagoes
nao homogénea, cuja principal vantagem reside da ocorréncia da funcao Green ser a
solugdo da equacgao para um elemento infinitesimal da parte nao homogénea da equacao,

jé contida as condigoes inicias expressa também pela integral [5].

Para a determinacao da resposta do sistema impulsivo usamos as ‘fungoes de base’
delta atribuida ao método de Green, a partir disso substituimos uma equagao diferencial
nao homogénea por uma condicao de localidade entre as solugoes homogéneas. Essa con-
dicdo depende das condigoes iniciais do oscilador e com ela encontramos a resposta do

oscilador a qualquer forga, ndo necessariamente peridédica [24].

Uma vez feita a fundamentacao teérica da dindmica oscilatéria por meio das discus-
soes e simulagoes vistas nesse capitulo, exibiremos o comportamento e as caracteristicas
de certos sistemas oscilatérios mediante um arranjo experimental que engloba sensoria-
mento eletronico e coleta de dados, nas quais teremos o rastreio da posicdo em funcao
do tempo dos diversos sistemas fisicos em estudo. Analisaremos através dos graficos ge-
rados na coleta as varidveis fisicas que implicam na descrigdo do movimento, bem como
o comportamento oscilatorio caracteristico de cada manipulagao fisica feita no oscilador,
esperamos que os sistemas se comportem conforme segue as caracteristicas tedricas pon-
tuadas nesse capitulo. No proximo capitulo, especificamos a metodologia experimental
adotada na aquisicdo dos dados, esclarecemos o procedimento de coleta, o funcionamento

e montagem de cada circuito eletronico e o setup dos experimentos.
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4 O Método Experimental

Em nossos experimentos, a dinamica do sistema é determinada a partir da medigao
do valor instantaneo da posicdo. Estas informagoes sao obtidas utilizando um dispositivo

transdutor denominado encoder éptico conectado a plataforma Arduino.

O encoder 6ptico é um dispositivo amplamente utilizado em aplicagoes que exigem
o controle de posi¢ao e velocidade, esse dispositivo eletronico é constituido por um emissor
e um receptor de luz infravermelho, que trabalha em conjunto com uma fita estriada
e converte as interrupg¢oes do sinal luminoso oriundas da passagem da fita em pulsos
elétricos. Com este sistema teremos na saida do receptor pulsos digitais (0 ou 1), gerados
pela auséncia ou presenca de luz emitida do mesmo. Por meio da decodificagao dos bits
gerados, podemos, a partir de uma calibracao prévia, determinar a posicao relativa entre
o encoder, a fita, e consequentemente do objeto que se pretende medir [30]. Na figura 20

ilustramos o sensor 6ptico eletronico utilizado em nossos experimentos.

Opto Logic
/ Buffer

Phase B

Figura 20: a) Sensor 6ptico eletrénico indicando a passagem da fita de c6digo linear. b)
Diagrama do encoder com uma fita de leitura ptica. Fonte:[1], adaptado.

Esse encoder é um transdutor utilizado para a conversao de movimentos lineares em
impulsos elétricos de onda quadrada, Figura 20b), de modo que esses impulsos podem ser
lidos e tratados por um microcontrolador. Resumidamente, a atividade de um transdutor
ocorre quando o dispositivo converte em um sinal elétrico detectavel uma informacao de
algum estimulo fisico captada por um sensor, estimulo esse que pode ser elétrico, mecanico,

optico, térmico ou acustico.
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O principal objetivo do dispositivo é trabalhar com uma varidavel mais facilmente
quantificada para facilitar o sistema de medicao. A confec¢ao do sensor de posicao retirado

de uma impressora jato de tinta estd em detalhes em [31].

Como dito anteriormente, os impulsos elétricos podem ser recebidos por um mi-
crocontrolador, sendo que esse microcontrolador consiste em um circuito integrado pro-
graméavel que possui em seu interior uma ULA (Unidade Légica Aritmética), responséavel

pelo processamento das informagoes, meméria e periféricos de entrada e saida [32].

Neste trabalho adotamos o Arduino Mega, cujo componente principal é o micro-
controlador ATmega2560, ele compoe a nossa ferramenta de aquisicao de dados. O Ar-
duino foi escolhido por possuir em sua placa todos os componentes necessarios para um
rapido desenvolvimento a um baixo custo. Reservamos no apéndice um espaco destinado

ao projeto Arduino apresentando para o leitor a plataforma de maneira mais detalhada.

O Arduino efetua a leitura/decodificacdo do encoder, processa e comunica a infor-
magcao obtida em suas portas digitais, para que haja toda essa comunicacdo entre cada
aparato do sistema de medicao, necessita-se de um sistema de conexao elétrica entre o
sensor, a placa Arduino e o computador. Na figura abaixo, ilustramos o diagrama elétrico,

evidenciando as conexodes elétricas que comunicam o sensor e a placa Arduino.

Figura 21: Diagrama de conexao elétrica do sensor 6ptico com o Arduino. Comunicacao
Arduino/Notebook via porta USB. Fonte: Autoria prépria

Na Figura 21, o fio 1 identifica a conexao de alimentagao (+5V), com corrente de
15mA, o fio 2 indica a conexdo no GND, pino negativo do Arduino, os fios 3 e 4, por

sua vez, indicam a conexao nas portas digitais 2 e 3 da placa, respectivamente. A placa
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Arduino é conectada ao notebook via porta USB, para programar o Arduino de forma que
ele execute o que desejamos ¢é utilizado o ambiente de desenvolvimento, denominado IDE
do Arduino, nesse ambiente se escrevem os c6digos na linguagem padrao C' compreendida
pelo Arduino. O IDE permite a escrita de um conjunto de instrugoes, feitas passo a passo
no computador (programa) seguindo a linguagem C/C*, das quais ao executar o upload
para o Arduino, ele entao efetuara as definidas instrugoes, interagindo com o que estiver

conectado a ele [33], no nosso caso, o sistema de sensoriamento 6ptico.

No conjunto de instrugoes que compreende o programa de microcontroladores, na
qual viabiliza o mecanismo de medida adotado, existem fungdes predominantes, cujas
tarefas dessas sao realizadas de modo que a medida seja a mais precisa possivel. Em
programas de microcontroladores, as interrupgoes sao ferramentas titeis para que as tarefas
sejam efetuadas automaticamente, pode-se utilizar interrupgoes para priorizar ou nao
tarefas e resolver problemas de tempo [34]. Como temos a intengao de temporizar o sistema
de medida para obtermos de fato informagoes relevantes dos sistemas em estudo, as rotinas
de servigo de interrupgoes (ISRs) se fardo tteis nos cédigos do Arduino implementados
no presente método experimental. A discussao e desenvolvimento dos cédigos utilizados

nesse trabalho estdo em detalhes na bibliografia [31].

Quando se trabalha com circuitos micro controlados, a temporizagao é fundamen-
tal para a geracao de sinais ou eventos periddicos, nos microcontroladores sao disponiveis
periféricos temporizador/contador, cujo uso da contagem correta e precisa do tempo au-
xilia e promove uma eficiente programagao para a realizagdo de varios projetos eletronicos
[35]. Para contornar os problemas de temporiza¢ao nos projetos do Arduino, se utiliza os
Timers, na configuragao desses ¢ possivel controlar o seu modo de operagao por meio da

atuacao dos registradores'.

A vantagem de trabalhar na manipulacao direta dos registradores, ao se tratar de
contagem de tempo, é que a leitura e escrita em pinos é feita de maneira muito mais ra-
pida, quando comparada ao tempo de leitura de fungoes prontas disponivel na biblioteca
do Arduino. O microcontrolador ATmega2560 do Arduino Mega, dispoe de seis tempori-
zadores, cuja referéncia de processamento de trés deles utilizam de 8 bits para executar
suas operagoes, e os outros trés temporizadores (timers) utilizam 16 bits na realizagao
de suas operagoes [36]. Em geral, os temporizadores sao configurados para que sua atu-
acao promova no limite de acuracia das medidas de tempo , resultados precisos. Para
mais informacgoes a respeito dos registradores dos timers do Arduino Mega, consultar o

Datasheet?, que consiste numa espécie de manual do Arduino Mega.

Enfim, para a obtencao dos dados experimentais, isto é, captura de um estimulo

pelo sensor, transferéncia de dados para a placa Arduino, e comunicacao via USB com o

Os registradores do Timer sdo os responsdveis pelo controle do temporizador/contador.
2 http://pdf.datasheetcatalog.com/datasheets2/30/3055029_1.pdf
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notebook, passamos para o tratamento grafico dos experimentos. Para a analise grafica dos
dados, optamos pela utilizacao do software Origin Pro 8.5. O software importa dados de
ferramentas de medida, processa-os, executa ajustes de dados experimentais, evidenciando
caracteristicas dos fendomenos observados como uma espécie de filtro, ajustes de curvas e

muitos outros recursos para uma boa andlise estatistica de dados [37].

O ajuste de curvas nos graficos derivado de dados experimentais é um grande de-
safio para pesquisadores, no entanto, o Origin oferta varias fungdes pré-formatadas, que
permitem regulagem nos parametros e valores, esse software mostrou-se extremamente
util para a nossa construgao grafica, utilizamos em todos os experimentos pds coleta de
dados o Origin como ferramenta de andlise e construcao grafica. Para evitar a sobrecarga
do texto com mais detalhes sobre o software Origin, destinamos no apéndice uma breve
apresentacao do software. Seguiremos discorrendo a respeito dos preparativos e montagem
do setup dos experimentos. No decorrer do texto, identificaremos os materiais utilizados,
desenvolvendo comentarios acerca da pratica cientifica, os sucessos, fracassos e as dificul-

dades de cunho experimental vivenciadas dentro do laboratério.

4.1 Preparativos e montagem dos experimentos

Os experimentos foram realizados no laboratorio de fisica do Instituto Federal do
Piaui, a experimentacao se dividiu basicamente em dois modelos de configuragao, nosso
sistema massa/mola foi posto para oscilar com os materiais e instrumentos dispostos ver-
ticalmente, e com os equipamentos dispostos na horizontal. Para facilitar o entendimento
do leitor acerca da experimentacao, ilustramos em todos as praticas os diagramas que cor-
respondem as situacoes concebidas dentro do laboratorio. Iniciaremos explicitando com
se deu a montagem dos materiais utilizados nos experimentos para a determinacao da

gravidade local e constante elastica das molas utilizadas nos osciladores.

4.1.1 Determinacao do valor local da aceleracao da gravidade

Utilizando o aparato experimental realizamos um experimento cujo objetivo é de-
terminar o valor local da aceleragao gravitacional. Este experimento possui duas finali-
dades, a primeira é testar a funcionalidade do aparato e a segunda é determinar o valor

experimental de g que seréd utilizado em outras partes do trabalho.

A montagem foi realizada utilizando duas bases com sapatas niveladoras, barras
para compor o suporte de apoio do sensor, uma fita de cédigo linear, placa Arduino,
fios para conxao elétrica (jumpers), um computador, uma esfera de massa 0,0250 kg,
um suporte de altura regulavel para apoio do hardware e uma linha de multifilamentos.
Este sistema esta representado esquematicamente na Figura 22 onde ilustramos a situacao

imediatamente antes e depois da queda da fita pelo sensor.
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Figura 22: a) Imediatamente antes de liberar a fita, Indicagdo de excesso de linha que
serd esticada. b) Posicionamento final apds a liberagao da fita. Fonte: Autoria
propria

O arranjo experimental foi planejado para que a fita de codigo linear passasse por
completo pelo sensor, tendo em vista que a fita tem cerca de 30 ¢m, o fendmeno ocorrido
apds o ato de abandono (queda livre) da fita possuia menos de um segundo, dessa forma
configuramos o Arduino para que a leitura fosse feita em trés segundos contudo, coletando
uma numerosa quantidade de pontos sucessivos. Segundo o c6digo desenvolvido coletavam-
se um total de 2955 pontos sucessivos de posicoes e a cada 1,024 ms coletava-se um valor

de posicao.

Os materiais citados foram organizados conforme a Figura 23, apds por em pratica
a experimentacao, de posse dos dados processados e fornecidos pelo Arduino partimos para
o tratamento gréafico no Origin. Esperamos obter um valor aproximado de 9,81 m/s?, que

consiste na aceleracdo da gravidade na Terra ao nivel do mar e a latitude de 45°.
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Figura 23: Montagem do experimento para a obtencao da aceleracao da gravidade local.
Fonte: Autoria prépria

4.1.2 Determinacdo da constante elastica das molas

A segunda montagem realizada teve o objetivo de determinar a constante elastica
das molas envolvidas no movimento oscilatorio em estudo. Optamos por determinar as
constantes elasticas das molas com o método experimental proposto para tornar nosso
procedimento singular e satisfatorio do ponto de vista empirico, pois com os valores reais
medidos pelo método podemos ponderar melhor os percentuais de erro entre a previsao
tedrica e a previsao experimental, assim como apontar a eficicia da técnica de captura
e processamento de dados por meio da ferramenta que utilizamos quando analisados os

resultados experimentais.

Os materiais utilizados nesse experimento foram os seguintes: duas bases com
sapatas niveladoras, barras para compor o suporte de apoio do sensor, um sensor 6ptico
eletronico, uma fita de cédigo linear, um gancho, discos de massas iguais, placa Arduino,
jumpers, um computador, molas helicoidais, um suporte de altura regulavel para apoio da
hardware e uma linha de multifilamentos. A seguir na Figura 24, indicamos o diagrama

experimental desse experimento.
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Figura 24: a) Equilibrio antes da medigao. b) Deformagao com a adi¢ao de massas. Fonte:
Autoria prépria

A disposicao dos equipamentos nesse experimento tem por finalidade a suspensao
de uma mola, a qual sao penduradas e acrescentadas massas iguais em sequéncia por um
gancho conectado a fita de codigo linear. O esperado é que o aumento na quantidade
de massa suspensa pela mola seja acompanhado pelo aumento da deformagao da mola.
Essa variacao de posicao, isto é, leitura da posicao de equilibrio estatico inicialmente sem
adicao de nenhuma massa até a leitura da posicao final do sistema apods a adicdo de uma

massa é feita pelo sensor quando a fita viaja ao acompanhar o movimento do sistema.

Com uma balanca de precisao medimos a massa de 50 g dos discos de massa
adicionados para obter a constante eldstica. Penduramos na ponta do gancho quatro
discos, um por vez e anotamos a deformagao provocada na mola de acordo com a respectiva
quantidade de discos, na Figura 25. Repetimos o procedimento por 5 vezes e fizemos a
média dos valores expedido no monitor serial no software do Arduino. A reproducao
desse processo ocorreu em todas as vezes que necessitou-se da magnitude da constante
elastica das molas implementadas nos experimentos. A montagem do proximo esqueleto
experimental tém o intuito de determinar o periodo/frequéncia de oscilagdo de um MHS

e sua dependéncia em relagdo aos parametros do oscilador.
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Figura 25: a) Visao global do arranjo experimental que finda determinar a constante elds-
tica da mola. b) Distensao da mola ¢) Equipamento de adi¢do de massas. Fonte:
Autoria prépria

4.1.3 Relacao entre a frequéncia de oscilacao e a inércia do sistema

Esse experimento é subdividido em duas etapas, na primeira iremos dispor no
oscilador uma tnica mola, Figura 26, e na segunda iremos compor uma associacao de
duas molas no oscilador, Figura 28, utilizaremos para isso os seguintes materiais: um
trilho de ar de 120 ¢m, uma unidade de fluxo de ar, uma mangueira aspirador 1,5,
um carrinho apropriado para trilho de ar, uma fita de cédigo linear, um sensor Optico
eletronico, uma haste de sustentacao para o sensor, duas molas helicoidais, um fio de
multifilamentos, uma esfera, uma roldana com haste fixada no trilho, discos de massas

iguais, placa Arduino, jumpers e um computador.

Realizamos essa abordagem com configuragoes distintas para analisar o erro no que
diz respeito as frequéncias observadas com a variacdo de massa entre o comportamento
oscilatério quando temos molas associadas sem nenhuma extremidade fixada, e uma mola
unica com uma extremidade fixa. Tentaremos verificar os resultados com mudancas em

parametros como esses no oscilador.
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Figura 26: Diagrama experimental oscilador com uma tinica mola. Fonte: Autoria propria

A priori a montagem se deu de modo que uma tnica mola entrou na composigao
do oscilador, conforme a Figura 26. Inicialmente fixamos a fita no carrinho e posicionamos
o suporte com o sensor de maneira que o carrinho pudesse passear no trilho de ar sem
causar prejuizo na leitura, ao pendurar uma esfera numa extremidade do fio cuja cone-
xao carrinho/mola é feita sob o trilho de ar, realizamos sequencialmente o experimento
variando a massa do oscilador com a adicao de quatro discos de massa um por vez, cuja

massa de cada disco é de 50g.

Medimos com uma balanca de precisao a massa de todos os componentes oscilantes
e determinamos que a massa total do conjunto, ou seja, massa do carrinho somado a massa
da esfera e da mola, sem a adigao de nenhum disco é de 0,252 kg. A posteriori esses valores

serao uteis para o confronto do resultado tedrico com o experimental.

Prendemos uma esfera de massa compativel com o carrinho e a mola em uma das
extremidades do fio como estratégia de manté-lo esticado durante o movimento, detalhes
como esse sao aperfeicoados com a prética experimental. No inicio configuramos esse
oscilador de véarias outras formas, com outras molas, outras esferas, outro carrinho, até
essa configuragao definitiva foram etapas a serem sucedidas e melhoradas. Buscavamos
sempre a configuragdo que melhor se adequava ao modelo proposto de oscilagdo em um
grau de liberdade sujeito a baixos valores de amplitude. Na Figura 27, segue imagens da

montagem real do presente experimento.
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Figura 27: a) Vista global da montagem experimental de andlise da relacdo inér-
cia/frequéncia do oscilador. b) Conexao da esfera via roldana ao carrinho. c)
Ligacao da mola com uma extremidade fixa ao carrinho. Fonte: Autoria propria

Liga-se o trilho de ar para que o carrinho suspenda diminuindo portanto o atrito
cinético com a superficie do trilho, com isso ao acionar a leitura do sensor aplica-se no
carrinho uma excitagao inicial com pequenas variagoes na amplitude, afastando-o da sua
posicao de equilibrio, a posi¢ao do carrinho na oscilacao ¢ entao rastreada com o passeio
da fita pelo sensor. Apds trinta segundos contados a datar do inicio da leitura, os dados
sao enviados para o monitor serial do Arduino, a partir dai plota-se os graficos no Origin,
a construcao grafica é feita de maneira que o grafico forneca valores de posicoes dadas
em metro e valores de tempo dados em segundo. De posse dos graficos para avaliar o
periodo de oscilagdo determina-se a variacao dos pontos entre duas cristas consecutivas,

quantificado o periodo facilmente temos dominio da frequéncia de oscilacao.

O experimento é repetido sujeito a diferentes valores de inércia, é esperado que a
frequéncia de oscilagdo diminua conforme & aumento na inércia do sistema oscilante. A
segunda configuracdo para o mesmo experimento ocorreu mediante a associagdo de duas
molas de mesma constante elastica, ajustamos a montagem anterior eliminando alguns
componentes do oscilador, utilizamos o mesmo carrinho com a fita fixada de modo que seja
realizado a leitura da fita pelo sensor, entretanto, prendemos uma das duas extremidades

das molas diretamente no carrinho, no diagrama da Figura 28.
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Figura 28: Diagrama experimental oscilador com duas molas. Fonte: Autoria propria

Realizamos o mesmo procedimento de oscilacao variando moderadamente a massa
do oscilador, o mesmo procedimento de plotagem grafica utilizando o Origin e a mesma
metodologia de obtenc¢ao do periodo e frequéncia de oscilagao, isto é, verificando a variagao

dos pontos entre duas cristas consecutivas. Na Figura 29, a montagem real do experimento.

Figura 29: a) Vista global da montagem de andlise da relacao inércia/frequéncia do osci-
lador com molas associadas. b) Molas interligadas ao carrinho. Fonte: Autoria
propria
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Daremos continuidade com o esqueleto experimental preponderante desse trabalho,
até a consolidacao da configuragao definitiva percorremos uma caminhada, antes de termos
essa montagem em definitivo tentamos alguns arranjos experimentais, grande parte deles
no trilho de ar, neste tltimo nao obtivemos grandes sucessos devido a falta de controle nos
graus de liberdade da mola gerado ao manter o sistema forcado em uma extremidade do
trilho e amortecido na outra, esse fato revela, sobretudo, a dificuldade da retirada de um
modelo idealizado pronto na teoria dos livros de Fisica. Nao é uma tarefa trivial compor

um oscilador de modo a ter controle nos parametros envolvidos na oscilacao.

4.1.4 Oscilador sob influéncia de forca externa

Utilizamos os seguintes utensilios para essa amostragem, duas bases com sapatas
niveladoras, barras para compor o suporte de apoio do sensor, um sensor 6ptico eletronico,
uma fita de cdédigo linear, placas Arduino, jumpers, um computador, uma esfera de massa
0,070 kg, linhas de multifilamentos, duas molas helicoidais, uma bobina, uma barra de
ferro cerca de 10 ¢m, uma proveta de 500 ml, dois suportes de altura regulavel, uma para
apoio da hardware e outro para apoio da proveta, uma protoboard, uma fonte de tensao
e corrente regulavel, um transistor, um dissipador de calor, um resistor de 10 K e um
diodo.

Reproduzimos duas espécies de sistema forcado, uma sem o incremento de amorte-
cimento e outra adicionando ao sistema um mecanismo de amortecimento. Nesse arranjo
conectamos uma extremidade da fita encoder a um suporte, e esse tultimo as molas. Co-
nectamos a outra extremidade da fita por meio de um pedaco de fio uma das extremidades
da barra de ferro de modo que com o movimento oscilatorio da fita viajasse pelo sensor
captando as sucessivas posigoes de interesse. Prendemos um gancho em cada extremidade

do ferro para ser possivel a uniao da fita com a esfera.

Na primeira estrutura experimental compomos o oscilador utilizando como técnica
duas molas com uma de suas extremidades fixas associadas em paralelo, garantindo na
medida do possivel estabilidade no movimento com um grau de liberdade, conectadas a
ela a fita de codigo linear, a essa ultima vinculamos uma barra de ferro, que consistia no
material ferromagnético na qual ao passar por dentro da bobina faria o papel de forcar
o movimento do encoder, consequentemente das molas. Por fim, acoplamos a barra de
ferro uma esfera de massa 0,070 kg, essa esfera que ira ‘sentir’ o amortecimento quando

adicionado a coluna de fluido. No diagrama a) da Figura 30 ilustramos a situagao descrita.
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Figura 30: a) Diagrama experimental oscilador forgado. b) Diagrama experimental do
oscilador for¢ado e amortecido. Fonte: Autoria propria

Na segunda estrutura montamos o maquinario com os aparatos arranjados de
maneira semelhante ao anterior, no entanto, adicionamos a ele um instrumento de amor-
tecimento na qual compreende de uma coluna de fluido contido em uma proveta de 500
ml. A esfera que deixamos interligada a barra de ferro consiste no elemento do oscilador
que ‘sente’ o amortecimento, haja vista que essa esfera ficava imersa no fluido em to-
dos os instantes durante a oscilagdo. No diagrama b) da Figura 30 tornamos ilustre essa

montagem experimental.

Essa engenhoca funcionava na experimentacao tomando os devidos cuidados com o
correto alinhamento entre os elementos constituintes do oscilador, o movimento oscilatorio
majoritariamente estava contido a um grau de liberdade, na vertical, haviam inevitavel-
mente movimentos transversais das molas, todavia, sob a 6tica do sistema global esse

translado quando comparado ao movimento longitudinal era irrelevante. Na Figura 31,
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explanamos a definitiva organizacao experimental, para eliminar a maquina de amorteci-

mento tirdvamos a proveta do oscilador.

Figura 31: a) Montagem experimental do oscilador for¢cado. b) Composi¢ao de molas as-
sociadas em paralelo. ¢) Instrumento formado pela bobina e o elemento ferro-
magnético capaz de forgar o oscilador. d) Aparato de amortecimento composto
por uma coluna de fluido. Fonte: Autoria prépria

Pela Figura 31, observa-se a introdugao de um circuito RL no instrumental capaz
de forcar o oscilador, esse circuito com fonte de alimentagao de corrente continua é inter-
ligado aos terminais da bobina, ao transistor e a placa Arduino Nano. A bobina contém
multiplas espiras cilindricas de fio condutor, nesse caso, fio de cobre, e se comporta como

um dispositivo elétrico denominado indutor.

O indutor consiste em um componente na qual se armazena energia magnética com-
preendida em seu volume interior, o material ferromagnético que passa estrategicamente
no interior da bobina possui a propriedade de ser fortemente imantado, cuja presenca
do cilindro concentra as linhas de forca de campo magnético que se assemelham aquelas
geradas por um ima no interior das espiras tornando o campo magnético resultante mais

intenso [38].



Capitulo 4. O Método Experimental 75

O aumento stubito da corrente elétrica na bobina produz uma forca eletromotriz
auto-induzida que se opoe a variagao da corrente, essa forca provoca o aparecimento de
uma tensao aos terminais da bobina [39]. Quando a corrente estabiliza, a bobina nao
cria mais ‘oposicao’ e a tensao no terminal da bobina torna-se nula. Todavia, na pratica,
dificilmente encontra-se um campo magnético perfeitamente uniforme, nas bordas de um

elemento magnético ha sempre algumas linhas de campo que nao sao paralelas as outras.

As linhas de campo nas bordas de um elemento magnético sao chamadas de es-
praiamento (efeito de bordas) [40]. Ao cruzar o cilindro ferromagnético o fluxo magnético
sofre um espalhamento, isso faz com que a area por onde passa o fluxo seja maior que a

area geométrica do cilindro.

O principio de geragao de uma forca senoidal do nosso oscilador com o movimento
do material ferromagnético no interior da bobina se assemelha ao movimento de um motor
rotativo, podemos imaginar que na extremidade da fita encoder ha aplicacao de uma forca
dindmica gerando tal comportamento. Existe uma eletronica por tras do funcionamento

dessa chave que possibilita o movimento senoidal do oscilador, a seguir iremos comenta-la.

Dos elementos do circuito eletronico um de fundamental importancia é o transistor,
composto de trés filamentos, chamados de base, emissor (polo positivo) e coletor (polo
negativo), a base mantém o controle do estado do transistor [41]. Quando o transistor
esta desligado, nao existe carga elétrica na base, por isso, inexisténcia de corrente elétrica
entre o emissor e o coletor (bit 0), em contrapartida, quando é aplicada certa tensao na

base o circuito é fechado e é estabelecida a corrente entre o emissor e o receptor (bit 1).

O microcontrolador é projetado com o intuito de fazer a inteligéncia do circuito e
nao de suportar grandes correntes, no entanto, como auxilio para esse controle instauramos
um transistor operando na comunicacao e controle do circuito micro controlado evitando

o risco de danos, haja vista que a corrente pode ser chaveada por esse dispositivo.

Ao solenoide ligamos com uma das suas terminagoes o polo negativo da fonte de
11 V', alimentando-o com 1,5 A, a outra terminagdo do solenoide ligamos no filamento
de base do transistor, no filamento coletor do transistor conectamos um resistor, cuja
funcao ¢ limitar a corrente do coletor, ao conjunto associamos um diodo para evitar que
uma corrente contraria chegue ao Arduino, o diodo faz essa protecao admitindo corrente

apenas em um unico sentido.

Para seguranga do material semicondutor (transistor) fixamos nele um dissipador
de calor. Ligamos a porta digital 6 do Arduino ao transistor. Unimos em um pacote tinico
o ground da fonte, o ground do Arduino e o filamento emissor do transistor. Dessa forma,
temos os 5 V' do Arduino controlando o transistor, fazendo ele funcionar como uma chave
e 11 V da fonte suprindo o eletroima. A seguir na Figura 32 indicamos o diagrama do

circuito elétrico descrito.
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Figura 32: a) Circuito elétrico fonte regulada com valor de tensao de 11 V. b) Em detalhe
as conexdes dos pinos do Arduino Nano e o transistor. Fonte: Autoria propria

Temos a partir dai um Arduino trabalhando na aquisicdo de valores instantaneos
de posic¢oes em funcao da variavel tempo e um outro Arduino auxiliando a aplica¢ao da
forga externa no oscilador. Para este tltimo trabalhamos no software do Arduino de modo
que ele mandasse a informacao de mudanca de estado a porta digital 6 via interrupgao com
Timer. Basicamente esse foi o procedimento de geracao de uma forca senoidal no oscilador,
estendemos o desempenho eletronico para a agao de uma forga impulsiva gerando atuagao

de um sinal de alto e um sinal de baixo em um curto intervalo de tempo.

Feito toda essa engenharia agora é possivel estudarmos a Fisica do oscilador for-
cado sob influéncia de forca senoidal e sob influéncia de forga impulsiva. Temos o intuito
de validar experimentalmente o comportamento fenomenolégico dos fenémenos ressonan-
cia e batimentos, assim como avaliar a resposta dindmica do sistema forgado, forcado e

amortecido observando as varidveis fisicas ao comparar com a previsao tedrica.
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5 Resultados e Discussoes

5.1 Determinacao do valor local da aceleracao da gravidade

Este experimento foi repetido uma grande niimero de vezes ajustando o sistema
a cada repeticao na tentativa de melhorar os resultados. Foram obtidos valores para a
aceleracio gravitacional que variam de 9 m/s? 4 9,66 m/s?, esse experimento se mostrou
extremamente sensivel as condi¢oes de abandono realizada pelo experimentador, a fim de
atingir resultados com uma boa aproximacgao reduzimos o atrito entre a fita de codigo
linear e as paredes do sensor alinhando cuidadosamente as hastes e os componentes expe-
rimentais. Dentre as vezes que sucedemos esse experimento selecionamos um dos historico
de resultados da pratica experimental para o tratamento grafico de tal. Abaixo declara-
mos o resultado procedido por meio de um grafico de deslocamento em funcao do tempo

indicando o valor local da aceleracao da gravidade, Figura 33.
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Figura 33: Posicao vs Tempo na queda livre. Em destaque o valor da aceleracao gravita-
cional local oriundo do fit polinomial da curva.

Os valores experimentais sao coletados pelo Arduino e enviados ao computador

através da porta de comunicacao serial. Estes dados sao plotados em um grafico ao qual
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é realizado um ajuste polinomial da curva. Esta técnica é comumente denominada Fit e
consiste no ajuste de equacao polinomial fornecida para que esta coincida com os dados

experimentais.

Em especial, para o nosso caso, como se trata da queda livre de um objeto, sabendo
que a equacao do movimento de queda livre é descrita pela equacao parabodlica x =
To + vot + %tQ, isto é, polinomial de grau dois, realizamos o ajuste conforme o formato
da equacao parabdlica cujo coeficiente g na Figura 33 resultou em um valor de 4, 83.
Dessa forma, conhecida a equacao de movimento de um corpo em queda livre, temos a

quantidade de 9,66 m/s* de aceleragao da gravidade local.

Com esse resultado constatamos uma boa aproximagao ao valor previsto de ace-
leracao da gravidade, o erro de 0,98% representa os diversos fatores que influenciam na
medicao, em situagoes reais o experimentador compartilha de um ambiente nao ideal cuja
resisténcia, sobretudo, o atrito se fara presente nos sistemas em estudo mesmo que se utili-
zem excelentes técnicas de atenuacao desses efeitos. Utilizaremos esse resultado observado
de aceleragao gravitacional nos demais experimentos, seguiremos discutindo a respeito da
experimentacao que finda determinar a constante elastica das molas incrementadas no

oscilador.

5.2 Determinacao da constante elastica das molas

Apoés proceder a montagem e execugao do experimento cujo objetivo é determinar a
constante elastica das molas, identificamos no monitor serial do Arduino no computador
os respectivos valores de deformacgao ocorrida na mola com a adicdo uma a uma das
massas, relacionamos esses valores na Tabela 1 indicando a deformacao correspondente a

um dada forga peso, consideramos o valor da gravidade medido no experimento anterior.

Tabela 1: Relagao forga peso e deformacao

Forca Peso (N) | Deformacgao (m)
0,483 0,033
0,966 0,066
1,449 0,099
1,932 0,132

De posse desse resultado, facilmente ¢é feito o grafico for¢ca peso vs deformacao
no Origin, de maneira que se obtém a constante efetiva desejada da mola realizando o
Fit Linear, isto é, o ajuste de curva linear que consiste numa ferramenta que examina a
relagdo entre a resposta as variaveis independentes em uma fungao linear. A metodologia
de ajuste do Origin faz uso do método de minimos quadrados ponderados para ajustar

a fungdo no modelo linear e fornecer para o nosso caso a constante da mola obtida pelo
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coeficiente da reta. Abaixo na Figura 34 evidenciamos o resultado dessa operagao com

indicacao do valor da constante elastica da mola.
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Figura 34: Grafico For¢ca Peso vs Deformacao. Em destaque o valor obtido da constante
elastica da mola oriundo do fit linear da reta.

Usaremos essa mesma mola no experimento cujo objetivo é avaliar experimen-
talmente a relagdo entre o periodo/frequéncia de oscilagao e a inércia do oscilador. No
laboratoério de fisica selecionamos mais uma mola de constante elastica semelhante a essa
evidenciada nos resultados experimentais e com duas molas semelhantes realizamos os

experimentos de associacao de molas.

5.3 Relacado entre a frequéncia de oscilacdo e a inércia do sistema

Apos por em pratica o método experimental apresentado no capitulo anterior, ve-
rificamos os resultados experimentais de periodo e frequéncia obtidos através dos graficos
oriundos da configuracao do oscilador com uma mola, e da configuragdo com associacao de
molas de mesma constante elastica. Experimentalmente apuramos o periodo de oscilagao,
ou seja, a diferenca de valores entre duas cristas consecutivas, do oscilador indicado na
Figura 27, quando sujeito a variagoes de massa, os resultados obtidos estao indicados na

tabela abaixo:
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Tabela 2: Oscilador massa/mola variando a inércia

Massa (kg) | Periodo (s) | Frequéncia (Hz)
0,252 0,8090 1,2360
0,302 0,8807 1,1354
0,352 0,9318 1,0732
0,402 1,0036 0,9964
0,452 1,0547 0,9481

As informagoes que extraimos dos resultados experimentais quanto as variaveis
indicadas na Tabela 2 sdo as seguintes, observa-se que a medida que a massa do sistema
aumenta, o periodo de oscilagdo aumenta havendo uma reducdo na frequéncia oscilante,
visualmente podemos observar ao superpor os graficos dos resultados obtidos no experi-

mento, Figura 35, a mudancga no periodo de oscilacao com a adi¢ao de massa.
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Figura 35: Superposicao dos graficos gerados ao colocar o sistema para oscilar com valores
de massa distintos. Fonte: Autoria prépria

Uma informagao relevante que podemos acrescentar a respeito dos parametros que
modificam o comportamento oscilatério de um oscilador é que ao substituir do sistema
a mola, com constante elastica diferente da adotada no experimento, se uma nova mola
possuir constante elastica maior, essa possuiria uma maior taxa de restauragao provocando

uma reducgao no periodo de oscilagao. Para comparar os resultados observados com os
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previstos pelo modelo tedrico do oscilador calculamos a frequéncia de oscilagao por meio
da equacao 3.7 considerando quatro casas decimais nos célculos. A seguir na Tabela 3 o

comparativo entre o resultado previsto e o observado indicando o erro percentual.

Tabela 3: Comparacao dos valores de frequéncia experimentais e teéricos do oscilador
massa/mola ao variar sua inércia.

Massa (kg) | Freq. Observada (Hz) | Freq. Prevista (Hz) | Erro Percentual
0,252 1,2360 1,2129 1,02%
0,302 1,1354 1,1079 1,02%
0,352 1,0732 1,0263 1,06%
0,402 0,9964 0,9603 1,04%
0,452 0,9481 0,9056 1,05%

Com o experimento proposto verificamos o esperado pois ao comparar o resultado
observado com o previsto obtemos um erro de medida da ordem de 1072, certamente
devido a resisténcia da forca de atrito no movimento, na tentativa de evita-lo utilizamos
o trilho de ar, no entanto sabemos que em sistemas fisicos reais nao é uma tarefa facil
reduzir totalmente o atrito. Além disso, podemos argumentar a diferenca dos valores
quando comparados justificando a presenca de inércia rotacional no sistema fisico realista
oriundo do momento de inércia da polia, em modelos tedricos admitem-se comumente que

o componente é um elemento ideal nao interferindo na dinamica do sistema.

Na configuracao do oscilador com associagao de molas de mesma constante elastica
indicado na Figura 29, observando o comportamento da deformagao das molas na oscilagao
nao identificamos de imediato o tipo de associagao equivalente do oscilador, devido a isso
fizemos o calculo para determinar a constante elastica equivalente e o tipo de associagao a
que se refere. Feito os calculos, verificamos que a disposi¢ao das molas no oscilador equivale
a uma associacao em paralelo, como consequéncia, a constante eldstica equivalente ao
dobro do valor experimental encontrado no experimento de determinacao da constante

elastica.

Seguindo a mesma metodologia de obtenc¢ao de dados da configuracao do oscilador
com uma unica mola, e de maneira analoga, apuramos o periodo de oscilagao, ou seja, a
diferenca de valores entre duas cristas consecutivas, do oscilador indicado na Figura 29,
quando sujeito as mesmas variacoes de massa. Nesse novo arranjo, a massa do conjunto
oscilatério sem a adicao dos discos é de m = 0,1852 kg. Os resultados obtidos nesse

experimento estao organizados na tabela abaixo:
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Tabela 4: Oscilador com molas associadas em paralelo variando a inércia

Massa (kg)

Periodo (s)

Frequéncia (Hz)

0,1852
0,2352
0,2852
0,3352
0,3852

0,4608
0,5224
0,5735
0,6144
0,6656

2,1701
1,9142
1,7436
1,5501
1,5024

Ao relacionar as informagoes dos parametros contidos na Tabela 4, avaliamos que o

aumento na inércia do sistema massa/mola, provoca um aumento no periodo de oscilagao

na qual gera redugao na frequéncia oscilante. Observamos modificagao no comportamento

do oscilador ao superpor os graficos dos resultados experimentais. A seguir na Figura 306,

ilustramos a atuagdo do oscilador perante a variagdo do parametro inércia indicando o

periodo de oscilagao das curvas.
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Figura 36: Superposicao dos graficos gerados ao colocar o sistema com molas associadas
para oscilar com valores de massa distintos. Fonte: Autoria prépria

Para melhorar a andlise do planejamento experimental vamos confrontar os va-

lores de frequéncia observada com os valores de frequéncia prevista no modelo tedrico

ideal do oscilador massa/mola. Para isso, calculamos a frequéncia de oscilagdo por meio

da equacao 3.7 considerando quatro casas decimais nos calculos, lembrando que para essa
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configuragao consideramos sob efeitos de calculo a constante de mola equivalente ao sis-
tema com associagao em paralelo. A seguir na Tabela 5 o comparativo entre o resultado
previsto e o observado examinando, para controle estatistico, o erro percentual entre as

medidas.

Tabela 5: Valores de frequéncia experimentais e teéricos do oscilador massa/mola com
associacao de molas em paralelo ao variar sua inércia.

Massa (kg) | Freq. Observada (Hz) | Freq. Prevista (Hz) | Erro Percentual
0,1852 2,1701 2,0000 1,08%
0,2352 1,9142 1,7752 1,08%
0,2852 1,7436 1,6121 1,08%
0,3352 1,5501 1,4873 1,04%
0,3852 1,5024 1,3874 1,08%

Assim como a situacao anterior, a frequéncia de oscilacao observada se aproxima
da frequéncia prevista no modelo de oscilador idealizado. Nesse caso, com um erro um
pouco maior, justificamos também esse percentual de erro superior ao confrontar os valores
argumentando que as molas possuem uma configuracao inicial com distensao em ambos os
lados do oscilador, onde ha grau de instabilidade da mola durante a oscilagao, haja vista
que essas diferentemente do caso anterior nao possuem uma das extremidades fixadas,
em modelos tedricos nao se admitem fatores que influenciam o componente dindmico do
movimento oscilatério, além disso, ha influéncia oriunda da resisténcia da forca de atrito

ao movimento.

Daremos sequéncia discutindo os resultados experimentais do oscilador forcado,
verificando a ocorréncia de fendmenos como ressonancia e batimentos e suas implicacoes
ao oscilador. Analisaremos a composi¢ao da oscilagao transiente em um sistema forgado, o
regime oscilante sob influéncia de uma forga impulsiva, e por fim discutir espécies distintas

de amortecimento e suas caracteristicas.

5.4 Oscilador sob influéncia de forca externa

Ao realizar o experimento da montagem mostrada na Figura 30b), e configu-
rando no Arduino o periodo de 0,3 s de atuagdo da forca senoidal, isto é, frequéncia
forcada de 3,33 Hz, capturamos as sucessivas posi¢oes do movimento oscilatorio do sis-
tema massa/mola em questdao. De posse das sucessivas posigoes em fungao da variavel

tempo plotamos o grafico x vs ¢ no Origin evidenciado abaixo, Figura 37.
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Figura 37: Resposta dindmica forgada de um oscilador massa/mola com amortecimento
viscoso. Fonte: Autoria propria

Selecionamos os primeiros 8 s de fendmeno, a partir desse intervalo de tempo con-
seguimos caracterizar o comportamento do oscilador e verificar o esperado. Esse grafico
expoe o carater transiente do oscilador nos primeiros instantes de fenémeno, cuja solucao
nesse pedaco superpoem a resposta ao amortecimento e a forca senoidal. No entanto, a
dissipacao de energia devido o amortecimento é restaurada ao sistema pela aplicacao da
forga externa, a partir dos 3 s de fenémeno a resposta dindmica do oscilador se com-
porta segundo a solucao estacionaria, isto é, regime permanente. Observamos que esse
comportamento exibido no gréafico da Figura 37 oriundo da experimentacgao se assemelha

a situacao comportamental da previsao tedrica exibida na Figura 10.

Medimos a massa correspondente a esse conjunto oscilatério, ou seja, fizemos o
somatoério de todas as massas envolvidas no oscilador, verificamos uma massa total de
0,127 g, dessa forma, sabendo o valor da constante elastica das molas no experimento
podemos calcular a frequéncia natural do oscilador. De uma experimentacdo anterior

medimos o valor de 14,63 N/m de constante eldstica da mola.

Sabendo que temos duas molas associadas em paralelo a constante de mola equi-
valente serd K., = 29,26 N/m, isto ¢, o dobro do valor medido para uma mola tnica.

Conhecida essa informagao de massa e constante elastica equivalente, calculamos segundo
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a expressao 3.7 a quantia de 2,41 Hz correspondente a frequéncia natural de oscilacao.
Esse calculo se fez necessario para termos o valor de frequéncia natural como parametro

pra realizacao dos experimentos que sequenciam cujo objetivo é determinar a frequéncia

de ressonancia do oscilador.

Segundo a montagem da Figura 30a), configuramos o Arduino declarando o periodo
de atuacdo da forca no oscilador de modo a variar a frequéncia forcante. Realizamos
alguns experimentos com valores diferentes de frequéncia, selecionamos o valor de 2,5 Hz
de frequéncia forgante que desempenhou caracteristicas ressonantes no oscilador. Com a

captura dos pontos plotamos o seguinte grafico, Figura 38.

Vforcante = 2,5Hz

vo = 2,41 Hz
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Figura 38: Oscilacdo na frequéncia de ressondncia com aumento linear da ampli-
tude. Fonte: Autoria prépria

Notamos pelo grafico que em ressonancia, o oscilador exibe um comportamento
de aumento linear da amplitude, o efeito de ressonancia, na realidade fisica do sistema
mecanico ocorre até que a amplitude atinga um valor limite onde o sistema se rompe, no
nosso caso, esse rompimento ocorre com o salto do cilindro de ferro do interior da bobina,
interrompendo portanto a oscilacdo, na previsao tedrica se nao ha amortecimento, 5 = 0,
e segundo a expressao 3.40, a amplitude no denominador s6 depende da diferenga w2 — w?
sendo essa diferenga pequena a amplitude tende ao infinito, a seguir iremos observar que

na presenca de amortecimento isso nao ocorre.
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Como esperado o fenémeno ocorrido na realizacao experimental aconteceu numa
frequéncia forcante de 2,5 Hz valor bem préximo a frequéncia natural do oscilador. Ao
avaliar a razao entre as frequéncias, natural e forgante, em um diagrama que revela o fator
de amplificagdo dindmica percebemos que a razao é aproximadamente 1, conforme a pre-
visao tedrica evidenciada na Figura 11, revelando mais uma vez caracteristicas ressoantes

no oscilador.

Repetimos o experimento com a mesma frequéncia forgante, 2,5 H z, adicionando
ao oscilador o amortecimento contido na coluna de agua, colocamos a esfera pra oscilar
dentro do fluido conforme a Figura 30b). Com o histérico de posi¢oes dessa nova configu-

ragao construimos o seguinte grafico, Figura 39.
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Figura 39: Oscilacdo na frequéncia de ressonancia com aumento nao linear da ampli-
tude. Fonte: Autoria prépria

Nessa situagao pelo grafico percebemos um novo comportamento de ressonancia no
oscilador, isto claro, pela influéncia do amortecimento, como sabemos pela equagao 3.41 a
frequéncia de ressonancia depende do amortecimento, quanto maior for o amortecimento,
menor sera a frequéncia de ressonancia, entao nao poderiamos ter algo diferente do ocor-
rido. Pela Figura 39 notamos o novo comportamento do oscilador quando a frequéncia
forgante se aproxima da frequéncia natural do sistema massa/mola, a amplitude agora

cresce de maneira nao linear.
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Outro fendmeno caracteristico do oscilador massa/mola quando a ele se aplica uma
forca externa é o fendmeno de batimentos, para verifica-lo experimentalmente colocamos
o oscilador indicado na Figura 30a), para oscilar com uma frequéncia forgada de 2,70 Hz.

Abaixo na Figura 40 temos o resposta dindmica do fenémeno.

Vorcante = 2,70 Hz

,020- : ,” — e~ Z-
0,015 - n | n ” -
07010_: “ ” ” “ ﬂ | | ” (\
? -0:0052 U U :
_o,o1o__ U U U U u U U u U U U i

-0,015 S i

‘0,020 T T T T T T T T T T T T T T T T T

Tempo (s)

Figura 40: Ocorréncia de batimentos no oscilador. Indicagao das frequéncias envolvidas
no fendémeno. Fonte: Autoria prépria

Observando a resposta oscilatéria da Figura 40 verificamos o resultado da soma de
dois sinais, é notorio uma leve defasagem entre os sinais devido a frequéncias ligeiramente
diferentes que geram, sobretudo, momentos onde ha interferéncia construtiva, maior am-
plitude, e momentos de interferéncia destrutiva, menor valor resultante de amplitude. No-
tamos que a resposta resultante da experimentacao gera justamente um comportamento

que se assemelha ao fend6meno de batimentos.

Realizamos experimentacao no oscilador forcado subordinado a forca senoidal de
impulsao, isto ¢, o oscilador permanecia for¢ado durante todo o periodo de coleta de dados,
ou seja, por 30 s sem interrupgao, todavia, temos o intuito de verificar a resposta dinamica
do oscilador quando sujeito a uma forga impulsiva de curta duragao, para isso estendemos
a discussao gerando atuacao de picos sucessivos ao sistema. Para essa abordagem ao
realizar o experimento segundo a montagem da Figura 31 na auséncia de amortecimento,

obtivemos a seguinte representacao grafica, Figura 41.
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Figura 41: Grafico x vs t para uma fungao impulso de forca.Fonte: Autoria prépria

Nesse experimento o oscilador era excitado com uma espécie de ‘peteleco’ a cada
5 s, selecionamos para andlise os primeiros 10 s de fendomeno. Na modelagem tedrica
levamos em conta a funcao impulso de forca como a diferenca entre duas fungoes degrau
separadas por um determinado tempo, dessa forma a resposta dindmica tedrica obtida se

caracterizava mediante a Figura 18.

Ao comparar o resultado tedrico com o observado na Figura 41 percebemos seme-
lhancas no comportamento oscilatério, esse resultado nao poderia ser diferente ja que a
metodologia experimental de aplicagao de forca que adotamos tem o formato de for¢a mo-
delado por uma funcao degrau. Dedicamos nesse trabalho a discussao citada pela presenca
dessa caracteristica ao se estudar certas situagoes em fisica e, sobretudo, pois a concep-
¢do de um impulso possibilita a obtencao de solugdes nas quais majorem ou minorem

determinadas variaveis.

Por fim, reservamos para esse trabalho a discussao a respeito das classes de amor-
tecimento que influenciaram na dinamica oscilatoria do nosso sistema forcado. Nos ex-
perimentos antecedentes tinhamos influéncia de um amortecimento constante, dado pela
resisténcia ao movimento, 4N, quando o sistema era posto pra oscilar horizontalmente no
trilho de ar.
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Em contrapartida, tinhamos a evidéncia de uma forga de resisténcia proporcional a
velocidade dada por, cv, quando o sistema oscilava verticalmente sem o contato direto com
uma superficie. Diante disso tentaremos avaliar por meio dos graficos o comportamento
na operacao experimental no trilho de ar e verticalmente livre de superficie no ar e na
agua. Daremos inicio com a oscilagdo no trilho de ar, seguimos a montagem experimental
da Figura 30a) cujas molas estavam associadas em paralelo, abaixo temos a resposta

oscilante dessa circunstancia, Figura 42.
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Figura 42: Amortecimento caracteristico da oscilagdo no trilho de ar.Fonte: Autoria pro-
pria

Nesse experimento o decaimento linear da amplitude revela a caracteristica es-
perada da resisténcia ao movimento oriundo da forca de atrito presente do contato do
carrinho com o trilho de ar. Vimos em detalhes no capitulo 3 o comportamento desse tipo
de atrito, como esperado obtivemos uma resposta dinamica do oscilador em concordancia

com a evidenciada na Figura 5.

Realizamos a experimentacao seguindo a montagem da Figura 30b) eliminando
do oscilador o conjunto da bobina, tinhamos apenas a oscilagao amortecida pelo fluido,
nesse experimento as molas também estavam associadas em paralelo, coletamos os dados

e obtivemos a seguinte resposta, Figura 43.
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Figura 43: Amortecimento com fluido de viscosidade na ordem de 1073.Fonte: Autoria
propria

Tentamos gerar uma perturbacgao inicial cuja amplitude inicial se assemelhasse a
amplitude de inicio na oscilagao da Figura 42, assim como priorizamos manter molas com
associacao em paralelo em ambos casos para termos situagoes sujeitas a condigoes iniciais

semelhantes, facilitando o comparativo entre as experiéncias.

A diferenca na amplitude inicial nos dois gréaficos é devido ao controle experi-
mental de execucao do experimentador, em cada situagao carregamos particularidades
experimentais inicas. O decaimento exponencial da amplitude evidenciado na Figura 43
é esperado, a energia se dissipa conforme esse comportamento, o resultado tedrico leva a

essa mesma circunstancia, Figura 7.

Examinamos o comportamento do oscilador segundo a montagem, Figura 30b),
eliminando além da bobina, a coluna de agua do conjunto oscilatorio, dessa forma, a
esfera oscilava livremente no ar, ao gerar o grafico no Origin, obtivemos a resposta da
Figura 44. Assim como nos demais casos, priorizamos a montagem com molas associadas
em paralelo e uma excitacao inicial cuja amplitude inicial fosse semelhante aos casos

anteriores.
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Figura 44: Amortecimento com fluido de viscosidade na ordem de 107%. Fonte: Autoria
propria

Obtemos um decaimento aproximadamente linear, verificamos a inexisténcia nessa
situacao de uma forca de contato a uma superficie, ou seja, nao faria sentido modelar nessa
situagdo uma resisténcia ao movimento correspondente a uma forga de atrito (x/N'), mesmo

o comportamento dissipatorio sendo igual ao observado na Figura 42.

A resisténcia ao movimento nessa situacao é proporcional a uma poténcia da veloci-
dade, no entanto, o comportamento diferenciado da experimentacao anterior, decaimento
exponencial, pode ser justificado pela diferenca quanto a viscosidade dos fluidos em ques-
tdo, a dgua tem viscosidade da ordem de 1072 enquanto o ar possui uma viscosidade da
ordem de 107, nos atentamos a essa diferenca de pardmetro e supomos que essa questao
tenha influéncia na desigualdade de comportamento observada pois no modelo de amorte-
cedor viscoso que comentamos no capitulo 2, revela que a viscosidade é um fator embutido

na constante de amortecimento quando adotamos (cv), equagao 2.2.

Entretanto, varias sao as variaveis que incorporam a constante ¢ quanto tratamos
de um amortecimento viscoso, esse que citamos é apenas uma delas que observamos
imediatamente com a modificagdo do fluido em oscilagdo, pois mantemos no limite da
experiencia os mesmos parametros comparativos aos dois casos. Contudo, o comentamos
que em oscilagao a resisténcia ao movimento quando constante dissipa energia a uma taxa

linear, tendo em vista que a amplitude decai sob essa mesma taxa.
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Consideracoes Finais

Tendo em vista os resultados atingidos nesse trabalho, no que concerne a utilizagao
do aparato experimental na qual nos permitiu estudar o comportamento de osciladores
harmonicos sob variadas configuragoes, destacamos que o contato experimental com o
oscilador harmonico extraido de modelos fisicos tedricos estudado na graduagao amplifica
no contexto académico a visao sobre a natureza dos osciladores lineares classicos mode-
lados sob condigoes ideais. Implicagdes do tipo inercia rotacional, atrito, dissipacao de
energia sao variaveis que desconsideramos na teoria, em contrapartida, na realidade fisica

de fenémenos observados em osciladores reais é notério a inferéncia de tais parametros.

O instrumento de medida utilizado para esse trabalho desempenhou no limite de
acuracia excelentes resultados experimentais acerca dos fendmenos observados, a ferra-
menta de aquisicao de dados possibilitou a construcao de um dispositivo muito utilizado
em laboratério de Fisica. A ferramenta é de baixo custo, e capaz de explorar a potencia-
lidade de fendmenos fisicos existentes em sistemas oscilantes do tipo massa/mola, assim
como, expandir a compreensao quanto aos fenémenos oscilatérios que se é estudado du-

rante a graduacgao em Fisica.

Além da melhor compreensao da natureza do mundo fisico real, destacamos que
esse trabalho possibilitou a construcao de um ambiente rico de conhecimento cientifico,
isto pois, aliamos nessa obra conhecimentos de varios ramos da Fisica que foram além
da tematica principal, podemos apontar como exemplo, a ciéncia que precisamos para
compor circuitos eletronicos, assim como, o conhecimento de programagao necessario e
fundamental para resolver problemas de automacao no Arduino e também problemas
computacionais de Fisica ao trabalhar no computador solugoes numéricas na discussao

tedrica da ocorréncia do amortecimento constante.

A investigacao experimental que fizemos pode ser estendida a inimeros sistemas
dindmicos que ocorrem no limite de tempo de captura do sensor. As situagoes dinamicas
realistas que estudamos podem ser profundamente exploradas, limitamos a nossa discus-
sao a ocorréncia de fendomenos dinamicos validados experimentalmente no oscilador para
despertar o interesse do leitor quanto a relevancia de se estudar a dinamica considerando
as variaveis existentes nos sistemas fisicos reais, assim como ser de interesse que mudancas
simplistas em parametros podem acarretar numa brusca situagao no oscilador ao inves-
tigar o fendmeno ressonancia, de mesmo modo que uma mudanca de configuragdo pode

produzir caracteristicas peculiares de forca resistiva no sistema em oscilacao.

Neste trabalho mostramos a possibilidade de realizar experimentos de Fisica a

baixo custo, utilizando a Plataforma Arduino. Em geral, atingimos os objetivos propos-
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tos para o trabalho, conduzimos a escrita de forma clara, detalhando as sutilezas da
producao, esperamos com essa abordagem ter despertado no leitor interesse acerca de ex-
perimentacao em Fisica com uso do método experimental empregado. Como perspectivas
do trabalho, tentamos na analise do movimento vertical de queda de um corpo em um

2

fluido, determinar se a forga de resisténcia tem dependéncia com v ou v°, no entanto,

devido a nao possibilidade de modelagem, esses dados ainda estao sendo analisados.
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APENDICE A - Visio Geral do MATLAB

O Matlab derivado de Matrix Laboratory (Laboratério de Matrizes) é uma lin-
guagem de desenvolvimento e de programacao avancada na qual constitui pacotes de
programas que pode ser usado como solucao de uma infinidade de problemas cientificos,
dentre eles, solucao de equagoes algébricas lineares e nao lineares, equacoes diferenciais
ordindrias e parciais, computagdo numérica, modelagens, simulagoes, andlise de dados,
processamento, tracado de graficos e desenvolvimento de algoritmos. O programa possui
uma linguagem usada em computacao técnica, ele opera numa linguagem de programacao
de alto-nivel em um ambiente interativo, possui versao para Linux, Windows e Mac. O
programa é amplamente utilizado em universidades e faculdades em cursos introdutérios
e avancados em matematica, ciéncia e, especialmente, em engenharia. Na indtstria, esse
programa ¢ usado em pesquisa, desenvolvimento e projeto. O programa usa extensiva-

mente a notagao matricial, o dado incrementado consiste numa matriz de valores.

Esse software é préprio para as dreas técnicas e cientificas, tem fungoes de trata-
mento numeérico de alto desempenho, capazes de resolver problemas computacionais téc-
nicos de forma mais eficiente do que as tradicionais linguagens de programacao. Além do
ambiente interativo, outra facilidade do Matlab ¢é a possibilidade de execuc¢ao de arquivos
texto contendo uma sequéncia de instrucgoes definidas pelo usuéario. Os arquivos possuem
extensao “m’, podem ser criados e editados dentro ou fora do seu ambiente. O programa
nao é gratuito, no entanto, no site da MathWorks, https://www.mathworks.com/, existe
uma versao teste disponivel com tempo de uso de um meés, de posse dessa versao fizemos

nossas simulagoes.

O programa pode ser usado para executar uma tnica declaracdo ou um conjunto de
declaragoes, denominada arquivo de escrita, script file, esse proporciona uma capacidade
excelente de construcao de graficos e programacao, pode ser utilizado também na resolucao
de calculos simples mediante a digitagdo de uma instrucao na entrada do programa. O
Matlab tem uma quantidade grande de fungoes embutidas, tais como: raiz quadrada de
x ( sqrt(z) ), seno de x ( sen(x) ), logaritmo de x na base 10 ( logl0(z) ), fungdo gama

de x ( gamma(z) ).

Para produzir um grafico em Matlab, definimos um vetor de valores da varidvel
independente t, e um vetor de valores da variavel dependente = correspondentes aos valores
de t, a construgao do grafico se da por meio do comando plot (t,z). O matlab tem varias

fungoes baseadas na utilizagao do método Runge-Kutta, que podem ser usados para obter


https://www.mathworks.com/
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a solugao de um sistema de equagoes diferenciais ordinéarias de primeira ordem.

Das configuracoes do programa nota-se que uma equacao diferencial ordinaria de
ordem n deve ser convertida em um sistema de n equagoes diferenciais ordinarias de
primeira ordem antes de usar fun¢des do Matlab, a funcao residente ode23 implementa
uma combinacao de métodos de Runge-Kutta de segunda ordem e terceira ordem, ao
passo que a func¢ao ode45 tem como base uma combinagao de métodos de Runge-Kutta
de quarta ordem e quinta ordem. Para resolver um sistema de equagoes diferenciais de
primeira ordem % = f(x,t) usando a func¢do ode23 o comando a ser incrementado seria:
[t, x] = ode(‘dfund, tspan, ).

Onde ‘dfunc’ é o nome da funcao m — file cuja entrada deve ser ¢ e x e saida um
vetor coluna que representa fli—f, ou seja, f(t,x). E interessante comentar que o0 nimero
de linhas no vetor coluna corresponde ao nimero de equagoes de primeira ordem. Deve
conter no vetor ‘tspan’ os valores inicial e final da variavel independente ‘¢. No vetor ‘z’

contém os valores iniciais de x(t). Ao iniciar o software, temos o ambiente da Figura 45.
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Figura 45: Interface do Matlab, exemplificacgao de uma rotina em matlab, ao lado o re-
sultado grafico gerado.Fonte: Autoria prépria

Essa é a interface do software na qual adotamos para simular as solu¢ées encontra-
das através das equagoes diferenciais, na Figura 45, temos um exemplo de programacao
para resolver o problema numérico de uma equacao diferencial com descontinuidade, dai
nota-se o incremento da metodologia de Runge-Kutta na programacao em Matlab uti-
lizada na solugao do amortecimento constante. O Matlab possui diversas fungoes cuja
solucdo numérica resolve problemas de varias areas da fisica, problemas de potenciais
eletrostatico governados pela equacgao de Laplace, a equacao de Duffing que descreve a
dindmica cadtica, o movimento de sistema de dois e trés corpos e problemas de hidrodi-

namica sao alguns dos problemas de Fisica Computacional trabalhados com programacao
no Matlab.
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APENDICE B - Conhecendo o Arduino

O Arduino foi criado em 2005 por um grupo de pesquisadores na Italia com o
objetivo de elaborar um dispositivo barato, funcional e facil de programar, sendo dessa
forma acessivel a estudantes e projetistas das areas de ciéncia e tecnologia. Além disso,
o projeto introduziu o conceito de hardware livre, o que significa que qualquer individuo
poderia montar, modificar, melhorar e personalizar o Arduino em seus projetos. Dessa
forma se deu a criagdo de uma placa composta por um microcontrolador Atmel e cir-
cuitos de entrada/saida analdgico e digital, a placa pode ser facilmente conectada a um
computador por uma porta USB e programada via IDE (Ambiente de Desenvolvimento

Integrado) utilizando uma linguagem baseada em C/C*tT.

Atualmente no mercado existe uma variedade de modelos de placas Arduino, por
vez a placa a ser usada nos projetos individuais de cada pesquisador depende da finali-
dade do projeto a ser desenvolvido, o nimero de portas necessarias, memoria e poder de
processamento, pois cada modelo possui especificagdes técnicas proprias, caracteristicas
eletromecanica e funcionais distintas, as mais comuns a titulo de compra no comercio sao:
Arduino Nano, Leonardo, Mega, Uno e Due. Na Figura 46, exemplifica-se um modelo de
placa Arduino, essa por sua vez foi a placa Arduino utilizada para o desenvolvimento

desse trabalho.

LED
LED’s DE PINO 13

COMUNICAGAQ SAIDAS PWM COMUNICAGOES SERIAL

UsB TIPO B

FUSIVEL PARA
PROTEGAO DA
UsB

SYQIVS/SvavyiNg

REGULADOR
5V

IVE30 0SN 30 SIvLivid

FONTE EXTERNA
(7-12 V)

REGULADOR 3.3 v PINOS DE ALIMENTAGAO ENTRADAS ANALOGICAS

Figura 46: Modelo de Placa Arduino - Arduino Mega. Fonte: Autoria propria
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A placa Arduino Mega tem como microcontrolador o Atmega 2560, essa placa
possui em seu interior 54 portas digitais, 16 portas analdgicas, sua tensao de operacao é
5V, roda a um clock de 16 MHz, possui 256 kB de flash onde 8 kB sao utilizados pelo
bootloader, 8kB de RAM e 4kB de EEPROM. Sua alimentacao pode ser feita pela USB
ou alimentacao externa por fonte externa de tensoes na faixa de 7 a 12V. Esse modelo
possui uma grande quantidade de portas de entrada e saida, assim como um vasto espago

de memoria.

Para escrever um programa em Arduino o usuario precisa conecta-lo ao computa-
dor por meio de um cabo USB e utilizar o ambiente de programacao chamado IDE, nesse
a pessoa digita o programa, faz os testes e transfere o programa para o dispositivo quando
o c¢6digo nao acusar mais nenhum eventual erro. O IDE do Arduino consiste numa apli-
cagao multiplataforma escrita em Java derivada dos projetos Processing e Wiring. Esse
ambiente é esquematizado para produzir a programagcao, nele inclui um editor de cédigo
com recursos de sintaxe sendo capaz de compilar e carregar programas na placa com um
simples click. No site oficial do Arduino, https://www.arduino.cc/en/Main/Software,
é possivel efetuar o download da IDE gratuitamente. Na imagem abaixo temos o ambiente

de desenvolvimento com um programa carregado.

& LEITURA_DO_ENCODER_COM_O_ARRAY_TIMER | Arduino 1.85 - X
Arquive_Editar Sketch Ferramentas Ajuda

LEITURA_DG_ENCODER_COM_O_ARRAY_TIMER

216gia 2 cada | segqundo (cuja a base tempo @ dada pelo timer) = carrega estes valorss (tempo = leitura analégica) em ume matriz de duas colunas "

readingd;
readings;
Imprime=0;

ores[2855] = () // Array com 2355 posicdes

oid Interrupt_B(){
readi

ISR(TTMER2_OVE_vect)

TCNT2-240 /f Reinicializa o registrador do Timer2 a cada ms
++tempo; // Incrementa a cada ms v

Figura 47: Ambiente de desenvolvimento integrado do Arduino.Fonte: Autoria prépria

Agregar a tecnologia do software e hardware do Arduino promove liberdade de ma-
nipulacao e desenvolvimento no meio investigativo de praticas de fisica, o projeto apresenta
uma excelente ferramenta para experimentacao em fisica e apropriado para a construcao

do conhecimento cientifico na &rea.


https://www.arduino.cc/en/Main/Software

102

APENDICE C - Explorando o Origin Pro 8.5

O Origin Pro 8.5 consiste em um software matemético, versatil, nele é possivel
construir as mais diversas espécies de grafico, realizar facilmente vérias tarefas matemati-
cas, calculo estatistico, ajuste de curvas, pico e superficies, regressao linear e polinomial,
diferenciacao e integragao. Esse software é uma excelente ferramenta de auxilio ao campo
cientifico de construcao e analise de dados, ¢ amplamente utilizado nas areas de exatas
nas quais trabalham com anélise e apresentacao de dados. Ao iniciar o software o usuario

tem acesso a seguinte interface.

@ originPro g3 - C; 6ria D OriginLab\g5\User Files\UNTITLED * - [Book3 - Queda livre no ar - 0211.1¢] - 3
4 File Edit View Plot Column Worksheet Analysis Statistics Image Tools Format Window Help - & x

[} A EDR CESEE | wEE Bd o | ST6E FS L BB |+
3 T Default: A ~ [0 — Inw|D e
=F] w0 [ s [ cw | 5
R | QyunTLeD LongName| TEWPO | POSIGAO POSIGAO
unis| s m m
Comment
0 o 0
+ 0,00102 067 b67E4
0,00205 143 000143
0,00307 219 000219
0,0041 295 000295
0,00512 371 000371
0,00614 447 000447
0,00717 523 000523
0,00819 607 000607
T 0,00022 683 000683
001024 767 000767
2 EHfQueda livrenoar-02.11.18 001128 5437 000843
Va 001229 928 000928
001331 1012 001012
B 00143¢ 1096 001096
) 001536 1181 001181
001638 1285 001265
. 001741 1349 001249
001843 1434 001434
001845 1518 001518
002048 1602 001602
00215 1687 001687
002253 1779 001779
s| 002355 1864 001864
002458 1957 001957
00256 2049 002049
002662 2142 002142
002765 2235 002235
002867 2328 002328
0,0207 262 00242 v
<[+ ]\ DADOS IMPORTADOS AFILTRO DACURVA £FITTING, 11K3 >
VAERTAL RM-AERIES AR Ril-Ral Al Rg:hd: A

Figura 48: Interface do Origin, exemplificacdo de um projeto criado no software. Fonte:
Autoria prépria

Os graficos criados em planilhas do préoprio software podem ser interativamente
exportados para os aplicativos do pacote Office, para serem processados com tratamento
personalizado trabalhando em recursos visuais, o Origin se comunica facilmente com os
aplicativos do pacote Office, conecta-se também ao MATLAB, LabVIEW ou cria rotinas

personalizadas usando os scripts e linguagens C, Python.

A confeccao grafica permite a visualizagdo de varios graficos em uma tnica janela,
com isso o seu uso em trabalhos técnicos e cientificos contribui na analise simultanea de
diversas varidveis existentes. O arquivo de projeto no Origin possui a extensao (.OPJ). A
licenga da ferramenta se encontra no site do OriginLab, https://www.originlab.com/,

deste existe também a versdo estudantil.


https://www.originlab.com/

