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RESUMO

Desde o século XX, com o desenvolvimento da computacido e técnicas numéricas
para a resolucao de equagdes diferenciais parciais, trabalhos com o intuito de prever
o comportamento mecanico do térax humano tém sido desenvolvidos. Esta parte do
corpo humano é especialmente relevante, pois abriga e protege 6rgaos vitais como o
coracao e pulmodes, além disso, deformidades do tipo pectus carinatum, muitas vezes
corrigida de forma mecénica, podem surgir durante a adolescéncia. Desta forma, o
presente trabalho tem por finalidade desenvolver e avaliar o uso de elementos de viga
para a simulacéo desta estrutura, com o desenvolvimento das equacdes diferenciais
pela teoria da Mecénica do Continuo e simetrizacao da geometria por meio da teoria de
viga de Timoshenko, resolvendo-as por métodos variacionais e chegando as matrizes
de rigidez para duas funcdes de forma. A avaliacdo dos elementos foi feita por meio
da comparacao das solucdées numéricas com resultados experimentais presentes
em trabalhos ja desenvolvidos, mostrando-se compativeis para uma razao entre a
area cortical e a trabecular do osso de 0,15, como esperado. Para este valor, o anel
da costela 4 apresentou uma forca maxima de, aproximadamente, 50 N para um
deslocamento de 25 mm para o primeiro elemento e de 22 mm para o segundo, ambos
com o surgimento de uma forca de, aproximadamente, 6 N na direcao normal, forga
esta ndo observada em outros anéis como o da costela 5, também em acordo com os
dados experimentais. No caso de deformidades do tipo pectus carinatum, observou-
se uma deformacao total de, aproximadamente, 15 mm para uma pressao inicial
de correcao de 60 kPa (aproximadamente 8,7 psi), também proximo aos resultados
experimentais. Portanto, o presente estudo mostrou-se promissor para a analise do
comportamento mecéanico do térax humano, podendo ser utilizado e aperfeicoado para
andlises consistentes de fenébmenos que o envolvem.

Palavras-chaves: MEF, Costela, Térax, Pectus Carinatum.



ABSTRACT

Since the 20th century, with the development of technique and numerical techniques for
solving partial differential equations, works with the aim of predicting the mechanical
behaviour of the human thorax have been developed. This part of the human body is
crucial, as it protects vital organs such as the heart and lungs, futhermore, deformities
such as pectus carinatum, often mechanically corrected, can appear during adolescence.
Thus, the present work has to develop and evaluate the use of beam elements for a
structural simulation, with the development of differential equations by the theory of
Continuum Mechanics and geometry symmetrization through the Timoshenko beam
theory, solving them by variational methods and arriving at stiffness matrices for two
shape functions. The evaluation of the elements was made by comparing the numerical
solutions with experimental results present in papers already developed, showing
compatibility for a cortical and trabecular area ratio of 0.15, as expected. For this value,
rib ring 4 has a maximum force of approximately 50 N for a displacement of 25 mm
for the first element and 22 mm for the second, both with the appearance of a force
of approximately 6 N in the normal direction, not observed in other rings such as rib
5, also in agreement with the experimental data. In the case of deformities of the
type pectus carinatum, a total deformation of approximately 15 mm was observed for
an pressure of initial correction of 60 kPa (8.7 psi, approximately), also close to the
experimental results. Thus, the present study proved to be promising for an analysis
of the mechanical behavior of the human thorax, which can be used and improved for
consistent analysis of phenomena that involve it.

Key-words: FEM, Rib, Thorax, Pectus Carinatum.
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1 INTRODUGAO

Como afirma Graaff (2001), a caixa toracica, parte formada por 12 pares de
costelas e 12 vértebras posteriores, tem uma importancia singular na protecao de es-
truturas de como o coragao, pulmdes, artérias e nervos de extrema importancia. Dados
do National Automotive Sample System e do Fatality Analysis Sampling System do ano
de 2015 mostram que fraturas na cabeca e no térax representaram grande parte das
fatalidades ocorridas em acidentes de veiculos automotores. Em criangas, fraturas no
térax sdo a maior causa de mortes nestas ocasides, 0 que se reduz com 0 aumento da
idade, mostrando uma correlagao significativa entre a anatomia e rigidez toracica, que
variam ao decorrer do tempo, com resultados fatais em acidentes (SCHAFMAN, 2015).
Devido a isto, é necessario um vasto e fundamentado conhecimento teérico sobre o
comportamento mecanico desta regiao no projeto e testes de veiculos automotores,
em especial no projeto de cintos de seguranca e de sistemas de protecao.

Além disso, esta regido € submetida a esforcos mecanicos severos em ocasides
como o procedimento de reanimacgao cardiopulmonar, no qual a regiao préxima ao
coracao é comprimida de forma ciclica, com a existéncia de casos de fraturas no
esterno, costela e cartilagem costal que podem comprometé-lo, como mostra Deliliga
et al. (2019). Também relacionado a saude, quando na adolescéncia, deformacdes
toracicas do tipo pectus excavatum e pectus carinatum podem surgir ou comegar a
se desenvolver, agravando-se durante todo o periodo de crescimento (FRASER et al.,
2020). A segunda, em especial, consiste na protusdo do externo devido ao crescimento
acentuado da cartilagem costal, afetando 1 em 500-1500 criangcas, como mostram
Cobben, J. e Dijk (2014) e Stephenson e Bois (2008), sendo um dos seus principais
tratamentos por meio do uso de uma értese compressora dinamica toracica (CDT)
que, aproveitando-se dos efeitos viscoelasticos e viscoplasticos da cartilagem costal
e costela, ha a sua remodelagem ap6s um periodo de tratamento que pode chegar a
anos (BUGAJSKI et al., 2018).

Modelagens do térax que envolvem o método de elementos finitos tém sido
estudadas desde o século XX, princialmente no que tange as aplicagdes na industria
automotiva. Trabalhos como o de Sundaram e Feng (1977), que analisa o compor-
tamento do térax a carregamentos estaticos porém sem o detalhamento matematico
destes, Deng, Kong e Ho (1999), que estuda possiveis falhas no osso devido a cargas
de impacto, e Lizée et al. (1998), que aplica elementos finitos no desenvolvimento
de cintos de seguranca, ja no final do século XX se atentaram a essa necessidade e
desenvolveram estudos direcionados a aplicagées em veiculos. Estudos mais recentes,
como Tong et al. (2021), que avalia os efeitos do impacto de volantes na caixa toracica
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utilizando MEF, mostram a relevancia do assunto, que ainda se encontra na fronteira
de desenvolvimento e aplicagdo da engenharia.

Ademais, Jiang et al. (2014) avaliou o processo de reanimagéao cardiopulmonar
em criancas de 10 anos, que por possuirem uma menor rigidez toracica estdo mais
susceptiveis a fraturas durante este procedimento. Grindle et al. (2021), também
desenvolveu um modelo de elementos finitos, agora com o intuito de avaliar o risco e
consequéncias de acidentes que envolvem veiculos automotores e pedestres, também
mostrando a atualidade e importancia deste tipo de andlise.

No caso de deformidades 6sseas e sua recuperagao, encontra-se a maior lacuna
bibliografica. Em procedimentos cirargicos para a corre¢ao das deformidades do tipo
pectus excavatum, Chang et al. (2008) avaliou a correcao pelo procedimento de Nuss e
Xie et al. (2017) utilizou o MEF para a customizagao deste procedimento, prevendo de
forma aproximada os resultados pos-cirurgicos. Na correcao de deformidades 6sseas
do tipo pectus carinatum pelo procedimento de compressao toracica, trabalhos ainda
nao foram desenvolvidos.

Além disso, de forma mais geral, trabalhos também avaliam, experimentalmente,
a resposta da caixa toracica e da costela quando submetida a carregamentos frontais.
Schafman (2015) e Agnew et al. (2015) estudaram a resposta da costela a carregamen-
tos dinamicos e Kindig et al. (2010) analisou 0 comportamento de anéis de costela e
da caixa toracica completa aplicando carregamentos frontais quase estaticos, ambos
em ex Vivo.

Desta forma, mostra-se necessario o aperfeicoamento e o desenvolvimento de
técnicas para analise do comportamento mecénico do térax e das costelas humanas,
principal componente de seguranca destas estruturas, com aplicabilidade em diversas
areas que vao desde a automotiva até a médica e cirargica, com uma importancia
crucial para a saude e seguranca.

Neste sentido, o presente trabalho visa analisar esta parte do corpo humano do
ponto de vista mecanico, através do desenvolvimento de um modelo fisico e numérico
que descreva de forma consistente a reacao da costela e da caixa toracica a solicitagées
mecanicas, comparando-o com o experimento de Schafman (2015) e Agnew et al.
(2015) (denominado experimento 1), para a avaliagdo do modelo aplicado a costela,
e com o experimento de Kindig et al. (2010) (denominado experimento 2), para a
avaliacdo do modelo aplicado a anéis de costela, validando o uso e aplicagdes do
modelo desenvolvido e contribuindo, assim, com a analise dos problemas descritos
acima.
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1.1 OBJETIVOS

1.1.1 OBJETIVO GERAL

O presente trabalho tem por finalidade avaliar a resposta mecénica da costela e
da caixa toracica a solicitagdes frontais quase estaticas, considerando um comporta-
mento linear do 0sso.

1.1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Desenvolver as equacdes de equilibrio que descrevem um elemento de viga
com 6 graus de liberdade;

e Avaliar o uso de funcgbes de forma consistentes e comparar os elementos
delas derivados com um elemento de viga convencional,

e Validar os elementos por meio da comparacao da deflexdo com estudos
experimentais presentes na literatura;

o Obter as deflexdes na estrutura;

¢ Avaliar o comportamento da caixa toracica na correcao de deformidades do
tipo pectus carinatum para uma pressao inicial de corregao.
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2 FUNDAMENTAGCAO TEORICA

2.1 FUNDAMENTOS MATEMATICOS E METODOS NUMERICOS

2.1.1 Equacoes Diferenciais

Segundo Evans (1998), uma equacao diferencial parcial (EDP) é aquela que
envolve uma funcdo desconhecida de duas ou mais variaveis e suas respectivas
derivadas parciais, diferentemente de uma equacao diferencial ordinérias (EDO). Dessa
forma, uma EDP pode ser escrita da forma

F(D*u(x), D" Yu(x), ..., Du(x),u(x),x) = 0 (xeU), (2.1)

chamada de equacao diferencial parcial de k"¢ ordem, em que U é um subconjunto do
Rre F:RYxR" ' x.. xR'xRxU — R.

Assim, conforme o formato da Equacao 2.1, ela pode ser classificada como:

1. EDP linear, se for da forma

Z ag(x)D%u = f(x), (2.2)

la|<k
sendo homogénea se f =0;

2. EDP semilinear, se for da forma

Y ag(X)D%u+ag(D*u, ..., Du,u,x) = 0; (2.3)
la|=k

3. EDP quase-linear, se for da forma

Z ag(D"Yu, ..., Du,u,x)D*u+ag (DX u, ..., Du,u,x) = 0; (2.4)
la|=k

4. EDP nao linear, se das derivadas de ordem superior de forma n&o linear .

Embora muitos avangos tenham sido feitos na resolugdo analitica de EDPs,
como o uso de transformadas diferenciais, a redu¢do em duas ou mais equacdes
diferenciais ordinarias e outros, essas solugdes sao limitadas a algumas equacdes e
aplicacoes (AYAZ, 2004; OLVER; ROSENAU, 1986). Como afirma Evans (1998), a
resolugao analitica de uma EDP pode ser descrita pelas caracteristicas do chamado
problema bem-posto (conceito introduzido por Hadamard (1902)), que sao a garantia
de existéncia da solucao, a sua unicidade e dependéncia continua das variaveis de
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entrada, sendo esta especialmente importante para problemas em fisica pois garante a
ligacao real da solugdo com a sua causa descrita por meio da equacéo diferencial. Esta
verificacdo pode ser feita por meio do teorema de Banach-Ned&as-Babuska (NECAS,
1962; BABUSKA; AZIZ., 1972) e o Lema de Lax-Milgram (LAX; MILGRAM, 1954).

Entretanto, ainda segundo Evans (1998), essas condi¢cdes sao raramente aten-
didas por completo quando trata-se da sua resolucao direta. Em problemas fisicos,
a nao diferenciabilidade continua e até mesmo a néo continuidade impedem a deter-
minagao de solugdes classicas. Em contrapartida, as chamadas solug¢des fracas ou
generalizadas alcangam os requisitos do problema bem-posto. Tais solugdes, implicam
na reducdo da suavidade das fungdes (diferenciabilidade limitada e menor), limitando o
espaco funcional na qual elas pertencem, porém com a garantia de sua existéncia.

2.1.2 Aplicac6es Continuas e Diferenciaveis

Dada a importancia crucial da diferenciabilidade e continuidade das fungdes
ou aplicagdes no estudo das equagdes diferenciais tanto para as solugdes analiticas
quanto numéricas, como no método de elementos finitos (MEF) para as solucoes e
geragao de malha, faz-se de estrita necessidade o conhecimento dessas condi¢oes e
propriedades (DURAND; PANTOJA-ROSERO; OLIVEIRA, 2019; BIE; CUI; LI, 2018).
Assim, segundo Lima (1999), no espaco Euclidiano, sendo f: X — R” uma aplicacéao
definida no conjunto X C R", esta é dita continua no ponto a € X se

Ve>0306>0,xeX, [x—al<d = | f(x)—fla)| <e. (2.5)

A continuidade € um fenémeno local, como percebe-se pela relagao 2.5, portanto
se f:X — R" é continua entao, para Y C X, a restricdo F|Y € uma aplica¢do continua.
Um teorema importante, demostrado por Lima (1999), é que a composta de duas
aplicagdes continuas é continua.

Outro conceito importante € o de conjunto compacto. Um conjunto compacto
€ um conjunto fechado e limitado, sendo um conjunto fechado aquele que contém
todos os seus pontos aderentes (pontos que séo limite de uma sequéncia de pontos
do conjunto). Dessa forma, o corolario de Weierstrass mostra que toda funcao real
continua f : X — R definida num compacto K C R" atinge seu maximo € minimo em
K, ja que a sua imagem f(K) é compacta (teorema). Além disso, o teorema de
Lindel6f diz que, dado um conjunto K C R”, toda cobertura aberta X C UA; admite
uma subcobertura enumeravel X C Ay U...UA,, sendo esta finita pelo teorema de
Borel-Lebesgue (LIMA, 1999).

Quanto a diferenciabilidade, uma aplicacao f : U — R" definida no aberto U C R™
diz-se diferenciavel no ponto a € U quando existe uma aplicacéo linear T : R" — R™ de
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forma que
fla+v)—f(a) = T-v+r(v) e limM—O, (2.6)

em que (a+v) € U e, sendo f diferenciavel,

af
T-v = —=/(a). 2.7
v =5 (2.7)
Assim, atendendo as condicdes mostradas na Equacéao 2.6 e na Equacéao 2.5,
h& a garantia dos requisitos minimos para a modelagem mateméatica do problema, em
especial na geracao da sua geometria.

2.1.3 Meétodo de Minimos Quadrados

A computagao naturalmente é descontinua. O carater binario das operacdes
computacionais, em qualquer escala, naturalmente discretiza os problemas e dados por
meio de instru¢des (algoritmos) e sinais de controle, como explica Rajamaran (2018).
Dessa forma, qualquer leitura de dados por meio de sinais digitais ira devolver um
conjunto enumeravel de pontos discretos, havendo a necessidade da generalizacao
desses dados para um conjunto conexo nao enumeravel.

Neste sentido, os métodos para ajuste de curvas a pontos discretos sao divididos
em duas classes gerais: regressao e interpolacdo. Os métodos de regressao se
adéquam a problemas em que ha um erro consideravel nos dados, aproximando uma
curva que ndo necessariamente toca os pontos, segundo Chapra (2008). Dentro desta
categoria de ajuste de curvas, 0 método dos minimos quadrados é uma forma robusta
para aproximar curvas continuas e diferenciaveis a pontos discretos, aumentando a
precisdo com o aumento do numero de dados, conforme Dembinski, Schmelling e Waldi
(2019), dependendo diretamente da qualidade do modelo que esta sendo aplicado
(HOSE; HANSS, 2018).

Assim, esse método consiste em minimizar os residuos ¢; gerados pela diferenca
entre os valores medidos y; e os valores pertencentes a fungédo aproximada u(p), de
forma que

& =yi— Mi(p), (2.8)

e a solugao p que minimiza os residuos ao quadrado,

(yi — wi(p))?, (2.9)

-

O(p) =

1

~

€ tomada como os coeficientes mais adequados para a aproximagao da curva, conforme
explica Hose e Hanss (2018).

Essa minimizagao é obtida pelas derivadas parciais de Q(p) em relagéo a cada
coeficiente da fungcao a ser ajustada. Como explica Chapra (2008), a qualidade da
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aproximacgao pode ser avaliada por meio do erro padrao, dado por

Sy/x = , (2.10)

podendo, também, ser medida por meio da comparacéao entre a tendéncia central S,
dos dados, tendo-se o coeficiente de correlacdo expresso por

r:,/—Sf_StQ(p)7 (2.11)

sendo a tendéncia central expressa por

k

Si=Y (vi—y). (2.12)

i=1

Essa relacao expressa o quanto os valores estao dispersos em torno da curva
que esta sendo ajustada, comparando-os com a dispersao inicial. A Figura 1 demostra
a influéncia da curva na dispersao dos valores.

Figura 1 — Dispersao em relacdo a média (a) e a uma regressao linear (b).

{a) (b)

Fonte: Chapra (2008)

Portanto, o aumento da correlagdo da-se com o aumento da suavidade da curva,
ou seja, da sua diferenciabilidade, e com o0 aumento do numero de pontos n, reduzindo
os residuos g;, fatos demonstrados detalhadamente por Durbin e Watson (1950).

2.2 PRINCIPIOS DE MECANICA DO CONTINUO

Segundo Oliver e Saracibar (2017), um meio continuo pode ser entendido como
um conjunto finito de particulas que pode ser estudado macroscopicamente, isto €,
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sem considerar possiveis descontinuidades presentes na escala microscopica, que
sdo de natureza assintética porém convertiveis com uma certa razoabilidade para um
comportamento continuo, como demostra Blanc, Bris e Lions (2002). Essa formulacéo
permite descrever matematicamente as propriedades desse meio como fungdes con-
tinuas, assim, nesse espago funcional, Mase, Smelser e Rossmann (2020) define a
Mecénica do Continuo como a modelagem cinematica e mecanica do comportamento
dos materiais, permitindo a sua descri¢gdo de forma linear e n&o linear.

Essa modelagem apresenta diversas vantagens, podendo descrever comporta-
mentos complexos ndo incluidos em outras formulacdes. Devido a essas caracteristicas,
tal abordagem € adotada em diversas areas como Mecanica dos Fluidos, Eletromag-
netismo, Mecanica dos Sélidos entre outras (WELLER et al., 1998). Em especial, no
comportamento dos sélidos esta abordagem engloba, com as devidas adaptacdes e
consideragdes, os fendbmenos lineares, néo lineares e de fratura, podendo incluir efeitos
de tamanho, cisalhamento de ordem maior e inUmeros outros, dependendo do grau de
fidelidade requerido (THAI et al., 2017; OLIVER et al., 2002).

2.2.1 Analise de Tensoes

Tensao é um conceito presente em diversas areas relacionado a um dese-
quilibrio de um estado inicial de energia minima para algum outro estado. No caso
de solidos, esta grandeza representa uma medida de intensidade de uma forca, de-
pendendo do meio que ela é aplicada, sendo nula quando as for¢cas presentes no
corpo forem somente as interatdmicas (MASE; SMELSER; ROSSMANN, 2020). Assim,
matematicamente, este modelo fisico é representado como

Afi _ dfi i) (2.13)

Ii = =
Asl*n—l>o AS* dS* r

sendo a tensdo em uma direcao arbitraria n, causada por uma forgca Af; em uma area
AS*, ambos infinitesimais, como mostra a Figura 2.



Capitulo 2. Fundamentagdo Tedrica 26

Figura 2 — Forgca e momento agindo em um ponto P.

Xy

Fonte: Mase, Smelser e Rossmann (2020).

Através da segunda lei de Newton, considerando a mudanga de momento linear
causada pelas forcas de superficie e de corpo, tem-se

/tl.(ﬁ)dS+/pb,-dV = i/pvidV, (2.14)
s v drJv

em que b; sdo as forcas de campo que agem no corpo, v; 0 campo de velocidade entre
duas porc¢oes e p a densidade do material.

Como percebe-se nas equacdes acima, uma vez aplicada uma forga, infinitas
tensdes se desenvolvem em um corpo, dependendo da area de andlise e da superficie
em que ela é tomada, representada pelo vetor normal n (1° postulado de Cauchy),
fazendo-se necessaria a padronizagéo de dire¢des de forma a determinar as compo-
nentes de interesse (OLIVER; SARACIBAR, 2017; SHAMES; COZZARELLI, 1998).
Para isso, arbitra-se um eixo de coordenadas fixo em que o vetor de tensao pode ser
representado como

1@ =@ (2.15)

utilizando-se a notagéo de Einstein, na qual (i = 1,2,3) representa os planos coordena-
dos e (j =1,2,3) representa as dire¢des, como mostra a Figura 3.
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Figura 3 — Eixos coordenados e vetor de tenséao.

Fonte: Mase, Smelser e Rossmann (2020).

Define-se, entdo, um valor escalar para tensdo dado por ¢;;, de forma que

l~(é) = 0Ojej, (216)

1

representado na forma tensorial por

011 O12 O13
é
no, o, l§ )} = [61, e, 63] 021 O O3 - (2.17)
031 032 033

A partir de um elemento tetraédrico, aplicando o equilibrio estatico (Equa-
cao 2.14), chega-se na relagdo de simetria e no tensor de tensdo de Cauchy, em
que

Cji = Ojj. (2.18)

Aléem disso, por este método obtém-se a relacao fundamental de equilibrio, de
tal forma que
Vo+pb=0

8017

g—xlel-pb,-:O

(2.19)

Entretanto, nem sempre as dire¢cdes de interesse nas quais o vetor de tensao
encontra-se na mesma direcao do vetor normal da superficie coincidem com as bases
candnicas adotadas. Geometrias complexas, carregamentos assimeétricos, condigdes
de contorno e diversos outros fatores podem influenciar na dire¢éo principal (ROSEN-
DAHL et al., 2019; WU et al., 2017). A determinacao dessas diregdes principais em um
tensor de segunda ordem constitui, fundamentalmente, um problema de autovalores
e autovetores, onde para uma solucao nao-trivial chega-se a equacao caracteristica
expressa por

o —Is6°+Ils0—1Ill; = 0, (2.20)
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em que os coeficientes I, 115 e 1115 sdo conhecidos como primeiro, segundo e terceiro
invariantes, respectivamente, dados por

Is = o0; = tro, (2.21)

[(tro)* —tr(0)?], (2.22)

1
(6iicj; — 0ij0;i) = 5

| =

IIO' -

Il = €ijk01i02;03 = deto. (223)

A partir desses invariantes € possivel analisar de maneira apropriada o compor-
tamento de um material ou meio sob tenséo através da separacéo do tensor de tensao
em deviatdrico, onde ha a mudanga do formato ou desvio de entropia, e hidrostatico,
onde ha somente a mudanca de volume, conforme explica Acheson (2003). Sendo, as-
sim, muitos critérios de falha derivados desses coeficientes, em especial para materiais
isotropicos nos quais ndo ha a mudanca das propriedades do material conforme ha a
alteragcao na diregao normal 72, como mostram os trabalhos de Liu, Gao e Liu (2012) e
Podgérski (1985).

2.2.2 Analise de Deformacoes

O estudo de deformacéo, diferentemente do estudo de deslocamento, trata do
movimento relativo de particulas pertencentes a um corpo. A formulacado matematica
deste modelo baseia-se no movimento de um meio continuo, descrito por uma aplicagao
continua e diferenciavel ¢ : R* — R3, como mostra a Figura 4.

Figura 4 — Movimento de um meio continuo.

Fonte: Oliver e Saracibar (2017).

Por meio da definicdo do tensor gradiente de deformacao, pela derivacédo da
aplicacao ¢, e dos campos de deslocamentos U dados pela subtragcao das novas posi-
¢cbes em Q, pelas posigdes iniciais em Q, considerando deslocamentos infinitesimais,
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chega-se no tensor de deformacao infinitesimal, representado por

1 8u,~ 8uj . 1
&j = 5 (axj+ axi) = 5(”1,}‘*‘”],!)7 (224)

e na notagdo de engenharia
€11 %?’12 %?’13
[&ij] = %}’12 €2 %}’23 . (2.25)
%713 %YB €33

Com o detalhe para a simetria deste tensor e as diregbes e tensdes principais
que podem se encontradas de forma analoga a descrita na subsecao 2.2.1.

Também por meio da analise cinematica, alguns corpos de geometria bem
definida, podem ser modelados de forma simplificada. Como mostram Timoshenko e
Goodier (1951), nos problemas chamados elementares, como séo os casos de vigas
e barras prismaticas, valendo-se do principio da superposi¢ao, em que satisfeitas as
condicdes de equilibrio, equacdes de compatibilidade e condi¢des de contorno, os
efeitos gerados por diferentes causas podem ser somados.

Esta simplificacdo da-se por meio da adicdo de equagdes que resumem O
comportamento da estrutura nos eixos ortogonais ao eixo normal em anélise, como
mostra Kahrobaiyan, Asghari e Ahmadian (2014), sendo empregada a analise de
curvatura de uma por¢ao da viga, mostrada na Figura 5.

Figura 5 — Representacado da curvatura de uma viga.

X3

X1

Fonte: Adaptado de Kahrobaiyan, Asghari e Ahmadian (2014).

Tal variacao € proporcional aos esfor¢os que estdo sendo aplicados. Em espe-
cial, a variacao de angulo € um ponto crucial na analise pois esta pode alterar-se ao
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decorrer secao transversal. Uma formulagao simplificada, chamada Bernoulli-Euler,
desconsidera esta variacao, atribuindo o angulo de flexdo somente a variacdo da
curvatura da linha neutra, ou seja,

_ dus
- 8x1 ’
entretanto, Timoshenko (1921) propde que este angulo também varia com o esforco
cisalhante que age na secao, de forma que,

6 = 84y (2.27)
ox

sendo esta uma formulacédo mais precisa e amplamente utilizada em problemas dina-
micos e estaticos (ZOHOOR; KAKAVAND, 2013; DAVIS.; HENSHELL; WARBURTON,
1972). Narayanaswami e Adelman (1974) afirmam que a inclusdo desses efeitos do
cisalhamento transversal é essencial em elementos que modelam placas finas, vigas
curtas, ou alguns painéis sanduiche.

) (2.26)

A simplificagdo acima citada consiste em tomar a andlise em planos neutros, ou
seja, aqueles em que os efeitos dos carregamentos em outros planos séo negligencia-
veis. Desta forma, pode-se expressar a equacao 2.24 como

- 8u1 . 821/!2
€11 = 8_)61 = _628_36%7 (2.28)
para o caso de uma viga de Euler-Bernoulli e
. &ul . 8 8u2
&1 = 8_x1 = —Cza—xl (8_x1_w)’ (2.29)

para uma viga de Timoshenko valendo de forma analoga para ¢;;.

Timoshenko (1921) prop6s uma variagao linear entre o angulo de deformagao
da secéo transversal e o esforgo cisalhante no plano, de forma que

du3

1

em que o angulo y pode ser modelado por meio da expansao da formulacado de
Bernoulli-Euler, como mostra Wang (1995), sendo

d 2
v =0t ioxta, (2.31)
dx1 2

obtendo os fatores Cj, C; e C; de acordo com as condigdes de contorno. A diz respeito
a area da secéo transversal, G o médulo de cisalhamento transversal e K; o coeficiente
de cisalhamento, dependendo da secédo transversal. Cowper (1966) desenvolveu a
expressao
Ky = vl —1) A2(1 L 5 ) (2.32)
=5 — 7] Jx(X +xy*)dxdy
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computando-o para diferentes geometrias, obtendo, assim, os coeficientes necessarios
para a modelagem desse tipo de viga.

Varias abordagens diferentes podem ser tomadas para a modelagem de ele-
mentos de viga que consideram a deformagéao devido ao esforgo cisalhante transversal.
Elementos classicos, nos quais os efeitos de carregamentos que causam respostas
de natureza diferentes sdo separados e considerados sem interligacao séo consolida-
dos, como desenvolvido por Severn (1970). Entretanto, Luo (2008) desenvolveu um
elemento que interliga os efeitos descritos por diferentes equacgdes diferenciais. Tais
abordagens matematicas serao melhor detalhadas adiante.

2.2.3 Relacoes Constitutivas

As subsecdes anteriores ainda néo se referiram ao material, com a modelagem
fisica e matematica nao dependendo diretamente deste. Porém, a descricao do
problema esta incompleta, pois a resolucdo das equagdes acima citadas nao é possivel
sem a adi¢cdo de uma outra relacdo. Esta resposta vem do comportamento do material,
que ira reagir de forma diferente aos esforcos dependendo de sua microestrutura, que
por sua vez é particular a cada tipo de material e é alterada com diversos fatores
externos (DOWLING; KRAL; KAMPE, 2020).

Em suma, a tensédo e a deformacao se relacionam por meio de um modelo
matematico que descreve o comportamento do material, fornecendo uma relagcéo
adicional e tornando o problema solucionavel. Alguns modelos basicos sao o elastico,
plastico e de fluéncia, como mostra a Figura 6.
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Figura 6 — Modelos fisicos comuns para quatro tipo de deformacdes.

Descrigao Modelo Resposta Xx- Caminho P-x
x 1 - 2 P 1,2
e g . Pk . k
{=) Elastico g_q.ihi.l.h,,_.,_.h: Z .
F= b k % T 8 4 034
o= Ex) j_' o
?‘l x=10
Pop t PP
) Pléstico Fx " 53 4 v s
x=0if IFl <F, N g . x i . P
fe=0iflol <5, ) == %
PP, Ve
0.4 i 0 34
. 23 4 | 2
ic) Fluéncia RP =5_|I_.,_.. P X y P
.:=':i. # = a__x Pic /'l“
{F = ne) 1 «
0.1 o a4

Ly . P.II
() Elijﬁn_c:li trans. . E\.J_f 23 —=] . 2
{F=Ee+ng I Pl k {_,;u_x
5 ! 0s 3

Fonte: Adaptado de Dowling, Kral e Kampe (2020).

Em meios continuos, portanto, uma relacao linear entre tensao e deformacéao
chamada lei de Hooke pode ser estabelecida para alguns materiais. Para uma base
ortonormal, como a descrita nas se¢des anteriores, esta relagao € representada por

cij = Cijki€u, (2.33)

podendo C;jy, referir-se a rigidez elastica, constantes elasticas ou modulo de elas-
ticidade, sendo um tensor de quarta ordem em um espago tridimensional com 81
componentes, conforme Constantinescu e Korsunsky (2007).

Em contrapartida, por meio da simetria do tensor de deformacdes é possivel

verificar que
Cijt = Cijik, (2.34)

e, de forma similar, pela simetria do tensor de tenséao, verifica-se que
Cijw = Cjint, (2.35)
reduzindo o numero de variaveis a 36.
Uma terceira relacao de simetria pode ser imposta, de forma que
Cijw = Cuij (2.36)

tornando o tensor positivo definido com 21 constantes distintas.
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Na notacdo matricial, esta relacao pode ser escrita como

O11 Ciinr Ciizz Crsz Ciioz Crsi Crnn| | €11
02 Ciizz Cooo Coozz Gz Coozt Oz | €22
033 _ |Cuss Cazz Cazz Gaas Gazzr Casnz| | €33 ' (2.37)
023 Ci13 Cn33 Gizoz Cozoz Cozzr Cozin| |2€23
031 Ciiz1 G311 Gizzz Cozoz Gz Gainz| | 2&3
o2  [Ciniz G212 Gizz O3z Gz Croiz| | 2812

Outro fator que influencia na quantidade de varidveis do tensor de elasticidade
€ a simetria do material. Chadwick, Vianello e Cowin (2001) demostram que existem 8
tipos de simetria, como mostra a Figura 7 com suas geracdes por meio da introducao
de planos.

Figura 7 — Tipos de simetria.

Triclinico Q\ég’ Ortotrépico

u ==
Monocllﬂlc/ 2
ﬁ TET.TEQDI‘IEI

\Tﬁgjrl _/ \\ 5

/ Cublc
Transversalmente /
Isatrdpico |5,D-[r|jpi co

—

A..-f

.‘_

Fonte: Adaptado de Chadwick, Vianello e Cowin (2001).

Para cada simetria os tensores de elasticidade se reduzem a:

1. Triclinico: Neste material ndo ha transformagao devido a simetria, e consequente-
mente, ndo ha simetria inerente ao material;
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2. Monoclinico
Cip Cpp Ciz3 O 0 Ci
Cn C3 0 0 Gy
C 0 0 C
C— 33 36 : (238)
Cyy C45 O
Css5 0
- C66_
3. Tetragonal
[C1y Ci Czs 0 0 O |
Ci Ciz O 0 0
C 0 0 0
Cy O 0
Cya 0
. C66_
4. Trigonal
Cii Cnp Ci3 0  Cys 0
Ch Ciz3 0 —Cis 0
C 0 0 0
33 (2.40)
Cy O —Cis
Cyy 0
I 3(Cii—C) |
5. Ortotrépico
(Ci1 C, C3 0 0 0]
Cy Cy O 0 0
C 0 0 0
C= » ; (2.41)
Cy O 0
Css 0
- C66_
6. Transversalmente isotropico
(Cii Ci, C3 0 0 0 |
Crp Cp3 0 0 0
C 0 0 0
33 (2.42)
Cys O 0
Css 0

$(Cl—Cn2)
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7. lsotropico
[C11 C1 Ci 0 0 0o ]
Ci Ci2 0 0 0
C 0 0 0
C— 1 | ; (2.43)
L —cn) 0 0
I —Cn) 0
I 5(Cii—C2) |
8. Cubico
[Cl, Cb C, O 0 0]
Chi Cpp O 0 0
C 0 0 0
C— 1 (2.44)
Cu O 0
Cy O

Estes coeficientes sdo determinados principalmente por métodos experimentais
classicos, nos quais 0 material é submetido a carregamentos controlados nas direcoes
de interesse, obtendo o seu comportamento, tal como Masias et al. (2019). Além
disso, técnicas de analise de vibragdes, por meio da detecgdo dos modos de vibragao,
conforme Mah e Schmitt (2002), analise acustica do material por meio da velocidade
de propagacao da onda em seu interior, de acordo com Santoni et al. (2017), analise
por ultrassom, como desenvolve Lang (1970), e outras técnicas tém sido desenvolvidas
e aplicadas para mensurar estes coeficientes.

Para materiais isotopicos, as componentes do tensor de tensdo ainda podem ser
desenvolvidos analiticamente e expressos em termos das constantes A e u conhecidas
como constantes de Lamé, de modo que

Cijw = A6;jO + 1[0pSj; + 8idjk], (2.45)
obtendo-se a relagao constitutiva

Ojj = 161'1'811 —|—2‘li8ij. (246)

Dessas duas constantes derivam -se 0 modulo de Young ou moédulo de elas-
ticidade do material, o médulo de cisalhamento e o coeficiente de Poisson, dados,
respectivamente, por

K32 +2u)
o ad Sl ) 2.47
T (2.47)
Gop——"L (2.48)

2(1+v)’
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V= L (2.49)

2(A+pu)
Estas constantes sdo de extrema importancia para diversos fenémenos, como
a velocidade da propagacédo de trincas em sélidos, mostrado por Crampin (1984),
a estabilidade de sistemas elasticos e viscoelasticos e outros (BENIANI; TAOUAF;

BENAISSA, 2018).

2.3 ANATOMIA, PROPRIEDADES E COMPORTAMENTO MECANICO DA COS-
TELA HUMANA

O térax é a porgao do tronco localizada acima do abdémen e abaixo da cabeca
e pescoco composta por 0ssos, 6rgaos e tecidos. A caixa toracica, parte formada
por 12 pares de costelas e 12 vértebras posteriores, tem uma importancia singular na
protecdo de estruturas cruciais, como o coracao, pulmdes, artérias e nervos de extrema
importancia (GRAAFF, 2001). A Figura 8 mostra essa regiao.

Figura 8 — Caixa tordcica humana.
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Fonte: Adaptado de Graaff (2001).

As costelas sdo numeradas da parte superior a inferior, indo de 1 a 12. As
costelas 1-7 articulam-se por meio da cartilagem costal, que por sua vez é ligada ao
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esterno. As costelas 8-10 articulam-se por meio da cartilagem costal em sua parte
superior e, por fim, as costelas 11-12 sdo as chamadas costelas flutuantes pois ndo
articulam-se com a cartilagem na parte anterior (frontal), conforme Schafman (2015) e
Cormier et al. (2005). Vale ressaltar a proximidade geométrica entre as costelas 3-7
além das propriedades de resisténcia bem definidas, como mostra Kindig et al. (2010).

A geometria dessas costelas e, consequentemente, da caixa toracica repre-
senta uma importante caracteristica que influencia diretamente no seu comportamento
mecanico, como foi descrito nos capitulos anteriores. Esta geometria varia de indivi-
duo para individuo, havendo sua formacao e mudancas significativas nas idades de
4 meses a 15 anos, além de uma complexa relagao entre a idade, sexo, estatura e
indice de massa corporal (BMI) (SANDOZ et al., 2010; SHI et al., 2014).Durante esse
periodo, deformidades e anomalias como pectus carinatum podem surgir, comeg¢ando
na infancia e se agravando durante todo o periodo de crescimento, principalmente na
adolescéncia (FRASER et al., 2020). Tal anomalia seré detalhada adiante.

As costelas possuem a geometria de um arco com a rotacdo de sua secao
transversal em torno do préprio eixo, podendo ser dividida nas regides da cabeca,
pescoco e eixo, de acordo com Schafman (2015) como mostrado a Figura 9.

Figura 9 — Geometria da costela humana.
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Fonte: Adaptado de Schafman (2015).

Além disso, no plano ZX mostrado na Figura 10 também ha uma variagao de
curvatura que contribui para o surgimento de esforgos torcionais (CHARPAIL et al.,
2014).
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Figura 10 — Geometria ondulada da costela humana.

Fonte: Schafman (2015).

Dado o carater individual do formato da costela e sua extrema importancia para
diversas analises, varios métodos para sua determinacao tém sido desenvolvidos,
como o uso de radiografias biplanares para a determinagao da curvatura, como mostra
Aubert et al. (2014), escaneamento 3D por meio de tomografia computadorizada (CT)
e ressonancia magnética (MRI), obtendo resultados e geometrias precisos (MITTON et
al., 2008), aléem da modelagem estatistica baseada em bancos de dados existentes,
também mostrando resultados precisos, principalmente no estudo tedrico e desen-
volvimento de metodologias de analise (HOLCOMBE; WANG; GROTBERG, 2016;
HOLCOMBE et al., 2020).

Como material, este osso é fundamentalmente um compdsito de estrutura
complexa, tornando modelagens e analises igualmente dificeis. Macroscopicamente
ele é formado por duas partes primarias, a parte cortical, mais densa e resistente, e
trabecular, parte interna porosa formada por finas estruturas ésseas, como ilustra a
Figura 11 (MURACH et al., 2017). Além disso, mecanismos internos de auto-reparagao
atuam no fechamento de micro-trincas e na reconstrucao 6ssea (SCHAFMAN, 2015).
Do ponto de vista de comportamento mecénico, este material € considerado como
viscoelastico, entretanto estes efeitos viscosos sdo minoritarios podendo, em situacoes
especificas nas quais a taxas de deformacao sao baixas (quase-estatica), serem
negligenciados tornando a sua modelagem como um material elasto-plastico possivel
(CARTER; HAYES, 1976).
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Figura 11 — Representagao da secao transversal da costela humana.
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Fonte: Murach et al. (2017).

Entretanto, embora este seja formado por duas partes, trabalhos também mos-
tram que a geometria da sec¢ao transversal pode ser, aproximadamente, uma elipse
com a parte trabecular imperceptivel em tomografia computadorizada, como mostra a
Figura 12 (ZHU et al., 2017).

Figura 12 — Secéo transversal da costela humana obtida por QCT.
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Fonte: Adaptado de Zhu et al. (2017).

Também mostrado por Pezowicz e Glowacki (2012), através do corte da secao
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transversal de uma costela, mostrado na Figura 13.

Figura 13 — Secao transversal da costela humana.

20000 pm

Fonte: Pezowicz e Glowacki (2012).

Portanto, apesar da geometria e constituicio complexas, estas podem ser
simplificadas em alguns casos, com as devidas ressalvas. Isto é mostrado por meio
de seu comportamento elasto-plastico previsivel, dependendo da situacao, estudado
experimentalmente por Schafman (2015) e Agnew et al. (2015), com o comportamento
mecanico e as teorias que o regem resumidos na Figura 14.

Figura 14 — Comportamento mecénico da costela em teste.
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Fonte: Adaptado de Schafman (2015).

A configuracao deste experimento é mostrada na Figura 15, em que a costela é
posicionada no aparato mostrado, fixado no ponto A, com a aplicagdo de uma carga no
ponto B simulando um impacto frontal.
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Figura 15 — Configuracao do experimento de Agnew et al. (2015).

Fonte: Adaptado de Agnew et al. (2015).

Kindig et al. (2010) também analisa experimentalmente a costela humana,
avaliando o comportamento da estrutura toracica completa e de anéis da costela, como
mostrado na Figura 16, em que ha a aplicacdo de um deslocamento horizontal no
esterno com a medicao das forcas de reacao por meio de células de carga. Estas
reacoes sao transformadas para o plano da costela e a direcao normal a este plano.
Os resultados por ele obtidos mostram um comportamento aproximadamente linear
para esta estrutura completa.

Figura 16 — Configuracao do experimento de Kindig et al. (2010).
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Fonte: Adaptado de Kindig et al. (2010).

Assim, o carater linear do seu comportamento inicial permite a determinagao do
moédulo de elasticidade, sendo muitos estudos destinados a sua medigao. Experimen-
talmente, Pezowicz e Glowacki (2012) encontrou valores entre 3 e 8 GPa, dependendo
da costela e da idade, observando-se um aumento significativo na rigidez apds os 16
anos de idade. Sainia, Dischera e Kumarb (2019), para teste estaticos e dindmicos
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em 0ss0s bovinos encontrou valores entre 2,6 GPa e 4,5 GPa. Além disso, métodos
alternativos tém sido desenvolvidos para a estimativa dessas propriedades mecanicas,
como o uso de dimensdes fractais, mostrado por Kvelazquez-Ameijide et al. (2020),
chegando a valores médios entre 15 GPa e 20 GPa, dependendo da dimensao, e
métodos nao destrutivos usando ultrassom, tal como Mitton et al. (2014), que chegou
a valores entre 6 GPa e 10 GPa dependendo da velocidade do sinal, métodos de
indentacao in vivo, como o osteoprobe indentation, modelado através do Método de
Elementos Finitos (MEF) por Idkaidek e Jasiuk (2019), encontrando valores entre 4 e
18,6 GPa. Katzenberger et al. (2020), além do médulo de Young, também encontra
valores para a tensao de escoamento e ruptura, sendo o primeiro entre 50 e 150 MPa
e 0 segundo entre 40 e 100 MPa, havendo uma diminuicdo em ambas com o aumento
da idade. Por fim, Zysset (2003) faz uma revisdo das propriedades do osso trabecular,
compilando valores para densidade, as constantes de Lamé e coeficiente de Poisson.
Dessa forma, anélises experimentais e tedricas mostram a possibilidade da modelagem
do osso como um material elastico linear, com as propriedades conhecidas.

Além do o0sso, outro material presente na caixa toracica e de extrema importancia
¢ a cartilagem costal. Este material, apesar de possuir um baixo moédulo de elasticidade
quando comparado ao 0sso, também pode ser modelado como linear para certos
deslocamentos. A Figura 17 mostra alguns resultados obtidos por Forman e Kent
(2011) juntamente com a configuracao dos testes, nos quais a cartilagem foi submetida
a deslocamentos, com a medicao das forcas de reacao.
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Figura 17 — Comportamento mecéanico da cartilagem costal em teste: a) Forcas de
reacao; b) Configuracao do experimento.
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Fonte: Adaptado de Forman e Kent (2011).

Assim, os valores do mddulo de elasticidade medidos pelo método de indentacao
ficaram entre entre 8,7 e 11 MPa, variando com o grau de calcificacdo da cartilagem
que, em casos criticos, pode chegar a ordem de 1-10 GPa (FORMAN; KENT, 2011;
LAU et al., 2008).

2.4 ANOMALIAS E DEFORMACOES TORACICAS

Como explicado anteriormente, durante o periodo de crescimento deformacgdes
Osseas mais severas podem ocorrer, caracterizando-se como anomalias. Dois tipos
de anomalias ocorrem com maior frequéncia, as dos tipos pectus excavatum e pectus
carinatum, mostrada na Figura 18, sendo esta ultima uma protusao do externo devido ao
crescimento acentuado da cartilagem costal. Esta deformidade acentua-se geralmente
no periodo da adolescéncia, afetando 1 em 500-1500 criangas (COBBEN; J.; DIJK,
2014; STEPHENSON; BOIS, 2008).
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Figura 18 — Deformacao do tipo pectus carinatum: a) Tomografia computadorizada; b)
Angulo de desvio do esterno.
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Fonte: Egan et al. (2000).

Tais deformacgdes apresentam problemas estéticos que causam constrangimento
social e, em casos severos, podem causar limitagdes no desempenho cardiopulmonar
e dor na regiao do peito, como mostram Cabhill, Lees e Robertson (1984) e Egan et al.
(2000). Assim, sédo dois os métodos principais para a minimizagédo ou extingao destes
contrapontos, 0 método cirurgico e 0 método de compressao por meio de uma értese.
O primeiro envolve uma série de técnicas mais invasivas como o procedimento de
Ravitch no qual as por¢gées mais deformadas da cartilagem costal sdo removidas e
substituidas por pequenas barras, e o procedimento de Nuss, em que ha a insergéao de
um barra fixada nas costelas que introduz esfor¢cos no esterno o fazendo acomodar-se
no local correto, procedimento otimizado e avaliado pelo MEF por Neves et al. (2015)
para o pectus carinatum e por Chang et al. (2008) para o pectus excavatum, a fim de
evitar complicacdes secundarias como escoliose (WEBER, 2005; NUSS et al., 2002).

O segundo método € considerado 0 mais conservativo e menos invasivo, neste
h& o uso de uma 6rtese que comprime o peito na regido protuberante, como mostra a
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Figura 19, no caso do pectus carinatum, e aproveitando-se dos efeitos viscoelasticos
da cartilagem costal e costela, ha a sua remodelagem ap6s um periodo de tratamento
gue pode chegar a anos (BUGAJSKI et al., 2018).

Figura 19 — Método de compresséo para correcao da deformidade do tipo pectus
carinatum.
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Fonte: Bugajski et al. (2018).

Apesar de ser considerado um método menos invasivo, este procedimento
possui alguns problemas e limitacdes. Tal tratamento necessita o uso continuo do
compressor dinamico de térax (CDT), sendo os resultados diretamente ligados ao
tempo de uso diario, de forma que quanto maior esse for em menor tempo haverao
resultados, conforme mostra Fraser et al. (2020). Associado a esse uso constante da
ortese CDT, forcas de relativa grande magnitude sao necessarias para a remodelagem
do osso, podendo chegar a valores na ordem de 69,3 N, medidos por Chen et al. (2018),
por meio do aparato mostrado na Figura 20.
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Figura 20 — Medicao de forca requerida para correcéo do pectus carinatum.

Fonte: Chen et al. (2018).

Associados, esses dois fatores influenciam na ndo complacéncia do paciente
para com o tratamento, uma vez que sintomas com desconforto, dor, problemas e
ferimentos de pele podem surgir (KANG et al., 2014). A complacéncia, por sua vez,
afeta o resultado do tratamento, ja que nos pacientes nao complacentes ha o menor
uso da ortese, obtendo resultados até 7 vezes menos expressivos do que aqueles
que aderem ao uso da CTD (WONG et al., 2014). Além disso, complicagdes mais
severas devido a aplicagao de forcas exacerbadas podem ocorrer, sendo a principal a
hipercorrecao em que ha um recuo exagerado do esterno e das costelas, podendo afetar
orgaos e comprometer as fungdes cardiorrespiratérias (HAJE; HAJE, 2006). Outro
importante fator € a ndo resposta ao tratamento, no qual ndo ha reposicionamento
significativo do esterno com o uso da 6rtese CTD, podendo chegar a esta conclusao
apos 6-12 meses de uso (BEER et al., 2017). A Figura 21 mostra o fluxograma de
tratamento da deformidade do tipo pectus carinatum, com o detalhe da pressao inicial
de correcdo maxima de 10 psi para a 6rtese CTD, sugerido por Beer et al. (2017) com
base no trabalho de Martinez-Ferro, Fraire e Bernard (2008).
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Figura 21 — Fluxograma de tratamento para correcao do pectus carinatum.
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Pelos fatores descritos acima, os pontos de decisao cruciais para a determinacao
do procedimento adequado de correcao sao a analise das imagens obtidas por CT
e MRI e a andlise e medicdo da pressao inicial de correcado (PIC). Atualmente, a
determinacao destes fatores é subjetiva na grande maioria dos casos por meio do
procedimento descrito por Lee et al. (2008), em que ha a compressao com a palma da
mao da regido de protusdo enquanto a coluna é segurada pela outra mao, sentindo a
elasticidade da caixa toracica, como mostra a Figura 22.
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Figura 22 — Medicao subjetiva da elasticidade da caixa toracica.
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Fonte: Lee et al. (2008).

A posicao e configuracao inicial da ortese sdo determinadas pela geometria
da protusao, podendo ser necessario 0 uso de varios CTDs e o reposicionamento e
calibracao da forca apés um tempo de uso, algo também feito de forma subjetiva e
determinante no resultado final do tratamento (LEE et al., 2008; EMIL et al., 2017).

Outro aspecto que influencia diretamente no seguimento deste método de
intervencao é o carater dindmico do carregamento devido a respiragao, que causa a
movimentacdo das costelas e o aumento e diminuicao do volume da caixa toracica,
fato que pode influenciar na significativa reducéo na pressao de corre¢ao ao longo do
tratamento, fato mostrado mostrado na Figura 23 de Orrick et al. (2019).

Figura 23 — Reducao na pressao necessaria para correcao (PC) do pectus carinatum.
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Fonte: Orrick et al. (2019).
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Trabalhos tais como Warliah, Rohman e Rusmin (2012) e Didier et al. (2007)
modelam os deslocamentos das costelas e a variacdo de volume da caixa toracica
devido a respiracao, porém até o presente momento esses efeitos ndo foram ligados
ao processo de compressao dindmica toracica.

2.5 O METODO DE ELEMENTOS FINITOS

O método de elementos finitos € uma poderosa técnica que usa redes nao
estruturadas para a resolucao aproximada de muitas equagdes diferenciais parciais
(ANDERSON et al., 2021). Este € um método estudado exaustivamente nas ultimas
décadas, tanto teoricamente, do ponto de vista matematico, quanto em aplicacées
praticas, com a sélida fundamentacao e comprovagao de eficacia em diversos proble-
mas, em especial naqueles que envolvem EDPs de segunda ordem classificadas como
parabdlicas, elipticas e hiperbdlicas (CIARLET, 1978; JOHNSON, 1987).

Esta técnica de resolucéo é a mais popular devido a sua facil implementacao e
alta flexibilidade, tanto na discretizacao do problema quanto na adaptacao a geometria
a ser estudada (WANG et al., 2019). Como explicado na sec¢ao 2.2, as equacdes
diferenciais parciais descritas por meio de um espago funcional continuo regem diversos
fendmenos em mecanica dos fluidos, solidos, Eletromagnetismo, vibracdes e acustica
e diversas outras areas, sendo a sua resolucao analitica impossivel, na grande maioria
dos casos, aplicando-se o MEF para a solugéo destes problemas (FENG et al., 2018).

Em mecanica dos sdélidos, suas aplicacées sdo de extrema importancia pois
permitem a resolucao de problemas que envolvem as trés teorias majoritarias presentes
nestes casos. A primeira, elasticidade linear, encontra-se altamente desenvolvida por
meio de técnicas e algoritmos para a resolucdo dos mais diversos problemas, tanto
estaticos quanto dindmicos (HUGHES, 1987; LOGAN, 2007). A segunda, plasticidade e
fendmenos nao lineares, também pode ser totalmente resolvida por dessa técnica, como
mostram Wriggers (2008) e Belytschko, Liu e Moran (2001). Por fim, os problemas
regidos ou descritos pela mecanica da fratura com a propagacao de trincas, que
encontra-se no estado da arte deste método no estudo do comportamento dos sélidos,
também vém sido solucionada por meio deste método (SONG; OOI; NATARAJAN,
2018).

Assim, a vasta literatura técnica existente, a facil implementacao dados os
niveis de processamento computacional existentes na atualidade, alinhados com a
generalidade deste método o fazem ser apropriado para os mais diversos problemas
que envolvem deformacéo de sélidos. Nestes casos, em geral, os problemas sao
descritos da forma

Encontre u € S, {u(0) =ug e u(dQy,) = ug out(dy) = t}, (2.50)
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na qual S é um espago funcional de dimensao infinita, u € a varidvel de interesse,
no caso o deslocamento na forma escalar ou vetorial, dQ, a chamada fronteira de
Dirichlet, em que ha a aplicagdo ou especificacdo da condi¢cdo de contorno da variavel
de interesse e dQ; a fronteira de Neumann, em que ha a especificacdo da derivada
da variavel de interesse, no caso, a especificacdo de uma tracdo ¢. Estas condicdes
sdo dadas para uma certa equacao diferencial que rege o problema, além da equacao
constitutiva, como especificado na seg¢ao 2.2.

Como também ja descrito, a resolugdo classica deste problema torna-se im-
possivel em grande parte dos casos, sendo necessaria a truncagem da solugdo em
dominios «" € §" C S, no qual ha a limitagéo do espaco funcional para um subconjunto
de S pertencente ao espaco de Hilbert, garantindo a sua existéncia.

Na pratica, a restricdo e seu funcionamento parte de espacos de Lebesgue
e Sobolev. Dada uma EDP em um dominio Q@ ¢ R¢ com uma dimensdo d > 1, um
contorno de Lipzchitz dQ e os espacos funcionais definidos sobre Q, o espaco de
Lesbegue de Q é definido como

L2(Q) = {l[vllr@) < o}, (2.51)

tal que v : Q — R é uma funcédo Lesbegue-mensuravel, conceito similar em algumas pro-
priedades com a continuidade de uma funcao, como explica Rudin (1987), e equipada
com a norma || ||.»(q) definida por

1
p
ol = (f10r) 1<p<e 2.52)

Partindo destes conceitos, 0 espaco de Sobolev é definido como
WmP(Q) = {veL’(Q) | VaeAl, 0% € LP(Q)}, (2.53)
com d%v denotando a derivada em relacédo as bases cartesianas de R?, e
Af = {ae N[ |a|p <m}, (2.54)

isto é, W™P(Q) € um espago funcional pertencente a L”(Q) no qual suas derivadas
de ordem até m também o pertencem, garantindo a diferenciabilidade (Sobolev) e a
continuidade (Lebesgue) neste espaco. Por fim, o espago de Hilbert H™(Q) € definido
como o espaco L*(Q) equipado com o produto escalar

(U,W)Hm(g) = Z (8“1), aaW)L2(Q), (255)

m
oEAy

algo importante para a formulagcdo de Galerkin que sera descrita posteriormente
(BRENNER; SCOTT, 2008; PIETRO; ERN, 2010).



Capitulo 2. Fundamentagdo Tedrica 51

O método de elementos finitos consiste, portanto, de forma geral, na derivacao
da forma forte (diferencial) de uma EDP para a forma fraca (integral), seguida da
limitacdo do espago funcional da resolucao a espagos contidos nos de Hilbert, com a
particdo do dominio © em subdominios Q¢ de forma que

Q = UQe, (2.56)

onde

Q= QUIQ, (2.57)

€ o fecho do conjunto Q e, com a aplicagdo das condigdes de contorno, é possivel
solucionar a EDP inicial integrando-o ao longo dos subdominios. Sao dois os conjuntos
de técnicas principais para a resolugao, por meio de residuos ponderados, utilizando-se
da teoria citada acima para simplificacdo da EDP, e métodos variacionais, valendo-se
do potencial elastico e conservagao de energia.

2.5.1 Meétodos de Residuos Ponderados

Como descrito, este método vale-se da teoria matemética para a resolucao da
EDP, possuindo vantagens em relagao a outros métodos de resolugdo. Na classe de
problemas de vibragdes, em especial ndo lineares, Bhashyam e Prathap (1980) explica
que este método € mais adequado para a obtencao dos autovalores que determinam
os modos de vibracdo. Em problemas estaticos, este método também é largamente
utilizado e eficaz, tanto para formulacdes para obtencao de tensdes, como desenvolvido
por Chen e Xie (2016), como métodos baseados na deformacao, a exemplo Gracie,
Wang e Belytschko (2008). Também em formulagdes baseadas na cinematica, como
no deslocamento de vigas, este procedimento mostra-se computacionalmente robusto
com a facil generalizagdo e automatizacdo dos processos necessarios (EIDSVIK;
SCHJOLBERG, 2018; BASHIR; AHMAD, 2016).

Assim, conforme Fish e Belytschko (2007), este método consiste em, dada uma
equacao diferencial do tipo

D*f,

‘I szl

multiplicar-la por uma fung¢do peso ou, matematicamente, uma fungéo teste arbitraria

w, seguido pela integracao ao longo do dominio Q. No caso de equacdes diferenciais

parciais em trés dimensdes, utiliza-se o teorema de Green, que pode ser expressado

por

e =0, (2.58)

/W%.q*dsz - / wq.ﬁdag—/%w-q’dg (2.59)
Q Q Q

e no caso de problema unidimensionais utiliza-se a regra do produto para chegar na
forma fraca do problema. Fish e Belytschko (2007) mostram a equivaléncia entre ambas
as formas.
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A resolugéo a partir da forma fraca da-se por meio da discretizagdo dos dominios,
como descrito na se¢éo anterior. Em cada dominio, sdo aproximadas funcdes testes
wh e solucbes tentativas ", sendo que

Wt e st = {uh e H'(Q) | u"(0) = up}, (2.60)

whevh = {whe H'(Q) | w"(0) =0}. (2.61)

Em geral, para ambas aproximam-se polinbmios devido a facilidade no controle
da suavidade, que dependera do numero de nés em um elemento. Esta classe de
fungdes também garante a convergéncia, sobre certas condi¢oes, e a integragao
analitica e numérica, com fortes bases matematicas (ZENISK, 1973; STRANG, 1973).
Desta forma, fungdes do tipo

0° = of +oix+aix>+ ..., (2.62)

sao tomadas e, no caso de elementos com dois nds, por exemplo, a solugéo ira
convergir com uma fungéo linear. Estas equacdes podem ser representadas na forma

0°(x) = N°(x)d", (2.63)

sendo N¢(x) as chamadas fungdes de forma (shape functions), dependendo, como
explicado, da ordem da equacéao a ser solucionada e do niumero de nés no elemento,
e d°¢ os coeficientes do polindbmio. A Figura 24 mostra as fungdes de forma para um
elemento unidimensional com dois nés (linear) e trés (quadratica).
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Figura 24 — Shape functions para elementos com dois nos (a) e trés nos (b).
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Fonte: Adaptado de Fish e Belytschko (2007).

Uma classe especial de polinbmios bastante utilizada em problemas tri, bi e
unidimensionais sao os polindmios de Lagrange, dados por

t—tj
Lit) =[] —" (2.64)
j=0ti—1j
J#I

sendo um método de interpolacdo computacionalmente robusto, podendo ser imple-
mentado com 0 mesmo numero de operacdes aritméticas que a forma Newtoniana,
demostrado por Werner (1984).

Assim, para a integragdo numérica, a quadratura de Gauss € a escolha natural
pois € a técnica mais eficiente para esta operacdo quando equipadas com fungdes
polinomiais, explicado por Fish e Belytschko (2007). Para isto, o dominio fisico (Q°) é
transformado por uma aplicagdo X = X (%) : Q% — Q¢, para um dominio bi-unitatio onde
a quadratura gaussiana é aplicada, mostrado na Figura 25 (ROSA, 2014).
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Figura 25 — Aplicacao do dominio fisico para o bi-unitario.

Fonte: Adaptado de Rosa (2014).

A integragao numérica, portanto, para um ponto §; e n,, pontos de integracao é
dada por

Ngp

[ #(@z = X s, (2.65)

em que os pesos w; podem ser obtidos selecionando os pontos &;, lembrando que
este método integra de forma exata um polinémio de ordem p < 2n,; — 1. A Tabela da
Figura 26 mostra os pesos para os pontos de integracéo.

Figura 26 — Pesos para os respectivos pontos de integracéo.

Mgp Location, £ Weights, W;

1 0.0 20

2 +1/4/3 = £0.5773502692 1.0

3 £0.7745966692 0.5555555556

0.0

(888 HEE BRRY

4 08611363116 0.347 854 8451
03399810436 0.652 145 1549
3 09061798459 023609268851

05384693101
0.0

DATEHZR6TOS
0568 HHE BREY

6

+0.93246095142
06612093865
=0.2386191 861

01713244924
03607615730
04679139346

Torna-se, assim, possivel a integracao da forma fraca por meio da Eq. 2.65,

Fonte: Fish e Belytschko (2007).
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obtendo-se valores que podem ser organizados em sistemas lineares possiveis e de-
terminados, apds a montagem e quando aplicadas as condi¢des de contorno, podendo
ser representados na forma matricial-vetorial, geralmente como

[KI{d} ={f}, (2.66)

com d sendo os coeficientes para os respectivos graus de liberdade do elemento
e K é uma matriz chamada esparsa (possui um grande numero de zeros) podendo
ser resolvido por métodos diretos, como os descritos por Davis, Rajamanickam e
Sid-Lakhdar (2016), ou por métodos iterativos, mostrados por Young (1971). Assim
sendo, obtém-se, no caso de problemas que envolvem elasticidade, os deslocamentos
e posteriormente as deformagdes e tensdes por meio dos métodos descritos na secao
2.2.

2.5.2 Métodos Variacionais

Outro campo de métodos amplamente utilizado, em especial em problemas que
envolvem elasticidade e mecanica classica, € o baseado em principios de Calculo de
Variagdes. Estes concretizam-se, essencialmente, como problemas de otimizacao,
estando definidos em espacos de fungbes de dimensao infinita, como explicado anteri-
ormente, e diferenciando-se desses problemas classicos pelo fato da funcéo objetivo
ser descrita por um operador integral, explicado por Leitdo (2001).

Como explica Courant (1943), apesar da ligacao entre os problemas de va-
lores de contorno de equacdes diferenciais parciais e calculo de variagées ser um
problema central em analise apds os estudos de Gauss e W. Thompson, somente
com os trabalhos dos fisicos Rayleigh e Ritz aplicagdes praticas destes estudos foram
desenvolvidas e demostradas. Rayleigh (1886) foi primeiro a usar a ideia de aproximar
funcdes simples em problemas variacionais obtendo um namero finito de parametros,
porém somente com as publicagcdes de Ritz (1908) e Ritz (1909) essas ideias foram
difundidas, com a resolucao de problemas de vibragdo em placas que, antes de Ritz,
nao haviam sido tratados de forma satisfatoria.

Desta forma, como mostra Ritz (1908), este método consiste em, dada uma
funcao de aproximagao w para um elemento n, da forma

Wy =VYota1y+ayh+...+a, Yy, (267)
e um potencial J a ser minimizado por variagao,
b
J = / Fle,ww' ", ...w(o))dx, (2.68)

a sua minimizacao, ao substituir a Equacao 2.67 na Equacao 2.68, se reduz as deriva-
das do potencial em relagdo aos coeficientes a serem encontrados igualada a zero, de
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forma a encontrar os pontos criticos, sendo

Uy _ o Wu _ o

a_al — , aaz 3 a_an — O (269)

Método generalizavel para 3 dimensdes, desde que haja a existéncia de um
potencial, como dito. Em problemas que envolvem elasticidade, este potencial é,
naturalmente, o potencial elastico, que é dado, através da anélise da conservacéo de
energia, por

Im = /Q (é{s}f{E]{s}—{e}T[E]{eo}+{e}T{oo}) 40~ [ ()" (Fla0

(2.70)
- | (" {1}ao@ (D} (P},
2Q

sendo que o integrando da primeira integral diz respeito a energia U, necessaria
para deformar uma unidade de volume, chamada energia de deformacao. As duas
integrais em sequéncia referem-se ao trabalho realizado por uma forca de corpo F e
por uma tracao ¢. Por fim, a ultima integral representa o trabalho realizado uma forga
ou momento especificado, no caso, escrito como um deslocamento D (respectivo grau
de liberdade) multiplicado por seu valor P, conforme Cook et al. (2004).

A variacdo e minimizagao deste campo de funcdes da-se pelo método ha pouco
discutido, denominado Rayleigh-Ritz pelas contribuicbes de ambos os fisicos. Vale
ressaltar que o procedimento da Equacgao 2.69 computa pontos criticos, sendo estes
de minimo somente em fungdes f convexas, ou seja, em que

fla+v)—f(a) = (grad- f(a),v) (2.71)
nas quais a forma quadratica Hessiana atende a
H-f(x) =0, (2.72)

sendo o operador H expresso por, dado um vetor v = (o4, o, ..., o),

.(X)OCiOCj, (273)

como demonstra Lima (1999).

No caso da Equacao 2.70, as caracteristicas dos tensores que nela estao
garantem a sua convexidade, fazendo com que os pontos criticos encontrados sejam,
necessariamente, pontos de minimo, demostrado por Brigadnov (2015).
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3 METODOLOGIA

Para a resolug¢ao do problema descrito, elementos de viga gerais (tridimensio-
nais) foram desenvolvidos. Esta escolha deu-se pela maior simplicidade de implemen-
tacdo computacional, além das caracteristicas geométricas, ja descritas, do objeto de
estudo. A Figura 27 mostra os processos para desenvolvimento e analise do modelo.

Figura 27 — Fluxograma de desenvolvimento e validagdo do modelo numérico.
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Fonte: Autoria propria (2021).

Como primeiro passo, os dados da geometria foram tomados com base em
modelos de CAD disponiveis de forma gratuita, com as propriedades do osso tomadas
de acordo com os trabalhos citados na secao 2.3. Como percebe-se nesta mesma
secéao, a costela possui uma geometria de tal forma que seu comprimento € muito
maior do que a dimensdao maxima de sua segao transversal, além desta ndo se alterar
de forma significativa no eixo da costela, aproximando-se a uma elipse. Além do mais,
a resisténcia proveniente da parte interna (trabecular) do osso foi desconsiderada,
avaliando-o com uma geometria anelar vazada, levando em consideragao os trabalhos
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citados na secao 2.3 que demostram essa possibilidade. Outro fator importante a se
considerar é a tor¢éo gerada pelo carater ondulado da costela, decidindo-se, assim, uti-
lizar um elemento com 6 graus de liberdade em cada nd, sendo trés de deslocamentos
angulares (dois devido a flexdo e um devido a tor¢ao) e trés de deslocamentos lineares,
como mostra a Figura 28.

Figura 28 — Graus de liberdade do elemento e sistemas de coordenadas.

Fonte: Autoria prépria (2021).

Devido ao comportamento observado nos experimentos citados, considerou-se
0 0sso cortical como um material isotrépico. A modelagem, também devido a literatura
experimental disponivel, foi realizada de forma a simular somente o comportamento
linear do osso, valendo-se dos resultados experimentais e considerando a variagéo
estatistica dos seus valores. Para a cartilagem costal idem.

Portanto, a principio, as considerag¢des a seguir foram tomadas:

e Secdo transversal vazada, varidvel mas sem mudancas bruscas que concen-
trem tensdes ao decorrer do comprimento;

Osso cortical como material isotrépico;

Cartilagem costal como material isotropico;

Comportamento linear, considerando pequenas deformacoes;

Modelagem como meio continuo, desconsiderando porosidades;

Desta forma, varios médulos de elasticidade foram analisados, de acordo com
seus respectivos trabalhos, mostrados na Tabela 1.
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Tabela 1 — Propriedades utilizadas e suas respectivas incertezas.

Trabalho Idade E (GPa) Tensdo de Escoamento
Pezowicz e Glowacki (2012) 10-15 2,79 +1,34 -

Pezowicz e Glowacki (2012) 16-22 7,44 +2,85 -

Saini, Discher e Kumar (2019) - 4,27 £ 0,45 -
Velazquez-Ameijide et al. (2020) - 16 £7 110 + 50
Katzenberger et al. (2019) 17-99 15+ 4 82 + 38

Com isso, a influéncia da area cortical, citada por Murach et al. (2017), foi

avaliada por meio de
ACOI‘Z

Atotal ’
em que A, € a area do 0sso cortical e A,,,,; a drea da secao transversal considerando
seu contorno externo, variando-se a R,., €m valores proximos aos observados na
literatura.

(3.1)

Rarea =

Desenvolvendo-se, portanto, os elementos através cinematica de uma viga, que
sera detalhada adiante, com sua respectiva formulagéo para cada grau de liberdade
e seu respectivo comportamento associado a estrutura. A verificagdo da validade do
elemento foi feita de acordo com os resultados experimentais de Schafman (2015),
Agnew et al. (2015) (denominado experimento 1, mostrado na Figura 15) e Kindig
et al. (2010) (denominado experimento 2, mostrado na Figura 16), considerando-se
satisfatorio quando, dado o conjunto de deslocamentos experimentais U, e o conjunto
de deslocamentos numéricos U,

U,NU, # 0, (3.2)

ou seja, os dados experimentais estao inclusos no intervalo dos dados obtidos por MEF,
considerandos os erros das propriedades utilizadas. Essa indicacao foi feita por meio
de uma funcao indicadora 1,, definida como

1, = 1,seU,NU, # 0
1, =0, seU.NU, = 0

(3.3)

Ressaltando que, para o experimento 1, devido a nao especificacdo detalhada
do equipamento utilizado, foram simuladas 4 condi¢cdes de contorno e carregamentos
diferentes, mostradas na Figura 29.
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Figura 29 — Condicbes de contorno e forcas externas aplicadas.
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Fonte: Autoria propria (2021).

Para o experimento 2, o anel da costela foi analisado de forma a apresentar
deslocamentos, no ponto de aplicagdo da for¢ca, somente na direcédo é,, conforme o
experimento em comparagdo. Para isso, foram avaliadas as forgas no plano (F),) e
normal (F;), juntamente com a deflexao no seu ponto de aplicagdo. Os suportes foram
considerados como rigidos no encaixe com a coluna vertebral. A representacéo da
simulacao é mostrada na Figura 30.

Figura 30 — Condicbes de contorno e forgcas externas aplicadas.
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Fonte: Autoria propria (2021).

A sequir, atendida a condicdo imposta para a validagao, procedeu-se a ana-
lise do comportamento de um modelo simplificado da caixa toracica no processo
de compressao toracica para correcao de deformidades do tipo pectus catinatum.
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Considerou-se, de forma hipotética, um paciente de 15 anos, com uma deformacéao
toracica baseada na observada no estudo de Egan et al. (2000), avaliando a aplicacao
de uma forca na regido protuberante por meio de uma 6értese circular, observando a
PIC e a deflexdo maxima da caixa toracica, bem como a deformacao local na regiao da
protusao.

3.1 GEOMETRIA E MALHA

A metodologia adotada para a obtencdo da geometria foi desenvolvida de modo
a simular a captacdo automatizada dos pontos por meio de radiografias bi-planares,
TC, RM, e outros métodos, juntamente com algoritmos de leitura de imagens, escopo
nao abordado neste trabalho porém acoplavel ao método aqui descrito, consistindo nos
processos presentes no fluxograma da Figura 31.
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Figura 31 — Fluxograma da geracao da malha.
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Fonte: Autoria prépria, 2021.

Primeiro, a matriz de pontos foi obtida de forma teorica, os aproximando manu-
almente para o0 acompanhamento da geometria obtida em CAD, com o retorno de um
conjunto enumeravel de pontos G, € R? x R”, da forma

Ga = [Xdy,sXdss Xds, 5 (3.4)
em que, x4,,,X4,, € Xa5, € R, OU s€ja,

Xdyy Xdyp  Xdi3

Xd Xd Xd
G b1 2 23

i = . (3.5)

xdn 1 xan 'xdn3
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A fim de aumentar ao maximo o coeficiente de correlacao, expresso pela Equa-
céo 2.11, dividiu-se os dados de entrada em subconjuntos por meio da cisdo nao trivial
de G4, de forma a reduzir ao maximo a variagao entre dois pares de coordenadas
consecutivos, ou seja, minimizando a diferenca

Vi = A)ze_A)Ze—H; (36)

representando, Ax,, a variacao da coordenada x para em elemento e formado por dois
valores consecutivos seus contidos em G,, sendo

A%, = Fop—Fe, (3.7)

reduzindo a suavidade requerida para a fungdo de aproximacdo e aumentando a
correlacao, dando prioridade para particoes em locais de inflexdo. A Figura 33 mostra
um exemplo desse processo, sendo em vermelho o local da particdo, em verde séao
pontos a serem generalizados, em preto a fungao a ser aproximada para cada particao
e em azul um elemento inicial e.

Figura 32 — Particdo do conjunto de pontos G,.

Vi = AR, 4 AXpyq =0

f1 e

\ /yfz

fn

Fonte: Autoria propria (2021).

Em que x € um vetor que contém as coordenadas que descrevem a geometria.
Vale ressaltar que a variagdo desses vetores também é causada pela variagcao do tama-
nho do elemento, devendo avaliar-se essa condicao para cada plano. Este problema
pode ser contornado pela avaliagdo dos angulos, de forma que

Vo = ee_ e+1> (38)

deve ser mantido o mais constante possivel, fazendo a particdo do dominio quando
9,' ~ 0.
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Como mostra a Figura 33, o ponto de particao deve pertencer aos conjuntos a

serem divididos, reduzindo, assim, a descontinuidade gerada pela divisao. Portanto, o
conjunto G4, sera dado por

Ga=UL{Gy}, (3.9)

sendo A o numero de divisoes.

Desta forma, foram aproximadas curvas f; para cada conjunto de pontos G, por
meio do método de regressao por minimos quadrados (se¢édo secdo 2.1), utilizando-se
uma fungéo polinomial devido a facilidade de implementacéo e do maior controle da
diferenciabilidade. Para isso, foram avaliados polindmios de diferentes ordens e sua
influéncia no fator de correlagéo, além da importancia da particdo do dominio para o
seu aumento. No caso de validacao para o experimento 1, este método nao foi aplicado
devido a aproximacao planar da estrutura.

Considerando esta funcao polinomial, a Eq. 2.9 torna-se

(yi—ao—alxli—azx%i—...—a,,x"m-)z, (3.10)

-

O(p) =

i=1

sendo a os coeficientes dos polindmios e x 0s pontos das abscissas e y 0s pontos das
ordenadas. Verifica-se facilmente que,

d0(p)
da,

k
= —ZZ(yi—ao—alxl,-—azx%i—...—anle-), (3.11)
i=1

igualando-se todas as derivadas a zero para a minimizagao dos residuos, chegando na
forma matricial-vetorial expressa por

{y} = [Z{a} =0, (3.12)

sendo resolvida por eliminacédo de Gauss, obtendo os fatores a, do polindmio de grau
n. Para o caso tridimensional, foram aproximadas curvas de forma independentes, ou
seja

xo(x1) = Y ayx, (3.13)
=0
e n
x3(xp) = Z azlxll, (3.14)
=0

sendo o conjunto de pontos generalizado G, podendo ser expresso pelo campo vetorial

F(t) = x1(t)é1 +xa(t)éx +x3(1)és, (3.15)
em que a variacao de r(r) com t pode ser expressa por

de(l‘) 51 dX3(t) R

drt) _dnalr), | dall), 21We, (3.16)

dt dt dt
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Esta andlise é garantida pela continuidade e diferenciabilidade das fun¢des
polinomiais no intervalo de interpolacéo, atendendo aos critérios ja descritos. Assim,
substituindo as Equacdes 3.13 € 3.14 em 3.16 e ¢ por x, tem-se

n n

di(x 1\ 4 1) 4
d(t> = (1)e; + (Zayllel 1) &+ (Zaz,lel 1) é3. (3.17)

=1 =1

Isto significa que, parametrizando x e variando-o com um passo Ax;, este
continuard o mesmo na direcdo ¢;, ja nas demais ele ira variar de acordo com a
inclinacdo da curva, representada pela derivada na devida dire¢do. Essa propriedade
foi utilizada para ao aumento natural dos elementos nos pontos em que a geometria
€ uniforme e/ou ndo ha fenbmenos de grande interesse ou influéncia. A Figura 33
mostra o exemplo da discretizacao variando x; com um incremento constante, no qual
0s incrementos nos demais eixos sera uma funcao da curvatura.

Figura 33 — Variacdo da curva para um passo Ax;.
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Fonte: Autoria propria (2021).

Sendo assim, a discretizagdo do dominio possivel tomando este passo Ax;
contido no dominio de continuidade das fun¢des aproximadas, isto é

[x1, x2, x3] €R? [ x1 € [inf Gy, sup Gy, x2 = fy(x1) exs = fulxy), (3.18)
controlando o numero de elementos em cada particdo e gerando a malha.

Também vale ressaltar a possibilidade de um controle mais refinado da malha,
baseado na curvatura, ou seja, em que

. de(xl) dX3(X1)
Axl_f< a0 da ), (3.19)
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isto €, o0 passo varia de acordo com a taxa de variagdo da curva, algo nao aplicado
neste trabalho.

Obtendo-se, deste modo, o dominio Q, discretizado para cada elemento. A
direcdo destes elementos pode ser avaliada por meio dos cossenos diretores, formando
estes um vetor unitario na mesma diregéo do elemento. Este pode ser computado por

[ = Ley+hér+hes, (3.20)
sendo /; é o cosseno diretor em relacédo ao eixoi = 1, 2, 3, dado por
Xiy — Xi
=" 3.21
1 Le ) ( )

em que o subscrito 1 refere-se ao n6 compartilhado com o elemento anterior ao em
analise, o subscrito 2 ao compartilhado com o posterior, como mostrado na Fig. 28. L,
diz respeito ao comprimento do elemento, expresso por

L. = \/(x12 —x11)2 + (x2, —x21)2 + (x3, —x31)2. (3.22)

Tendo, portanto, os dados necessarios para cada elemento Q., podendo descre-
ver suas propriedades em relacdo ao sistema de coordenadas global partindo de seus
cossenos diretores, como sera desenvolvido adiante.

3.2 MATRIZ DE RIGIDEZ E FORCAS NODAIS

Com a geometria definida, a modelagem matematica da estrutura foi feita
considerando as simplificagbes de uma viga com os graus de liberdade mostrados na
Figura 28. A Figura 34, mostra detalhadamente o sistema de coordenadas adotado,
considerando carregamentos atuantes nas diregdes x;, x, € x3 € a possibilidade da
atuacao de torque em torno de x;.

Figura 34 — Sistema de coordenadas local e simbologia adotados.

X3 4 X3

>
X2 X1

Fonte: Autoria prépria (2021).

3.2.1 Analise Cinematica e de Equilibrio

Para isso, a eq. 3.3 pode ser escrita como

00 00 00
31, 903 33

o 95 + s +F;=0, (3.23)
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para o plano de normal ¢}, valendo de forma anéloga para os demais. Considerando a
analise em um plano, como descrito na se¢éo 2.2, e integrando ao decorrer da se¢ao
transversal, tem-se

(a633 + 8631 —|—F3> dA_|_i o32dA = 0, (324)
A 8)63 axl axz A

em que a primeira integral diz respeito aos esfor¢os internos devidos a aplicacao de
uma carga p que, no caso da viga, a flete e a segunda integral refere-se a forca de
cisalhamento V, na secao transversal, ou seja,

V. = /G32dA, (325)
A
e
‘ :/(‘9"33 4 903 +F3) dA, (3.26)
A a)C3 8x1
assim, reescrevendo a Equacéao 3.24, chega-se a
8Vc+q = 0. (3.27)
8x2

Da mesma forma, multiplicando-se a Equacgao 3.23, tomada no plano de norma
é, por x; e integrando, tem-se

. (8621 n d023 +F2) dA+i x300dA = 0, (3.28)
A axl 8)63 axz A

em que agora a segunda integral refere-se ao momento fletor na secao transversal,
sendo

M, = —/X3022dA, (329)
A

aplicando o teorema da divergéncia na Equacdo 3.28 e substituindo a integral do
momento, é possivel verificar que

o, te=o (3.30)

Das Equagdes 3.30 e 3.27 € possivel verificar que

oM,
— =0, 3.31
tendo, assim, as equagdes de equilibrio adaptadas para uma viga, levando em conta

suas devidas simplificages.

A Equagédo 2.29, apresenta a simplificagéo para a deformagéo devido a flexao,
por meio da andlise cinematica. Vale lembrar que, considerando a presenca de
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esforcos axiais, esta deformagao também serdo a eles devidas. A Figura 35 ilustra este
comportamento.

Figura 35 — Deslocamentos no plano de normal é;.

)

ng
L~

e ul

>x2

Fonte: Autoria prépria (2021).

Desta forma, o deslocamento total pode ser expresso por

uy = u];—l—ug, (3.32)

com a deformagao podendo ser expressa por

_ duy _ 0 n Jdu3
&2 = 0% on (uz—xs <8x2 +1l/>)7 (3.33)

considerando uma viga de Timoshenko, devido a geometria em estudo. Pela Eq.
Equagao 2.33, tem-se
02 = Couéu- (3.34)

Substituindo a Equacgao 3.34 na Equacao 3.29 e considerando um material
isotrépico, devido aos fatores apontados na sec¢éo 2.3, tem-se

0 ul 02 0
—M, = X3C11£dA—|— x3C12 usz— X%Clz i—l——w dA
A 8)61 A axZ A 8x§ 8X2

d
+ / 3C13 28 dA,
A 0x3

em que a primeira integral diz respeito a deformagéo €, a segunda e terceira a &, € a
quarta a &33. Tomando o sistema de coordenadas local solidario aos eixos principais de
inércia, é possivel afirmar que

(3.35)

/ x3dA =0, (3.36)
A

L= / 2dA, (3.37)
A
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0 que torna as duas primeiras integrais iguais a zero e, considerando uma parede fina
em relacdo ao comprimento do 0sso, € razoavel afirmar que

/)@,Cm%dA ~ 0, (3.38)
A QX3
sendo 0 momento expresso por
82u3 al,t/
M, = Cpal ¥ 3.39
1 1213 ( Exe +8x2> ( )

aproximando que causas diferentes possuem efeitos diferentes que podem ser sobre-
postos e que o0 mddulo de elasticidade € constante ao decorrer da secao transversal.
Das Equacdes 3.31 e 3.39 chega-se a

&41/!3 81/13
Cph| —/+—-"L+)—p =0. 3.40
123(8x‘2‘+8x3) 4 ( )

De forma analoga, tomando o plano de normal é; e é; é possivel encontrar as
equacoes cinematicas para a viga, de forma que

M2 = /(0’21X3—O’21X1)dA, (3.41)
A

M3 = /lezsz, (3.42)
A

isto €, o equilibrio da viga em relagdo ao momento é dado pelas Equagdes 3.29,3.42 e
3.41. Além disso, pelas equacdes de equilibrio é possivel verificar que, analisando os
efeitos das solicitacdes axiais separadamente,

Ny = /Gzsz, (343)
A
no qual N; diz respeito a tragdo agindo no elemento de area em analise. E, por fim,
V., = /Glsz, (3.44)
A

sendo 6 as equacodes diferenciais que descrevem o comportamento mecanico da viga
desenvolvidas por meio do processo acima a partir do equilibrio tomado em planos,
chegando-se a

d*u,
EA—= —f,, = 0, 3.45
e S ( )
d*us  de;
KGA|——-——=|—f.. =0, 3.46
( dx% de) f3 ( )
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d*u;  d6s
A (e )~ =0 (347
d?e, dus
El— —KGA|—-06,)—f. = 0 4
ldx% SG <d)(,'2 1> fX3 ) (3 8)
d?6, du,
ELh——KGA|——06;)—f., = 0 4
3 dx% s <dx2 3> fxl ) (3 9)
d*e,

2
sendo estas as formas fortes que descrevem o problema. Vale ressaltar que, para o

momento e esfor¢o cisalhante as formas fortes sdo expressas pelas equagdes diferen-
ciais 3.31 e 3.30, com as equacgdes logo acima sendo desenvolvidas por manipula¢des
matematicas munidas das simplificagcdes ja citadas. Portanto o problema pode ser
descrito como

Encontreiie 6 € R® | ii(0) = iy, i(L) = ;e 6(0) = 6y, 6(L) = 6, (3.51)

em que i e O sdo vetores do R>. A derivacao das formas fortes pode ser feita por
meio dos métodos descritos na segéo 2.5, tanto desenvolvendo as equagdes diferen-
ciais aproximando fungdes teste, como por meio do balanco de energia dado pela
Equacgéao 2.70.

Neste trabalho, em sua maioria, as formas discretizadas foram obtidas por meio
da técnica de residuos ponderados de Galerkin, valendo-se de uma formulagao isopa-
ramétrica e resolvendo as equagdes para as componentes normais, transversais e para
as rotacoes. As formulacdes foram feitas considerando elementos com dois nés, porém
com funcdes de forma classicas e interligadas, que consideram a interdependéncias
dos esforgos.

3.2.2 Rigidez ao Deslocamento Axial

Para a resolucéo da equacéo diferencial 3.45, considera-se uma fungcdow €V,
tal que
V = {w]|w(0) = 0}, (3.52)

euc S, emque
S = {u|u(0) = up}, (3.53)

em que os espacos funcionais S e V sdo de dimensao infinita, como ja explicado.

Assim, multiplicando-se a Equacgao 3.45 pela funcéo teste e integrando sobre o

dominio Q, tem-se
d2
/ WEAZZ240 — / WAfdQ = 0, (3.54)
Q d Q
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em que, integrando por partes, chega-se a forma fraca
duy .
W, EA—dQ = WA fodQ + w(L)tA. (3.55)
o dx Q

A resolucao da forma fraca, procede-se entédo reduzindo os espacgos funcionais
a espacos de Hilbert, atendendo as condicbes 2.60 e 2.61, tendo

d h
/ wf@zEAd—”ZdQe = / WA £,dQ° + wh(L)A. (3.56)
o X2 Q¢

Assim, as func¢des que atendem esses requisitos para o problema bem posto
podem ser expressas por

iy = NZsz*(xz(é))d;‘, (3.57)
A=1
Nel

wi = Y N (x2(8))ed, (3.58)
A=1

em que e representa a particdo Q¢ do dominio, A o né do elemento, numerado de
acordo com o grau de liberdade local indo de um até o numero de nés no elemento
que, no caso, sao dois. A Fig. 37 mostra a representagcao desse comportamento.

Figura 36 — Representagdo do comportamento axial.

A

xz, u?_.’

uz us

Fonte: Autoria prépria (2021).

As fungbes de forma N4 (x,(&)) foram tomadas como polindmios de Lagrange
sem considerar outras influéncias, e conforme (LUO, 2008), considerando os efeitos
da acoplagem das equacdes diferenciais que aproximam o comportamento da viga. A
obtencéo dessas chamadas fun¢des de forma consistentes pode ser feita por meio da
substituicao dos polindmios nas EDOs de equilibrio e a sua resolugao parcial. Assim,
as funcdes de forma consistentes sédo

Ny(&) = 1-¢, (3.59)

Ny (&) = &, (3.60)
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sendo o mapeamento do dominio fisico para o bi-unitario dado por
X2

E(x) = Ie

(3.61)
Neste caso, utilizou-se o0 método de Bubnov-Galerkin no qual as fungées de
forma testes séo iguais a funcéo a ser encontrada. Assim, a forma fraca, portanto, €

escrita da forma

1 Nel i\ Nel A N
/dXQ(Z’N (x2(& )EAE(Z’N d)d&:
Nel Nel
/ (ZNA x;(& >Af2d§ + <ZNA x (& )(Le)A

em que a primeira integral representa a rigidez axial e as integrais ap6s a igualdade
representam as forgcas nodais. Essa expressao pode ser escrita na forma matricial-
vetorial, sendo

(3.62)

cTkd = T fe, (3.63)
ou seja,
[kaxial]{d} = {frf} (3.64)
Sendo, para ambas fungdes de forma, a matriz de rigidez expressa por

EA  _EA

Lé’ Le
kaxial = [_@ EA ] . (365)

Le Le

Vale ressaltar que para a obtengao dessas expressdes, considerou-se que a
area e o modulo de elasticidade sao constantes ao decorrer do elemento. Para isso, foi
considerado o valor médio da area em um elemento.

O vetor de forca, para um carregamento normal distribuido ao decorrer do

elemento, é dado por
_pLf
fo = [_,,fLe] : (3.66)

2

Deste modo, a equacéo diferencial axial se reduz a forma matricial-vetorial
acima, onde d sao os graus de liberdade que, devido as func¢des de forma, retornam os
deslocamentos nessa diregéo.

3.2.3 Rigidez a Flexao no Plano de Normal ¢,

As Equacdes 3.46 e 3.48 podem ser solucionadas de forma semelhante. Assim,
para a primeira, seguindo o processo descrito para os graus de liberdade axiais, chega-
se as formas fracas

d’us de
W K,GA==dQ — [ w K,GAS2dQ = [ whHAQ +win| g +wil 4, (3.67)
Q dx; Q dx Q Fn b

)
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d*e, dus
W, Ell ——-dQ — WMKSGAd—dQ—i— W, KsGAG1dQ = WA fodQ
o dx3 o X2 o o (3.68)

do, R
sl — wv!r€1 +wus,

Wd—x2 |FV ’rsl .

Novamente, limita-se o espaco funcional a espacos de Hilbert por meio das
condigdes 2.60 e 2.61, sendo

d2 h deh
wh K,GA—32dQ — | wh K.GA=1dQ* = [ W f£,dQ° +w'm|
o dx o dx; o " (3.69)

h -
+w V’rél,

h d291h h d“g e h h j0ve
Wi, Ell——-dQ° — | W' K,GA——=dQ°+ | W K;GA6!dQ" =
Qe ’ d 2 Qe ’ dXZ Qe ’ (3 70)

,d61
/Qe WhAfdee +w d |F€1 -—Ww V‘r‘el +w u30|ré17

lembrando que 6, de forma geral, matematicamente, possui as mesmas caracteristicas
de u3, seguindo seus mesmos passos de resolucdo. Foram tomadas as funcdes da
forma

Nel

s, = Y N{(x(8))dl, (3.71)
A=1
Nel

o = Z 2 (x2(€))dy,, (3.72)
Nel

b= Y N (xa(&))el, (3.73)
A=1

em que d’ representa os graus de liberdade de deslocamento, no caso, u3 nos nés 1 e
2 e dj) os graus de liberdade relacionados & rotag&o.

As funcdes de forma, desconsiderando a interdependéncia da rotagao e do
deslocamento axial, foram tomadas como polindmios de Lagrange da forma

N = z0-8P@+8), (3.74)

Nh = Z14E22-0), (3.75)
Le

Ny = 2 (1-872+8), (3.76)

8
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Le
5 (1+8)2=%), (3.77)
com as respectivas funcdes de forma para as de teste e lembrando que o mapeamento
entre os dominios ndo se altera em relagédo a analise axial. O elemento gerado por
essas funcdes de forma foi denominado EI1.

2 _
Nvl_

Ao considerar a correlacdo entre esses graus de liberdade, as funcdes consis-
tentes podem ser escritas como

Nel Nel

Wy = Y NY (0(E))dd + Y N (x2(E))ds,, (3.78)
A=1 A=1
Nel Nel

or = Y N (x2(8))d + Y N (x2())ds,, (3.79)
A=1 A=1

sendo este elemento denominado de EI2, em que, para o deslocamento transversal us,
tem-se

Np, = Bey(287 =38+ 0 & +1—a,), (3.80)
N7, = Bo(—2&° +3E% — 04, &), (3.81)
Nl = LB, [§3+ (%aél —2) E2+ (1 - %aé,> 5} , (3.82)
NA = LB, {53 - (1 %%) £y (%aél> 5] , (3.83)
e, para a rotagao 6,
wh = Pag g, (3.84
Ny, = gy (3.85)
Ny = Boy [3E%+ (e, —4) E+1—04], (3.86)
N = o [38% (0 +2) €], (3.87)

em que os parametros oy, e B;, carregam propriedades geométricas, em relagdo ao
plano de normal é;, e do material, expressos por

12E1

= ROALT (3.88)

O,

(3.89)
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Assim, as equacgdes 3.69 e 3.70 tornam-se
! Nel Nel
/ dx2<ZNA )KGA (ZNﬂ dA>d§
/ 4 <NZEI NAE ) KSGAi <de NA (&)d) ) dé& (3.90)
= do \ =" e

dxy
Ne
(Z C‘?) f2d€7

1 d Nel B 4 d2 Nel A "

/ i <Z N (é)ce> Eh—— (ZNV (&)dy )dé
_ =1 2 \A=

1

d Nel d Nel

—[1 g A;Nfl‘(é)é‘) A <2Nf1 )

1 d Nel Nel
+/ o < Ng(g)cﬁ> KGA| Y Nﬁ(é)%ﬁ) d&

(3.91)

para o caso em que as fungdes de interpolagdo sdo desacopladas e

1 Nel d2 Nel Nel
Z N (& K;GA— Z Nfl x(E)dl + Y N (x2(&))dp, | dE
dxz dx3 e ¢

2

d [N d [ Nel Nel

/ E(ZNA )KGAdX <2Nf1 X2 )deA—}— ZN\I?IV(XZ( )d& 392
- A=l
)deév
1 d i d Ne Nel
/ d_<ZN’?(5 )Ell (Z £+ Y N )dg
—1 X2 \ A= A
&) ) K

d Nel \ Nel 3 |
GA-~ ZNfl (&)l + YV, (a(E))dy, | dE
Ya Nel Nel (3.93)

- / dj( Nf?@k?)KGA( N (a >d£+A21Nélv<xz<é>>d3e) dé
—1 —

[\S)

—
:BM%
i
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para o caso em que funcdes de forma consistentes sdao consideradas. Lembrando que,
nesta analise, pré-carregamentos ou pré-tensdes e tensdes internas inerentes ao 0sso
foram desconsideradas, dai a negligéncia dos termos referentes as deformacdes e
tensdes iniciais.

As equacdes acima podem, entédo, ser representadas na forma matricial-vetorial

[kfleanél]{df} = {fﬁl}v (3.94)
na qual d; € um vetor do R* da forma [}, 6/, 3, 6], com dois nds e dois graus de

liberdade em cada um. A matriz de rigidez obtida é dada por

kit kio kiz ks
ka1 kyo koz kg

kfiexao, = (3.95)
flexaoe k31 k3x k33 kg
ka1 kar kaz  kag
Para o primeiro caso, os coeficientes da matriz de rigidez s&do dados por
12E1L
kyj=—kjz=——-—"—. 3.96
6E1
T 220
(4+v1)EL
kpp=-~——""——, 3.98
6EI
kpz=—r-— 3.99
e (2:99)
(2 — l//])EI]
kpg=~—T""_ 3.100
12E1
— it 3.101
2 Ty (1 (3101
6EI
kzg=———"—-, 3.102
SR (ETE (3:102)
(4+wi)EL
— RaVicilly 3.103
em que y; € dado por
12E1,
Y = K.GA(L (3.104)
Ja para o segundo, estes sao expressos por
g 12E1 + K,GA(L?)?
k1 = ks = 12K,GAEIL (12E1, + K,GA(L?)?) (3.105)

L¢(12El, — K,GA(L*)?)?
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6K,GAEI (12EI, + K,GA(L?)?)

=ki4= A
k2= kg (12EI — K,GA(L¢)?)? (3106)
AEL [(KsGA)?(L°)* + 3K,GA(L.)*El + 36E1?]
20 = — , (3.107)
Le(12EI — K;GA(L#)?)
K,GAEI (12EI; + K,GA(L¢)?
ko5 = — SCAER(12ET + K, GAL) ) (3.108)

(12EL — K,GA(L)2)2

P —2EIL[—(K;GA)*(L¢)* — 30K,GA(L.)*ElL +72(EIL)?] (3.109)
24 L¢(12EI, — K,GA(L?)?)? ’ '

_ 12K,GAEL (12EL + K,GA(L?)?)

- 3.110
3 L¢(12EL — K,GA(L*)?)? ' ( )
6K,GAEI (12EI + K;GA(L¢)?)

k4= — : (3.111)

’ (12EI; — K,GA(L¢)?)?

AEL[(K,GA)*(L®)* + 3K,GA(L.)*El + 36EI?]

kyq = , (3.112)

’ Le¢(12EI — K;GA(L¢)?)2

ressaltando que k é positiva definida e simétrica, ou seja,
kij = kji. (3.113)

Para as integrais que representam os esforgos atuantes, considerando um
carregamento distribuido da forma

f2(8) = qu(1=8)+q128, (3.114)

tem-se

74514341 7 e
20 L

(@ + @) LeZ
fo = igwfquy , (3.115)
— 20

sendo, portanto, definido o comportamento do osso a flexao no plano de normal é;.
Lembrando que, para a presente andlise, considera-se que 0 0SSO possui rigidez e
inércia suficientes para evitar as tensées o;; € o33 ligadas diretamente a flexdo e que,
no plano em estudo, a tensado o, pode ser modelada como uma funcao linear da
distancia entre o ponto de analise e a linha neutra.
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3.2.4 Rigidez a Flexao no Plano de Normal é;

As equacbes 3.47 e 3.49 podem ser solucionadas igual a descrita na segao
anterior, tendo as equagdes a mesma configuragdo por descreverem o mesmo compor-
tamento. Assim, para a primeira, seguindo este processo, chega-se as formas fracas

d’u; de
WK GA=—=dQ— [ w, K,GA==dQ = [ whHdQ +wiil| s +wils, (3.116)
Q dX2 Q dx X2 o) m v

2 d
/ waoEnE B / mesGAd—uldQ—k W K,GABQ = | WAf1dQ
Q ax; Q 2 Q Q (3.117)

d6;

+Wd—x2|F€

3 — wﬁ|r€3 +W”10|F§3'

Limitando-se o espago funcional a espacos de Hilbert por meio das condicoes
2.60 e 2.61, tem-se

d*uf h d93h e h e
whKGAZ S La0e — [ wh K GASE a0 = | wWiAdQs wha|
o dx; o axy o " (3118)

+Wh\7|ré37
e
h d291h e d U3 e h h e h e
wx2E11 > dQf — w KGA—dQ + w. KsGAOdQ" = WA frdQ
y dx dX2 A2
Q¢ 2 Qe Q¢ Qe
hdel
+w d_)(:z|rel —w V|Fel +w u30|ré1,

(8.119)

em que as fung¢des de forma séo representadas por

Nel
= Y Ni(8))d:, (3.120)
A=1
Nel
Z 5(n2(8))ds,, (3.121)
Nel
we = 3, Ny (n(8))ee, (3.122)
A=1

no qual d4, neste caso representa os graus de liberdade relativos a u; nosnés 1e2e
dy os graus de liberdade relacionados a 6.
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As funcdes de forma tomadas para este caso sao similares as da secao anterior,
ou seja,

Nh = z0-8P@2+8), (3.123)
N7 = %(1-1—5)2(2—5), (3.124)
Nh = Ta-erere), (3.125)
NE = £(1+5)2(2—§), (3.126)

com o mapeamento entre 0 dominio fisico e o bi-unitario sendo também semelhante.

No segundo caso, as fungdes consistentes sdo equivalentes, com a mudancga
dos fatores o, e B;,, de forma que

Nel Nel

Wi = Y N (0(E)dd+ Y N (x2(E))ds,, (3.127)
A=1 A=1
Nel Nel

08 = Y Niy (a(E))ds + Y N (x2(€))d (3.128)
A=1 A=1

em que, para o deslocamento transversal u;, tem-se

Ny, = Be,(2E° =382+ 05 £ +1— 0,), (3.129)
Nfs, = Bey(—28° +38% — a,8), (3.130)
N, = LB [gu (%% —2) o (1 _ %%) 5] , (3.131)
NV23M = LBy, {53_ <1+%aél) E2+ <%(Xg3> é] , (3.132)
e, para a rotagao 6s,

Njs, = 6553 (£-8), (3.133)

63,
Nfs, = (=8 +8), (3.134)
Ny, = By [38% + (de, = 4) E +1 -z, (3.135)

N, = Bey [38% — (0, +2)€&], (3.136)
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com os parametros o;, e B¢, carregam propriedades geométricas, agora em relagdo ao
plano de normal é;, e do material, expressos por

(Xé3 =

Be, =

12E13
K,GA(L*)?’

1
1—0653.

Assim, as Equacdes 3.118 e 3.117 tornam-se

e
1 Nel "
[dxz <Z_:N
L(E
dx;
U/ Nel
=/(ZW@
_1 \A=1
e

[ (e
(e
/1dx2 (N;dNA
:/ (%NA

Nel
)KGA <Z N7 (& dA> dé&
d Nel A
)KGAd—xz<ZNv3 ) dé

C’?)fldé,

ot o)
oit ) mon ( Ewcent ) a
) K,GA (Z dﬁ) d&

)Af2d5

para 0 caso em que as fungdes de interpolacao sdo desacopladas e

1 Nel A
/ dxz (ZN
1 Nel N
/ de (Z N
1 Nel
- [ (Eme
—1 \A=1

>K GA—
C?) fdé,

Nel A Nel \ N
ZM@ dA+ Y N (E)df | dé
A=1
Nel Nel
K% ZWsiHZMM&@

A=1

(3.137)

(3.138)

(3.139)

(3.140)

(3.141)
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1 d Nel
/ i ( ) EN- ( Nfs, (§)dg + ) Nfav(é)dée> d§
g ax 1 A=l
A

Nel Nel
NAE) )KGA (zNﬁu d?+ZNégu(5>dé> i
A=l (3.142)

1 d Ne Nel Nel
o d—( et ) on (Ewh ot ¥ v o )
1 X2 \a=d A=1 A=1

1 Nel
= / (ZNA@) )Af3d5
1 \4=1

para o caso em que funcdes de forma consistentes sdo consideradas.

As equagdes acima sao representadas na forma matricial-vetorial por

[kflexa0g3]{df3} = {ffs}; (3.143)

na qual d; é um vetor do R* da forma [u}, 6, u3, 63]7, com dois nés e dois graus de
liberdade em cada um. A matriz de rigidez obtida é dada por

kit ki2 kiz ki

L _ ka1 koo kaz kos (3.144)
Jlexaces ka1 kay kaz kaa| .

ka1 ki kaz  kag

Para o primeiro caso, os coeficientes da matriz de rigidez sdo dados por

kijg=—kiz= (1:3/%, (3.145)
kip=ki4= (H—?f%’ (3.146)
22 = %, (3.147)

ka3 = —%, (3.148)
ko = % (3.149)

35 = (Hlj/% (3.150)

kg = — OE; (3.151)

(1+ws)(L)?
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(4+y3)EL
S o 3.152
“T L) (8152)
em que y; € dado por
12E1
V= R GALT (3.153)
Ja para o segundo, estes sdo expressos por
12K,GAEL (12EL; + K,GA(L?)?)
ki1 =—ki2= .
11 13 Le(12EL — K.GA(LFD)? (3.154)
__ 6K,GAEL(12EL + K,GA(L%)?)
k2=kia= (12EL — K,GA(L¢)2)2 (3.155)
4EL[(K,GA)*(L°)* + 3K,GA(L,)*El; + 36EI2]
kyp = - o : (3.156)
Le¢(12EL — K;GA(L#)?)
6K,GAEL (12EL + K,GA(L?)?)
ky3 = — 157
23 (12EL — K,GA(L*)2)2 (3.157)
—2EL[—(K,GA)?(L¢)* — 30K,GA(L,)*El; +72(EL)?]
kp4 = : (3.158)
’ Le¢(12EL — K;GA(L#)?)?
12K,GAEL; (12EL; + K,GA(L¢)?)
k33 = :
33 L¢(12EL — K,GA(L*)?)? (3.159)
6K,GAEL(12EL; + K;GA(L¢)?)
k34 =— A
34 (12EL — K,GA(L)2)2 (3.160)
4EL[(K;GA)?(L°)* +3K,GA(L,)*Els +36EI?
ks — 3[(KsGA)~ (L) + (Le)"EL + 36EL] (3.161)

L¢(12EL; — K,GA(L¢)?)?

Para as integrais que representam os esforgos atuantes, considerando um
carregamento distribuido da forma

f(8) = g51(1-8)+4g328, (3.162)

tem-se
7454305 1 e
0 L
%1y 95 fe2
( 20 T 720 ) L
345,743 re
0 L
%1y 95 fe2
|~ (20 + 30 ) L]
sendo, portanto, definido o0 comportamento do 0sso a flexdao no plano de normal é;. As
consideragdes tomadas para o plano é; valem para essa analise.

fo = , (3.163)
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3.2.5 Rigidez a Rotacao de Torcao

Matematicamente, o comportamento do material a tor¢cao pode ser modelado
de forma semelhante ao comportamento axial, porém com termos que representam as
propriedades relacionadas a mudanca de angulo. Desta forma a Eq. 3.50, multiplicada
por uma funcao teste w , integrando sobre o dominio e utilizando a integracao por
partes, torna-se

20
/WﬁcszG(h +11)ud9. wThdQ +wGJ 0. (3.164)
o dx2 o

Aplicando as condi¢oes 2.60 e 2.61, tem-se

2
/ WK G+ 1)L 2dq = / W TydQ + wGJ6p, (3.165)
a dx2 g
em que as funcgdes escolhidas que atendem esses requisitos sao expressas por
Nel
0r, = ) N (x2(&))d5y,, (3.166)
A=1
Nel
we = 3, Ny (n(8))ee, (3.167)
A=1
no qual as fung¢des de forma sdo exatamente iguais as do GDL axial, ou seja,
Ny(&) = 1-¢, (3.168)
N2(E) = E. (3.169)

Neste caso, também utilizou-se 0 método de Bubnov-Galerkin no qual as fungbes
de forma testes sdo iguais a funcao a ser encontrada. Assim, a forma fraca é escrita
da forma

1 Nel Nel
/ dx2<ZNAx2 >KGI3+11 (ZNA )dg =
Nel Nel
/ (Z NA )C2 ) Tzd& + <ZNA X2 ) GJOy,

em que a primeira integral representa a rigidez torcional e as integrais apos a igualdade
representam as forgas nodais. Essa expressao pode ser escrita na forma matricial-
vetorial, sendo

(3.170)

T kioreard = T f¢, (3.171)

ou seja,

[ktorcaO]{d} = {fte} (3.172)
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Sendo, para ambas fungdes de forma, a matriz de rigidez expressa por

G _GJ
kiorcao = LGJ Gg . (31 73)
T I

O vetor de forga, para um carregamento torcional da forma

(&) = ma(1—8&)+mxné, (3.174)
chega-se ao vetor de forca
2m21+m22Le
frf = [mzl-EZMQz e] ’ (3175)
—% L

Lembrando que, novamente, desconsideram-se carregamentos iniciais ou ten-
sOes residuais. Pode ser demostrado que os processos de resolugcado aqui descritos
atendem aos requisitos de um problema bem posto descrito na secéo , por meio do
Lema de Lax-Milgram nela citado. O erro gerado pelo enfraquecimento da solucéo e
discretizacdo do problema pode ser estimado por meio da norma L? da solug&o, ndo o
feito aqui devido ao desconhecimento da solucéao exata.

3.3 MONTAGEM DOS ELEMENTOS

A resolucéo das EDOs de equilibrio por meio da separacao em diferentes causas
geram solugdes independentes para seus efeitos. Assim, agrupando-as, por meio da
unido dos dominios dos graus de liberdade na forma

d¢ = U de, (3.176)

em que ef representa o niumero de fenbmenos separaveis, no caso, 4. Desta forma,
para cada elemento um total de 12 parametros (d¢ € R'?) devem ser determinados para
a descri¢cao do comportamento. Portanto, a forma matricial-vetorial completa fica

[kaxial] 0 0 0 {f ;xial }
e
0 [kfleangl] 0 0 {de} _ {fj;lexaoél } (31 77)
0 0 [kflexcwél ] 0 {fflexa()gl }
0 0 0 [ktorcao] {fzeorcao } :

A definigdo e o desenvolvimento desta forma discretizada para cada elemento
Q¢ foi feita baseada em um sistema de coordenadas ortonormal local, com a integracao
por meio do mapeamento do dominio fisico ao bi-unitariosendo baseada neste, porém
na geometria da costela ha a mudanca no angulo de cada elemento, como mostrado
anteriormente. Este problema pode ser contornado por meio de uma transformacgéao
linear de R'> x R'? — R!?2 xR!? que representa a matriz de rotacao.
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Figura 37 — Sistema de coordenadas local e global com as respectivas bases ortonor-

mais.
X3 a
° Local
1

g3 A
Global gzr —»
X

g1
Xy

Fonte: Autoria propria (2021).

Em relacdo ao sistema de coordenadas global, o sistema local pode ser escrito

como
el =end1+endr+ends (3.178)
ex =e2181+endr+e1d3 (3.179)
e3 = e3181 +endr + €3383, (3.180)

em que o primeiro subescrito representa a direcdo em relagdo ao sistema local e o
segundo ao global. Tomando um sistema local com a coordenada é; alinhada ao eixo
axial do elemento, esta pode ser expressa pelos angulos diretores deste, dados pela
equacao 3.20.

Por meio do produto escalar entre os vetores é; e é3, tem-se

e ell
631=ﬁ, 632:—ﬁ7 e33 =0, (3-181)
Ve ten \/ €11 Ten

e, pelo produto vetorial entre e, e e3, que resulta em ¢}, chega-se a

er1 = exner3, exn = —e3|e[3, €3 = €31€12 —e3e]]. (3.182)
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Aplicando estas relagdes aos deslocamentos tem-se a matriz de transformacgéao

r] 0 0 0
T

T¢ = 0 [r] 0 0 ) (3.183)

0 0 [T] O

0 0 0 [T

onde T € expresso por
T = €ij. (31 84)
Assim, em relagao ao sistema global, a matriz de rigidez torna-se
e eT jeqe

kg = Tk°TC, (3.185)

sendo k; a matriz de rigidez de cada elemento transformada para o sistema de coorde-
nadas global.

Isto posto, para a resolugdo aproximada do problema completo é necessaria a
montagem por meio da sobreposicao dos elementos. Matematicamente, as equacoes
que representam a forma fraca discretizada em um elemento Q¢ sdo possuem a
garantia da unicidade e existéncia da solugdo nos espacgos de dimensao finita impostos.
Além disso, considerando uma norma energética, utilizando a forma bilinear

a(wu) = /w7xEu7xdx, (3.186)
Q
ou, na forma de dimenséao finita,
a(w,w) = Z k,-wa’w?, (3.187)
ij=1

€ possivel demostrar a propriedade de melhor aproximacao para a resolugao completa
do problema. Isto &, as fungbes de aproximacao sdo definidas como w”" #£0sex € Q.
e x # 0, o que implica na sobreposi¢cao dos graus de liberdade em elementos vizinhos
(Q¢1 N Q% # 0) para a garantia da transferéncia de energia entre estes e a validade da
propriedade de melhor aproximacao, que garante que a a solugao encontrada é aquela
de menor norma energética entre todas as pertencentes ao espaco S”. Desta forma, a
titulo de exemplo, a Eq. 3.56 torna-se

d h
Y [ whEAS240¢ =Y [ wWrA£AQC + wh(L)A, (3.188)
"2 dx;
e Q¢ e Q°

valendo de forma analoga para as demais integrais discretizadas.

Portanto, os graus de liberdade em cada elemento foram organizados na forma

d® = {ud, ul, ul, 0!, 6}, 03, 13, u3, u3, 6%, 03, 67}7, (3.189)
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a fim de facilitar a implementacdo computacional, onde os 6 primeiros sdo iguais aos
seis Ultimos do elemento anterior, se este existir, € assim sucessivamente.

Com isto obtém-se os deslocamentos em todos os nés na estrutura segmen-
tada, ressaltando a aplicacdo das condigdes de contorno por meio da anulacédo dos
respectivos graus de liberdade, e as condi¢cées de carregamento consideradas como
fronteiras de Neumann.

3.4 POS-PROCESSAMENTO

Todo o sistema foi modelado no software MATLAB, obtendo-se os graficos de
deslocamento da estrutura, tanto considerando um costela, para a validagdo do método,
como considerando a estrutura completa, formada pelas costelas, cartilagem costal e
esterno.

Desta forma, foi possivel comparar graficamente os dados tedricos e experimen-
tais, assim como avaliar aplicacbes como o0 processo de recuperacao de deformidades
do tipo pectus carinatum e o processo de reanimagao cardiopulmonar.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

4.1 VALIDACOES E CONFRONTAGCOES DE RESULTADOS

4.1.1 Experimento 1

O primeiro teste de validagéo foi feito de acordo com os experimentos de
Schafman (2015) e Agnew et al. (2015). A Figura 38 mostra a variagado do coeficiente
de correlagao para os momentos de inércia I, I, e para a area A.

Figura 38 — Coeficientes de correlagao.

1 [ T T T T T _ I_ T _|- — _-._
- _— X: 10
0.08 | Y: 0.9999
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o
o
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&
g —
[ 0.9
=
o
2 0.88 [
T
S
0.86 [
0.84 - Momento de inércia I,
. Momento de ingrcia |,
0.82 Area
1 2 3 4 5 G 7 ] 9 10 1"

Grau do polinédmio

Fonte: Autoria prépria (2021).

Com isso obteve-se, para um polindmio de grau 10, um coeficiente de correlagéo
de 0,9999. A Figura 39 mostra as curvas aproximadas para um R,,., = 1, corrigido este
fator para cada costela, onde em vermelho sdo os dados discretos e em azul a curva
continua aproximada para as propriedades geométricas.
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Figura 39 — Momentos de inércia e area em funcao do comprimento normalizado.
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Fonte: Autoria propria (2021).

Nota-se que, como esperado, ao comprimento normalizado aproximar-se de 0 ha
um substantivo aumento no valor das propriedades geométricas devido a aproximacao
dos apoios na coluna, havendo uma maior rigidez natural. Desta forma, a Figura 40
mostra as forcas e deslocamentos obtidos para as quatro consideracdes de condicdes
de contorno no experimento realizado por Schafman (2015).
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Figura 40 — Resultados teédricos para o corpo de prova Hrb30.
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Fonte: Autoria propria (2021).

Considerando as propriedades de Katzenberger et al. (2020) € um Ry, = 0.4,
0s casos 2 e 3, nos quais o deslocamento em y no apoio em que ha a aplicacdo de uma
forca externa sédo restritos, os dois elementos se comportaram de maneira semelhante,
porém com uma alta rigidez, em comparagao com os dados experimentais. Neste caso,
como os ensaios foram feitos em condi¢c6es de carregamento dindmicas com altas taxas
de deformacdes, espera-se que nestas situacdes, devido as respostas viscoelasticas
do 0sso, haja uma mudanca significativa na rigidez. No caso 1, os resultados teéricos
foram compativeis com os experimentais para o elemento El1, porém considerando um
deslocamento horizontal no apoio em que ha aplicacédo de forga e esta, por sua vez,
com duas componentes e sua resultante ortonormal ao apoio que sustenta a costela.
Ja no caso 4, o elemento EI2 mostrou-se compativel com os dados experimentais para
a mesma condicdo do elemento. A Figura 41 mostra as costelas avaliadas deformadas.
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Figura 41 — Resultados teédricos para o corpo de prova Hrb30.
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Fonte: Autoria propria (2021).

Observando-se que, para o elemento EI2, devido a acoplagem dos graus de
liberdade por meio da funcao de forma, ha uma superposicao de resultados nos nés,
evidenciando a funcao de forma. Assim, para este experimento os resultados, em
sua maioria, ndo se mostraram compativeis (1, = 0), algo esperado pelas condi¢des
experimentais.

4.1.2 Experimento 2

O segundo teste de validagéo, por sua vez, foi realizado a partir dos resultados
de Kindig et al. (2010). Como neste caso a geometria é tridimensional, o método
de particdo do dominio foi aplicado a fim de aumentar a correlagdo, mostrando-se
altamente eficiente. A exemplo, a Figura 42 mostra a variacao da correlacédo para a
aproximagao sem a particdo do dominio e com 6 particdes, no caso da geracao de
malha para a costela 5.
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Figura 42 — Coeficientes de correlacdo para (a) nenhuma particéo e (b) 6 particdes no
dominio.
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Fonte: Autoria propria (2021).

Estes resultados mostram que o particionamento aumentou em 180% o coefici-
ente de correlagéo, impactando diretamente na geragéo da malha e imprescindivel para
a representacdo adequada da geometria, com a validacao do indicador visivelmente
possivel, mostrada na Figura 43.

Figura 43 — Malhas geradas para a costela 5, em vermelho sem particbes e em azul
com 6 particdes (dimensdes em mm).
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Fonte: Autoria prépria (2021).

A partir da Figura 43 é possivel perceber, também, o refinamento da malha nas
partes anterior e posterior dos anéis de costela, demostrando o método de discretizacao
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utilizado, detalhado anteriormente. Desta forma, a tabela abaixo mostra os intervalos
nos quais a fungao indicadora igualou-se a um, considerando as propriedades listadas.

Tabela 2 — Funcéo indicadora para as respectivas propriedades.

Trabalho 1,=1 1,=0
Pezowicz e Glowacki (2012) - -
Pezowicz e Glowacki (2012) 0,06 < Ryreq < 0,13 Ryreq € {(0,1]—10,06;0,13]}

Saini, Discher e Kumar (2019) 0,12 < Ryreq < 0,15 Rypeq € {(0,1]—10,12;0,15]}
Velazquez-Ameijide et al. (2020) - -
Katzenberger et al. (2019) - -

As propriedades de Pezowicz e Glowacki (2012) nas idades de 10-15 anos foram
descartadas devido as caracteristicas da populacéo do experimento em comparacao.
Para Kvelazquez-Ameijide et al. (2020) e Katzenberger et al. (2020), o intervalo em
que a funcao indicadora é igual a 1 apresenta um valor superior muito baixo, também
sendo desconsiderado. Para as propriedades de Pezowicz e Glowacki (2012) nas
idades de 15-22 anos, obteve-se para R, contida no intervalo de 0,06 a 0,13, para
Sainia, Dischera e Kumarb (2019), no intervalo de 0,12 a 0,15. Estes resultados séo
compativeis com as caracteristicas das secoes transversais da costela mostradas por
Murach et al. (2017), Zhu et al. (2017) e, em especial, por Pezowicz e Glowacki (2012),
mostrando a solidez dos resultados e compatibilidade das propriedades. Assim, A

Figura 45 mostra as forcas obtidas para o anel da costela 4, considerando R,., = 0,15
e E =3,85 GPa.

Figura 44 — Forcas e deslocamentos obtidos para o anel da costela 4 no (a) plano e
(b) na diregéo normal.
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Fonte: Autoria propria (2021).

Nota-se que o elemento EI2 possui uma rigidez maior do que o elemento EI1,
ambos apresentando, para o anel mostrado, resultados proximos aos experimentais,
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sendo o El1 mais préximo para a forga no plano e o EI2 para a forga normal. A Figura 45
mostra os deslocamentos obtidos para a costela 4.

Figura 45 — Deslocamentos do anel da costela 4 em (a) trés dimensoes, (b) no plano
eres € (C) no plano eje; .
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Fonte: Autoria propria (2021).

Nota-se, novamente, as caracteristicas das funcdes de forma utilizadas, sendo
que as funcdes de forma consistentes reduzem pela metade os nés com desloca-
mentos reais devido as suas caracteristicas. Os deslocamentos também mostram a
compatibilidade das suas dire¢des com as encontradas experimentalmente por Kindig
et al. (2010).

Para a costela 5 e inferiores os elementos se mostraram mais discrepantes, com
o ElI2 apresentando uma maior rigidez consideravel, porém compativel com medicdes
feitas por Kindig et al. (2010), como mostra a Figura 46.
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Figura 46 — Forcas e deslocamentos obtidos para o anel da costela 5 no (a) plano e
(b) na diregao normal.
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Fonte: Autoria propria (2021).

Desta forma, os resultados mostram que os elementos avaliados sdo compati-
veis com o0s resultados experimentais para carregamentos quase estaticos.

4.2 ANALISE DO PROCESSO DE CORRECAO DA DEFORMIDADE DO TIPO PC

Na analise do processo de correcao de deformidades do tipo pectus carinatum,
observou-se uma maior influéncia da elasticidade do osso na deformacao total, em
comparagao com a cartilagem, A Figura 47 mostra a deformacgéo das costelas 2-6 para
uma PIC de 60 kPa (aproximadamente 8,7 psi), considerando uma éarea circular de
aplicacao de forca da 6rtese CDT, com 40 mm de didmetro.
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Figura 47 — Deslocamentos das costelas 2-6 para a PIC de 60 kPa em: (a) trés
dimensoes; (b) no plano eyes3; (c) no plano eje;.
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Fonte: Autoria propria (2021).

Os valores para as forgcas e o deslocamento total encontrados sdo compativeis
com o estudo quantitativo de Bugajski et al. (2018) e Chen et al. (2018). Nota-se,
também, a deformagao da area protuberante, que sera decisiva no resultado final
do tratamento. No caso simulado, em que as costelas 6 e 5 possuem uma pequena
protusao, para a forga aplicada a simulagdo mostrou uma deformagédo aguda nesta
protusdo, sendo muito afetada (localmente) pela rigidez da cartilagem, mostrando a
impoortancia do tratamento precoce, em que tanto esta quanto o 0sso ainda possuem
uma pequena rigidez, aumentando as deformagdes locais, remodelando de forma mais
eficiente a deformidade e reduzindo a PIC.

Desta forma, o método mostra-se promissor para a anélise do comportamento
da caixa toracica, até em casos complexos como de deformidades do tipo pectus
carinatum, podendo ainda ser calibrado por meio de dados individuais dos pacientes,
obtidos por exames e andlises clinicas.
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5 CONCLUSOES

No presente trabalho foi realizada a avaliagdo da resposta mecéanica da costela
humana e da caixa toracica quando solicitada frontalmente, andlise importante em
diversos aspectos. Para isso, elementos de viga com 6 graus de liberdade em cada
né foram desenvolvidos considerando funcdes de forma lineares, com dois n6s em
cada elemento, sem acoplar os efeitos da flexdao em dois planos e os acoplando,
gerando dois elementos. Nesta modelagem considerou-se o comportamento linear
do 0sso para pequenas deformacgdes, assim como a cartilagem, o modelando como
um material de secao transversal vazada, possibilidade observada na bibliografia, e
considerando a hip6tese de Timoshenko. A validade destes elementos foi verificada
por meio da comparacao resultados experimentais presentes na bibliografia. Validados,
os elementos foram aplicado, ainda de forma preliminar, no estudo da reacao da caixa
toracica a aplicacao de uma pressao de correcao para deformidades do tipo pectus
carinatum.

Além disso, devido a complexidade da geometria e seu carater individual de-
pendendo do paciente, um método para a geragao da malha baseado no método de
minimos quadrados a partir de pontos discretos que a descrevem de forma parcial foi
desenvolvido, possibilitando, assim, o seu futuro uso acoplado a leitura de radiografias,
tomografias computadorizadas e outros métodos de diagnéstico por imagem.

Desta forma, primeiramente, as propriedades geométricas da costela foram
tomadas com o auxilio de modelos CAD existentes de forma gratuita na internet.
Também para simular os dados de entrada como pontos discretos, estas propriedades
foram generalizadas em todo o dominio da costela pelo método de minimos quadrados.
Observou-se, tanto para a area total da secao transversal quanto para os momentos
de inércia, um aumento nos seus valores na regiao préxima a coluna vertebral, ponto
de apoio. Este aumento observado, e esperado, mostra a otimizagcdo da geometria,
com uma maior resisténcia e rigidez nos possiveis pontos de maior esforco, ao passo
que tal rigidez ndo pode ser constante ao decorrer da costela devido a flexibilidade
requerida para a respiracao.

Para as propriedades mecanicas da costela e da cartilagem, recorreu-se a
bibliografia, compilando estudos que realizam sua medig&o in vivo e em ex vivo. Neste
passo encontrou-se a dificuldade da nao existéncia de referéncias que avaliem as
propriedades geométricas, mecanicas e o comportamento mecanico do objeto de
estudo em um unico corpo de prova, dificultando a andlise e sendo necessario o0
cruzamento de dados para a validagao.
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Na modelagem fisica do problema, confrontando os resultados da simulacao
com o experimento 1, foi observado a alta influéncia das condi¢cdes de contorno neste
experimento de forma que ha uma mudanca significativa na rigidez observada na
costela. Ainda assim, no caso 1, os resultados foram compativeis para o elemento El1,
com uma rigidez de, aproximadamente, 3,48 N/mm , e no caso 4 para o elemento EI2,
com uma rigidez de 5,33 N/mm, aproximadamente, dentro do intervalo de incerteza
das propriedades mecénicas tomadas. Nos casos 2 e 3, ambos o0s elementos apresen-
taram uma rigidez cerca de 10 vezes acima dos valores experimentais (53,33 N/mm).
Tal incompatibilidade mostra o carater viscoelastico do osso e a impossibilidade da
avaliagcao do seu comportamento para altas taxas de deformacéo pelo elemento aqui
desenvolvido.

Para as confrontagcdes com o experimento 2 foi aplicado o método de geragéo de
malha com particionamento da matriz de pontos que descrevem a geometria, havendo
um aumento de 180% no coeficiente de correlagdo, sendo a validade do método
comprovada tando por este coeficiente quanto visualmente. Nesta simulacédo, os
valores de deslocamento foram compativeis para R, em torno de 0,15, valor esperado
devido a pequena razao entre a area cortical e a area total da secéo transversal do
0SS0 observada na bibliografia. Na simulacdo do anel da costela 4, observou-se o
surgimento de uma forca no plano normal ao da costela, também presente nas analise
experimentais, chegando ao valor de, aproximadamente, 5 N para uma deflexdo no
ponto de aplicagédo da forga de 25 mm.

Neste mesmo experimento, para o anel da costela 5, a for¢a no plano normal ao
da costela obtida ndo alcangou valores significativos, também em acordo com os dados
experimentais. Para este anel os elementos apresentaram uma maior diferenca na
rigidez, porém esta maior diferenga também foi observada em diferentes experimentos,
apontando para a possibilidade da aproximagao dos resultados do elemento EI2 (de
maior rigidez) com uma populacéo especifica, ainda nao avaliada de forma apropriada.

Por fim, o processo de correcado de deformidades do tipo pectus carinatum foi
avaliado simulando o inicio de tratamento para um paciente de 15 anos. Para isso foi
aplicada uma PIC de 60 kPa (aproximadamente 8,7 psi), dentro dos valores maximos
sugeridos pela bibliografia, em uma értese circular de 40 mm de diametro, obtendo uma
deflexdo maxima da caixa toracica de aproximadamente 15 mm, estando de acordo com
os estudos quantitativos deste processo de correcao presentes na bibliografia. Também
notou-se a alta influéncia da elasticidade do osso e, especialmente, da cartilagem costal
na deformacéo local da protuséo, ressaltando a importancia do tratamento precoce
desta deformidade, quando a elasticidade destes dois materiais ainda nao é elevada.
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6 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

¢ Analisar o comportamento da caixa toracica completa, incluindo as costelas
falsas;

e Desenvolver elementos de viga que considerem as parcelas temporais das
equacoes diferenciais;

e Desenvolver um algoritmo para a leitura de tomografias computadorizadas e
radiografias, gerando a malha pelo método aqui desenvolvido;

e Desenvolver elementos que consideres relagdes constitutivas ndo lineares;

¢ Adicionar efeitos viscoelasticos e viscoplasticos aos elementos.
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