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RESUMO

Este trabalhou analisou o fenébmeno da ressonancia nas oscilagées mecanica e ele-
tromagnética a partir da transformada de Fourier, com o auxilio da linguagem Fortran
90. Abordou-se os aspectos tedricos basicos das equacdes diferenciais ordinarias,
oscilacdes mecanica e eletromagnética, transformada de Fourier e do método computa-
cional de Runge-Kutta de 42 ordem. Com o método de Runge-Kutta de 42 ordem foram
obtidos os graficos das solucdes gerais dos problemas para o caso de amortecimento
subcritico (pois apresenta a caracteristica oscilatoria e pode interagir com uma forca
externa), sendo nitido que ap6s o tempo de decaimento (¢ > 7,) prevalece a solugéo
estacionaria de cada oscilagdo. Além disso, através da linguagem Fortran 90 foi possivel
analisar o fendmeno da ressonancia, sob a perspectiva do fator de mérito (). Aplicando
a transformada de Fourier nas oscilagdes forcadas e amortecidas, encontrou-se as
solucbes sob o dominio da frequéncia, e ja com a frequéncia de ressonancia; e usando
a transformada inversa de Fourier foi encontrado as respostas no dominio do tempo, as
mesmas obtidas analiticamente.

Palavras-chave: Fenémeno da ressonancia. Oscilagdes mecanica e eletromagnética.

Transformada de Fourier.



ABSTRACT

This work analyzed the phenomenon of resonance in mechanical and electromagnetic
oscillations from the Fourier transform, with the aid of the Fortran language 90. The
basic theoretical aspects of ordinary differential equations were discussed, mechanical
and electromagnetic oscillations. Fourier transform and the fourth order Runge-Kutta’s
computational method. With the fourth order Runge-Kutta’'s method were obtained the
graphs of the general solutions of the problems for the damping case subcritical (since
it has the oscillatory characteristic and can interact with a force external), being clear
that after the decay time (¢ > 7,) the solution prevails stationary of each oscillation.
Furthermore, through the Fortran 90 language it was possible analyze the phenomenon
of resonance, from the perspective of the @ merit factor. Applying the Fourier transform
in the forced and damped oscillations, the solutions under the frequency domain, and
already with the resonant frequency; and using the inverse Fourier transform was found
the answers in the time domain, the obtained analytically.

Keywords: Resonance phenomenon. Mechanical and electromagnetic oscillations.

Fourier transform.
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1 INTRODUGAO

No século XVIII, o principal interesse dos fisicos e matematicos era encontrar
as solucdes dos problemas da Mecéanica do Continuo e da Termologia, através das
Equacdes Diferenciais que requeriam um rigor matematico refinado (FIGUEIREDO,
1977). Os problemas ja presentes na época foram: vibragdes transversais de uma onda;
conducéo do calor em uma barra e equilibrio de uma membrana sob a acao de certas

forgcas; todos representados por solugbes de equagdes diferenciais parciais.

Grandes matematicos e fisicos da época participaram do estudo desses proble-
mas, tais como: d 'Alembert, Euler, Daniel Bernoulli e Lagrange - almejavam encontrar
uma expressao que transformasse uma dada fungdo em soma de senos e cossenos,

. . Pu 0% .
para em alguns problemas satisfazer a equacéo de onda Fro i c 902 mas foi Fou-
i
rier, estudando a propagacao do calor em corpos sélidos, que obteve uma série que

representasse algumas fungdes em bases trigonométricas.

Depois que matematicos (tais como: Cauchy, Bolzano, Dirichlet e outros) aperfei-
coaram a série de Fourier, ela pode ser utilizada em muitos problemas de areas afins e
representar uma parcela das fungdes descontinuas - diferentemente da série de Taylor,
que sé esboca fungdes continuas e derivaveis -, além ser util em processamento de

sinais e imagens.

Para que seja respondida o questionamento: "Quais parametros sdo usados na
transformada de Fourier para a andlise da ressonancia mecanica e eletromagnética?"o
objetivo geral do presente estudo foi: "Analisar a ressonancia de oscilagdes mecanicas
e eletromagnéticas a partir da transformada de Fourier, com auxilio da linguagem
Fortran 90", através dos seguintes passos: discussao analitica do caso da ressonancia
de oscilagdes mecanicas e eletromagnéticas, apresentando os dados graficamente a
partir da utilizagdo da linguagem Fortran 90; e resolugcédo dos problemas de oscilagbes
mecanicas e eletromagnéticas, usando a transformada de Fourier para encontrar as

solucdes das equacdes inomogéneas no dominio da frequéncia.

A metodologia utilizada neste trabalho foi a pesquisa bibliografica, que se desen-
volve a partir de materiais ja prontos, principalmente livros e artigos cientificos, tornando-
se fontes dos temas a serem pesquisados (GIL, 2002). Nesse sentido, realizou-se uma

busca bibliografica por monografias, artigos cientificos, dissertacoes, teses e livros
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sobre a tematica.

Na fisica, a ressonancia € uma interacdo entre uma forca externa (vento, ter-
remoto, descarga elétrica, intensidade de um som, oscilagdo de um equipamento e
outras) e um sistema fisico em estudo; que é responsavel por maximizar as grandezas
de cada fenémeno. E pelo fendmeno da ressonancia que se explica: o balanco atingir
valores elevados quando empurrado; rompimento de estruturas fisicas (edificios, pon-
tes, tacas de vidro e outras) e a construcao de aeronaves, na qual os projetistas levam
em consideracao as frequéncias angulares das asas e dos motores, que ndo devem

coincidirem.

Inicialmente foi preciso compreender o fendmeno da ressonéncia de oscilagbes
mecanicas e eletromagnéticas, suas caracteristicas e parametros de ocorréncia. Pos-
teriormente recorreu-se o uso de ferramentas computacionais, como as simulacdes
numéricas utilizando a linguagem Fortran 90 e o plotador de graficos Gnuplot, nas

equacoes gerais das oscilagcdes e ilustrou-se o fendbmeno da ressonancia em graficos.

Por fim, aplicou-se as transformadas de Fourier nas oscilagbes mecénica e
eletromagnética para obter as solucdes particulares dos problemas. Utilizando a funcao
delta de Dirac nas resolucdes, as solucdes ja foram obtidas em ressonancia com cada

forca externa.

E de fundamental importancia a Fisica e areas afins a compreensao do feno-
meno da ressonancia, visto que sua aplicacdo pode ser encontrada na Medicina (uso
da ressonancia magnética em exames), nas Engenharias Civil (uso na absor¢ao das
vibragdes do solo), Elétrica (uso para controle e interferéncia de circuitos elétricos),
Mecéanica (uso para amortecimento forcado e periddico) e diversas outras areas e

aplicagoes.

Esse trabalho monografico esta estruturado em trés capitulos intitulados: Ca-
pitulo 2 - Equagdes Diferenciais Ordinarias; Capitulo 3 - Oscilagbes mecénicas e
eletromagnéticas; e Capitulo 4 - Transformada de Fourier. No capitulo 2 sera apresen-
tado a teoria das equagdes diferenciais ordinarias até que abrangesse o método de

resolucao das equacdes diferenciais das oscilacdes mecénica e eletromagnética.

No capitulo 3 apresentara a teoria das oscilacbes mecénicas e eletromagnéticas,

partindo do oscilador harménico simples (considerando os métodos de aproximacao
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de Taylor para pequenas oscilacoes) até o oscilador forcado e amortecido. Discutira
também o fator de mérito () das oscilacbes mecanica e eletromagnética, para que o

fendmeno da ressonéancia seja compreendido nesta perspectiva.

No capitulo 4 € dedicado a transformada de Fourier, apresentando inicialmente
0s conceitos basicos da série de Fourier e ilustrando com exemplo sua utilidade.
Mediante isso, sera introduzido a transformada de Fourier e também a transformada

discreta de Fourier, que é um caso particular da transformada continua de Fourier.

Deve-se ressaltar a contribuicdo de Eduardo (2018) a matematica e fisica, pois
aplicou a transformada de Fourier em sistemas periddicos da mecanica (oscilador
harmdnico, péndulo simples e pido simétrico), analisando esses problemas sob a
perspectiva da frequéncia. Apesar de que tenha comentado sobre a ressonancia nas
oscila¢cdes amortecidas e/ou forgadas, através da transformada de Fourier, seu trabalho
€ inteiramente matematico e geral, no sentido de que analisou todo 0 movimento

oscilatorio.
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2 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

O Caélculo (Diferencial e Integral) e as Equagdes Diferenciais surgiram juntos,
por meio das contribuicdes de Newton e Leibnitz (construiram a base das Equacgoes
Diferenciais, por meio do Calculo Diferencial e Integral), Laplace, Lagrange, Jacobi,
Poincaré, Liapounov e dentre outros. Todo fendmeno pode ser estudado por equacdes
diferenciais, na qual sua resolugéo descreve o comportamento de suas grandezas

fisicas.

Na secao abaixo sera discutido sobre o problema de valor inicial e a existéncia
de solucbes nas equacgdes diferenciais. Como também apresentaremos 0s principais
métodos de resolucao das Equagdes Diferenciais de Primeira Ordem. Em seguida,
abordaremos os principais aspectos da teoria das Equacgdes Diferenciais de Segunda
Ordem.

2.1 EQUAGCOES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM

Segundo Figueiredo e Neves (1997), a forma geral das equacdes diferenciais

ordinarias de primeira ordem & dado por

i = p(t) +q(t) 2.1)

parap: (a,b) > Req: (a,b) — R, funcdes reais continuas definidas no intervalo (a, b).
Entdo, o objetivo € encontrar uma fungéo z(¢) que seja diferenciavel no intervalo dado
e satisfaca a (2.1). Para essa equacao diferencial, buscaremos uma solucao geral que

contenha o problema de valor inicial

{ & = p(t)e +q(1) 22

x(tg) = o

Para resolver a (2.2) precisamos encontrar o fator integrante p(¢), operando

assim
pu(t) (& — p(t)r) = u(t)q(t) (2.3)
de forma que o primeiro membro da (2.3) seja a derivada da fungdo composta u(t)x(t)
(1) (& = plt)a) = & (u(t)a(t)) = x + pi 2.4
Assim:
B Lo I L dp,
—u(@)p(t)r = fx ~ o —p(t) ~ O —p(t) ~ o) 4t =—p(t)dt (2.5)
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Integrando a (2.5):

I dp , B
/m o dt = /p(t) dt (2.6)

Inpu(t) = — / p(t) dt ~ pu(t) = e~ JPOd _ = pls) ds 2.7)
Definindo o intervalo de integracdo que contenha o problema de valor inicial:

M(t) — e fttop(s) ds = fttop(s) ds (28)

Para simplificar as expressdes da solug¢édo geral z(¢) denominamos:

T(t, ty) = e 0P % (2.9)
com as propriedades validas
T(to, o) = 1
T(t.ty) = [T(to, )] (2.10)

T(t,t0)T (o, s) = T(t, )

Pela segunda propriedade de (2.10), o fator integrante p(t) de (2.8) € também:

() = Tlto, (2.41)
Portanto a (2.3) resulta em:
(T (1o, 1)2(0)) = Tlto, 0)alt) ~ 5 (T(to, ) dt = Tt ) dt (2.12)
Integrando (2.12) encontramos:
Tto, a(t) — 2(ty) = /t:T(to,s)q(s) dt (2.13)

Multiplicando (2.13) por T'(t, t,) € em posse das propriedades da (2.10) temos:
t
x(t) = T(t,to)xo + / T(t,s)q(s) ds (2.14)
to
que é denominado de formula de variacdo das constantes, na qual é solugédo do

problema de valor inicial (2.2).

O que garante a existéncia e unicidade de uma equacao diferencial de primeira

ordem é o teorema apresentado a seguir:
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Teorema 2.1.1 (Existéncia e Unicidade). Seja f : 2 — R uma fungéo continua definida
num aberto Q do plano (z,y). Suponhamos que a derivada parcial com relagdo a
segunda variavel, f, : Q! — R, seja continua também. Entdo, para cada (zo,y,) € €,
existem um intervalo aberto | contendo x, € uma unica fung&o diferenciavel ¢ : I — R

com (z,¢(x)) € Q, para todo x € I, que é solugdo do problema de valor inicial (P V.1)

(2.15)

Para demonstracao detalhada do Teorema-2.1.1 ver Figueiredo e Neves (1997).
Observe que somente a continuidade de uma fungéo f, no intervalo dado, nao garante
a unicidade de uma solug¢éo do problema de valor inicial, conforme é mostrado abaixo:

Exemplo 2.1 Encontre a EDO do problema de valor inicial

y' = |y["* y(0)=0 (2.16)

Neste exemplo, a fungéo f(x,y) = |y|'/? é continua para todo o plano (z,y) e
y(x) = 0 € uma das solugdes desse problema. Agora resolvendo o problema pelo

método das equagdes separaveis encontramos outras solugdes:

%xz, x>0
y(z) = (2.17)

—1i22 z<o.
Entdo, (2.16) ndo tem unicidade em torno da origem do plano (z, y).

Existem outros tipos especiais de Equacgdes Diferenciais Ordinarias de primeira
ordem, que podem ser obtidas analiticamente, tais como: Equacées Homogéneas,
Equacdes Exatas, Equacdes de Bernoulli, Ricatti e de Clairaut, para mais detalhes
ver Zill e Cullen (2001a). Diante do estudo a que se propde, ndo sera necessario

apresenta-los nesta segéo.

2.2 EQUAGCOES DIFERENCIAIS DE SEGUNDA ORDEM

Esses tipos de equacdes diferenciais tiveram sua origem em problemas da
Mecanica, tais como: dindmica de uma particula, oscilador harmoénico e campos centrais
de forgas. O objetivo dessa se¢do é apresentar os métodos de resolugdes de Equacdes
Diferenciais de segunda ordem, que aproximam-se das equagdes dos osciladores

forcados amortecidos mecanico e eletromagnético.
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Para p, ¢, f : (a,b) — R fungdes continuas no intervalo (a, b), a equagéo linear

de segunda ordem é
B(t) +p(t)i(t) +q(t)z(t) = f(¢) (2.18)

ou simplesmente, parat > 0 ou toda a reta co < t < o0;

i+ pi 4 qu = . (2.19)

O teorema a seguir garante a existéncia e unicidade de (2.18):

Teorema 2.2.1. Se p, q e f sdo fungdes continuas em (a,b), entdo o problema de valor
inicial (P.V.l) apresentado abaixo tem uma, e somente uma, solugdo definida em todo o

intervalo (a,b)

{ itpitqr=f 2.20)
z(ty) = xo, (tg) = vo
A equacao homogénea de (2.20) € quando f =0
T+pt+qr=0 (2.21)
e para um conjuntos de condi¢des iniciais temos uma unica solugéo:
x(to) =1 @(ty) =0 (2.22)
z(tg) =0 (ty) =1 (2.23)

Se ¢1(t) € solugdo da (2.21) com o P.V.lI da (2.22) e ¢,(t) for também solucéo,

para o P.V.l da (2.23); a superposicao das duas funcdes também satisfaz a (2.21):
¢(t> = a1¢1 (t) + Q2¢2(t) (224)
onde a; e o, sao constantes arbitrarias.

2.2.1 Meétodo de Variacao dos Parametros

Esse método tem o objetivo de buscar fungdes o, (t) e ax(t) para o qual

w(t) = ar(t)1(t) + aa(t)a(t) (2.25)
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seja solugéo de (2.18), com v (t) e 1»(t) solugdes linearmente independente (quando
0101 (t) 4+ pa102(t) = 0 para todo t € (a, b) - intervalo de continuidade das fungdes ) (¢)
e () -, ou seja, ¢1 = vy = 0) e que satisfaca a (2.21).

Derivando (2.25) em relagao a t:

& = a1t + agthy + drthy + dagthy (2.26)

E como estamos com dois graus de liberdade, consideramos a v, + dsag = 0.
Entédo (2.26) se resume a
T = &177&1 + Oé2¢'2 (227)

e derivando novamente temos
i = ayty + agihy + drthy + dathy. (2.28)
Agora, substituindo (2.25), (2.27) e (2.28) em (2.19) obtemos
gy + dgthy = f (2.29)

e assim, temos o sistema

(191 4 daary = 0
Gt T eaaz (2.30)
a1y + agihy = f.
A solugao da (2.30) é
com W chamado de Wronskiano de ), e 15, expresso por
W = w_l w_Q (2.32)
Y1 P
2.2.2 Equacoes lineares de segunda ordem com coeficientes constantes
Sao equacdes diferenciais do tipo
¥+ pi+qr=0, p,q=-constantes (2.33)

com solucdes definidas em toda a reta.
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As solucdo de (2.33) sdo da forma z(t) = ¢, para o qual A tem que ser

determinado. Ent&o, substituindo suas respectivas derivadas em (2.33) encontramos
MM 4 preM +qeM =0~ (A2 +pA+q@)eM =0 (2.34)
e como ¢ nunca se anula, a
MNEpl+q¢=0 (2.35)
€ denominada de equacéao caracteristica ou auxiliar.

As raizes de (2.35) depende do sinal de A:
a) A >0;

Para esta situacao, a solucdo de (2.33) é composta de duas raizes reais e

distintas

=Ly <§>2—q e h=-L_ (g)Q—q (2.36)

e as fungdes da solucao sao linearmente independente para

r1(t) =Mt e ay(t) = M. (2.37)
b) A =0;
Nesse caso, encontramos apenas como raiz de (2.35) A = —% e uma das
solucdes é:
z1(t) = e P2 (2.38)

Para encontrar a outra solugao utilizamos o método de reducao de ordem para

(2.33), considerando z;(t) como solugdo. Assim, z,(t) € dado por
xo(t) = u(t)xy(t) (2.39)
e substituindo suas derivadas em (2.33) temos:

1'/;1’1 + {2.%‘1 +pl‘1] +u [1’1 +pj31 + Ql’ﬂ =0 (241)
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iy + 0 221 + pry] =0 (2.42)
Chamando @ = v a (2.42) resulta em
vy + v 28 +prq] =0~ 0+ [p+2i—jy:0 (2.43)
na qual € uma equagcao diferencial linear de 12 ordem. Resolvendo (2.43) encontramos

y(t) = Ze PO ¢ = constante, (2.44)

onde P(t) = [p(t) dt e portanto:

u(t) = /V dt ~ u(t) = c/%e‘P(” dt (2.45)
Substituindo (2.45) em (2.39)
a(t) = 21 (8) / ﬁe%) dt (2.46)

e encontramos a segunda solucao de (2.33) pelo método de reducao de ordem. Agora,

para z; = e P/? da (2.38) temos:

To(t) = P2 /(6_;/2)26_7” dt = te P2 (2.47)
c) A<O
Neste caso, as raizes da (2.35) sdo complexas conjugadas
AM=—p+iv € A=—pu—1v (2.48)
onde ;1 = £ e v = 1\/4q — p%. Entlo, as solugdes so:

z1(t) = e "™ e xy(t) = e e (2.49)

E levando em consideracdo a férmula de Euler ¢ = cos + isenf, outras

solucdes de (2.33) pode ser dado por

o1(t) = % [z1(t) + xo(t)] = e cos vt (2.50)
e
Po(t) = l [21(t) + 22(t)] = e " sen vt. (2.51)

21
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2.2.3 Método dos coeficientes a determinar

Esse método consiste em procurar uma solucdo particular z,(t) a partir do

formato da funcdo f(t) da equagéo
T+ pi+qx = f(t) p,q=constantes (2.52)

epara f(t) = cos ft ou sen [5t, a solug@o particular € z,(t) = b, cos St+by sen St, bastando
determinar os coeficientes b; e b,. Conforme exemplo abaixo:

Exemplo: Encontre a solugdo particular z,(t) da

4% — 4% — 3x = cos 2t (2.53)

Reorganizando a equacao diferencial (2.53) temos

.. 3 1
Z—& - x=_cos 2t (2.54)

e a solugéo particular é dado por x,(t) = b; cos 2t + b sen 2¢. Substituindo as derivadas

em z,(t) de (2.54) encontramos:

3 1
[—4b; cos 2t — 4by sen 2t| — [—2by sen 2t + 2, cos 2t] — 1 b1 cos 2t 4 by sen 2t] = 7 608 2t

(2.55)
3 3b 1
—4by — 2by — Zbl] cos 2t + [—41)2 + 2b; — Tz sen 2t = 1 cos 2t (2.56)
Para que (2.56) seja verdadeira, temos o sistema
—4by + 2by — 2by = 0

e resolvendo o sistema acima encontramos os coeficientes b, = —% e by = —%,

assim a solugao particular torna-se:

19 8

xp(t) = ——=cos 2t — —— sen 2t. (2.58)

425 425
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3 OSCILACOES MECANICAS E ELETROMAGNETICAS

Nesta secao, discutiremos o conceito de oscilagdes mecanicas e eletromagnéti-
cas, de modo a direcionar as reflexdes para o ambito da ressonancia em oscilagoes

mecanicas e eletromagnéticas, foco no nosso estudo.

3.1 OSCILACOES MECANICAS

Na Fisica as oscilagdes se diferem das ondas, porque as oscilagcdes sao vibra-
cOes localizadas, ja as ondas se propagam no espaco. Sdo exemplos de oscilacbes
mecanicas: péndulos, diapasdes, cordas de instrumentos musicais e colunas de ar em

instrumentos de sopro.

Segundo Thohnton e Marion (2011) os sistemas oscilantes com apenas um
grau de liberdade (por exemplo, a posicao de uma particula deslocada da posicao de
equilibrio), hd uma forca restauradora que tende a voltar a particula a posicéo original.
Para F(x) uma fungéo de restauracao que depende somente do deslocamento e possui

derivadas continuas em todas as ordens, pode ser expandida em uma série de Taylor:

dF 1 d*F 1 . (dF
F(z) = F ) o2 () s ((E) .
(x) g-irx(dx)o—l—mx (dm2)0+3!$ (dx3)0+ (3.1)

Para o caso da particula deslocada em uma posicao suficientemente pequeno,
a forca restauradora F(x) pode ser aproximada por —kx, onde F, € nulo (x = 0, pois
corresponde a posicao de equilibrio e caso contrario a particula ndo retornaria ao
ponto de equilibrio) e k = —(j—i)o, pois os termos de z? e de ordem superior foram
desprezados. Os sistemas fisicos que séo regidos por F'(x) = —kx, obedecem a lei de

Hooke.
Considere um sistema massa-mola oscilando em torno da posicao de equilibrio;
a segunda lei de Newton do sistema oscilante é:
—kx = mi (3.2)
Entao:
i+ wr =0 (3.3)

Onde:

S
[\
Il
3=
w
2
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A EDO (Equacéo Diferencial Ordinaria) (3.3) chama-se equagdo do movimento
harmonico simples (MHS) e abrange qualquer sistema oscilante de pequenos desvios
da posicéo de equilibrio estavel, descrito com apenas um grau de liberdade, no caso a

posicao.

Para resolver qualquer EDO, como é o caso da (3.3), usa-se solugcdes apro-
ximadas por métodos numéricos, com os parametros da oscilacao suficientemente

pequenos. Entdo, para At — 0 as aproximagdes das aceleragcao e velocidade, sao

respectivamente:
A’z 1 [dx dx
dx 1
E(t) v [z(t + At) — z(t)] (3.6)

Para o sistema massa-mola as condigdes iniciais sao:
x(0) =z (3.7)

dx

—(0) =v(0) = v (3-8)

Substituindo esses valores em (3.5) e (3.6) respectivamente, temos que as

aproximagdes para t = 0 sao:

d
2(At) ~ 2(0) + Atd—f(o) = 20 + VAt (3.9)
dx dx d*x
E(Alt) E(O) + At - ﬁ(o) (3.10)
2
Considerando que % =i = —w?z(0) (retirada da (3.3)) a (3.10) fica:
dz dz d*z 9

Realizando esse procedimento sucessivas vezes, com At — 0 obtemos por

simulagcado computacional o grafico a seguir (Figura 1):
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Figura 1 — Obtencao da solugcao numérica da (3.3)

? X ( dx )
v e M — ?/',‘)
3 g dt )

»

Fonte: (Nussenzveig, 2002).

Observe a ilustracdo acima que quanto menor for At mais a reta tangente
se aproxima da solugao z(t). O grafico mostrado acima, sugere que a fungao seja
periédica, do tipo sen (ct) e/ou cos (ct), onde ¢ precisa ser ajustada para satisfazer a

(3.3). Entéao, tomando ¢ = w as solugdes para (3.3):

x1(t) = cos (wt) (3.12)

xo(t) = sen (wt) (3.13)

Pelo principio de superposi¢do da teoria de EDO, a solugéo geral da (3.3),

considerando que a (3.12) e (3.13) sao linearmente independentes, é:
x(t) = axq(t) + bao(t) (3.14)
Substituindo (3.12) e (3.13) em (3.14) a solugéo geral é:

z(t) = acos (wt) + bsen (wt) (3.15)

Considerando que 0 cos (wt + ) = cos (wt) - cos p — senwt - sen ¢, a solugdo geral

(3.15) escrita em termos desse argumento, paraa = Acosp € b = —Asen p, €:
x(t) = Acos (wt + ¢) (3.16)

Onde:
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w : frequéncia angular do sistema;
A : amplitude das oscilagdes, dada por A = /a2 + b2;
¢ : constante de fase do sistema;
Segundo Nussenzveig (2002), a solugao z(t) oscila entre os extremos A e -A,
conforme os valores maximo e minimo do cosseno. Quando modifica a fase inicial

(), a funcao desloca-se pelo lado direito ou esquerdo e mostra valores diferentes da

posicao para 0s mesmos instantes de tempo.

Derivando (3.16) em funcéo de t, encontramos a velocidade do sistema massa-

mola:
dx
v(t) = = = —wAsen (wt + @) (8.17)
Como cos (0 + 5) = —sen 6, a (3.17) em fungdo do cosseno é:
™
v(t) = wAcos <wt + 5) (3.18)

Comparando (3.16) e (3.18) para ¢ = 0, observamos que estdo em quadratura:
qguando |z| = A (deslocamento maximo), a velocidade € nula; e quando a massa passa

pela posicao de equilibrio (z = 0), o médulo da velocidade é maximo.

Substituindo (3.17) na energia cinética do sistema massa-mola temos:

T(t) = 1my?(t) = %mwQA2 sen? (wt + ) (3.19)

Para sistemas conservativos temos que a variagao da energia potencial € igual

ao negativo do trabalho realizado sobre o ente fisico; expresso da seguinte forma:

AU = —W (3.20)

Para o sistema massa-mola considerado, a energia potencial elastica é:

U:/dw:/ —F, d:r:/ kx dx:%ka (3.21)
0 0

Substituindo (3.16) em (3.21), com a constante elastica £ = mw?, temos a

energia potencial elastica do oscilador massa-mola em fun¢do do cosseno:

1 1
U= §kx2 = Emszz cos? (wt + ) (3.22)
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Assim, a energia total F se torna:

1 1 1 1
E=T+U-= imv2 + §kx2 = §mw2A2 [S.en2 (wt + @) + cos? (wt + go)} = 5]@42 (3.23)

Observe que E é independente do tempo, ou seja, se conserva em qualquer
instante da oscilacéo - para a posi¢ao de equilibrio, a energia é totalmente cinética e
quando a amplitude é maxima, ela € puramente potencial. Esse resultado se comporta
desta forma, porque foi desconsiderado forcas resistivas e externas na andlise do

problema.

Qualquer sistema fisico conservativo com apenas um grau de liberdade, que os-
cila em uma posigao de equilibrio estavel, satisfaz a equagao do movimento harménico
simples — Eq. (3.3); com a frequéncia angular (w) distinta em cada sistema. Segundo
Nussenzveig (2002), ha uma gama de exemplos da mesma natureza da Eq. (3.3), por
exemplo: péndulo de torcao, péndulo simples, péndulo fisico e oscilagdes de duas

particulas.

3.1.1 Oscilacoes amortecidas ou forcadas

Em sistemas fisicos de oscilacdes reais ha perdas de energia e a (3.3) ndo
€ satisfeita, ja que corresponde a um sistema conservativo. Em sistemas reais as
dissipacdes sao por atrito entre os objetos (sélidos ou entre sélidos e liquidos) e por

meio da resisténcia do ar (através do deslocamento no interior do fluido).

Para facilitar a compreenséao desses tipos de oscilacdes € necessario introduzir
algumas consideracdes sobre niumeros complexos para resolu¢cdes das Equacdes

Diferenciais Ordinarias (EDOs) que descrevem esses problemas fisicos.

Assim, lezzi et al. (2002) considera que o numero complexo € o conjunto de

pares ordenados de numeros reais que satisfazem as seguintes definigdes:

Igualdade: Dois pares ordenados sdo iguais, quando apresentarem primeiros termos

iguais e segundos termos iguais;
(a,b) = (c,d) <= a=ceb=d (3.24)

Adicao: E a soma termo a termo dos pares ordenados, ou seja, para a soma de dois

pares ordenados, soma-se as duas abscissas e ordenadas, respectivamente.
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(a,b) + (¢,d) = (a4 ¢,b+d) (3.25)

Multiplicacao: Para o produto de dois pares ordenados, o primeiro termo do produto
€ a diferenca entre o produto dos primeiros termos e o produto dos segundos
termos dos pares, € 0 segundo termo € a soma dos produtos do primeiro termo

de cada par dado pelo segundo termo do outro.

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc) (3.26)

O numero complexo z = (x,y) tem a forma algébrica z = a + b - i, para qual,
as definicdes de igualdade, adicao e multiplicacdo de nimeros complexos ainda séo
validas. Considerando que o conjugado desse numero complexo € Z = a — b - i é valido

as propriedades:

z2+7Z=2-Rez (3.27)
z—z=2-Im(z)-1i (3.28)

O modulo de z:
12|* =22 = (a — ib)(a +ib) = a®> + b* ~ |z| = Va2 + 12 (3.29)

A representac¢do do numero complexo em um plano cartesiano € um ponto de

coordenadas (z, y), distante r do eixo das origens, conforme mostrado abaixo:

Figura 2 - Representacao trigonométrica de z

D ————— e ————

5 -
| e b ¢

f R P ®

| 0 §

| - g . i
| a

Fonte: (Nussenzveig, 2002).
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Substituindo as projegées x = rcosf e y = rsenf em z = x + yi, com ¢’ =

cos 6 + i sen #(conhecido como féormula de Euler) temos:
z=x+yi=r(cosf +isenf) = re? (3.30)
Da Figura-2, o argumento de = é:

6 = Arg z = arctan (Q) (3.31)

T

Se z(t) € solugéo de uma EDO de coeficientes constantes, Re z(t) também sa-
tisfaz essa equacéo diferencial. Para a combinagéo linear, com coeficientes constantes,

de numeros complexos € valido:

Re ()\121 + )\222) = >\1R€ z21 + )\QRG 29 (332)

Além disso, considerando z(t) variavel, da forma z(t) = =(t) + iy(t), a sua
derivada fica:

dz d dx @

o= E[x(t) +iy(t)] = o T (3.33)

3.1.1.1 Oscilagbes amortecidas

Para oscilac6es unidimensionais, com a velocidade suficientemente pequena, a
forca resistiva é proporcional a velocidade. A equacéo de movimento para oscilagdes
amortecidas pequenas é:

mi = —kx — pt (3.34)

Com o parametro p > 0 a forga adicional € realmente resistiva, caso contrario
(p < 0) a velocidade da particula aumentaria e a oscilacao nao teria amortecimento.

Reorganizando e dividindo por m a (3.34) fica:
i+ Liv e (3.35)

m m
Para v = £ (pardmetro de amortecimento) e wj = % (frequéncia natural do

sistema) a (3.35) torna-se:

&+t +wiz =0 (3.36)

Como (3.36) é uma equacéo diferencial de 2° ordem com coeficientes constantes,

podemos recorrer a notagdo complexa da fungéo candidata a solugéao z(t) = e,
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substituindo xz(t) por z(t) e suas respectivas derivadas:
Prrapr+wi =0~ (P +yp+wi)z=0 (3.37)
Entdo, a equacgéao caracteristica de (3.37) é:
P’ +p+uwy =0 (3.38)
Resolvendo essa equacao do 2° grau temos como solucéo:

2
pe=—3 4/ —uf (3.39)

Dependendo do valor do A (discriminante) temos os regimes:

a) amortecimento subcritico: 3 < wo;
b) amortecimento supercritico: 3 > wy;

c) amortecimento critico: 3 = w.
Abaixo € discutido cada regime:
a) amortecimento subcritico (% < wo)

Para o caso do movimento subamortecido, é necessario definir:
72
w? =w? — ” (3.40)
E a raiz quadrada negativa de (3.39) resulta:

pe = —% + iw (3.41)

Assim, a solugao geral € composta de duas constantes reais arbitrarias, formada

pela combinagéo das duas raizes da equacéo caracteristica:

~

2(t) = aeP+! 4 beP" ~ z(t) = 72" (ae™’ 4 be™ ") (3.42)

Agora basta retirar a parte real da (3.42), ja que é o eixo real da oscilagcao:

z(t) = e~ 2! [acos (wt) + bsen (wt)] (3.43)
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Outra forma de obter a solucao (3.43) é utilizar uma das raizes e proceder como
segue:
2(t) = Cel-3tiw)t (3.44)

Substituindo C' = Ae'? em (3.44):
2(t) = Aeive(=FHw)t — fo3totte)i (3.45)
Tomando a parte real de (3.45) obtemos a solugéo geral:
z(t) = Ae” 2" cos (wt + @) (3.46)

O gréfico plotado € mostrado abaixo, para ¢ = 0:

Figura 3 - Comportamento da amplitude nas oscilacoes amortecidas

41X\ (oL —
Ae > , "
|~ e L
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|\ A
e 7
U —sed
—Al |

Fonte: (Nussenzveig, 2002).

Observe que a Figura-3 representa efetivamente uma oscilagdo amortecida, em
que a amplitude diminui até zero quando ¢ — oco. Para o amortecimento fraco, v < wy,
a amplitude maxima do oscilador amortecido diminui com o tempo pelo fator e~z e a

ol

envoltéria da oscilacdo é dado por +=Ae2¢, conforme mostra a ilustracao anterior.

Para Thohnton e Marion (2011), nas oscilagcbes amortecidas nao define-se
frequéncia angular de oscilagao, ja que o movimento ndo € periédico. A frequéncia
angular para esse sistema é w = 2=, com 7 medindo o tempo entre cruzamentos do

eixo x adjacentes a zero.
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A energia mecanica deste oscilador é:

1 1
E(t) = 5mrQ(t) + 5l<::c2(1t) (3.47)
Observe que a variacao da energia mecanica do sistema é diferente de zero,
pois a energia é constantemente cedida ao meio de amortecimento e dissipada como
calor ou radiagéo (na forma de ondas de fluido). Derivando (3.47) em relacdo a ¢t temos:
dE

—p = maE + kri = 2(mi + kx) = —pi® = —myi? (3.48)

Substituindo (3.46) e sua derivada em (3.47) temos:

1 2
E(t) = imAQe’Vt {(wé + %) cos® (wt + ) — %w sen [2(wt + ¢)] + w? sen® (wt + QO)]

(3.49)

No amortecimento fraco (y < wy) o fator e™* varia praticamente nada em um
periodo de oscilagéo e se comporta como constante no calculo do valor médio de E(t).

Assim, substituindo (3.49) na equacao abaixo encontramos:

t+7
E(t) = l/ E)dt' = %mw%AQeﬂt = E(0)e (3.50)
t

T

O tempo de decaimento (7;) corresponde ao periodo que a energia média

torna-se 1 E£(0), entéo:

Ty = — (3.51)
Y
A derivada da (3.50) para qualquer valor de t é:
dE —
- — _~E .52
o gt (3.92)
Usando (8.52) para encontrar a energia dissipada por um ciclo de oscilacdo:
_ E _
AFE = _Cil_t T =~ET (3.53)

Usando (3.53), o fator de mérito ou fator Q torna-se:

energia armazenada no oscilador E E Wo

Q=2r i : (=)= =) =2
energia dissipada por ciclo AFE ~yET v

(3.54)

Observe que @ > 1 (para amortecimento fraco) e quanto maior o fator de mérito

menor 0 amortecimento da oscilacao.
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b) amortecimento supercritico (3 > wo)

Para esse tipo de oscilacao a solucao é composta de duas constantes reais e
distintas. Usando § = % — w2 em (3.39) e substituindo em (3.42):

z(t) = e 2! (ae® + be™ ™) (3.55)

Essa solugcao tende rapidamente a zero, quando z, > 0 e vy, > 0, € ndo apresenta

nenhum termo oscilante.

c) amortecimento critico (1

wp)

Para encontrar a outra solugao para esse tipo de amortecimento € necessario

calcular o éin% x(t) da solugdo do amortecimento supercritico (3.55), quando a = 25
*>

_ 1.

b — _%.

. _ ¢ e/Bt - e_ﬁt _ Xy
éli%e 2 (T) =te 2 (3.56)

Entao, a solucao geral para o amortecimento critico é:

z(t) = e 2 (a + bt) (3.57)

A ilustragdo a seguir mostra o regimento de oscilagdo para os trés tipos de

amortecimentos:

Figura 4 — Trés casos do oscilador amortecido
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Fonte: (Nussenzveig, 2002).
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3.1.1.2 Oscilacées forcadas

Nesse tipo de oscilagdo existe uma forgca externa periodica (responsavel por
fornecer energia ao sistema), com frequéncia angular diferente da frequéncia natural
do oscilador. Exemplos de oscilagdes forcadas s&o: oscilagdes de uma pessoa sentada
num balanco sob a acdo de empurrdes periddicos; oscilacbes do diafragma de um

microfone e oscilacdes elétricas.

A equacao diferencial que rege esse problema é, considerando a forga externa
F(t) periddica:
mi + kx = F(t) = Fycos (wt) (3.58)

Para w} = £ a (3.58) fica:

k EF E
i+ —1x = —cos (wt) ~ i + wie = — cos (wt) (3.59)
m m m

Esse é um exemplo de equacao diferencial de 22 ordem inomogénea, na qual a
solugéo geral é a somatéria da solugdo geral da equagéo homogénea (quando F(t) = 0)

e da solucéo particular. Entdo, expandimos para notagcao complexa:

P4 wiz=—¢ (3.60)

A solugdo procurada é da forma z(t) = zpe™* e substituindo suas respectivas
derivadas em (3.60):

(—w? 4+ wi)z = Eoe“” ~ (Wi — w?)zpe™!t = Eoe“"t (3.61)

Entéo:
_ wwt FO wt 3 62
Z(t) = Zp€ = We ( . )

A constante complexa z, em forma trigonométrica:

Fo

S R — .
] A (3.63)

zZ0 —

Para A = ﬁ tomando a constante de fase ¢ = 0 (w < wp) OU p = —7
0

(w > wp). E a solucédo particular (solucao estacionaria) € a parte real de (3.62):

x(t) = Acos (wt + @) (3.64)
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Quando w — wy na amplitude A observamos o fenbmeno da ressonancia, na
qual A — co e a constante de fase ¢ apresenta uma descontinuidade na defasagem

em w = wy. A figura abaixo mostra o comportamento das duas grandezas:

Figura 5 — Ressonancia nas oscilacoes forcadas
’ o
| A

|

|

|

0 L

Fonte: (Nussenzveig, 2002).

3.1.2 Oscilacoes forcadas e amortecidas

A equacéo diferencial mais geral que descreve um problema de oscilagbes
mecanicas (para uma forgca externa periédica e uma forga dissipativa proporcional a

velocidade) é:

mi + pi + kx = F(t) = Fy cos (wt) (3.65)
Dividindo (3.65) por m e usando w3 = £ e v = £:
. . 2 FO
T+t +wijr = — cos (wt) (3.66)

Resolvendo o problema em notagao complexa, para a solugéo teste z(t) = zpe™*:

@ iwt iwt

, F F
et ~ (Wi +iyw —w?)zpe™! = Ot (Wi +iyw —w?)zg = = (
m m

Fhyitwiz = 3.67)

Como z, é constante complexa, é escrito como Ae*? e a (3.67) torna-se:

F F
(W + i — )z = 22 g = 0
m

— A (3.68)

m(wi + iyw — w?)
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Assim:

2 _ 2 _ F2 _
A= ol = S — e o A (869

E a constante de fase ¢ é:
o(w) = —arctan — (3.70)
0
Portanto, a solucéo estacionaria é:
x(t) = Re z(t) = A(w) cos [wt + p(w)] (8.71)
3.2 OSCILACOES ELETROMAGNETICAS

Para Nussenzveig (1997), circuitos elétricos sdo formados basicamente por es-
ses elementos: resistores, capacitores, indutores e geradores. Conforme a associagao

desses elementos sao classificados as oscilagdes.

Cada um desses elementos exerce uma fungao no circuito; os resistores dis-
sipam energia, 0s capacitores armazenam energia elétrica; os indutores armazenam

energia magnética, e os geradores sao fontes de fem (forca eletromotriz).

A associacao LC (indutor e capacitor) em série € denominada de oscilacgéo livre,
na qual a energia do circuito se conserva - apenas alterna entre as energias no campo

elétrico e magnético, do capacitor e indutor respectivamente (NUSSENZVEIG, 1997).

Considerando que o capacitor estd com a carga inicial Q, sua queda de potencial

entre as placas € V = % (C como a capacitancia do capacitor) e a voltagem nos
. . , dl . . :

terminais do indutor é V' = L%, a 12 lei de Kirchhoff ('a soma de todas as quedas de

tensdo ao longo de uma malha de um circuito € nula’) fica:

Q dI
C + Ldt =0 (3.72)
. dQ 1 A o
Considerando que o = I ew = Nire (frequéncia angular das oscilacdes
livres), a (3.72) resulta em:
W + WOQ =0 (373)

Utilizando notagdo complexa, com a solucido teste z(t) = ac® (onde a e b

sdo constantes complexas), a equacao diferencial anterior fica (substituindo suas
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respectivas derivadas):

P wii =0~ ab’e" +wiae” =0~ ae”(b? +wi) =0 (3.74)

Entdo, para que (3.74) seja satisfeita temos:
b +wi =0~ b= —wi ~ b= *tiwg (3.75)
Assim, a solucdo geral da (3.74) é:
2(t) = a et +a_e 0! (3.76)

Escolhendo estrategicamente os valores das constantes a, = éew ea_ = ée‘w

a (8.76) torna-se:

A A
Z(t) — §€upezwot _|_ §€—che—zwot —

(S

[ei(wot+4p) + e—i(woﬂ'%@)] (3.77)

Como cosf = <4< 3 (3.77), com a constante A = Q., = C, resulta em

(somente com a parte real de z(t)):

Q(t) = Rez(t) = Acos (wot + ) = Ceq cos (wot + @) (3.78)

Entao a corrente 7, do circuito LC, torna-se:

_ 4@

I(t) = I

= —C'gowp sen (wot + ) (3.79)

Note das equagdes (3.78) e (3.79) que estao em diferenga de fase de 7, ou seja,
quando a corrente no circulo € maxima, a carga no capacitor € nula, e quando a carga

no capacitor € maxima, a corrente no circuito é nula.(MACHADO, 2000)

Quando a corrente comeca a circular no circuito, o capacitor se descarrega e a
tensdo entre suas placas diminui, na mesma propor¢gao que a variagao temporal da
corrente no circuito, assim a tensao de retorno produzida pelo indutor também diminui.
A corrente se torna maxima quando a carga no capacitor se anula, como também as

tensbes no capacitor e no indutor.

Em seguida o capacitor carrega-se novamente, s6 que agora com polaridade
invertida, ou seja, os sinais das placas se invertem. Quando o capacitor comeca a

descarregar, a corrente agora circula no circuito em um sentido oposto a situacao
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inicial e atinge seu valor maximo quando o capacitor esta completamente descarre-
gado.(MACHADO, 2000)

Esse tipo de oscilagdo, da corrente no circuito ou da carga no capacitor, é
equivalente ao sistema mecéanico do oscilador harménico simples (Se¢éo 3.1) descrito
pela (3.3). Para as equivaléncias do sistema mecéanico ao eletromagnético m — L e

k — &, encontramos exatamente a (3.73).

Como nao ha resisténcia no circuito, a energia eletromagnética armazenada no
sistema é constante, semelhante ao oscilador harmédnico simples, como sera mostrado

a seqguir:

Usando (3.78), a energia potencial armazenada no capacitor no instante t é:

L Q*(t)  CPefcos® (wot +¢)  Cefcos® (wot + @)
Uo==G = 2C - 2 (3.80)

E a energia potencial armazenada no indutor no instante t, considerando (3.79),

é:
Uy () = LI%(t) _ LC%%@ sen? (wot + ¢) _ Ce? sen? (wot + @) (3.81)
2 2 2
Substituindo (3.80) e (3.81) na energia total U:
2 2 2 2

U = Uolt) + Up(t) = Cet cos éwot + @) N Ce? sen 2(th + ) (3.82)

Assim:

2

U= % (3.83)

Portanto, a energia do circuito LC se conserva, apenas oscila entre energia
elétrica (armazenada no campo elétrico do capacitor) e energia magnética (no interior

do indutor).

3.2.1 Circuito RC em série

Este tipo de circuito é composto por um capacitor de capacitancia C (inicialmente
descarregado), um resistor de resisténcia R e uma fonte de tenséo, de corrente DC, «.
A tensdo entre esses elementos é dado por: capacitor (Ve = %) e resistor (Vg = RI);
quando aplicamos a 12 lei de Kirchhoff no circuito, com o sentido convencional da

corrente oposto ao sentido real dos elétrons, temos:

Eo—l-VC'—l—VR:ONé“o—%—RI:O (384)
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Sabendo que % =1 a (3.84) fica:
Q_ pdQ _ Q_@_ Q. @ =

Reorganizando (3.85) temos:

dQ_€O Q_Cffo—Q
dt R RC  RC (3.86)

Entao:
dQ  di
Ceo—@Q RC

(3.87)

Integrando (3.87) nos dois lados da equacgao, com t = 0 0 capacitor esta descar-

regado (Q(0) = 0): 0
dQ  [tdt
/0 5| 7o (3.88)

t t

Cep—Q] t Ce—Q  _ + I
111{ Ceo ] ~ RC Ceo e 'S ~ gy — Q) = Cegpe” R’C (3.90)
Assim:
Q(t) = Oz [1 _ e%} 3.91)

A (3.91) descreve o carregamento do capacitor em um circuito RC', € quando
t — oo a sua carga tende ao valor limite ), = Cs, que corresponde a carga maxima
obtida pelo capacitor. Levando em consideracao que o tempo capacitivo € 7« = RC

(tempo que a corrente leva para cair a % do valor inicial) a carga no capacitor torna-se:
Qt) = Quo [1— ¢ 770 | (3.92)

Entao, a corrente no circuito é:

=% Lo (1-e%)] - —on {_%] o= e (309

Entdo, parat — oo 0 capacitor fica carregado totalmente, com @ = Ceg, € a

corrente se anula.
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Agora considerando o capacitor carregado com capacitancia C e sem a fonte de

tensao ¢, a 12 lei de Kirchhoff resulta em:

_ Q_ Q. e _, 4 Q _, d0__d
Ve+Ve=0 RI+C—0 Rdt+0_0 dt+RC_0 0~ RO (3.94)
Integrando (3.94): 0

dQ bt
— = = 3.95
0 @ o RC (.99

ln[Q]gw——%Nan anm:_%Nln{ﬂ}:_LNﬂ:e—m (3.96)

Portanto:

Q(t) = Que 7@ (3.97)

Entao, (3.97) expde o descarregamento do capacitor no circuito RC. E a corrente

€ dada pelo mesmo procedimento anterior:
dQ d 1 ~t Cgg .t g _t
o [Qoo } (@ {—%} C=——12e C=——¢ C (3.98)

RC R
3.2.2 Circuito RL em série

Os elementos desse circuito sdao: um resistor de resisténcia R, um indutor ideal
de auto-induténcia L e uma fonte de tenséo ¢,. Usando os resultados, ja discutido

anteriormente, das tensoes desses elementos, a 12 lei de Kirchhoff fica:

dl dl dl R o
60+VR+VL—ON€0—RI L%—O Ldt+RI d——I—LI L (399)
Reorganizando (3.99):
dl e R o — RI dl dt
dt L L L co— RI L (3.100)
Integrando (3.100):
Lodr bt
= | — 101
/0 o — RI /0 L (3 O )

1 rt I R R
—=Infeo — RIJj = 7 ~Infeo = RIJj = =t ~In(eo — RI) —lngg = =t (3.102)

—e 1!~y — RI = gpe Lt (3.103)

|:€0—RI:| R SO—RI
In = ——1¢ ~

o €0
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Entao:
e VD () I
RI = & [1 e ] 1) =3 [1 e ] (3.104)
Sabendo que a constante de tempo indutiva é 7, = %, a (3.104) resulta em:
_S )
1) =3 [1 e ] (3.105)

A (3.105) fornece o comportamento da corrente no circuito RL e quando ¢ — oo

a corrente I se aproxima do valor <.

Apés a corrente atingir seu valor maximo (<2) e se retirar a fonte de tens&o do

circuito, a 12 lei de Kirchhoff resulta em:

dl dl dl R
Integrando (3.106):
Ldr 'R
| = 107
N /OLdt (3.107)
R
7 R R 1 R 1 _Ry
g = —— Nl — = —— Nl _— :——tr\/—: L '1
111[[]ﬁ Lt nl—1In(ey/R) Lt H[SO/R] AT e (3.108)
Assim:
I(t) = et (3.109)
R

Observe que (3.109) se anula apds um tempo longo, concordando inteiramente
com a experiéncia, pois o indutor atua como uma fonte de tensao induzida, gerando
uma corrente induzida no mesmo sentido que a corrente inicial, mas por conta da
presenca do resistor e da fonte de fem (forga eletromotriz) induzida a corrente do

circuito diminui até chegar a zero.

3.2.3 Circuito RLC em série

Esse circuito é a generalizagao dos circuitos RC, RL e LC, discutidos anterior-
mente; sendo composto pelos elementos: um resistor de resisténcia R, um capacitor
de capacitancia C, um indutor de indutancia L e uma fonte de tenséo ¢,. A 12 lei de
Kirchhoff fica:

dl Q

co— Ly = RI— 5 =0 (3.110)
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. d
Considerando que I = d—cf a (3.110) resulta em:
’Q ,dQ Q ’Q  ,dQ Q ’Q RdQ  Q o

Definindo a frequéncia natural do sistema (wo = 4 /%) e o termo de amorteci-
mento (258 = %), a (3.111) fica:

d*Q
— 42
T2 T 20

aQ
dt

+wiQ =2 (3.112)

Que segundo a teoria das equagdes diferenciais ordinarias (Capitulo 2) a (3.112)
€ uma equacao diferencial ordinaria ndo-homogénea, sendo assim, a solucao geral da
(3.112) € a soma de uma solucao particular com a solugcao da equacao homogénea.

Para a equacdo homogénea temos:

#Q L .dQ
L T R (3.113)

Recorrendo a notagdo complexa para uma possivel solugdo Q,(t) = ae®, com a

e b podendo ser complexos. Substituindo as respectivas derivadas em (3.113):
ab’e” + 2Babe” + awje™ =0 ~ ae” (b* +2Bb+wg) =0 (3.114)
Para que (3.114) seja satisfeita basta que:
(0> +26b+wi) =0 (3.115)

E as raizes dessa equacao do segundo grau s&o:

284 /AB — 4?2 28 +/4P% — 42
p— =2 26 woz—éit—i%—i@:—ﬂi\wi—ﬁ (3.116)

Dependendo do valor da raiz quadrada as raizes da (3.116) assume valores
complexos, reais e distintos ou reais e iguais, conforme sera discutido os trés casos

separadamente.
a) Raizes complexas: 5 < wy;

O termo da raiz quadrada da (3.116), para esse regime de oscilagao, é negativo

e é necessario definir outro parametro:

w* = wy — f° (3.117)
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E as raizes da (3.116) se reduzem em:

b=—-pF+\/—(w—p*)=—-FE+V-w?=-0tiw (3.118)

Entao, a solugéo geral da (3.113) com as duas raizes é:

Qn(t) = aypelPHwt 4 g (=Bt (3.119)

E agora, recorrendo a representagao trigonométrica das constantes complexas

ay ea_:
ay = éei“" (3.120)
a_ = ée‘w (3.121)

Substituindo em (3.119):

Qh(t) _ Eezgoe(—ﬁ—i-zw)t + Ee—zgpe(—ﬁ—zw)t _ Eeupe—ﬂteuut + Ee—zgoe—ﬁte—zwt (31 22)

i(wt+e) —i(wt+ep)
Qn(t) = Ac P [6 *‘; } (3.123)
| etwtte) 4 p—i(wite) .
Sabemos que cos (wt + ) = [ 5 ] a (3.123) se resume em:
Qn(t) = Ae ™ cos (wt + @) (3.124)

Observe que a (3.124) oscila com frequéncia angular w, na qual é menor que a
frequéncia natural do sistema. A carga nesse circuito € modulada pelo termo exponen-

cial Ae=5t.

Para o amortecimento fraco, o fator de mérito Q* do oscilador é dado por:

wg o % Wy
Q=—— (z —) : (3.125)
gl gl

para mais detalhes vide Nussenzveig (1997) na secao 10.5.
b) Raizes reais e distintas: 5 > wy;

Como o termo da raiz quadrada é positivo, definimos:

W= B (3.126)
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Substituindo em (3.116) as raizes sao:
b=—B++/B2-wi=—PFEVi=—F+uw (3.127)
A solucéo geral é dada por:
Qn(t) = ape=PTt 4 g_el7A-wlt (3.128)

Definimos as constantes a, € a_ como

A
ay = 56“" (3.129)
A
a_ = 56_50 (3.130)
e substituimos em (3.128):
A A A A
Qn(t) = Ee%(_ﬁw)t + Ee_we(_ﬁ_“)t = Ee“”e_ﬁte”t + Ee_ve_ﬁte_“’t (3.131)

e(uﬂH’SO) _|_ e~ (Wt‘Hp)

Qn(t) = Ae™™ 5 (3.132)
Lembrando que cosh (wt + ¢) = w e substituindo em (3.132):
Qn(t) = Ae "' cosh (wt + ¢) (8.133)

Observe que a (3.133) descreve a carga no capacitor quando as raizes da
(3.116) séo reais e distintas, na qual a carga tende a zero rapidamente, sem oscilar, ja

gue o cosseno hiperbdlico ndo € uma funcao periddica.

c) Raizes reais e iguais: 5 = wy.

Como o termo da raiz quadrada é zero, as raizes da (3.116) sao reais € iguais:
bl = b2 = —6 = —Wo (3134)

Uma das solugdes é dada por:
Qi(t) = e (3.135)
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Por ser uma EDO de 22 ordem homogénea, precisamos de outra solucao para
compor a solugdo geral. Assim, aplicamos a (2.46) no problema (com z;(t) = Q4 (t),

P(t) = 25t = 2wot € z5(t) = Qo(t) ) para encontrar a segunda solugao:

1
Q2(t) = Q1 (t) /memﬁ dt (3.136)
—2wot
Qg(t> = €7w0t /(—]_t>2€2w0t dt = €7w0t /2_2 p dt = €7w0t -t (3137)
e—wo wot

Entao, a solugéo geral é dada por:

Qn(t) = a1Q:1(t) + a2Qa(t) = aje™ " + agte ™" = (ay + agt) e=“°" (3.138)

Observe que (3.138) tende a zero para t suficientemente grande e ndo apresenta

um carater oscilatorio.

A solucdo particular da (3.112) é do tipo O, = K. Derivando e substituindo em

(8.112), para w2 = -, encontramos:

okl
o €0 €0 €0
Entao, a solugao geral da (3.112) é:
Q(t) = Qp(t) + Qn(t) = Ceo + Qn(t) (3.140)

Para Q(t) igual a solu¢do da equagao homogénea, dos trés possiveis casos

discutidos anteriormente.

Para um circuito de corrente alternada (AC, do inglés "Alternating Current") a
fonte de tensdo é modulada por: ¢ = ¢y coswt € as consequéncias nas medidas das

tensoes e correntes de cada elemento do circuito é:

a) Circuito puramente resistivo: Iz = % coswt (corrente em fase com a tensédo do

gerador);

b) Circuito puramente capacitivo: I = wCe cos (wt + g) (corrente esta na frente da

tenséo, por 7);

c) Circuito puramente indutivo: I, = =% cos (wt — g) (corrente esta atrasada com rela-

¢&o a tenséao pelo angulo 7).
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Para Machado (2000) circuitos dessa natureza, a tenséo no resistor (¢) esta
em fase com a corrente I do circuito; a tenséo no capacitor (¢¢) esta atrasado em 7
da corrente do circuito, com a corrente na frente da tenséo e a tensdo no indutor (¢r)
fica adiantada da corrente no angulo de 7. Considerando a discussao de Machado, o

circuito RLC de corrente alternada é representado no diagrama de fasores:

Figura 6 — Diagrama de fasores qualitativo do circuito RLC de corrente alternada

A - -
(‘En,e+ 0.
¥y —>
— Eo \\ —>
En.ﬂ " Iy
S
¢' &n,z
wt -
X
-
Coe

Fonte: (Machado, 2000).

Aplicando a lei das malhas para esse circuito temos:

a  Q
—RI—L— — % = 141
e RI—Lm— 5 =0 (3.141)

Derivando (3.141) em relagcao ao tempo:

BT dl T de
I ar I _ de 142
ettt e T @ (3.142)

Considerando a funcéo teste I,(t) = Iycos(wt + ¢) a solugéo particular da

(3.142) e substituindo as respectivas derivadas na equacao diferencial (3.142):

I
—Lw*I cos (wt + @) — Rwlysen (wt + ) + 60 cos (wt + ) = —wegsenwt  (3.143)

I
wlLlycos (wt + ¢) + Rlysen (wt + @) — —2 cos (wt + ¢) = g sen wt (3.144)
w

Definimos as grandezas X, = wL (reatancia indutiva), Xc = —= (reatancia

capacitiva) e Z = 2 (impedancia), entao (3.144) se reduz a:

XpIycos (wt + @)+ Rlgsen (wt + @) — Xl cos (wt + ) = ZIysenwt (3.145)
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(X1 — X¢)lpcos (wt + @) + Rlysen (wt + ¢) = ZIysenwt (3.146)

(X1 — X¢)cos (wt + ¢) + Rsen (wt + ¢) = Z senwt (3.147)

Agora, definindo a reatancia para todo o circuito X = X; — X e levando para
(3.147):
X cos (wt + @) + Rsen (wt + ¢) = Zsenwt (3.148)

Recorrendo a soma de angulos nas fungdes trigonométricas:

cos (wt 4 ¢) = cos wt cos p — sen wt sen (3.149)

sen (wt + ) = senwt cos ¢ + cos wt sen ¢ (3.150)
Substituindo as (3.149) e (3.150) em (3.148) temos:

X (coswt cos p — senwtsen ) + R (senwt cos p + coswtsen ) = Zsenwt  (3.151)
Reorganizando:

(X cosp + Rsenp) coswt + (Rcosp — X senp — Z)senwt =0 (3.152)

Para que a (3.152) seja valida é necessario que os termos entre parénteses se

anulem:
Xcosp+ Rsenp =0
v v (3.153)
Rcosp—Xsenp—2Z =0
Entao:
t = —— 3.154
angp =~ (3.154)
Z = Rcosp — X senp (3.155)

Mas substituindo os valores das fungdes trigonométricas em (3.155) encontramos:
Z = v R? 4+ X?2. Entao, a solugéo particular da (3.142) é:

L,(t) = Iycos (wt + ¢) = E_Zo cos (wt + ) (3.156)

Integrando (3.156) em relagéo a dt temos a funcédo da carga no circuito RLC em
série:

€0

Qy(t) = /Ip(t) dt = 5_Zo /cos (Wt + ) dt = 7., 5en (wt + @) (8.157)
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4 TRANSFORMADA DE FOURIER

Esse capitulo sera reservado a introducao da teoria da Transformada de Fourier,
em vista a aplicabilidade nas equac¢des diferenciais dos osciladores forcados amorte-
cidos mecanico e eletromagnético, sem perder o foco no fendbmeno da ressonancia
dessas oscilacdes. Mediante isso, é necessario introduzirmos a série de Fourier, para

que possamos compreender os termos que tratam a Transformada de Fourier.

Além disso, nesse mesmo capitulo discutiremos o método numérico de Runge-
Kutta de quarta ordem, para a analise da ressonancia nas oscilacbes mecanica e

eletromagnética, na linguagem Fortran 90.

4.1 SERIE DE FOURIER

No século XVIII, fisicos e matematicos estavam motivados para procurar solu-
cdes dos problemas da Mecéanica do Continuo e da Termologia, através das equacoes
diferenciais e requeriam um rigor matematico refinado. Para Figueiredo (1977), as
trés equacoes basicas que precisavam de solugdes sdo as seguintes: problema das

vibragdes transversais de uma onda, na qual é descrita pela equacao das ondas
U = Cligy (4.1)
o problema da condugéo do calor em uma barra, representado pela equagéo do calor
Uy = kg, (4.2)

e o problema do equilibrio de uma membrana sob a acado de algumas forcas, que
satisfaz a equacgéo de Laplace

A série de Fourier teve origem no estudo da propagacao do calor em corpos
sélidos, publicado em seu tratado em 1822, com o titulo: "Théorie analytique de la
chaleur"(Teoria analitica do calor). A analise da condugao do calor em corpos sélidos
por meio do Calculo Diferencial e Integral e das Equacgdes Diferenciais, sdo insuficientes,

sendo necessario do arcabougco matematico de Fourier.

A série de Fourier € dada pela expansao de uma fungéo genérica

nmwx nmwx
L

f(z) = %ao + ni? (an cos — + b, sen T> , (4.4)
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onde a série deve convergir uniformemente no intervalo de continuidade da fungéo
f(z).

Para séries uniformemente convergentes, as propriedades de derivagao e inte-
gragao sao validas. A (4.4) é composta por seno e cosseno de periodo 27, tornando a
funcéo f(z) com o mesmo comportamento de periodicidade, assim integrando (4.4)

para encontrar o coeficiente ay:

L 1 L - L nwr L nmwr
flx)de = =a / dx + (an/ cos — dz + bn/ sen — dx) (4.5)
/_L (@) 2" ), Z_; 5 L L L

1 L
ag = —/ f(z) dx (4.6)
L),
Aos demais coeficientes de Fourier, utilizamos as relacdes de ortogonalidade:
L nmTx mmx
/ CcOoS —— sen de =0, se n,m>1; (4.7)
_L L L
L L, se n=m2>1,
/ cos 2L cos TIL g — o (4.8)
~L 0, se n#m,n,m2>1,
L L, se n=m>1,
/ sen L sen 7L g — n (4.9)
-L L L 0, se n#m,n,m>1.

Agora, multiplicando a (4.4) separadamente por cos =+ € sen ™7, para m > 1

fixado; os resultados das integrais de cada termo s&o, respectivamente

L
/ f(z) cos T gz = a,L (4.10)
) L
e
L mmx
/ f(z)sen dx = b, L. (4.11)
L L

Como n = m das relagdes de ortogonalidade (4.8) e (4.9) e trocando m por n
das (4.10) e (4.11) obtemos

1 [t nmwT
= — — > 412
ay, 7 /Lf(x) coS 7 dr, n>0 ( )

1 /L
bnzz/_Lf(:c)sen% dx, n>1. (4.13)
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Entdo, para uma funcdo f : R — R periddica de periodo 2L, integravel e
absolutamente integravel, pode ser aproximada pela série de Fourier (4.4) com o0s
coeficientes a,, € b, calculados por (4.12) e (4.13), respectivamente. Para que uma

funcéo f seja igual a sua série de Fourier € preciso que satisfaca o teorema a seguir

Teorema 4.1.1 (Teorema de Fourier). Seja f : R — R uma fungdo seccionalmente
diferenciavel (quando a funcdo f e sua derivada [’ sdo seccionalmente continuas) e de
periodo 2L. Entgo a série de Fourier da funcéo f, dada por (4.4), converge, em cada
ponto x, para 3 [f(x + 0) + f(z — 0)]. Assim,

[f(x—l—O)—i—f(:c—O)]:%ao—%g(ancosn—zx—l—bnsen?) (4.14)

N | —

Observe no exemplo abaixo, como encontramos os coeficientes de Fourier da
funcédo de uma onda quadrada:

Exempilo I: Calcule a série de Fourier da fungéo

1, 0< e <m;
flz) = 0, —7m<x<0; (4.15)

e periddica de periodo 27.

Calculando os coeficientes de Fourier ay, a, € b,, através as equacdes (4.6),

(4.12) e (4.13), respectivamente

1 [ 1 [
ap=— [ f(x) dx:—/ de =1, (4.16)
T J_ T Jo
1 [7 1 [7 1 ™
an:—/ f(x)cosn:pda::—/ cosnz dr = — T =0, (4.17)
T J_ T Jo ™ n lo
1 [ 1 — | 0, se n=2k, k>1,
bn:—/ sennz do = — 21 = — (1 —cosnm) =
T Jo T n o nm e, se n=2k—1, k> 1.
(2k—-1)7
(4.18)
e substituindo esses resultados em (4.4) temos a série de Fourier da fungdo f(z):
f(x) 1+i 2 sen (2k — 1) (4.19)
~ = — —1)x. .
RIS 1o

Uma relacdo muito util na série de Fourier, € a identidade de Parseval

1 - 1 [t
g+ e+ =1 [ I de (4.20)
n=1 -
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para uma funcéo f : R — R periddica de periodo 2L, tal que f e |f| sdo integraveis e

os coeficientes de Fourier podem ser calculados por (4.20).

Uma das vantagens da série de Fourier frente as outras séries de expansao,
tal como a série de Taylor, é sua utilidade na representacao de fungdes descontinuas
(por exemplo: onda em dente de serra, onda quadrada e uma onda triangular) e
periodicas. Além disso, a expansao de Fourier de uma for¢a de impulsdo em uma
particula oscilatéria descrita por uma EDO (linear), é possivel encontrar os harmdnicos

dessa forga e resolvé-la para cada termo.

4.2 TRANSFORMADA DE FOURIER

Antes de definirmos a Transformada de Fourier, precisamos apresentar o espago
de fungéo sobre o qual ela opera. A notagdo L' denomina fungdes do tipo f : R — C, a

valores complexos, com as integrais improprias de f e |f| calculaveis e os limites

N N
lim f(z)dxr e lim |f(z)] dz (4.21)

M,N—oc0 M M,N—oc0 M
existem.

Agora podemos tomar fungdes apenas do tipo L! e definirmos formalmente a

Transformada de Fourier e sua inversa da fungao f(x), respectivamente

F(¢ = / e f(z)dr e (4.22)
zxf
f(z) = 7 / F(¢) d¢ (4.23)

definidasem f: R — C.
Considerando duas fungdes f e g no espaco vetorial L', a Transformada de

Fourier da soma delas, para « € § constantes complexas em C, é equivalente a

Flaf + B9l = aF [f]+ GF [g] (4.24)

e para a derivada de ordem n de uma fungéo, que satisfaca o espacgo L!, a Transformada

de Fourier resulta em
F[D"f] = (i§)"F [f], (4.25)

para todo inteiro n > 1.
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Usando a definicdo de produto de convolucao (somatério do produto entre duas

fungdes, ao longo da regido de integracao)

(f*g)( / flz— (4.26)
para duas fungdes f e g em L! a sua Transformada de Fourier é expressa por:

Flfxgl=2r)?F[f]Flg]. (4.27)

A transformada de Fourier tornou-se uma ferramenta util na matematica apli-
cada, no estudos das equacgdes diferenciais ordinarias e parciais com condi¢des de
contorno (transforma as equacdes diferenciais ordinarias em equagdes algébricas no
dominio da frequéncia; e as equacdes diferenciais parciais converte nas EDOs) e
nas equacgoes integrais. Além disso, é utilizado na representacéo de sinais/fungdes
aperiddicos genéricos, conforme mostra o exemplo abaixo:

Exemplo lI: Considere o sinal

o e ™ para t>0 e a>0;
z(t) = e “u(t) = (4.28)

0, para t < 0.
e encontre sua transformada de Fourier.

Usando (4.22) com o diferencial infinitesimal do tempo:

o 1 1 N
- —ité —at - = = —(a—l,-jw)t
F(§) \/%/0 e e dt o a—l—jfe . (4.29)
Entao,
1 1
F) = —- , 4.30

para que seja representado graficamente é necessario das amplitude e fase da (4.30),

ja que esta em notacdo complexa.

Para Brigham (1988), a Transformada Discreta de Fourier (do inglés Discrete

Fourier Transform - DFT) & dada por

—j2mnk/N _ .
G (NT) Zg (KT)e n=0,1,.. N—1 (4.31)
ou N1

X(n) = wo(k)e >N (4.32)

k=0
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onde foi substituido & por n e kT por k, para simplificarmos as notagdes. Considerando

NT
N =4em (4.32) e W = ¢77%"/N temos o sistema

X(O) = $0(O)WO + 1’0(1)W0 + xo(Q)WO -+ .T0(3)W0
X(2) = 2(0)W° + 20(1) W2 + 20(2)W4 + 20 (3)W® '
X(3) = Io(O)WO + l’o(l)W3 + {L‘()(2)W6 + $0(3)W9
que também é obtido pela notagdo matricial
x| [we wo wo wol [z0)]
X(1 woe wt w2z w3 1
] _ (1) 434
X(2) WO w2 Wt Wb| |x(2)
X(3) WO w3 We WO | zo(3)
ou mais compacto ainda
X(n) = Waxq(k). (4.35)

Observe que a (4.34) é a transformada discreta de Fourier na forma matricial, e

para o calculo de N fatores, surgem N2 multiplicagdes.

4.3 METODO DE RUNGE-KUTTA DE QUARTA ORDEM

Método numérico mais utilizado na obtencédo das solugdes aproximadas de
equacdes diferenciais, por ser mais preciso e pratico no calculo das derivadas de
ordem superior. Os métodos de Runge-Kutta tiveram origem no método de Euler, a

partir da comparagéo com o polinémio de Taylor de f(x) em torno de x,

P(a) = Fao) + F o) — o) + 70 0 g T a6

Assim é obtido as ordens do método de Runge-Kutta, em especial o de quarta ordem é
uma comparacao com o polinémio de Taylor de grau quarto, ou seja, desenvolvido até

0 quinto termo.

Segundo Zill e Cullen (2001b), 0 método de Runge-Kutta de quarta ordem

consiste em determinar constantes adequadas para que seja védlida a equacao

Yn+1 = Yn + Clk’l + bk‘g + Ck‘g -+ dk’4 (437)
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e a solugao mais conhecida para esse problema é

1
Y1 = Yo+ g (kv + 2ko + 2k + ky) (4.38)

com
kl = hf(xna yn)

(4.39)
ks = hf (20 + 5h,yn + 3k2)
Para a equagéo diferencial
d?y , / ,
2= f@y.9), y(zo) =y, ¥(20) =y (4.40)

o0 método de Runge-Kutta de quarta ordem pode ser aplicado se reduzirmos a equacao
diferencial de segunda ordem a um sistema de primeira ordem, substituindo ¢y’ = v em
(4.40) temos
y=u (4.41)
u' = f(z,y,u)
e aplicando o método de Runge-Kutta de quarta ordem separadamente nas equacgdes

do sistema (4.41) encontramos a solucao da (4.40).

Utilizamos o método numérico vigente nas equacdes (3.66) e (3.142), para
obter as solugdes gerais dos problemas mecanico e eletromagnético respectivamente,
porque € mais eficiente do que outros métodos computacionais, como por exemplo o

método de Euler.
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Para alcancar o objetivo geral - analisar a ressonancia de oscilagcbes mecanicas
e eletromagnéticas a partir da Transformada de Fourier, com auxilio da linguagem
Fortran 90 - dessa pesquisa, obteve-se primeiramente os seguintes resultados: graficos
do fenbmeno da ressonancia das oscilacdes mecanica e eletromagnética, através
da linguagem Fortran 90; e a resolugao das EDOs das oscilagdes desse trabalho,
aplicando as Transformadas de Fourier. Por fim, analisou-se a ressonancia dessas

oscilagdes por Transformada de Fourier, conforme sera mostrada a seguir:

51 FENOMENO DA RESSONANCIA DAS OSCILACOES MECANICA E ELETRO-
MAGNETICA

A seguir sera discutido os resultados obtidos nas oscilagdes mecanicas para o
oscilador forcado amortecido, mostrando a influéncia do fator de mérito Q na amplitude
dessa oscilagao, quando a frequéncia angular w se aproxima de w,. Logo em seguida,
apresentaremos os resultados na oscilagcao eletromagnética, incluindo o fenémeno da

ressonancia sob efeito da forca eletromotriz ¢ = ¢4 cos wt nos circuitos RLC em série.

5.1.1 Discussao sobre a solucao analitica da oscilacado mecéanica forcada e
amortecida

O tipo de oscilacao amortecida que interage com o ambiente (forca externa)
€ o0 oscilador com amortecimento subcritico, pois € o Unico dentre os trés tipos de
amortecimento (amortecimentos subcritico, supercritico e critico) que apresenta o

carater oscilatorio, conforme Figura-4.

A solugéo geral da Equacao Diferencial Ordinaria (3.66), conforme teoria das
Equagdes Diferenciais Ordinarias (Capitulo 2), para o amortecimento subcritico é a

soma da solugdo homogénea (3.43) com a solugao particular (3.71):

z(t) = e "2 [acoswt + bsen wt] + A(w) cos [wt + p(w)] (5.1)

As constantes a e b sdo encontradas através das condic¢oes iniciais de contorno
z(0) =1e x(0) = v(0) = 0. Assim:

z(0) =a+ A(w) cosp(w) =1 ~a=1— A(w) cos [p(w)] (5.2)
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Derivando (5.1) em relacao a ¢:

v(t) = e 12 [—% (acoswt + bsenwt) — aw sen wt + bw coswt | — A(w)w sen [wt + p(w)]

(5.3)
Substituindo v(0) = 0 em (5.3):
v(0) = [—%(a) + bw} — Alw)wsen [p(w)] =0~ b= 2(0) + AWB:U sen [p(w)] (5.4)
Considerando a (5.2) a constante b resulta em:
) 31— Aw) cos [p(w)) + Aw)wsen [p(w)] 55)

W

Utilizou-se o método de Runge-Kutta de 42 ordem, escrito em Fortran 90, para o
sistema de equacdes acopladas:
—_— =
o dat (5.6)
— = —2(v) — £(2) + £ cos (wt)
dt m m m
Para os seguintes parametros: h = 0.1 (tamanho do passo), £ = 1 N/m (cons-
tante elastica da mola), m = 1kg (massa do bloco), F, = 1 N (valor inicial da forga
externa) e p = 1,4141 ml/s (parametro de amortecimento), que esta no regime de suba-
mortecimento - oscilacao, na qual acontece o fendmeno da ressonancia - , o resultado

encontrado para a solucao geral:
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Figura 7 — Solucao geral da (3.43)

T T
: 3 3 i i i : : Runge-Kutta  *
: ~ Exata

0.8 |-

0.6
PRI 0 O S T O

oz L E P 1T HE H g F 1

Fonte: Propria.

Observe que o método computacional usado convergiu para a solucao geral do
oscilador forgado e amortecido, com margens de erro quase imperceptiveis. Quando
t — oo a solugdo homogénea, também denominada de solucao transiente, desaparece,
pois quando o termo e~ 7*/2 tende a zero e a solucéo geral resulta na solucéo particular.
Assim, apds um certo tempo <para t> %) o oscilador forcado amortecido se comporta
como um oscilador harménico simples com frequéncia angular w, conforme mostra a

Figura-7.

O fendmeno da ressonancia (w — wg) corresponde a oscilacdo com frequéncia

que maximiza a amplitude do oscilador. Assim diferenciando a (3.69) em relacdo a w

temos:
dA F 1 -
ol ~m (‘5) [ =) + (0wr)’] ™ - [2)(wh — wd)(=2wy) + 29%wr] = 0

(5.7)

—Fy [(2)(wh — w)(—2w,) + 27w, | = 0 ~ —2Fyw, [—2(wg — w?) + 277 (5.8)
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~ 2w — W)+ 297 =0~ —2(wi —wi) 429 =0~ —wi +wl+97=0  (5.9)

wy = \/wg — 72 (5.10)

Onde w, é a frequéncia angular da ressonancia. Observe que wy > w, para todo
tempo de oscilagédo e que valores de v > w, 0 fenbmeno da ressonancia ndo ocorre;

assim w, torna-se imaginario e a amplitude A decresce rapidamente.

Para o fendmeno da ressonéncia considera-se: |wy — w| < wp € v < wp
(amortecimento fraco), as equacdes (3.69) e (3.70), com as aproximagdes w? — w? =
(wo + w)(wo — w) = 2wp(wy — w) € Yw = ywy, tornam-se:

A2(w) ~ £ z(FO )2.“ S (5.11)

m? [dwd(wo — w)? + (ywo)?] 2muwy W — wp)? + ’Yz]

o(w) ~ — arctan [%} ~ — arctan {ﬁ] (5.12)

A amplitude € maxima (A,...) quando w = wy, em (5.11):

Fy
mwoy

Amaa: = A(WO) = (513)
O resultado abaixo mostra a amplitude nas proximidades de wy, com p =

0,1421 N_:

m/s"
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Figura 8 - Amplitude A em funcao da frequéncia de impulsao w

Amplitude A ——

0 ! ! !
0 0.5 1 1.5 2

w/w0

Fonte: Propria.

Observe que v = 0, 1421 % < wy = 1724 (com k = 1 N/m e m = 1kg), satisfaz
as condi¢des de amortecimento fraco e portanto, dissipa menos energia por ciclo de
oscilacdo. O valor mais alto da amplitude A é quando w = w,, conforme mostra a

Figura-8 e substituindo (para F, = 1 N) em (5.13) encontramos:

1N

Amas = S M rad)3)(0, 1421 N s /g m)

~ 17,0373 m (5.14)

O grau de amortecimento de um sistema oscilatério € descrito pelo fator de

qualidade Q:
2 __ A2

Entao, quanto maior o fator Q, menor o amortecimento por oscilacao. Abaixo é

mostrado as curvas de ressonancia de varios valores de Q:
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Figura 9 — Amplitude A em funcao do fator de mérito Q

14

Poooo
WNW—=0O
cocococo

12 |

10 -

0 ! ! !
0 0.5 1 1.5 2

w/w0

Fonte: Propria.

Observe que a medida que o fator de qualidade Q aumenta, mais energia
€ armazenada por ciclo de oscilagdo; entdo a amplitude A atinge valores maiores,
exatamente em w = w, (fendmeno da ressonancia). Aumentar ) equivale diminuir o
parametro de amortecimento p, de forma que nao fuja do regime de amortecimento

fraco.

Nos intervalos w = wy & 3 a amplitude maxima A,,., cai pela metade e entre
os extremos a semilargura do pico de ressonancia é Aw = ~. Para baixas frequéncias

(w < wp) w— 0 e (3.69) torna-se:

F
Aw) ~ A(0) = (mf;g) (5.16)
E arazao £, considerando a (5.13), resulta em:

Alwo) _ Fo/mwoy _ wo
A0) ~ Fojmad o 5:17)

Na qual é idéntico ao fator de mérito Q da (3.54) e quanto mais estreita a

ressonancia, mais alto € o pico da amplitude, conforme ilustrado na Figura-9.



58

Levando em considerando o fator de qualidade ¢ na oscilagdo temos:

Figura 10 — Influéncia do fator de mérito Q nas amplitudes das oscilacGes

tho=1.4142 ¢ Q
15 rho=0.3244 e Q

=0.0
=3.0
rho=0.0768 e Q=13.0

D >
D =
D >
D >
D >
D >

15 | i

0 20 40 60 80 100
t(s)

Fonte: Propria.

Observe claramente que a oscilacao com fator de qualidade Q = 13 apresenta
maior valor absoluto da amplitude, ja que quanto maior o fator de amplificacdo mais
energia € acumulado no sistema oscilante, sendo responsavel pela maximizagdo da

grandeza em questao.

5.1.2 Discussao sobre a solucao analitica da oscilacao eletromagnética for-
cada e amortecida

Pelo mesmo motivo e procedimento da se¢éo anterior, a solu¢do geral da (3.142)

€ dada pelo somatdério das equacgoes (3.124) e (3.157):

Q) = Qu(t) + Qp(t) = Ae P cos (wt + ) + Zg_(:u sen (wt + @), (5.18)

onde a impedancia Z é dado por Z = \/R? + (X — X¢)?.

Observe que quando t — oo a solugao homogénea desaparece e a solugao
geral da (5.18) se comporta como um oscilador harménico simples (OHS) de frequéncia

externa w, conforme mostra abaixo:
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Figura 11 — Solucao geral do oscilador harménico forcado e amortecido eletromagnético

15

Rdnge—Kutta *

15 |
0 20 40 60 80 100

Fonte: Propria.

Observe nas Figura-7 e Figura-11 que o tempo de decaimento 7, (tempo ne-
cessario para levar a energia média de oscilagdo cair pelo fator X do valor inicial) - na
oscilagdo mecanica t ~ 10 s e na eletromagnética acontece em ¢ =~ 80 s -, porque 0S
parametros de amortecimentos sao diferentes e quanto menor o amortecimento mais

tempo leva a solucdo homogénea para desaparecer.

Tendo como parametro o fator de qualidade () da Eq. (3.125), o oscilador for¢gado
e amortecido apresenta medidas da corrente elétrica diferente, para cada mudanga no

fator de mérito (), como estd mostrado abaixo:
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Figura 12 — Influéncia do fator de qualidade Q na corrente elétrica do circuito

14

Poooo
WNW—=0O
cocococo

12 |

10 -

0 | | |
0 0.5 1 1.5 2
w/w0

Fonte: Propria.

Observando a Figura-12, descobrimos que o valor da corrente elétrica maxima
€ exatamente em w, € aumentando cada vez mais o fator de mérito ) 0 pico € mais
alto; dizemos entdo, que o oscilador eletromagnético entrou em ressonancia com
a frequéncia w, da ddp do gerador. Atentai também que Q = 0.0 equivale a dizer
que R — oo, portanto o circuito torna-se totalmente resistivo e quase néo oscila na

Figura-12 (esta paralelo ao eixo das abscissas).

Segundo Nussenzveig (1997), quando w — 0, a reatancia do capacitor domina,
porque o circuito se comporta como estivesse aberto (as placas do capacitor estao
isoladas uma da outra); e para w — oo, a reatancia do indutor ja se torna dominante,
pois o indutor L se opde a variagdes muito rapidas. Como a corrente elétrica € positiva
e tende a zero nos dois extremos de w, deve obrigatoriamente passar por um valor

maximo.

Analisando com mais detalhes, a corrente de pico (valor maximo) I, é atingido

quando cos (wt + ¢) = 1 e substituindo a impedéancia do sistema em termos das
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grandezas fisicas iniciais, temos:
o . o
Z 112

e 0 menor valor de Z ocorre quando a reatancia X em (5.19) se anula e a impedancia

I =

Pm

(5.19)

resulta em Z = R. Assim, para que isso ocorra temos:

1 | [1
wL e 0~wL o w o~ v T (5.20)
(.Uo).

que é exatamente a frequéncia natural de oscilagdo do sistema (

Finalmente, obtemos a amplitude de oscilagdo em fungéo do fator de qualidade

-10

Q: . o~ . N
5| QM/\Q niul
AR AR
° VMMMMMMMMN
| Mw\/ A

0 20 40 60 80 100
t(s)

Fonte: Propria.

E observe claramente que quando maior for () mais energia o sistema recebe
e armazena, consequentemente mais carga elétrica ha no circuito RLC. E importante
notar a analogia das equacdes (3.66) e (3.112), das oscilacdes mecénicas e eletromag-

néticas respectivamente:

1
r—Q, m—L, k:—>5 e v—1, (5.21)
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fazendo essas alteracées em (3.66) o problema se resume na mesma EDO, porém

com uma interpretacgao fisica distinta.

5.2 APLICACAO DA TRANSFORMADA DE FOURIER NOS PROBLEMAS GERAIS
DAS OSCILACOES MECANICA E ELETROMAGNETICA

A seguir aplicaremos a transformada de Fourier nas equacdes (3.66) e (3.142),
para obtermos as solu¢des particulares das oscilacées forcadas e amortecidas meca-

nica e eletromagnética, respectivamente.

5.2.1 Aplicacao da transformada de Fourier na oscilagao mecanica forcada e
amortecida

Aplicando a transformada de Fourier, equacao (4.22), na EDO da (3.66) temos:

F
F (ZE + vz + w%x) =F (—0 cos wt> (5.22)
m

e usando a propriedade da (4.25) a equacao (5.22) resulta em:

F oo A
G F () +1 G F O +fF(©) = — = [ “coswte@ar (529
mv2r J_oo
Fy 1 too »
F (&) = . te "t dt 5.24
O=n@-eren /_oo o (5-24)
Denominando a integral da (5.24) por
+oo : foory . .
I= / coswte ® dt = / {5 (™" + e_wt)] e %t dt (5.25)
1 +oo ] +oo )
I=3 [ / e et gt 4 / e~ UEtW)t dt] . (5.26)
Para resolvermos a integral (5.26) precisamos recorrer a fungao delta de Dirac
deslocada
(o —a) = o / eritean gy = 1 / " o gy (5.27)
x CL—27T 7006 _27T 7006 .
e para nosso problema
5 — w) = — / " it gy (5.28)
w) = o . (& .

+o0o
(4 w) = %/ e~HEFIt gt (5.29)

—0o0
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Substituindo (5.28) e (5.29) em (5.26)

= % 276 (6 — w) + 276(E +w)] = 7 [5(E — w) + 66 +w)] (5.30)

e levando para (5.24)

FO ™
FO = e 7 @) +aE+w). (5.31)

Agora aplicamos a transformada inversa de Fourier, equagao (4.23), alterando
f(x) por x(t)

)_ 1 /Jroo FO ) ™
CVor s el - € Fily) Vor

x(t [6(& —w) +6(& +w)] e de (5.32)

_ By [0 —w) +0(E+w)le

W=om T @-etie)

de (5.33)

Finalmente usamos a propriedade de filtragem da funcao delta

—+00

S~ w) dE = f(w) (5.34)
na (5.33) ‘ '
() = L0 [ MR i } (5.35)
2m | (wd — w? +iwy) (Wi — w? —iwy)
ou
x(t) = Fo {(wg — w2) <#> + wy (#)] (5.36)

m (@ = @) + (@7)’]

Sabendo que ‘ ‘
ezwt + e—zwt

coswt = — 5 (5.37)
e
wt _ ,—iwt
senwt = i, (5.38)
21
a (5.36) se resume em
_ Fo 2 2
x(t) = [(w§ — w?) coswt + wy sen wt] (5.39)

x(t) = 7z [(w§ — w?) coswt + wy sen wt] (5.40)
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Chamando
2 2)2 o] ~1/2
sen ¢ = wry [(wo —w?)" + (wy) } (5.41)
e
2 2 2 2\ 2 2] 71/2
cos ¢ = (wi — w?) [(wo —w?)" + (w7) ] : (5.42)
entao temos
—-1/2
wy (@ — W) + (W7)?
tang = 02 _ [ | = (5.43)
cos ¢ 9 9 9 212 2172 W — w?
(= w?) | (w8 = w?)® + (@7)’]
¢ = arctan (oﬂwjuﬂ). (5.44)
0
Finalmente, simplificamos a (5.40) em
Fy
x(t) = 17z COS (wt — @) (5.45)

m | (@ = w?)? + (@)’
e observe que aplicando a transformada de Fourier obtemos a mesma solucéao particular

da equacao diferencial (3.66), para ¢ dado pela (5.44).

Considerando a propriedade da fungao delta de Dirac

5(a? — a?) = % 6(2 +a) + 6(x — a)] para a>0 (5.46)

a (5.31) se reduz em

F() ) T 2 2
=T \/%Zwé(f w?). (5.47)

Pela prépria definicdo da delta de Dirac, a (5.47) apresenta pontos maximos em —w €

F (&) =

w, entdo quando ¢ — |w| sua amplitude A(w) é

Alw) = £ LAY (5.48)

m (w?

§—w?tiwy) Vor

A expressao (5.48) atinge seu valor quando sua derivada primeira se anula.

Chamando z = £z sua derivada fica
/2

Al(w) = 22 (wf —w® + iwv)fl + 2w(-1)z (wf — w* + iwy) 2. (—2w+1y) =0 (5.49)

2z 2wz (—2w +iy) 01
—w?+iwy)  (wd B

—2w + vy
— w? 4 iwy)

- —0 (5.50)

(Wo 5

— w? +iwy)? (Wi
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(Wi — w? +iwy) —w(—2w+1iy) =0 ~ Wi = —w? ~ w = Fwpi. (5.51)
Ent&o, o sistema esta em ressonéancia, pois sua frequéncia corresponde a frequéncia

natural wy.

5.2.2 Aplicacao da transformada de Fourier na oscilacdo eletromagnética for-
cada e amortecida

Para o caso eletromagnético, trabalhemos a (3.141)

dl Q@
—RI—L—_ =% — .52
e—R e 0, (5.52)
o s dQ dI  d*Q
f =" =2
azendo as substituicoes o e i temos
dq ?Q Q
—_— —_— L— _—— = -
e—R o T 0 (5.53)

ou

d?’Q RdQ 1 €o
7 + T + EQ =7 cos wt (5.54)

Denominando 5 = % (parametro de amortecimento) e wZ = % (frequéncia

natural do sistema), a (5.54) pode ser escrita assim

d*Q dQ

€0

_ _ 2 _—
72 +2p i + wy@ 7 coswt (5.55)
e aplicando a propriedade da (4.25) temos
+o00
()2 G () + 28 () G () + w2G (¢) = Lg—;% » coswte "t dt (5.56)
G @)= £0 . /+Oocos wte™ ™t dt (5.57)
LW -+ 2i08) Ver ) o '
Realizando o mesmo procedimento das equacgdes (5.25) até (5.31) na (5.57)
encontramos
G (1) = . = 0 = w) + 8( + )] (5.58)
LW -9 +20B) Vor ! -

mediante isso aplicamos a transformada inversa de Fourier, equacao (4.23), resultando

em

c0 B —w) + 6+ w)] e dy (5.59)

1T
Q(ﬂz\/ﬁ/m L(wg—¢? +2i8) Vor
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_ g0 [P —w) + (W +w)] e
QW) =5 /_OO (2 R+ 2i00) dip (5.60)
e usando a (5.34) em (5.60) temos
€0 eiwt e—iwt
Q) = 2L {(wg — w? + 2iwp) * (wd — w? — 2iwp) | (5:61)

Para simplificarmos a (5.61) utilizamos o0 mesmo procedimento das equacdes

(5.36) até (5.42) para descobrirmos a funcao da carga elétrica no sistema

Qt) = 620 17z CO8 (wt — @), (5.62)
L [(wg —w?) + 4w2ﬁ2}

para a constante de fase dado por

2
¢ = arctan <2i> (5.63)

w2
Wy —w

Observe que obtemos a mesma equacao (3.157), com uma diferenca de fase de
5, conforme mostra a (5.62). Utilizando a transformada de Fourier nas equagoes gerais
das oscilagbes mecanica e eletromagnética, encontramos a solugéo particular (na qual

€ nosso interesse, para o estudo do fendmeno da ressonéncia) de cada problema.

A (5.58) pode ser reescrita como

o ) s 2 2
(02 — 02+ 2005) \/%Z,dé (¢ w ) (5.64)

e a fungéo explode quando v — |w| e w se iguala a frequéncia de ressonancia wy, pelos

G W) =7

mesmos motivos da oscilacdo mecanica.



67

6 CONCLUSAO

Este trabalho apresentou uma abordagem diferente para analisar o fenémeno
da ressonancia em oscilacdes periddicas da fisica, como € o caso das oscilacbes
mecanica e eletromagnética, aplicando a transformada de Fourier diretamente nas

equacoes diferenciais ordinarias dos problemas propostos.

Utilizou-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem para encontrar as so-
lucdes gerais dos problemas, a partir de um sistema de equacdes acopladas, pois
mostrou-se um método mais preciso e pratico. As ilustracdes Figura-7 e Figura-11 mos-
tram a convergéncia total do método com a solugéo geral de cada oscilagéo, que apds

o tempo de decaimento (7,) as solugdes particulares predominam em cada sistema.

Mostrou-se ainda a influéncia do fator de mérito () nas oscilagdes, e quanto
maior () mais energia é armazenada no circuito. O ponto de maior amplitude é o pico de
ressonancia, exatamente em w = w, sobre qual a frequéncia do oscilador se aproxima

da frequéncia da forga externa, para o caso de amortecimento subcritico.

Aplicando as transformadas de Fourier nas equagdes gerais das oscilacdes
mecanica e eletromagnética encontramos as mesmas solugdes particulares obtidas
analiticamente no capitulo 3; o que mostra a utilidade da analise de Fourier nas
equagdes diferenciais ordinarias. Observamos que a solugdo homogénea, de cada
problema, ndo é possivel obter, porque as transformadas de Fourier precisam de uma
funcao de partida para serem calculadas, mas mesmo assim nos interessa somente as

solucdes particulares para analise do fenbmeno da ressonancia.

Analisar fenébmenos fisicos em outro dominio, além do habitual, otimiza a ob-
tencdo dos resultados, como foi 0 caso da analise do fenémeno da ressonéancia pela
transformada de Fourier, em que n&o foi preciso realizar as aproximag¢des de amorteci-
mento fraco das oscilacdes mecanica e eletromagnética. Aplicando a transformada de
Fourier nos problemas desse trabalho, obtemos a resposta ja no dominio da frequéncia

e com a frequéncia de ressonancia (para a funcao delta de Dirac deslocada).

Portanto, nesse trabalho foi importante para o meio académico, porque apre-
sentou uma nova abordagem a analise do fenébmeno da ressonancia das oscilacoes
mecanica e eletromagnética; e apesar de ser muito timida ainda ha varios contetdos

da fisica que a transformada de Fourier mostra-se util.
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