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RESUMO

Nem sempre € possivel integrar uma funcédo pelos métodos usuais (integragao por
partes, substituicao trigonométrica e integracdo de fungdes racionais por fragdes
parciais), ou resolver uma equacéo diferencial ordinaria através da manipulagédo de
fungbes elementares. Diante desses problemas, o método conhecido por série de Taylor
€ uma saida para soluciona-los. Ferramenta essencial no calculo e analise numérica, a
série de Taylor nos permite escrever uma fungdo como um “polinémio infinito” (soma
infinita de termos). E trabalhar com polinbmios é extremamente vantajoso, pois: sao
infinitamente derivaveis, simples de integrar e faceis de resolver para qualquer valor
x € R. Nesse sentido, o seguinte trabalho tem como finalidade explanar um breve
estudo de sequéncias e séries com énfase em séries de Taylor e algumas de suas
aplicagdes.

Palavras-chaves: Sequéncias. Séries de Poténcias. Séries de Taylor.



ABSTRACT

It is not always possible to integrate a function by the usual methods (part integration,
trigonometric substitution and integration of rational functions by partial fractions), or
solve an ordinary differential equation through the manipulation of elementary functions.
Faced with these problems, the method known as the Taylor series is an outlet for
solving them. Essential tool in calculus and numerical analysis, the Taylor series allows
us to write a function as an "infinite polynomial” (infinite sum of terms). And working with
polynomials is extremely advantageous because: they are infinitely derivable, simple to
integrate, and easy to solve for any = € R value. In this sense, the following work aims
to explain a brief study of sequences and series with emphasis on Taylor series and
some of their applications.

Keywords: Sequences. Series of Powers. Taylor series
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1 INTRODUGAO

Através das séries de Taylor, podemos escrever fungdes como somas de séries
infinitas. A primeira ideia de soma de série remonta o século V a.C. com o filésofo
grego Zenao, ele propds alguns problemas, os chamados paradoxos de Zendo. Esses
problemas envolviam nog¢des de limite, soma de séries infinitas e numeros infinitesimais.
Um desses paradoxos que trata sobre séries afirma o seguinte: Para vocé ir a um lugar
qualquer, deve percorrer primeiro a metade da distancia, depois, a metade da distancia
que resta, em seguida a metade da distancia que ainda resta, e assim continuamente,
entdo vocé nunca chegara la. Veja a Figura 1.

Figura 1 — llustragdo de um paradoxo de Zenao

o i
—
]

Fonte: Stewart(2016)

Observe que a distancia total € dada por uma soma de infinitas distancias,

expressa por:

T L
27478716 T Tom T

e conforme somamos mais e mais termos, as somas parcias ficam mais préximas de

, . . 1 1 1 1 1
1. Isso é explicado pelo fato de lim s, = 1, com s,, = 5 +=-4+=-+=-4+...+ o Mas,

Zenao argumentava ser impossivel somar uma quantidade infinita de niumeros e obter
um unico numero finito como resultado. Mais tarde, no século Il a.C., Arquimedes de
Siracusa provou o contrario do que Zenao argumentava: se dividirmos o todo em um
numero infinito de partes, elas ainda somarao o Unico todo quando forem adicionadas.
Além disso, note que implicitamente fazemos somas infinitas, por exemplo:

1—01666 —1+6+ 0 +
6 10 0 100 0 1000 0 T

Outros matematicos trabalharam nessa ideia. No século XIV, o destaque nos
estudos de séries foi Madhava, seus trabalhos tiveram continuidade por outros mate-
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maticos em uma escola regido ao sul da india chamada Kerala, e se encontram no livro
Yuktibhasa.

Em outra época, século XVII, o matematico James Gregory, também descobre
varios resultados que foram desenvolvidos outrora por Madhava, principalmente o que

conhecemos hoje por "séries de Taylor"de algumas fungdes trigopnométricas. A série de
e 2n+1

recebeu nome em homenagem a esse
2n+1

poténcias da fungéo tg ' (z) = Z(—l)" <
n=0
matematico. Um fato interessante da série de Gregory é que para = = 1, temos

T 1
tgl(2)=7=1-2+

1 1
4 3 5

?—F...

resultado chamado formula de Leibniz para 7. Mas, foi somente em 1715 que surgiu
devido ao matemético britanico Brook Taylor, um método brilhante capaz de aplicar
séries a todas as funcées conhecido como Séries de Taylor. E importante destacar que
essa descoberta de Taylor permitiu a conexao entre séries infinitas e calculo diferencial.

A série de Taylor € uma ferramenta essencial em areas como calculo e analise
numeérica. Para entender a importancia das séries de Taylor devemos notar que funcdes
polinomiais sdo simples, mas fun¢des complicadas e "polindmios infinitos"(soma infinita
de termos) ndo sao tao 6bvios. A soma infinita de termos é facilmente representada
usando séries, assim como as funcdes complicadas séo facilmente representadas

usando séries de Taylor. A exemplo disso, tentando calcular [ ¢~**dz vemos que pelos

métodos usuais é complicado, pois a sua antiderivada nao é uma funcao elementar.

7 . _ 2 " A e e
Porém, se conseguirmos escrever e~ como uma soma de termos("polinémio infinito"),
problema resolvido.

Esse trabalho tem como finalidade abordar um breve estudo sobre as séries
de Taylor e trés importantes aplicagdes: 1. Usando séries de Taylor para aproximar
funcbes ao redor de um ponto, 2. Usando Séries de Taylor no calculo da integral
definida 3. Usando séries de Taylor no calculo de limite, 4. Usando séries de Taylor
resolugcdo de equacéo diferencial ordinaria linear. Nos capitulos iniciais serdo explana-
dos conteudos pré-requisitos para o estudo de séries de Taylor: sequéncias e séries
numeéricas, sequéncias e séries de funcdes e séries de poténcias. As principais re-
feréncias para esse estudo sao Analise Real: Lima (2016), Célculo Il: Stewart(2016)
e Analise I: Figueiredo (2015). Os graficos apresentados no texto foram construidos
utilizando a ferramenta grafica GeoGebra. Alguns dos principais resultados nesse
estudo mostraremos através de exemplos e assim, algumas demonstracdes serao
omitidas.
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2 SEQUENCIAS NUMERICAS

Podemos imaginar uma sequéncia como uma lista ordenada de numeros, em
geral relacionados através de uma lei. Neste capitulo abordaremos uma nog¢ao muito
importante para os préximos capitulos: limite de uma sequéncia.

2.1 CONCEITOS BASICOS

Definicao 2.1: Uma sequéncia de nimeros reais € uma fungao = : N — R,
que associa a cada numero natural n um namero real x,,, chamado n-ésimo termo da
sequéncia. Lima(2016, pg. 23). Observamos que os termos x,, N4o sao necessaria-
mente diferentes e a notagéo (x,,) € usada para designar a sequéncia.

Definicao 2.2: Uma sequéncia (z,,) diz-se: limitada superiormente quando para
todo n € N existe a € R tal que z,, < a; limitada inferiormente quando existe b € R tal
que z,, > b para todo n € N; limitada quando é limitada superiormente e inferiormente.
Lima(2016).

N 11 . . .
Exemplo 2.1: A sequéncia 1, g pode ser descrita pela seguinte formula

1 L e . .

a, = —. Vemos que a,, € limitada, pois 0 < a,, < 1. Podemos representa-la usando o
n .

grafico, como na Figura 2.

. Al 1
Figura 2 — Sequéncia de termo geral a,, = —
n

Fonte: Elaborada pelo autor

No exemplo, como o dominio da sequéncia é o conjunto dos naturais o grafico
nao é continuo, mas um conjunto de pontos isolados onde as ordenadas séo os termos
a, da sequéncia. Além disso, no grafico observamos conforme n cresce arbitrariamente
a, S€ aproxima de zero.

2.2 LIMITE DE UMA SEQUENCIA

Definicao 2.3: Dizemos que o numero real L é limite da sequéncia (x,,) se para
todo real ¢ > 0 existir ng € N tal que n > ny implica todos termos z,, obedecem a
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condicao
|z, — L| < ¢,

isto &, x, € (L—¢,L+¢) . Lima(2016)

Escrevemos lim x, = limz, = L. A Figura 3 ilustra essa definicao.

n—o0

Figura 3 — Definicao de limite de uma sequéncia

Fonte: Elaborada pelo autor

Conforme a Figura 3, em outras palavras, para que lim a,, = L ndo interessa o
quao pequeno seja escolhido a faixa compreendida entre y = L —c e y = L + ¢, existe
no € N tal que todos os termos a partir de a,,., obrigatoriamente devem estar nessa
faixa.

O teorema a seguir afirma que o limite de uma sequéncia é unico. Seja (a,)
uma sequéncia. Contrariando o que diz o teorema, imagine se lima,, = a € lima,, = b
com a # b, teriamos que existem n;,n, € Ntaisquen > n; = a, € (a—¢c,a+¢) e
n>ny="b, €(b—eb+e). Isso é possivel? Completando esse raciocinio temos outra
alternativa de demonstracao do teorema abaixo.

Teorema 2.1:(Unicidade do limite) Uma sequéncia ndo pode convergir para
dois limites distintos. Elon(2016, pg. 25)

Prova: Supondo que limz,, = a € limz,, = b e tomando ¢ = la—b] . Existe
no,n1 € N tal que n > ng implica |z, — a| < € € n > n; implica |z, — b| < . Fazendo
n > max{ng,n, } implica, pela desigualdade triangular, |a — b| = |[(a — z,,) + (z,, — b)| <
la — x| + |z, — 0] < 26 = 2@ = |a — b|. Absurdo! Logo, o limite de toda sequéncia
convergente € Unico.

Dizemos que a sequéncia (a,) converge quando (a,) tem limite, caso contra-
rio ndo existe. Se lima, = oo, a sequéncia (a,) é divergente. Abaixo temos uma
consequéncia para qualquer que seja a sequéncia convergente.

Teorema 2.2: Toda sequéncia convergente é limitada. Lima(2016, pg. 25).
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Prova: Seja a = lim z,,. Existe ny € N tal que

n>ny = |r,—al<l1
n>ny = |z,|+|(xn—a)+al <|x,—a|l+]|a| <1+ |al
(2.1)

Concluimos, sendo M = maz{1 + |a|, |z1]|, |2, |z3], - - ., |Tny_1|}, ENtEO |2,| < M
para todo n € N, e a sequéncia é limitada.

2.3 SEQUENCIAS MONOTONAS

A 2
Sendo a sequéncia (a,) = (n m 5), note

2 2 2

> = .
n+5 (n+1)+5 n+6

Logo, a, > a,+1,Vn > 1. Esse é um caso de sequéncia mondtona decrescente,
conforme a definicdo a seguir.

Definicao 2.4: Uma sequéncia(x,,) chama-se mondtona:

i) ndo-decrescente quando x,, < x,,1, Vn € N.

(i
(il) ndo-crescente quando x,,1 > x,, Vn € N.
(iii) crescente quando =, < x,, 1, Vn € N

(

iv) decrescente quando x,, > x,.1, Yn € N. Lima(2016).

Observe que a sequéncia x, = 1 € monodtona decrescente e, além disso,
limitada. Vimos anteriormente, que se nn—> oo, entdo z, — 0, isto é, limz,, = 0 €,
portanto, a sequéncia (z,,) é convergente. Mas, sera que toda sequéncia monétona e
limitada é convergente? O préximo teorema nos mostra que sim. Esta é a condicéao

suficiente para que uma sequéncia convirja.

Teorema 2.3: Toda sequéncia mondtona limitada é convergente. Lima(2016,
pg.26).

Caso 1: (x,) monétona ndo-decrescente e limitada.

Prova: Sejam X = {z,...,2,,...} € a = supX ' . Dado £ > 0, 0 nimero
a — ¢ n&o € cota superior 2 de X. Logo existe ny € N tal que a — ¢ < x,,, < a. Assim,
n>nyg=a—e¢c< T, <, <a+eimplicando limz, = a.

Caso 2: (x,) mono6tona ndo-crescente.

' @ = supX é o supremo do conjunto X, isto &, (i) Para todo = € X, temos z < a e (ii) Se ¢ € R é tal

que xz < cparatodo z € R, entdo a < c.

2 Dizemos que « é cota superior de X quando a > z, Vz € X
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Prova: Sejam X = {z1,...,2,,...} eb=inf X . Dado ¢ > 0, 0o nimero b + ¢
néo é cota inferior * de X. Desse modo, existe z,; € Ntal que b < z,; < b+ . Logo,
n>n =b—e<uz, <z, <b+ceassimlimz, =b. Lima(2016)

Veremos agora um exemplo importante de sequéncia monétona, a que define
a base dos logaritmos naturais: o0 numero e. Esse niumero surgiu no inicio do século
XVIIl, em um problema de juros compostos. Avila(2001).

Exemplo 2.2: Seja (a,,) uma sequéncia tal que o termo geral

1 1
an=1+1+—+...4+—
21 n!

obviamente ela é crescente. E também limitada, vejamos:

1
Como 2" < 1)! paratodo n > 1, entao < —, assim:
<+ bip "= CESVIRET
<ielrieloaly
an < sttt To
Mais a frente no exemplo 3.3, mostraremos que:
1 1 1
1+4+-—4+=4+...+—+...=2
tot Tt T
Logo,
1+1+1+ + ! <3
5ot
Concluimos:
2 < <1+1+1+1+ + <3
<a, < 5 2 on—1

Definimos e = lim a,,.

2.4 SUBSEQUENCIAS

Definicao 2.5: Seja A = {n; < ny < ...} um subconjunto infinito de N. A
restricao x|4 de uma sequéncia z : N — R é chamada subsequéncia. Assim, a
subsequéncia x| 4 € uma sequéncia definida de modo que a cada i € N temos z(n;) =
an,. Escrevemos (z|4) = (2n)nea OU (|a) = (Tnys Tnyy - - - Tnys - - -)- LIMA(2016).

Teorema 2.4: Selim x,, = a, entdo toda subsequéncia de (x,,) coverge para o
limite a. Lima(2016, pg.25).
3 b=1infX éo infimo do conjunto X, isto &, (i) Para todo = € X, temos = > b e (ii) Se ¢ € R é tal que

x >cparatodozr € R,entdo b > ¢
Dizemos que b € cota inferior de X quando b < z,Vz € X

4
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Prova: Seja (z,,,...,2,,,...) subsequéncia de (z,). Dado qualquer intervalo
aberto A = (a — ¢,a + ¢), existe ny € N tal que n > ny implica z,, € A. Sabemos que
todos os termos z,, , com n; > n, também pertencem a A. Logo limz,, = a.

Teorema 2.5: Dada a sequéncia (z,,), sefam (x2,_1) € (xs,) Subsequéncias de
(). Selimzg, 1 = limxs, = a, entdo lim z,, = a. Lima(2016).

Prova: Como (z,-1) € (z9,) convergem para a , existem n; e n, € N tais que
n>ny = |Ty_1—al <een>ny = |ry,—al <e. Tomando ng = maz{2n; —1,2ny}. Se
n=2k—1,temosn >ng=2k—1>2n—1=k >n; = |vogp_1—a|] <e= |z, —a|] <e.
Sen =2k, temosn > ny = 2k > 2ny = k > ng = |19 —a| < e = |z, —al < e.
Portanto, lim z,, = «a.

Teorema 2.6: Seja k real positivo, se para > 0 existirng € N tal que |z, — L| <
ke para todo n > ng, entdo a sequéncia (x,,) converge para L. Figueiredo(2015, pg.
19).

Prova: Dado ¢/k e tomando n; = n, como ¢/k > 0, pela hipbtese, existe no € N
tal que |z, — L| = |2, — L| < ke/k = € paran > no. Logo, limz,,, = L

2.5 DESIGUALDADES

Teorema 2.7: Seja a = limz,. Se b < a, entdo para todo n suficientemente
grande, tem-se b < x,,. Analogamente, se a < b, entdo =, < b para todo n suficiente-
mente grande. Lima(2016, pg. 25)

Prova: Sejac =a —b,temos e > 0 e b = a — . Pela definigdo 2.3, existe no € N
talquen>ny=b=a—-c<z,<at+e=0b<ux,

Para o caso a < b, tomando e = b — a, temos ¢ > 0 e b = a + . Pela definicao
2.3, existeng e Ntalquen >ny=a—-c<z,<at+e=b= 1z, <b.

Teorema 2.8: (Teorema do confronto) Se limz,, = limy, =a €z, < z, <y,
para todo n suficientemente grande, entgo lim z,, = a. Lima(2016, pg. 27)

Prova: Seja ¢ > 0, existem ny,n, € Ntaisquen >ny =>a—c<z,<a+ce
n>ny =a—e <y, <a-+e Tomando nyg = max{ni,ns}. Entao,

n>nyg = a—e<rp, <z, Yy, <a-+e

= 2z, € (a—¢e,a+e).
Logo, lim z,, = a.
2.6 OPERAGCOES COM LIMITES

Teorema 2.9: Se limz,, = a e limy, = b, entdo:



Capitulo 2. Sequéncias Numéricas 18

i) im(x, +y,) =a+0b

i) im(z, —yn) =a—0>

(
(
(iii) im(z,y,) = ab
(iv) Se (z,) é limitada e limy,, = 0, entdo lim x,y,, = 0.
(

v)11m—:—seb7é0
Yn b

Lima (2016).
Prova:

. . . 3
(i) Dado ¢ > 0, existem n; e n, € Ntaisquen > n; = |z, —a| < 3 e

5 -
n>ny = |y, — bl < 7" Tomando ng = max{ny,ny}. Entdo n > ng = n > n; € n > no,
logo

(@0 +yn) = (@ +0)] = [(zn —a) + (yn — D)

S |xn_a|+|yn_b|
<S4t
2 2

Portanto, lim(z,, + y,) = a + b. Lima(2016)

. . . £
(i) Dado ¢ > 0, existem n; e ny, € Ntaisquen > ny = |z, —al < 5 €

€ -
n>ng = |y, — bl < 7" Tomando ny = maxz{ny,ny}. Entdo n > ng = n > n; e n > ny,
logo

[(%n — yn) — (a — D) |(zn — a) + (—yn +0)|

< |z, —al+ | —yn +0)| = |z, —al + |y, — b
£LE_

5 Ty~ F¢

A

Portanto, lim(z,, — y,) = a — b.

(iii) Dado ¢ > 0, existem ndmeros n; e n, tais que |z, —a| < e paran > n; e
lyn — b| <  para n > ny. Notemos que:

|Tnyn — abl = |zpyn — b+ x,b — ab)
< zullyn — b + |20 — al[b].

Pelo teorema 2.2, existe k£ € N tal que

[Znyn — ab] < Ky, — b + |z — a 0]

Desse modo,

n > ng = max{ny,na} = |r,y, — ab| < ke + |ble = e(k + |b]).
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Como k + |b| € constante, pelo teorema 2.6, lim z,,y,, = ab. Figueiredo (2015)

(iv) Seja k > 0 tal que |z,| < k para todo n € N. Dado ¢ > 0, seja ny € N tal que

5
n>ng=ly,| < -

k
Assim, n > ng = |x,y, — 0] = |z,||yn] < %k =e.
(v) Note % —% = %. Como o lim(z,b—y,a) = ab—ba = 0, basta mostrar
que (1/y,b) € uma sequéncia limitada para concluir que lim (? - %) = 0 e portanto

que lim(z, /y,) = a/b. Tomando ¢ = b?/2, temos 0 < ¢ < b*. Como limy,b = b*, pelo
teorema 2.7, para todo n suficientemente grande, temos ¢ < y,,b e assim 1/y,b < 1/c.
Lima(2016).

Tn+1

Exemplo 2.3: Se x,, > 0 paratodon € N e lim (
Lima(2016, pg.29)

) =qa < lentdolimz, = 0.
Ty,

Tomando ¢ € Rcoma < ¢ < 1, assim 0 < z,41/z, < c para todo n sufi-
Tn+1

cientemente grande. Logo, 0 < z,,1 = ( x, < cr, < x, € assim, para n

n

suficientemente grande, a sequéncia (z,) € monoétona limitada. Sendo b = lim z,,
como z,.1 < cr, para todo n suficientemente grande, fazendo n — oo, temos
b<cb=0b(1—-c)<0.Devidob>0e0<c<1,entdob=0.Lima(2016)

Exemplo 2.4: Sejama >1ekeN

an

lim — = 0.
n!

n

Sejazx, = a—, temos
n!
lim z,, = 0. Lima(2016).

In—i—l

— L, logo lim <x;+1) = 0 e, pelo exemplo 2.3,

Ty n+1 n
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3 SERIES NUMERICAS

Discutiremos nesse capitulo alguns tipos importantes de séries e em seguida
aprenderemos a determinar se uma série converge ou diverge.

3.1 CONCEITOS BASICOS E ALGUNS TIPOS DE SERIES

Definicao 3.1: A expresséao

oo
E ap = a1 +as + ...
n=1

onde os termos a, (n-ésimo termo ou termo geral da série) sdo numeros reais dados,
é chamada uma série numérica. Formamos através da sequéncia (a,) uma nova
n

sequéncia (.5,), chamada sequéncia das reduzidas ou somas parciais s,, = Zai =
1=
a,+az+...+a,. Se existir S = lim s,,, entdo a série (3.1) converge e sua somaé S, isto
o0
é,5 = a,. Selims, ndo existir, diremos que a série (3.1) diverge. Figueiredo(2015).
n=1
Decorre da definicao(3.1), para encontrarmos a soma de uma série basta
calcularmos o limite da n-ésima reduzida. Essa ideia nos lembra do calculo da integral

[e.9]

imprépria/ flx)de = hm / f(z)dx, isto é, integramos de 1 a b e entdo aplicamos

b — oo. Do mesmo modo fazemos em séries, primeiro somamos de 1 a n e em seguida
aplicamos n — oo.

Recordando do exemplo 2.2, temos 1 +1+1/2!+...+1/n!+... & uma série con-
vergente, com soma igual a e. Agora veremos alguns exemplos de séries convergentes
e divergentes.

Exemplo 3.1: A série ) 27" ¢ convergente e sua soma é 1. De fato, utilizando

n=1
1_tn+1

a identidade Zt’“ =

k=1

" T\" 1— l”“ 1 1\" !
> (—) —1= Ll G 1=1-(5)". Como lim (§> = 0, temos lim s, = 1.

k=0

(t # 0 et # 1), temos a soma parcial s, = » 27" =

Exemplo 3.2: A série » (—1)"*" ¢ divergente, pois a soma parcial s, € igual a
n=1

zero quando n € par e igual a 1 quando n € impar. Logo, lim s,, ndo existe. Lima(2016)

Exemplo 3.3: (Série geométrica) Za” com soma igual a 1/(1 — a) é con-

n=0
vergente quando |a| < 1. Se |a| > 1, a série geométrica € divergente. Com efeito,
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subtraindo s, =14+a+a’>+...+a"deas, =a+a’*+...+a" + "' temos:

S,—as, = 1—a

=
1—a
= - -

Se |a| < 1, temos a"*' — 0 quando n — oo, implicando lims, = 1/(1 —a) e
portanto a convergéncia da série. No caso |a| > 1, quando n — oo temos a" ™! — oo
e assim lim s,, = —oo concluindo a divergéncia da série. Lima(2016).

Exemplo 3.4: (Série harmonica) A série harmdnica é divergente. De fato,

o8] 1 ~ > 1 > P .
se ~ = s fosse convergente, entéo > 5. =ae > 5— = btambém seriam
n=1 n=1 n=

convergentes. Além disso, como s,, = a, + b,, fazendo n — oo teriamos a = b = s/2.
Por outro lado

a—b = lim(a, — b,)

111
— tim
- (1.2 MV T o 1)2n) >0

logo a > b. Contradi¢cdo. Lima(2016).

- - R
Exemplo 3.5: (Série telescopica) '. A série § (— no qual o termo geral
n\n
n=1

+1)
1 1 1

Up = —F—— = — —

Cnn+1) n o n+l
1 1 N 1 1 N n 1 1
S, = — = P - —
2 2 3 n n-+1
SR (L I (L Y (L !
n 2 2 3 3 no n n+1

, tem n-ésima soma parcial:

= 1— 1
n+1
. ) 1
e, portanto, lim s,, = lim (1 — > =1-0=1. Logo,
n—+1

oo

1
2 e

' Nessa série os termos se cancelam em pares. Devido a todos os cancelamentos, a soma se contrai

(como um antigo telescépio) em apenas dois termos. Stewart(pg. 639, 2016)
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3.2 CRITERIO DE COMPARACAO

o0 o0
Teorema 3.1: Sejam Z a, e Z b, séries de termos ndo-negativos. Se existem

n=1 n=1

oo
¢ > 0eny € N tais que a, < cb, para todon > ngy, entdo a convergéncia de Z b,

n=1

implica a de >~ a,, enquanto que a divergéncia de »  a, implica a de » _ b,.Lima(2016,
n=1 n=1 n=1
pg. 40). Esse teorema é conhecido por critério de comparacao.

o0

Prova: Supondo a, < cb,, Vn € N. Assim, as reduzidas s, e t,, de > a,

n=1
oo
e an respectivamente, formam sequéncias nao-decrescentes tais que s, < ct,,
n=1
Vn € N.

Caso 1 (> b, convergente): Se ) b, é convergente temos (t,) limitada,
n=1

n=1
implicando que existe k € N tal que —k < s, <t, <k, Vn € N, assim (s,,) é limitada.

Pelo teorema 2.4, s,, é convergente e consequentemente Z a,, convergente.

n=1

Caso 2 () a, divergente) Se > _a, ¢ divergente temos (s,) ilimitada, isto &,
n=1 n=1

podemos tomar k£ € N grande quanto quisermos, vai existir n € N tal que ¢,, > Sn k,
C

assim (t,,) é ilimitado, logo ) b, ¢ divergente. Lima(2016).

n=1
Teorema 3.2: O termo geral de uma série convergente tem limite zero. Lima(2016,
pg.40).

[e.9]

Prova: Supondo Zan convergente, com reduzida s, e soma S. Como a,, =
n=1

Sp — Sp—1, €ntdo lima,, = lim(s, — s,_1) = S — S = 0. Desse teorema vem que: Se

lim a,, N&0 existir ou se lim a,, # 0, entdo a série > _ a, € divergente. Lima(2016).

n=1
Em outras palavras o teorema afirma que se o limite do termo geral de uma
série é diferente de zero, entao a série diverge. Agora, quando o termo geral tem limite
igual a zero, apenas com essa informacao, nada podemos concluir a respeito da série.
A Figura 4 resume 0s casos.
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Figura 4 — Analise do termo geral de uma série

_|(a,) diverge |2 a, diverge
Sa, FK——  -llima, =0 .| 2 a, diverge
N lim a, =0 > a, converge ou nao

Fonte: Elaborada pelo autor

3.3 SERIES ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES

o0

Definicao 3.2: Uma série Z la,,| € absolutamente convergente quando Z an

n=1 n=1

converge. Caso, Z la,,| = +00 chama-se condicionalmente convergente. Lima(2016).

n=1
Teorema 3.3: Toda série absolutamente convergente é convergente. Lima(2016,
pg. 41).

3.4 TESTES DE SERIES

Teorema 3.4: (Teste de Leibniz.) Seja (a,,) uma sequéncia de nimeros reais
nao-negativos, taisque a; > ay > ... > a, > ... elima, = 0. Asérie a;—asy+as—as+. ..
converge. Figueiredo(2015).

Prova: Seja s, = a;—as+...+(—1)""a,. Inicialmente, observe que a sequéncia
das reduzidas de ordem par é ndo-decrecente, pois

Son = (a1 — a2) + (a3 — ag) + ... + (a2p_1 — a2y)

onde a cada paréntese a expressao formada € nao-negativa.

E as reduzidas de ordem impar formam uma sequéncia ndo-crescente:

Son41 = A1 — (Gz - CL3) - (a4 - G5) ... (Gzn - Cl2n+1)
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onde a cada paréntese a expressao formada € nao-negativa.

Além disso, como sy, = So, 1 — oy, t€MOS So,, 1 — S9, = a9, > 0 implicando
Son—1 = Sons isto é:

82§S4§...<82n§...<82n_1§...<83381

Concluimos que as sequéncias(ss,) € (s2,—1) S&0 monotonas limitadas e, por-
tanto, pelo teorema 2.3 convergentes.

Como lima, = 0, pelo teorema 2.4, lim ay, = 0, l0go lim sy, = lim s5,, ;. De-

vido ao teorema 2.5, temos (s,,) converge, isto €, a série Z(—l)"“(an) converge.

n=1

Figueiredo (2015).

Uma reduzida s,, de qualquer série convergente € uma aproximacao para a soma
total S. E Util pensar nisso somente se pudermos estimar a precisao da aproximagcao.
O erro envolvido na aproximacéo S ~ s, € oresto R, = S — s,,. O teorema a seguir
nos mostra que para séries que satisfazem as condi¢des do teste de Leibniz, o erro é
menor que a, 1, que é valor absoluto do primeiro negativo.

Teorema 3.5(Estimativa de séries alternadas) Se s = Z(—l)”‘lan for a
soma de uma série alternada com a,, 1 < a,, elima, =0, entdo |R,,| = |s — sn| < ap41.
Stewart(2016).

Prova: De fato, sabemos que s esta entre duas somas parciais s, € S,i1
quaisquer. Assim,
Spt1 S < Sy = Spp1 — S <S5 — 5, <0

= |s—sp| < |Sps1 — Su| = ni1. (3.1)

Teorema 3.6: Seja uma série Z b, absolutamente convergente, com b, # 0 para todo

n=1
n € N. Se a sequéncia (a,/b,) for limitada (em particular, se for convergente) entdo a

série Z a, sera absolutamente convergente. Lima (2016, pg. 42)

n=1
Corolario 3.6.1 (Teste de d’ Alembert ou da razao): Seja a, # 0, para todo
n € N. Se existir uma constante c tal que |a,1/a,| < ¢ < 1 para todo n suficientemente
grande (em patrticular, se lim |a,+1/a,| < 1), entdo a série i a, sera absolutamente
convergente. Lima (2016, pg. 42). i
Observacao:

Ap4+1

(i) Se lim

o0
< 1, entao a série Z a, converge absolutamente e, portanto

n=1

n

converge.
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(i)) Se lim | 1| > 1, entéo a série > a, diverge.
An n=1
(iif) Se lim | 21| = 1, entdo a série pode convergir (por exemplo, > 1/n% ou
an
n=1

divergir (por exemplo, ) " 1/n).
n=1

Teorema 3.7 (Teste de Cauchy): Quando existe um numero real ¢ tal que
Vlan| < ¢ < 1 para todo n € N suficientemente grande(em particular, quando o

a,| < 1) a série Z a, € absolutamente convergente. Lima (2016, pg. 43).

lim <«
n=1
Observacao:
(o)
(i) Se lim {/]a,| < 1, entdo a série ) _ a, converge absolutamente e, portanto
converge. "

(ii) Se lim {/]a,| > 1, entao a série Y _ a, diverge.

n=1

(iii) Se lim {/|a,| = 1, entdo a série pode convergir (por exemplo, Z 1/n*) ou

n=1
)

divergir (por exemplo, ) ~1/n).

n=1
Teorema 3.8: Seja (a,,) uma sequéncia cujos termos sdo diferentes de zero. Se
lim |ay+1|/|an| = L, entdo lim {/|a,| = L. Lima (2016, pg. 43).
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4 SEQUENCIAS E SERIES DE FUNCOES

Imagine a seguinte situacdo: uma sequéncia de fungdes f1, fa,..., fn,... dada
por uma regra, na qual se aproxima da fun¢do f(x) conforme n — oco. Essa ideia sera
abordada nesse capitulo e servira de base para o estudo de séries de fungdes. Vale
ressaltar que em sequéncias e séries numéricas ha apenas uma nogao de limite, mas
para funcdes ha varias. Aqui estudaremos apenas duas dessas varias: Convergéncia
simples e convergéncia uniforme.

Definiao 4.1 (Sequéncias de funcoes): Uma sequéncia de fungdes é uma
sequéncia n — f, (n € N), onde cada f,, € uma funcao. Aqui estudaremos apenas
sequéncias de func¢des de uma variavel real.

4.1 CONVERGENCIA SIMPLES

Definicao 4.2 Uma sequéncia de fungdes f,, : X — N converge simplesmente
para f : X — N se, dado arbitrariamente ¢ > 0, para cada x € X existe ny(dependendo
de ¢ e de z) tal que

n>ng=|fulx) — f(z)] <e.

Lima(2016).

Para compreender melhor a definicdo de convergéncia simples, vejamos um
exemplo interessante.

Exemplo 4.1: A sequéncia de fungdes f, : R — R, naqual f,(z) = % converge
simplesmente para f : R — R que é identicamente nula. Concluimos isso, de fato, para
todo = € R fixo, temos lim T_o. Lima(2016).

n

Observe a Figura 5.
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Figura 5 — Sequéncia de fungées f,(z) = %

fa

Fonte: Elaborada pelo autor

Exemplo 4.2: Para cada n > 1, seja f,(z) = z". A sequéncia de fungbes f,
converge simplesmente, em | — 1, 1], a fun¢do f definida por:

f(fv>={1’ vl

0, -l<z<l

Isso significa que para todo = €] — 1, 1]
lim f,(z) = f(z).

De fato, para x = 1, temos:

lim f,(1) = lim 1" = 1 = f(1).
Para —1 <z < 1, temos:

fu(z) =limz" = 0 = f(z)
Para |z| > 1, temos:
fu(z) =limz" = +o0

eparax=-1 f,(z) = limz" diverge, pois lim f5,(x) # lim f5, ;1. Portanto,

lim f,(z) = f(z),Vx €] — 1,1].

O comportamento do grafico do exemplo 4.2 segue na Figura 6:
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Figura 6 — f(z) e algumas fungdes f,,(x)

Fonte: Elaborada pelo autor

Um tipo de convergéncia mais restrito do que a simples € a convergéncia
uniforme.

4.2 CONVERGENCIA UNIFORME

Definicao 4.3 Diz-se que uma sequéncia de funcodes f, : X — R converge
uniformemente para a funcéo f : X — R se, dado qualquer ¢ > 0, existe ny(dependendo
apenas de ¢) tal que, para todo = € R,

n>mno = |fu(z) — fl2)] <e

Lima(2016).
Observe a Figura 7.

Geometricamente é facil interpretar a convergéncia uniforme. Significa que para
todo ¢ > 0, existe um indice ng tal que os graficos de todas as fung¢des estdo contidos
na faixa delimitada pelos gréficos das func¢des f(z) +c e f(x) — . Caso a convergéncia
ndo seja uniforme, para uma infinidade de valores n, existe £ > 0 tal que grafico de f

ndo esta totalmente contido na faixa de raio r.

Exemplo 4.3 Seja ainda a sequéncia de fungdes f,(x) = % N&o é possivel

delimitar uma faixa (f(z) + ¢, f(z) — €) que possa conter o grafico de uma fungéo
f» : R — R. Assim, essa sequéncia nao converge uniformemente para zero. Mas, se
restringirmos o dominio das fungdes f, ao intervalo |z| < ¢ para todo = € X, entédo
fn — 0 uniformemente. De fato, dado ¢ > 0, tomando ny > ¢/e. entdo n > ny =
|fu(2)] = |z]/n < ¢/ny < e. Lima(2016).
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Figura 7 — Convergéncia uniforme

v

|

|

|

|
. S

X

Fonte: Lima(2006)

Teorema 4.1 Se a sequéncia de fungées integraveis f, : [a,b] — R converge
uniformemente para f : [a,b] — R, entdo f € integravel e

/abf(m)da: — lim /ab folw)da

Teorema 4.2 (Teste de Weierstrass): Dada a sequéncia de fungées f, : X —

Lima (2016, pg. 161).

R, seja » _ a, uma série convergente de nimeros reais a, > 0 tais que |fn(z)| < a,

n=1

o o
para todon € N e todo = € X. Assim, as séries Y _|f.| € Y _ f, séo uniformemente
n=1 n=1

convergentes. Lima (2016, pg. 163-164).

Definicao 4.3: (Séries de fun¢oes) Uma série de fungcdes é uma série Z fn

n=1

onde cada f,, € uma fungdo. Dizemos que a série an converge, em X a funcao
n=1

s: X — Rse,paracadaz € X,

O que significa que, para cada z € X, s(z) = lim Z folx

A funcéo s = s(z Z fa(z), denomina-se soma da série Z f.. Note que o

dominio de s € 0 conjunto de todos 0S x para 0s quais a série converge Guidorizzi
(2013, v.4)
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5 SERIES DE POTENCIAS

Nesse capitulo veremos o conceito chave para o estudo de séries de Taylor e
alguns dos seus resultados principais.

Definicao 5.1 Seja (a,), n > 0, uma sequéncia numeérica dada e seja x, um
nuamero real. A série:

Zan(x—:co)”:ao—l—al(:v—aco)+...+an(x—x0)”—|—...

n=0

€ chamada série de poténcias centrada em de zy. Séries desse tipo formam uma
generalizagdo natural de polinémios. Se xy = 0, temos a série de poténcias:

o0
E apxt” =ap+ax+ ... +a,x" + ...
n=0

Lima(2016).

o
Exemplo 5.1: Z a,xz"/n! € uma série de poténcias centrada em zero e com

n=1
coeficientes a,, = 1/n!. Essa série converge para todo valor de x, pelo Corolario 3.5.1.
Guidorizzi (2013, v.4)

o0
Teorema 5.1: Seja a série de poténcias Z ap,x”. Existem apenas as seguintes
n=1

possibilidades:

o
(i) ou Z a,z" converge apenas para x = 0;

n=1

(o]
(i) ou » ~ a,z" converge absolutamente para todo = real;

n=1

(iii) ou existe R > 0 tal que a série Z a,z" converge absolutamente para todo «

n=1
no intervalo (— R, R) e diverge fora do intervalo|— R, R|. Nos extremos —R e R a série
pode convergir ou ndo. Guidorizzi (2013, v.4). Graficamente, temos:

Exemplo 5.2: Para encontrarmos o raio de convergéncia e o intervalo de
convergéncia da série

. (—3) gt
Y

n=1
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Figura 8 — Item (iii), teorema 5.1

Diverge : Converge I Diverge
R R
Converge Converge
ou nao ou nio

Fonte: Elaborada pelo autor

seja a, = (—3)"'2""'/y/n. Entéo,

Un1| (—3)”:B” \/ﬁ
ay, - n 1:L‘n 1
= |-3
- :c,/nH\ i
= lim3 =3
3yl = 3l

Pelo teste da razéo a série converge se 3|z| < 1 e diverge se 3|z| > 1, isto €,
converge se |xz| < 1/3 e diverge se |z| > 1/3. Implicando que o raio de convergéncia €
1/3.

A série converge no intervalo (—1/3,1/3), testando a convergéncia nas extremi-
dades: Se x = —1/3, temos:

(=)t K 1 1
=) ==—F+—72+—42+
; Vn ; n 1 2 3
que diverge. Se = = 1/3, temos
0 ( 3)n71xn71 B o0 (_1)n71
Sy B

que converge, pelo teorema 3.4 . Concluimos, o intervalo de convergéncia da série é
(—1/3,1/3]. Stewart(pg. 672, 2016)

Teorema 5.2: Se os coeficiente a,, forem diferentes de zero e existirlim |a,,1|/|a,| =
o0

L, entao o raio de convergéncia da série Z a,x™ ér =1/L. Lima(2016, pg. 166)

n=1

Teorema 5.3 (Derivacao termo a termo): Seja r o raio de convergéncia
oo

da série de poténcias » a,z". A fungdo f : (—r,r) — R, definida por f(z) =

n=0
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o0

ao+ a1z + asx’ + ... = Z a,x", € derivavel, com f'(z) = a1 + 2asx + .. Z n.apx"”
n=0
e a série de poténcias de f'(x) ainda tem raio de convergéncia r. Lima (201 6 pg. 166).
Teorema 5.4 (Integracao termo a termo): Seja r o raio de convergéncia da

série de poténcias  _ a,(x — xo)". Ento,
n=0

/Zanx—xo —K—l—z 55;_7_01

n+1

Stewart(pg. 675, 2016)
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6 REPRESENTACAO DE FUNCOES COMO SERIES DE POTENCIAS

Como vimos anteriormente, séries de poténcias formam uma generalizacao
natural de polinbmios. Assim, representar certos tipos de funcdes como séries de
poténcias é util, pois seus termos: sao simples para integrar, infinitamente diferenciaveis
e faceis de resolver para qualquer numero z. Mais a frente veremos que esse método
€ essencial para aproximar uma funcao ao redor de um ponto, integrar fungdes que
nao tem antiderivadas elementares e resolver equacdes diferenciais. Nesse momento,
representaremos fungdes como séries de poténcias utilizando as seguintes estratégias:
manipulacéo de séries geométricas; derivacao; integracdo. Essas estratégias foram
utilizadas por Newton no inicio do Calculo, no século XVIII.

Vejamos:

L . 1
Série da funcao ——
1—=

Anteriormente vimos no exemplo 3.3:

1 o0
1_x:1+x+x2+353+...:n§_0x” lz] < 1 (6.1)
1 .
Sendo s, (z) =1+z+2*+2°+...e f(z) = = lim s,(z), graficamente

1—=x n—s o0

temos a Figura 9:

: 1 .
Figura9 — f(z) = T2 e algumas somas parciais s,
— X

Fonte: Elaborada pelo autor

- ~ 1
Série da funcao
1+
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Da equacao 6.1, temos:

1 L a2

= v

Devido essa ser uma série geométrica, a mesma converge quando | — z| < 1,
ou seja, —1 < —x < 1 implicando |x |< 1. Assim seu intervalo de convergéncia é (-1,1).

1 . .
Sendo s,(z) =1—x+2*—2°+...e f(z) = e lim s,(z), a Figura 10 ilustra o
€T n—o0
comportamento dessa série:

: 1 .
Figura 10 — f(z) = T2 e algumas somas parciais s,

Fonte: Elaborada pelo autor

. - 1
Série da funcao
1+ 22

Substituindo z por 2 na equagéo 6.1, temos:
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1 1 = .
T+22 1-(—2%) HZ:O(_I)

= Z(—l)”x%:1—$2+x4—$6+x8—... (6.2)

n=0

Stewart(2016).

Neste caso também temos uma série geométrica, assim ela converge quando
o0 1
2 2 _1\n,.2n
| —2°| < 1= 2°< 1= |z|] < 1. Tomando s,(z) = E (=D)"z™" e f(x) = e

n=0

lim s,(z), graficamente na Figura 11:

n—aoo

Figura 11 — f(x) = e algumas somas parciais s,

1+ 22

574

3_

2_

f
-3 -2 1 0 2 3

_1-

51 -7

Fonte: Elaborada pelo autor

Série da funcao In(x + 1)

Sabemos que

=l—z+2>—23+... lz] <1
1+x

Integrando, obtemos
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In(1+ z) :/ = dx

1+z

— /(1—x+x2+...)dx

2 3 4

_ Z(-1)”1% + K 2] <1 (6.3)

n=1

Para encontrar o valor de K tomamos x = 0 na equagao 6.4 e obtemos In(1+0) =
K= K=0.

Esta série converge no intervalo aberto (-1,1) e pelo teorema 3.4 também con-
verge para x = 1 e diverge para x = —1. Stewart(2016).

[e.o]

Seja s, (r) = Z(—l)”‘l% e f(x) =In(z+1) = nhinoo sn(z), graficamente na
n=1

Figura 12:

Figura 12 — f(x) = In(x + 1) e algumas somas parciais s,

Fonte: Elaborada pelo autor
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Série da fungdo f(z) = tg~'(z)(Série de Gregory)
Comof’(x) = 1/(1 + 2*) e pela equagio 6.3, temos:

1
tg~H(x) = / de = /(1 — 4ot — 28 2®)da

1+ 22

3 .1'5 LIZ’7

= K _— gt = — =+ ...
+x 3+5 7+

Para determinarmos k, tomamos z = 0 = tg~*(0) = 0 = K. Assim,

3 5 7 e 2n+1
tg @) =a -t = =Y () (6.4)
3 5 7 —~ 2n—+1

A série da fungdo tg~'(z) converge no intervalo [—1,1].

oo
x2n+1

Tomando s, (z) = » (=1)"
na Figura 13:

o1 © flx) =tg H(x) = lim s, (z), graficamente

Figura 13 — f(x) = tg_'(x) e algumas somas parciais s,

Fonte: Elaborada pelo autor

No capitulo 8 veremos como representar outras fungdes: exponencial e trigono-
métricas (sen(x), cos(x) e tg(x))
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7 SERIES DE TAYLOR

No capitulo anterior aprendemos a escrever fungcdes como séries de poténcias,
mas chega a um ponto que os métodos que aplicamos se tornam restritos. Veremos
agora uma ferramenta que expande esse horizonte.

Observacao: A série de Taylor € um tipo de série de poténcias e ainda temos
uma subcategoria de séries de Taylor: Séries de Maclaurin. As séries de Maclaurin
sdo mais simples de trabalhar, porém as séries de Taylor sdo mais eficazes embora
mais trabalhosas do que as de Maclaurin.

Teorema 7.1: Se f tiver uma representagdao em séries de poténcias em a, ou
seja,

f(x):ch(:L‘—a)" |z —a| < R,

n=0

entdo, seus coeficientes sdo dados por:

f™(a)

n!

Cp =

Stewart(2016) Prova: Seja f uma fungao qualquer que pode ser representada por uma
série de poténcias.

f(x)=co+c(x—a)+cyr—a)Y+cs(x—a)P+ey(r—a)+... |z—al <R (7.1)

Quando z = a na equagéo 7.1, obtemos: f(a) = c.

Aplicando o teorema 5.5 na equacgao 7.1:

f'(x) = c1 +2¢2(x — a) + 3ez(z — a)® + deg(x —a)® + ... |t —al| < R (7.2)

e fazendo = = a na equagéo 6.5, decorre: f'(a) = ¢;

Derivando membro a membro da equagao 7.1:
f"(x) = 2¢cy + 2.3¢c3(x — a) + 3.4cy(xr —a)* + . .. |z —a| < R (7.3)

Na equagéo 7.3 colocando = = a, temos f”(a) = 2¢, Aplicando novamente a mesma
ideia na equacao 7.3:

f"(x) =2.3c3 +2.34cy(x —a) + ... |z —a| <R (7.4)

e substituindo x = a na equacgéo 7.4, obtemos " (a) = 2.3¢c3 = 3lc3
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Capitulo 7. Séries de Taylor

E possivel perceber o padrao. Continuando a derivar e substituir 2 = a, temos:

f™(a) = 2345.... n.c, =nle,
(n)
N 10
(n) >0
Substituindo ¢, = / m( “) em f( ;cn z —a)", obtemos:
fl) = > — 2 o — ay
n=0 .
f’(a) f"(a) r —a)’ + %@(m —a)’+ ... (7.5)

= f@)+ e+

A série da equacgao acima € conhecida por série de Taylor da funcao / em
torno de «. Para a = 0, temos o caso especial da série de Taylor: Série de Maclaurin,

isto &,

oo
n=0
Observacao: Se f puder ser representada como uma série de poténcias em
torno de a, entdo f é igual soma de sua série de Taylor. Por outro lado, existem funcdes

que nao sao iguais a soma de suas séries de Taylor. Stewart(2016)

Teorema 7.2: Se f(x) = T,(x) + R,(z), onde T,, é o polindbmio de Taylor de

n-ésimagraude femae
lim R, (z) = 0

para |x — a| < R, entdo f é igual a soma de sua série de Taylor no intervalo |x —a| < R

Stewart(2016, pg.682).
Teorema 7.3 (Desigualdade de Taylor): Se |f"*V(z)| < M para |z —a| < d

entdo o resto R, (x) da série de Taylor satisfaz a desigualdade

M n
|Rn(l’)| S m‘l’ - CLl +1 para |JJ — a| S d.

Stewart(2016, pg.682).
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8 APLICACOES DAS SERIES DE TAYLOR

8.1 APROXIMACOES DE FUNCOES AO REDOR DE UM PONTO

Agora, aplicaremos as séries de Taylor para representar funcdes através de
séries e fazer um estudo de aproximacdes de funcdes ao redor de um ponto.

Série da funcao exponencial

Sendo f(z) = €%, entdo f™(z) = ¢, logo f©) = €* = 1 para todo n. Assim, a
série de Taylor para f em 0 (série de Maclaurin) é

if

n=0

o " 2 3
:Z—'—1+ ot (8.1)

(n)

21 ' 3l

Mostrando que f(x) = ¢® é igual a soma da sua série de Maclaurin. Vemos que
" (z) = e® para todo n. Se d é um nimero positivo qualquer. Logo, a desigualdade
de Taylor, coma =0e M = e

6cl

(n+1)!

|[Bn(2)] < ™+

n

) .
A mesma constante M = ¢? serve para cada valor de n. Porém, como lim —=0
n.
para todo z real(exemplo 2.4), temos:
d |:L,n+1|

€
li it — el =
1rn (n+1)! i ¢ (n+1)!

Pelo teorema do confronto lim |R,(z)| = 0 e, assim, lim R,,(z) = 0 para todos
os valores de x. Decorre do teorema 7.2, f(z) = e € igual a soma de sua série de

o0 n

Maclaurin. Seja 7,,(z) = Z % graficamente temos na Figura 14:
n=0
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Figura 14 — f(x) = ¢* e alguns polindmios de Maclaurin T, (x)

Fonte: Elaborada pelo autor

Veja que T,, € um polinbmio de grau n, conhecido como polindmio de Taylor de
n-ésimo grau da funcdo f em a. Observamos na Figura 14, quando n aumenta 7,,(z)
aproxima-se de f(x) = e".

A série de Maclaurin da funcao sen(x)

Determinando as primeiras derivadas da fungao e substituindo 0 por x em cada
uma dessas derivadas, temos:

J2) = sen(z)  f(0)=0
[@) = cos(z)  f(0)=1
/(@) = —sen(x) f'(0)=0
") = —cos(x)  f"(0)= -1
fia) = sen(x)  f'(0)=0

Note que as derivadas se repetem a cada quatro, podemos usar a série de
Maclaurin, escrevendo do seguinte modo:

O, SO )

f(0)
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Como f"*V) & +sen(x) ou £cos(z), concluimos que |f™ ™ (z)| < 1 para todo z.
Logo, tomando M = 1 na desigualdade de Taylor:

M
(n+1)

af

| Ry ()] < m

2] =

n

Novamente, como lim I—‘ = 0, o lado direito da desigualdade tende para zero

n
qguando n tende ao infinito, desta forma |R,,(x)| — 0 pelo teorema do confronto. Assim,
|R,(x)] — 0 quando n — oo, portanto, sen(z) € igual a soma de sua série de Maclaurin
pelo teorema 7.2. Isto é,

sen(z) = t— s+ ——=+...

— Z(_m—( - L (8.2)

Abaixo nas Figuras 15 e 16 observamos o comportamento do polinémio de

. n . 2+l o ;
Maclaurin T,, = ;(—1) @) Proximo de 0 e da fungédo f(x) = sen(x). Vemos que
0 polinébmio 7, (x) € uma boa aproximagéo de f(x) = sen(x) para valores de = proximos

de 0.
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Figura 15— f(x) = sen(z) e polinbmio de Maclaurin 7} (z)

15
1

05

16 -14 -12 -1 -08 -06 -04 -02 02 04 06 0B 1 12 14 18 18 2 2.2

Fonte: Elaborada pelo autor

Série de Maclaurin da funcao cos(x)

d d N T
cos(x) = ﬁ(sen(x)):%(a:—a—i—ﬁ—ﬁ%—...)

32 bxt 72

St et

e A

= 1—5—1—1—5—#... (83)

A série de Maclaurin para sen(x) converge para todo x, assim pelo teorema 5.5
a série para cos(x) também converge para todo z. Logo,

cos(r) = 1——4+———+...

- Z(_mén)! Va (8.4)

Nas Figuras 17 e 18 observamos o comportamento do polinbmio 7, ; =
n 24
> (-1y @ proximo de 0 e da fungdo f(z) = cos(x). Vemos que o polindmio T, (z) é
7).
1=0
uma boa aproximacao de f(z) = cos(z) para valores de = préximos de 0.
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Figura 17 — f(x) = cos(x) e polinbmio de Maclaurin T} (x)

Fonte: Elaborada pelo autor

Figura 18 — f(x) = cos(x) e polinbmio de Maclaurin T3(x)

Fonte: Elaborada pelo autor

Série de Taylor da funcao sen(x) ao redor do ponto 7/3

Representaremos agora a funcao f(x) = sen(x) como uma soma de série de
Taylor centrada em 7 /3. Determinando as primeiras derivadas da fun¢éo e substituindo
m/3 por x em cada uma dessas derivadas, temos:

fla) = sen(e)  flnz) = L2
@) = cost@)  Frf3)=g

Fa) = —sen(a)  f(m/3) =22

@) = —eos(e)  f"[3) =
(8.5)

Esse padrao se repete. Substituindo os valores encontrados, termo a termo, na
equacao da série de Taylor, temos:
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. f(3) ™ . f(5) m™2  f"(3) m\3
sen(z) = f(3)+ = (x_§>+ 2l (x_§) BT (x_§> T
V3 ™ V3 T2 T\
- 7?’*%(“5)—2_—;(“5) —%3!(5“—5) e
2 (—1)"/3 M —1)" 7\ 2n+1
- HZ:O (2(12>n)!3 (x— §> +nZ:O 2(;11—2 1)! (m— g) (8.6)

Observamos nas Figuras 19 e 20 observamos o comportamento do polinémio
(DB N2 o (—1) S )

In= ; 2(2i)! (x 3) + HZ:O 22 + 1) (I 3> proximo de 7/3 e da funcdo

f(x) = sen(z).

Figura 19 — f(x) = sen(z) e polinémio de Taylor 7' (x) em torno de 7/3

02

06 04 0370 02 04 06 08 1 12 14 18 18 2 22 24 2 I
02
T
f

Fonte: Elaborada pelo autor
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Figura 20 — f(x) = sen(z) e polinbmio de Taylor 7>(x) em torno de 7/3

Fonte: Elaborada pelo autor

Vemos que o polindmio T, (z) é uma boa aproximacao de f(z) = sen(x) para
valores de = préximos de 7/3, mas ndo é tao boa para = proximo de 0, assim como o
polinémio 7,, de Maclaurin da fungcédo seno. Compare o polindmio de Maclaurin 75 na
figura 16 com o polinbmio de Taylor 73 na figura 20.

A tabela abaixo apresenta um resumo das séries de Maclaurin desenvolvidas

até o momento.

Tabela 1 — Algumas séries de Maclaurin e seus intervalos de convergéncia

Funcéao

Série de Maclaurin | Intervalo de convergéncia
> (—1,1)
n=0
Y (=" (=1,1)
n=0
> (=1 (-1,1)
n=0
> (=t (=00, 00)
n=1
S~ x2n+1
S0y | L
n=0
Sy (o)
R R
& xQn

—1)"— —00, 00
> (—00,00)

Fonte: Elaborada pelo autor
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Série de Maclaurin da funcao tg(x)

Usando a tabela, temos:

sen(x)

ty(x) = cos(x)

z2 x4 x0
1—54-1—@-1-...

2 4 z6
1—54-?—54-...

3

T 2y
3 15

Informacéao adicional

Vimos anteriormente, por exemplo, no gréafico da figura 14 conforme aumenta-
mos n no polinémio T,,(z) melhor a aproximagao para a fungéo f(z) = ¢*. Quando
fazemos o uso de polinbmios para aproximar funcdes, temos que se questionar quao
boa é aproximacgao e quao grande devemos fazer n para obtermos a precisdao desejada.
A resposta para esses questionamentos esté no resto: |R,(z)| = |f(x) — T,.(x)|. Segue
os métodos que podemos utilizar para estimar o tamanho do erro:

(i) Se a série for alternada use o teorema da estimativa de séries alterna-
das(Teorema 3.5).

(if) Para todos os casos use a desigualdade de Taylor(Teorema 7.2).

No momento esse ndo é nosso objeto de estudo, para mais detalhes consulte a
referéncia Stewart(2016).

8.2 INTEGRACAO DE FUNCOES

Outra razao pela qual as séries de Taylor sao uteis € que permitem integrar
fungdes que ndo sao resolvidas com as técnicas usais como: Integracao por partes;
substituicao Trigonométrica; integracao de fungdes Racionais por fragcoes parciais.

Calculo de /e_xde

Como ja sabemos a série de Maclaurin para f(x) = €, basta substituir = por
—z” na série para a fungao f(r) = €.

o0 2
g2 (—ZL‘
€ - Z n!

n=0

n > x2n 1.2 $4 1,6
S Y S
n=0 ’ )
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Integrando:
2 T T
/6 dr = /(1—ﬁ+§—§+...)d1’
3 25 27 p2n+l
= K- — L (=1D)" .
R TR TR o TR S o ey
& x2n+1
= —1)'——+K
;( ) (2n + 1)n! *
Calculo de /xcos(x3)dx.
Vimos anteriormente que:
e . l.2n
cos(x) = ;(—1) @)l
Assim:
0 3\2n 0 6n
3 n(‘r ) n L
= == 1
cos(e?) = DDy = 2D
0 6n+1
3\ nx
= xcos(z’) = Z(—l) o)
n=0
Pelo teorema 5.6,
5 > x6n+2
de =K )"+ K
/wcos(m )dx —1—2( ) (61 2)(2n) +
. e’ —1
Calculo de/ dx.
x

Sabemos pela equacéo (8.1) obtida anteriormente:

o142 T
e’ = +ﬂ+§+§+“'
Logo,
v x x? a3
e — = ﬂ‘i‘g‘f‘a—f‘
et —1 B 1+x+x2+
x o120 3l
Ooxnfl
N n=1 (n)'
Concluimos,
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Calculo de /tg_l(xQ)d:E.

Pela equacéo 6.5:

) = Sy e

Decorre do teorema 5.6:

/“’1(”62) - ;(_W(m Dy T

8.3 CALCULO DE LIMITE

. . . . ~ . o0
No célculo de limites as vezes nos deparamos com a indeterminagao do tipo —
9]

0 . , . . ~ Al
ou o A saida para esse tipo de problema € aplicacao da regra de L Hospital, mas em

alguns casos € preferivel aplicar a série de Maclaurin.
e —1—=x

Exemplo 8.3.1 Calcule lim 5
z—0

xz
Aplicando a série de Maclaurin da funcéo ¢*, temos:

X 1!?2 $3
hmez—l—% _ 11m1+i+§+§+—1—x
2—0 T2 2—0 2
£E2 11,‘3
~ lim ST E ...
x—0 :L'2
_ oy 1 4 x . z? . 1
= A CIETIAV TR B
Stewart(2016, pg. 688)
t —
Exemplo 8.3.2 Calcule lim /7~ %
x—0 €T
Usando a série de Maclaurin para a fungéo tg(x), temos:
1 2
hmtg(x)—yc _ limx+3x3+5x5—|— —x
z—0 1’3 x—0 ;L'?’
1 2, 1
= ilir(l)ngg:UnL =3 (8.3)
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8.4 SOLUCOES DE EQUAGCOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS AO REDOR DE
UM PONTO

Nem sempre € possivel encontrar a solu¢cao de uma equacao diferencial ordi-
naria através da manipulacao de funcdes elementares e assim temos que recorrer a
séries.

A aplicacédo desse método se da pelos seguintes passos:

(i) Escrevemos a possivel em soma de série;

(if) Derivamos a quantidade de vezes necessarias de acordo com a EDO.
(iii) Substituimos as derivadas na EDO.

(iv) Calculamos os coeficientes da série.

A equagéo de Bessel, de Legendre, de Airy, de Jacobi, dentre outras, sdo casos
de equacdes diferenciais ordinarias importantes nesse ambito. Vejamos alguns exem-
plos:

Equacéo y"(r) = —y(x) ao redor do ponto a = 0

Encontrarmos solugdo em série para esta equagao seguindo 0s passos mencio-
o0
nados anteriormente. Considerando y(z) =  _ c,(x — a)" e derivando-a quantas vezes

n=0

necessario em torno do ponto a = 0, temos:

y(x) = co+cax+cpr® + ezt + .
y(z) = ¢ +2cr + 3c3x® 4+ degx® + ..
y'(r) = 2cy+ 6c3w 4+ 12¢c42° + ...

Da igualdade y"(z) = —y(x), temos:

262 = —(
663 = —C
1204 = —C2

2005 = —C3
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Observamos que os coeficientes de indices pares estao relacionados:

Cy = —00/2:—00/2!
Cy = —62/12200/24200/4!

n 1
Cp, = (—1) ﬁCg

Observamos também que os coeficientes de indices impares estao relacionados:

C3 = —01/6 = —03/3!
C, = —03/20261/120261/5!
1
it = (—1)
e S O T

Assim, podemos escrever a solucao geral da equagao
y'(x) = —y(z)
como .
V(o) =0 D) g e )

Se aplicarmos o teste da raz&o veremos que essa série converge para —oo <
x < 00 ¢y € c; sao definidas pelas condigdes iniciais. Pelas equagdes 7.13 e 7.14 a
solugéo geral € equivalente a

y(x) = cocos(z) + cysen(z)

Equacao de Airy ao redor do ponto o« = 1

A equagéo de Airy € dada por

y' — a2y =0, reR

A seguir encontraremos a solucao geral dessa equacao ao redor do ponto a = 1.
o
Considerando a solugéo geral igual a y(z) = cn(x—a)™ e derivando-a quantas

n=0
vezes necessario em torno do pOﬂtO a =1, temos:
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y(x) = cota(r—1)+c(r—1)*+es(z—1)° chx—l
y(z) = c1+2c(x—1)+3cs(x —1)* +deg(z — 1)° + ...

= chn(x — )"y (z—1)"
n=0

y'(x) = 2c+6es(x —1) 4+ 12¢4(x — 1)? Zn (n— Day(x — 1)
n=0

o0

= Z(n +2)(n + Dapa(z —1)"

n=0

Substituindo na equacéao de Airy, obtemos:

o0

Z(n+2)(n+l)cn+2 —chnx—l )=0

n=0

Podemos determinar a série de Taylor de f(z) = x em torno do ponto ¢y = 1,
tomando z =1+ (z — 1).

(n+2)(n+ Deppa(z — )" = 1+ (2 = 1] > colz —1) =0

NE

n=0 n=0
> 42+ epn(z— 1" =Y culr—1)"+> ez — 1)
n=0 n=0 n=0

o0

(n+42)(n+ 1)cpya(z — 1)" ez = 1"+ ) epi(z—1)"

WE
[
WE

i
o

n=0

Segue a equacao:

Mg

202+Zn+2(n+1)0n+2x—1 = cnx—1”+chla:—1

n=0 n=1 n=1
Igualando os coeficientes dos termos correspondentes, obtemos:
200 =a9g = as=ay/2
32a3=a;+ay = az=ag/6+a—1/6
43a4 =as+a; = a4 =ap/24+ ay/12:

Deste modo a solugao geral sera:

(z—1?  (@—1)°
2 * 24

(-1 (-1
6 1

y(x) =ap |1+ +...]+a1{(g:—1)+ +...
Como nao temos uma férmula geral, ndo podemos usar o teste da razao para
mostrar a convergéncia da razdo. Mas, isso é resolvido com o chamado teorema de

Fuchs. ITA(2007). Que nao serd nosso objeto de estudo nesse trabalho.
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9 CONCLUSAO

Nesse trabalho foi proposto o estudo de fun¢des quando representadas através
de suas séries de Taylor. A questao que motivou a pesquisa foi determinar integrais de
algumas fungdes que outrora ndo havia conseguido resolver pelos métodos estudados
anteriormente em meu curso. A elaboracao desse trabalho exigiu bastante dedicacao,
mas produziu bons frutos, pois apliquei, aperfeicoei e adquiri novos conhecimentos.

Os primeiros capitulos foram destinados ao estudo de sequéncias e séries nu-
méricas, essenciais para aprendizado de conceitos e técnicas importantes como: limite
de uma sequéncia, convergéncia e divergéncia de séries e os testes de convergéncia.

No quarto capitulo vimos que a no¢ao de limite de uma fungéo vai além do que
estudamos nos primeiros capitulos e enunciamos, porém omitimos as demonstracdes
de alguns teoremas acerca de sequéncias e séries de funcdes.

Nos capitulos 5 e 6 estudamos um tipo de série de suma importancia que é a
"ponte"para o estudo de séries de Taylor: Séries de poténcias. E ainda aprendemos a
representar algumas fungdes através de séries com ideias que foram explanadas nos
capitulos anteriores.

Nos ultimos capitulos, definimos Séries de Taylor e algumas de suas aplica-
cbes.Vimos que Séries de Taylor expande as possibilidades de representar funcoes
como séries. E em suas aplicacdes abordadas aqui, representamos e aproximamos
funcbes ao redor de um ponto e isso foi fundamental nas outras aplicacdes: Integracéo
de funcdes, Calculo de limite e solucées de Equacdes diferenciais ordinarias.

Por fim, Séries de Taylor € um tema com dimensao de aplicacdes bem maior
do que a apresentada nesse trabalho. Apesar de termos apenas abordado um estudo
superficial, esse trabalho pode abrir possibilidades para estudos mais complexos em
torno de Séries de Taylor.
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