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RESUMO

Este trabalho intitulado como Demonstragcdes matematicas: Um foco exponencial e
logaritmico, visa contribuir significativamente para a melhora do ensino matemético
dos estudantes da Educagao Basica. Nele € abordado uma proposta de ensino das
funcdes exponenciais e logaritmicas através das demonstracbes matematicas (direta,
contra positiva, reducdao ao absurdo e inducao matematica) a luz dos conceitos e
propriedades basicas do tema. Sao vistas algumas aplica¢des da fungao exponencial
no resfriamento de um corpo, em matematica financeira pelos Juros compostos € o
estudo do crescimento da populacao de bactérias através da funcao logaritmica. O
software GeoGebra é explorado como recurso auxiliar para a visualizagao de situacdes
problemas e como facilitador da constru¢do da légica dos raciocinios matematicas mais
abstratos, devido a sua capacidade de unir a algebra e a geometria em uma Unica
interface. Além de um exemplo de como utilizado no estudo da absor¢ao, de um dado
medicamento, pelo corpo humano.

Palavras-chaves: Exponencial. Funcdo. GeoGebra. Logaritmo.



ABSTRACT

This work titled as Mathematical Demonstrations: An Exponential and Logarithmic
Focus, aims to contribute significantly to the improvement of the mathematics teaching
of students of Basic Education. In it, a proposal is proposed to teach exponential and
logarithmic functions through mathematical demonstrations (direct, against positive,
reduction to absurdity and mathematical induction) in light of the basic concepts and
properties of the theme. Some applications of the exponential function in body cooling,
in financial mathematics by compound interest, and the study of population growth of
bacteria through logarithmic function are seen. GeoGebra software is explored as an
aid to the visualization of problem situations and as a facilitator of the construction of the
logic of the most abstract mathematical reasoning, due to its ability to combine algebra
and geometry in a single interface. In addition to an example of how it is used in the
study of the absorption of a given medicine by the human body.

Key-words: Exponential. Function. GeoGebra. Logarithm.
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1 INTRODUCAO

A Matematica é uma area do conhecimento que requer bastante poder de con-
centracdo, raciocinio légico, dominio de métodos de contagem, visdo geométrica e
imaginacao. Por esta razao, para consolidar sua compreensao a dedicacao € funda-
mental.

No decorrer dos tempos o ensino da Matematica ganhou lugar de destaque
principalmente com os gregos. Porém, as suas descobertas eram bastante abstratas e
muitos dos resultados obtidos nao tinham uma aplicagcéo pratica no cotidiano.

Atualmente, o ensino da Matematica tém a sua importancia consolidada, mas no-
vas técnicas e contextualizacdes se tornam necessarias devido ao avanco da tecnologia.
Entretanto a esséncia da matematica se sustenta nos seus meios de demonstracoes.
Uma formula, um teorema ou um resultado importante nascem de um grande raciocinio
do qual os antecederam. Esse raciocinio no contexto da matematica é chamado de
prova ou demonstragao.

A motivagao a principio deste trabalho estd no fato de muitos alunos e até
mesmo professores da educacgao basica tanto nos niveis fundamental como no médio
nao terem a pratica de utilizar as demonstragdes matematicas para a compreensao dos
conteudos necessarios a aquisicdo de conhecimentos, seus estudos baseiam-se em se
restringir apenas em decorar formulas e resolugcéao de problemas, assim nao conseguem
desenvolver o raciocinio légico e consequentemente nao aprendem matematica. Nesse
sentido a ideia de trabalhar as técnicas de demonstragdes nas fungbes exponenciais e
logaritmicas surgiu pela observacao da caréncia do raciocinio légico e as dificuldades
que os alunos brasileiros a nivel fundamental e médio possuem sobre esse tema.

O objetivo geral deste trabalho é disponibilizar novas abordagens e concepcdes
de técnicas de estudos pelas demonstragcdes matematicas a discentes e docentes da
Educacéo Basica sobre os temas fung¢des exponenciais e logaritmicas. Ja os objetivos
especificos sao fornecer aos estudantes material didatico complementar pelo software
GeoGebra como suporte para desenvolver o raciocinio e o discurso matematico, tracar
novas estratégias e adquirir poder de criatividade em identificar a matematica em seu
préprio cotidiano.

A metodologia abordada foi a da revisao bibliografica, através de sites espe-
cializados em assuntos matematicos e diversos livros impressos. Um dos métodos
adotados € construcdo de todas as figuras feitas pelo autor através da ajuda dos
softwares GeoGebra, Paint e Word.

De acordo com [9], os Parametros Curriculares Nacionais - PCNs da matematica
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tratam como prioridade que o papel do ensino de Matematica na Educacéo Basica, € a
“estruturacao do pensamento e do raciocinio l6gico”.

Vale ressaltar que nem sempre essa estruturacdo na pratica acontece. Assim
questiona-se: o raciocinio l6gico é estimulado? A estruturacao do pensamento é
estimulado pela pratica docente? Mas as técnicas de demonstragcdo Matematica
amparam a consolidacédo deste parametro e pode mudar o contexto que vivemos, que
€ a auséncia do estimulo do raciocinio I6gico nas escolas de educacéao basica.

Neste trabalho ressalta-se as técnicas de demonstracdes diretas, por contra
positiva, por reducao ao absurdo e indugdo matematica na area de fungdes exponencias
e logaritmicas. Além de expor exemplos de aplicacdes destes temas em situacoes
importantes como o resfriamento de um corpo, 0s juros compostos e o crescimento de
populacao de bactérias.

Expde o software GeoGebra como ferramenta auxiliar para estudos matematicos
de modo a fornecer uma visao geométrica através do mesmo de algumas situacoes
problema. Utiliza-o também em aplicacdo de modelagem envolvendo a funcéao logarit-
mica.
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2 AS DEMONSTRACOES MATEMATICAS NO CONTEXTO HISTORICO

Neste capitulo tem-se um pouco da histéria da matematica na Grécia Antiga e
como 0s gregos utilizavam o raciocinio matematico em suas academias, bem como
a de expor de forma referencial e contextualizado a compreensao que os antigos
gregos tinham de como construir seus préprios alicerces para estudos algébricos e
geométricos de temas matematicos.

Sendo assim este capitulo aborda a histéria da matematica e o desenvolvimento
do raciocinio dedutivo e I6gico com correntes de pensamentos de diversos estudiosos
desde a antiguidade até os dias atuais.

Segundo [1], as primeiras demonstracbes matematicas ocorreram na Grécia
Antiga no periodo da Era Helénica, mas os primeiros raciocinios dedutivos surgiu com
Tales de Mileto que viveu (624-548 a.C). Em viagem ao Egito, Tales aprendeu geometria
e a partir dai criou o raciocinio dedutivo da geometria, surgindo assim as primeiras
ideias de demonstragcées matematica.

No decorrer do tempo até os dias de hoje, varios fildsofos e matematicos dao
mérito e fazem referéncia a Tales, pois sabem de sua grande contribuicdo para a
matematica.

Ao nascer das areas do conhecimento pelos filésofos, os mesmos eram ex-
celentes matematicos. Muitos com grande destaque em suas épocas e até os dias
atuais. Um destes é Sdcrates, grande filésofo que viveu em (470-399 a.C), mas nao
se dedicou tanto a essa area do conhecimento, porém seu discipulo Platdo (428-340
a.C), foi inspiracdo para a matematica do quarto século. Ele demonstrou postulados do
método analitico, o qual ele mesmo denominou, e além de ser inspiragdo para outros
deu orientacdo a matematica daquela época, segundo [1].

O método analitico de Platdo consistia em uma demonstracado da seguinte
forma:

Em uma demonstragdo matematica comeca-se com o que é dado, ou,
de modo geral, nos axiomas e postulados ou, mais especificamente, no
problema a resolver. Avancando passo a passo, chega-se a informacéao
a ser demonstrada. Platao parece ter observado que, com frequéncia, é
conveniente, pedagogicamente, quando a cadeia de raciocinios que leva
das premissas a conclusao nao € evidente, inverter o processo. Comeca-se
com a proposicao a ser demonstrada e dela deduz-se uma conclusao que se
sabe ser valida. Se, entéo, for possivel inverter os passos nesse raciocinio,
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o resultante é uma demonstragao legitima da proposi¢éo, conforme [1].

Dentre os grandes estudiosos matematicos da antiguidade esta Aristoteles
(384-322 a.C), discipulo de Platao e mestre de Alexandre, o grande. Além de filésofo
era bidlogo, mas tinha um enorme dominio em matematica, fundou a légica dando
conceitos e teoremas matematicos com seus trabalhos e andlises, contribuiu de forma
significativa no desenvolvimento da matemética, conforme [1].

As grandes contribuicdes ao desenvolvimento da mateméatica, com enumeras
obras, se deve a Euclides de Alexandria. Entre todas as obras de Euclides mais da
metade se perdeu e cinco sobreviveram até os dias atuais: Os elementos, Os dados,
Divisdo de figuras e Optica. Os elementos é composto por treze livros, sendo que os
seis primeiros aborda geometria plana elementar, os préximos sao trés de teoria dos
nameros, um sobre incomensuraveis e trés descrevendo geometria no espago. Nesses
livros Euclides faz definicbes, postulados, axiomas, hipéteses, teses, enfim descreve
grande parte da matematica daquela época, segundo [1].

No que tange historicamente ao inicio de fungdes exponenciais e logaritmica
na Antiguidade é dificil descrever, uma vez que, por falta de material para registrar os
momentos daquela época ou por materiais que nao resistiram ou se perderam ao longo
do tempo. Mas ha alguns relatos e registro embora sejam em diferentes tempos serao
mencionados.

Ainda segundo [1], de todas as civilizagdes antigas a que se tem mais documen-
tacdo mateméatica € da Mesopotamia, uma vez que, utilizavam tdbuas de barro cozido
para registrar seus feitos. Essas tdbuas eram mais resistentes ao tempo do que os
papiros do Egito. Existe inUmeras tdbuas dos primeiros séculos do segundo milénio a.C
da Babil6nia antiga com a escrita cuneiforme contendo célculo da raiz quadrada com
até trés casas sexagesimais, além de textos-tabelas, com multiplicagao, raiz cubicas
e poténcias sucessivas de um determinado numero, o qual assemelha as tabelas de
exponenciais e logaritmos atuais. Como mostra o seguinte problema:

"A que potencia deve ser elevado um certo niumero para fornecer um namero
dado, equivale a nossa: “qual o logaritmo de um numero dado em um sistema com um
certo numero como base?”, de acordo com [1]."

Como pode-se observar as ideias iniciais de fungdo e exponenciais ja eram
conhecidas pelos babilonios mesmo que de maneira implicita, mas foi Nicole Oresme
que viveu no século XIV entre os anos (1323-1382), quem apresentou as funcdes grafi-
camente, embora fosse de forma primitiva. Neste século muitos matematicos trouxeram
grandes contribuigbes para o desenvolvimento da Matematica como: René Descartes
(1596-165) com trabalhos voltados para geometria algébrica, Fermat (1601-1665) apre-
sentou 0 método analitico em fungdes juntamente com Descartes e principalmente dois
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grandes génios que criaram o calculo Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716). Seus trabalhos voltados para o célculo, estabelecia uma defini-
cao e aplicacdes de funcdes nome criado por Leibniz que usa-se até os dias atuais,
conforme [1].

Ja quanto a formalizagéo de logaritmos veio com o John Napier (1550-1617) em
1614 quando publicou seu trabalho sobre logaritmos, sendo que passou vinte anos
em sua criacao. Em 1615 Henry Briggs, primeiro professor de geometria de Oxford do
Gresham Collegee, sendo admirador de Napier trabalharam juntos fazendo algumas
modificagées no método de logaritmos, usando logaritmo de 1 igual a 0 e logaritmo
de 10 igual 10 elevado a 10. Em 1617 Napier morreu, ficando Briggs responsavel
por construir a tabela de logaritmos com base em segundo tratado sobre logaritmos
deixado por Napier ensinando os métodos para criar as tabela, briggs fez algumas
readequacgdes uma delas foi de logaritmo de 10 igual 10 elevado a 10 para logaritmo
de 10 igual a 1, e publicou ainda no ano da morte de Napier os logaritmos de 1 a 1.000,
0 que permite calcular quatorze casas cada um, em 1624 publicou de 1 a 20.000 e de
90.000 a 100.000 com a mesma quantidade de casas para cada um, o qual usa-se até
hoje, segundo [1].

Nao podemos deixar de mencionar o nome de uma figura bastante importe
que contribuiu para os avancos da matematica, Al-Khwarizmi (780-850), o criador da
algebra e responsavel pelo nosso sistema de numeragao, de acordo com [1].
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3 TECNICAS DE DEMONSTRACOES

Antes de qualquer abordagem matematica € necessario entender bem os con-
ceitos, definicdes e propriedades que serdo usadas como “ferramentas de trabalho” no
desenvolver do raciocinio l6gico das demonstracoes.

Este capitulo aborda as principais técnicas de demonstracées matematicas
e alguns exemplos de suas aplicacdes, objetivando uma base que sera usada nos
capitulos posteriores.

Os conceitos, principios e propriedades mais utilizadas nos raciocinios matema-
ticos sdo :

Proposicéo: Todo conjunto de palavras ou simbolos que exprimem um pensa-
mento de sentido completo, por [3].

Principio da ndo Contradicdo: Uma proposicao nao pode ser verdadeira e falsa
ao mesmo tempo, por [3].

Principio do Terceiro Excluido: Toda proposicao ou é verdade ou € falsa, ou
seja, sempre verifica um destes casos e nunca um terceiro, por [3].

Axioma: proposicao aceita sem qualquer demonstracao, por [3].

Teorema: uma proposicao que se demonstra ser verdadeira, baseada em
proposi¢des anteriores, por [3].

Demonstragao: prova de que um teorema é verdadeiro, obtida por regras validas,
por [3].

Todos estes sdo utilizados na construcao do raciocinio dedutivo, outros sao
tomados como conceitos primitivos. E o caso das nogées de ponto reta e plano.

3.1 DEMONSTRAGCAO DIRETA

A forma mais simples e 6bvia de demonstragao é a prova direta. Nela usa-se
as hipoteses através de manipulagdes matematicas para chegar em uma afirmagéao
verdadeira.

Por [6], a forma de demonstracao direta € entendida segundo a Definigéo 1.

Definicao 1. "Para demonstrar que p = ¢ assuma-se que a hipoétese p é verdadeira,
deduza afirmagdes corretas a partir da hipétese e de afirmacdes anteriores chega-se
na tese ¢".

Por exemplo, para demonstrar a proposicao: Se a,b € N sdo numeros impares,
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entdo a + b é par; utiliza-se a demonstracao direta da seguinte forma:

Hipdtese (assuma como verdade): a, b sdo numeros impares e Tese (conclusao):
a+ b€ par.

Demonstracdo. Como a e b sdo impares, entdo, 3k, ky € N talque a = 2k; — 1 e
b=2ky—1.L0go, a+b=2k; — 1+ 2ky — 1 = 2(ky + ko — 1). Chamando k; + ko — 1 = k3
tem-se a + b = 2k;. Conclui-se que a + b € multiplo de 2, ou seja, a + b é par. O

3.2 CONTRA POSITIVA

As vezes € muito complicado provar certas proposi¢des de forma direta e para
sair deste situacao a logica fornece a prova por contra positiva que é equivalente a
negacao da tese para chegar na negacao da hipétese.

Por [6] compreende-se contra positiva segundo a Definicao 2.
Definicao 2. "Provas por Contra positiva aproveitam a equivaléncia légica entre “p = ¢”
€ equivalente a “~ ¢ =~ p” . Disto resulta que, se “~ ¢ =~ p” for verdadeira, entdo

“p = ¢” também &, e vice-versa; ou seja, se demonstrarmos a contra positiva, a
proposicao original estara automaticamente demonstrada”.

Por exemplo, para demonstrar a sentenca: Se a € N é tal que «? é impar, entao
a também o é.

Ao observar a contra positiva, a prova desta proposigéo fica:

Demonstracdo. A contra positiva fica a é par = > é par. Logo, como a é par entao
Jk € N tal que a =2k, elevando ambos os membros ao quadrado tem-se que a? =
4k* = 2(2k*),chamando 2k? = w tem-se a* = 2w, ou seja, a* é par. O

3.3 REDUCAO AO ABSURDO
O préprio nome ja explica sua ideia, ou seja, tendo as hipéteses em maos e
manipulando-as chega-se a uma afirmacao absurda, sem sentido ou ridicula.

Por [6], entende-se esta técnica de demonstracao segundo a definicédo 3.
Definicao 3. "Uma demonstracao por reducéo ao absurdo € uma técnica de demons-
tracdo no qual se demonstra que se, alguma proposigao do tipo ¢ fosse verdadeira,

ocorreria uma contradicao logica, e portanto ¢ s6 pode ser falsa, disto resultando que
~ ¢ € verdadeira".

Por exemplo, prove que v/11 nao é racional.
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Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que /11 fosse racional, logo Ja,b € Z tal que

% = /11 seria uma fragao irredutivel . Através de manipulagdes algébricas tem-se

que a = b/11 = a® = (bW/11)? = a*> = 1? - 11 = 11]a® = 1lja = In € Z tal que
1ln = a = 11?2n? = v* - 11 = 11n? = b* = 11|b®> = 11]b. Portante, 11 | a e b,
contradicao. ]

3.4 INDUCAO MATEMATICA

Imagine que tenha-se as pecas de um jogo de domino todas em “pé” em fila,
juntas uma da outra de tal forma que quando derrubar a primeira peca a peca na sua
frente seja tocada e caia também, e assim por diante. Ou seja, este movimento é
conhecido como “efeito domino”.

A indugdo matematica funciona semelhantemente como um efeito dominé.

Por [6], inducdo matematica é entendida segundo a definicao 4.

Definicao 4. "Para provar Vn P(n) para todo n > g, é suficiente mostrar que:

1. P(q) € verdadeira;

2. k > g e se P(k) € verdadeira, entdo P(k + 1) também € verdadeira".

1 .
Por Exemplos, prove que > ;_ k = % qualquer que seja o n pertencente

aos naturais.

Demonstracdo. Na Definicao 4 tome q = 1 e k = algum n maior do que 1. Dai vem:
Lo . . 1(1+4+1
Caso n = 1 tem-se que a proposicao € verdadeira, pois 2,1621 1= ( 2+ ) =1.

Suponha, por hipétese de indugao, que a sentencga seja valida para algum n > 1.
Por outro lado, tem-se que

(n+1)(n+2)_zk (n+1)(n+2) nn+1)

(n+1)(n+2)

, OU seja,
) 2

— 3, k=n+1,0que implica,
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Isto &,

Portanto, pelo Principio da Inducao Matematica, a proposicdo € verdadeira
qualquer que seja n pertencente ao conjunto dos numeros naturais. O
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4 FUNCOES: ALGUNS EXEMPLOS E IMPORTANCIA

Neste capitulo estuda-se o conceito de funcéo e sua importancia para as aplica-
cbes exponenciais e logaritmicas. Além de servir como base para mostra as definicoes
e propriedades das fungcdes exponenciais e logaritmicas nas aplicagcdes envolvendo o
raciocinio légico no capitulo 4.

Conforme [2], defini-se fungdo como abaixo.

Defini¢cdao 5. "Dados dois conjuntos ndo vazios A e B, uma funcdo de A em B é uma
regra que indica como associar cada elemento = € A a um unico elemento y € B".

Outra definicdo segundo [10] é entendida como segue

Defini¢dao 6. "Dizemos que uma variavel y é dada em fungao de uma variavel x se, e
somente se, a cada valor de x corresponde um Unico valor de y".

Mais uma definigéo por [5]

Definicao 7. "Entendemos por uma fungao f uma terna (A,B,a — b) onde A e B sé@o
dois conjuntos e a — b, uma regra que nos permite associar a cada elemento a de A
um unico elemento b de B. O conjunto A é o dominio de f e indica-se por D, assim
A=D;. O conjunto B é o contra dominio de f. O unico b de B associado ao elemento a
de A é indicado por f(a)".

Por [4], fungédo também pode ser definida como

Definicao 8. "Dados dois conjuntos, A e B, denomina-se aplicagao ou fungao f de A
em B toda relacdo que a cada elemento de associa um e um sé elemento de B".

Varios estudos precisam das fun¢gdées como ferramenta de trabalho, na astrono-
mia, por exemplo, usa-se fungao para medir o grau de achatamento de uma galaxia
elipsoidal; na economia usa-se as func¢des custo, a receita e lucro; na medicina usa-se
fungao para calcular o IMC(Indice de Massa Corporal), na engenharia usa-se a fun-
cao Hortone de Fuller para medir a vazdo de enchentes, na computacdo em varias
programacoes, etc

Nota-se que o estudo de fungdes matematicas é bem amplo com diversas
aplicabilidades, porém o foco deste trabalho mostra tanto as fungées exponenciais € as
logaritmicas de uma forma além de aplicacdes, mas uma forma didatica de entender
estas fungdes pelo raciocinio matematica das demonstragdes. Entretanto, esta parte
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do TCC pode ser explorada por leitores como meta para desenvolver essas outras
funcbes aqui apresentadas.

As funcdes podem ser classificadas também como funcao constante, par, impar,
injetiva, sobrejetiva e bijetiva. Respectivamente, o grafico de cada uma dessas fungdes
estado representados nas Figuras 1, 2, 3 e 4; todas feitas pelo autor.

f(x)=c

-3 -2 -1 o 1 2 3

Figura 1 — Funcao contante

f(x) = x2
¥

-2 -1 o 1 2 3 4

Figura 2 — Funcéao par

f(x) = x3

Figura 3 — Funcao impar



Capitulo 4. FUNCOES: Alguns exemplos e importancia 24

=

=
>

=}

- ’
A B Funcio sobrejetora
\ [

Funcio bijetora

000

0000

Funcio injetora

Figura 4 — Funcdes injetora, sobrejetora e bijetora

Uma funcao sera injetora quando cada elemento da imagem tiver apenas um
dominio, ela sera sobrejetora quando a imagem for igual ao contra dominio e cada
elemento da imagem podera ter um, dois ou mais elementos no dominio e serd uma
funcéo bijetora quando for injetora e sobrejetora ao mesmo tempo.

Para uma melhor compreenséao de injetividade, sobrejetividade e bijetividade,
tem-se os exemplos I, Il e Il em conformidade com [2]:

l) "A fungéo f: IR— IR dada por f(z) = 2z é injetiva, pois faz corresponder a
cada numero real x 0 seu dobro 2x € ndo existem dois numeros reais diferentes que
tenham o mesmo dobro". Simbolicamente:

Para quaisquer z1, z2 € IR, 21 # 9 = 211 # 229 = f(21) # f(22).

II) "A fungéo f: IR— IR dada por f(z) = 2 + = é sobrejetiva, pois todo elemento
de IR é imagem de um elemento de IR pela funcéo [z = f(z) — 2]".

1) "A fungéo f: IR— IR dada por f(z) = 3z € bijetiva pois ela é simultaneamente
injetiva e sobrejetiva, cada numero real do contradominio IR tem como correspondente
no dominio a sua terca parte, que sempre existe e é unica."

Existem diversas fungdes, por exemplo, as funcdes afins, quadraticas, mo-
dulares, trigonométricas; mas este trabalho estuda-se as funcbes exponenciais e
logaritmicas.

As funcdes exponenciais e as logaritmicas tem aplicagdes ndao s6 na matematica,
ela pode ser aplica em diversas areas do conhecimento como por exemplo: na fisica
e quimica, para calcular a desintegragao de substancias radioativas; na sociologia
e biologia no calculo de populacdes; medicina, para determinar o principio ativo de
um remédio no organismo; sismologia, na descricdo de um fenédmeno seja ele muito
grande ou pequeno; astronomia, para medir e classificar o brilho e a magnitude de uma
estrela; sdo apenas algumas das muitas areas de aplicacao.
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4.1 FUNCAO EXPONENCIAL

As funcdes exponenciais tem aplicacdes nao sé na matematica, ela pode ser
aplica em diversas areas do conhecimento como por exemplo: na fisica pra calcular
o resfriamento de um corpo; na sociologia e biologia no célculo de popula¢des ou de
bactérias sdo apenas algumas das muitas areas de sua aplicacao.

Neste capitulo mostra-se as definicdes e propriedades basicas das fungdes
exponenciais com aplicagdes, envolvendo o raciocinio légico, além do método de
demonstracao direta na prova da funcao exponencial ser crescente ou decrescente e
esboco de seus comportamentos por meio de graficos.

Segundo [8], as fun¢des exponenciais sdo definidas como abaixo.

Definicao 9. "Dado um numero real a, tal que 0 < a # 1, chamamos funcdes
exponenciais de base a a funcéo f de IR em IR que associa a cada x real o numero

€

a

Propriedades
1. Na funcdo exponencial f(z) = a*, temos:

Sendo x = 0 = f(0) = a® = 1 isto é, o par ordenado (0,1) pertence a fungéo
para todo a € IR} — {1}. Isto é significa que o gréfico cartesiano de toda fungdo
exponencial corta o eixo y no ponto de ordenada 1.

Quando 0 < a < 1 a fungéo exponencial é chamado decrescente e seu grafico €
mostrado na Figura 5.

0<a<l; f(x)=a"

-3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 [}

Figura 5 — Funcao exponencial (0<a<1)
Fonte: Autor.

Mas caso a > 1 entdo a fungdo f(z) = o é chamada crescente e seu grafico
fica como na Figura 6.
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Figura 6 — Funcao exponencial (a>1)

Fonte: Autor.

2. A funcdo exponencial f(z) = a” € crescente (decrescente) se e somente se,
a>1(0< a<1). Portanto, dados os reais x; e z,, temos:

) Quando a > 1, x; <z & f(z1) = a™ < a™ = f(x3)

Demonstragdo. Sejam x1,z, € IR. Suponhamos, sem perda de generalidade, que
x1 < 2. TOmamos, entdo, p > 0 tal que =5 = x; + p.

Segue que a™* — a”* = a™*? — @™ = a”'(a? — 1). Temos a™ > 0. Logo, a™* < a™
se, e somente se, o’ > 1. Como p > 0, a? > 1 se, e somente se, a > 1. Concluimos
que, f(z1) < f(x2) se, e somente se, a > 1.

O]

) Quando 0 <a <1,z < 29 &

flz) = a™ > a™ = f(xq)

Demonstragcdo. Sejam z,,z, € IR. Suponhamos, sem perda de generalidade, que
xr1 < x2. Tomamos, entao, p > 0 tal que z2 = x1 + p.

Segue que a™* — a”* = "' — @™ = a”'(a” — 1). Temos a™* > 0. Logo, a™* > a™
se, e somentese, 0 < a”? < 1. Comop > 0,entdo 0 < a? < 1 se, e somentese, 0 < a < 1.
Concluimos que, f(z1) > f(z2) se, e somente se, 0 < a < 1.

]

A Tabela 1 mostra um resumo das principais propriedades das fungdes e equa-
¢bes exponenciais.
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PROPRIEDADES
0 <a<1; f(x) = a” decrescente
a > 1; f(x) = a” crescente

CLTCLS — ar+s

(ar)s — ars
a”

I
S

a
(ab)" = a"b"

Tabela 1 — Propriedades de fungdes e equagdes exponenciais

Fonte: Autor.

4.1.1 Aplicacao de Funcao Exponencial no Resfriamento de um Corpo

Uma forma de aplicagcao da funcao exponencial em nosso dia a dia, pode ser
na area do conhecimento da fisica, através da observacéo de uma formula como por
exemplo, a Lei do resfriamento:

t(n) =a+ (b—a) 0"

Onde, a = temperatura ambiente, b = temperatura da dgua no inicio, n = tempo
em minutos do resfriamento e ¢ = temperatura final da agua.

Conforme [13], tem-se por definicdo que

Definicao 10. "A Lei do resfriamento de Newton expressa que a taxa de perda de calor
de um corpo é proporcional a diferenca de temperatura entre o corpo e a vizinhanga
enquanto estiver sob efeito de uma brisa. ... Por fim, para o caso de transferéncia de
calor por radiacédo térmica, a Lei de resfriamento de Newton nédo é verdadeira".

Agora, suponha que a varie de 0° C até 100° C e b = 200° C, entdo substituindo
emt(n) = a+(b—a)~"%*" tem-se que a lei de resfriamento fica t(n) = a+ (200 —a) %",
com 0 <a <100eb=200.

Geometricamente pode-se analisar esta lei através do grafico da Figura 7

t(n) = a4+ (200 — q) *06n
(n) ( )

P/a=0.

40 -a0 20 -10 [ 10 20 a0 40 Y

Figura 7 — Lei de resfriamento

Fonte: Autor.
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1 1
ote que t(n) = a + ( a) a+ (200 — a)ooon  ° - [(200 — a)008]

Agora, fazendo n — 40, tem-se t(n) — a. Mas caso n — —oo entéo t(n) —

“+00.

4.1.2 Equacao Exponencial

Quando na funcao exponencial f(x)=0, entdo a mesma se torna uma equacgao
exponencial.

Por [10], é chamada Equacao Exponencial como na definicdo 11.

Definicao 11. "Equacao exponencial é toda equacao que apresenta a incognita no
expoente de uma ou mais poténcias de nase positiva e diferente de 1".

Para solucionar uma equacao exponenciais existem dois métodos fundamentais,
conforme [8]. O primeiro € o método da redugcao a base comum e o outro s&o pelas
propriedades de logaritmos.

O método da reducao a base comum pode ser escrito em simbolos como

a=a"sb=c(0<a#1)

Algumas propriedades com poténcia de Expoente Racional sdo consequentes
da definicao 11.

Listamos abaixo estas propriedades e demonstraremos de forma direta as
mesmas.

Conforme [5], Sejam a > 0 umreal e r = —, n > o, um racional. Definimos
n
a” = an = Yam. Além disso, sejam a > 0 e b > 0 dois reais quaisquer e r, s dois
racionais quaisquer.

Logo, pelas propriedades das poténcias com expoentes inteiros e das raizes
seguem as seguintes propriedades com expoentes racionais:

1. a"a® =a"™*

~ m
Demonstracdo. Como r = — e chamando s = P temos que
n q

atat =an -bi = Yam - ap = Yama. Yaw = "gma . qv = "Ygmatnp

Pelas propriedades dos radicais, a Ultima expressao pode ser escrita como
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a'a® = "Yamatne — o = ghitha = gnTh =
Portanto,
aras — CL%Jr% _ ar+s
2. (a")*=a'"*
~ m p
Demonstracdo. Como r = — e chamando s = =. temos que
n q

(a%) = {/(Vam)r = R = qan = qna,

Portanto,
my 2 m . p
(a¥)7 =¥
a?"
—_ r—S
3 E = Qa

~ m
Demonstragdo. Como r = — e chamando s =
n

. temos que

3

r+s

r o n/ m na/ mq mq
a_ — —aZ = a = a = " —a/np = n\q/ amqfnp_
a

a*  qs  ar  Ya

Agora, usando as propriedades dos radicais temos

a ng mg—np mqg _np m_p
— = Va4 "W =q n» =—=qna " = Q" 9 = (@
as
Logo, ;
a_ — ar_'s
as

4. (ab)" =a"b"
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~ m
Demonstragdo. Como r = — temos que
n

(ab)" = (ab)» = {/(ab)™ = Vambm = Jam - Vb = anbn =a"b’

Portanto,
(ab)" = a"b"

]

A ligacao das demonstracdes matematicas a este assunto pode ser mostrada
pela conclusédo da férmula de juros compostos M = C(1 + )", onde M = montante,
C=capital, i = taxa e n = tempo.

Usando a Definicao 4 tem-se a prova abaixo para essa férmula.

Demonstracdo. Em uma aplicacdo onde ndo se passou henhum tempo, ou seja, n = 0,
tem-se que néo rendeu juros algum. Isto é, M = C(1+4)° = C' - 1 = C. Suponha, por
hipétese de inducéo que a formula é valida para algum n > 1. Agora, note que para
encontrar o préximo montante em cima da hipétese, calcula-se a porcentagem i de
M = C(1+4)" e soma-se a0 mesmo o valor encontrado, ou seja,

i-C(l+i)"+CA+i)"=CA+i)"(i+1)=C(1+i)"
Portanto, a proposigéo € vélida qualquer que seja o n natural. O

Alguns exemplos importantes de uso das fungdes exponenciais em nossa
sociedade atual sdo as aplicac¢des financeiras de financiamentos de veiculos, imoveis
ou empréstimos em bancos através de diversos sistemas financeiros de capitalizagao.

4.1.3 Aplicacao de Equacao Exponencial em Juros Compostos

Estd secdo deste capitulo, mostra a aplicagcdo de equacéo exponencial em
juros compostos, que nada mais sao do que rendimentos financeiros que provém
de um determinado capital, e que a cada periodo passado gera um montante e
consequentemente um novo capital sujeito a outras corregdes gerando montantes
sucessivos no decorrer do tempo.

Os juros compostos sdo os mais usados no sistema financeiro, uma vez que,
gera uma maior rentabilidade. Para compreendermos melhor vejamos a seguinte
situacao:

Uma situacao hipotética poderia ser a compra de um imével em um banco a
regime de juros composto, onde a entrada seria 20 000 reais, a taxa seria 3% ao més
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e pergunta-se quanto custara ao todo este imével sendo que o acordo da venda foi
efetivada para um ano.

Solugao:
Pela formula de juros compostos M = C(1 +i)", tem-se que:

C= 20 000 reais, i = 0,03 ao més e n =1 ano = 12 meses. Substituindo os
valores na formula tem-se:

M = C(1+ i)™ =20000(1 + 0,03)"* =
M = 20000(1,03)'* =
M = 20000 - 1,42576 =
M = 28515, 20

Portanto, o imoével custara ao todo 28 515,20 reais.

Pelo grafico da Figura 8 pode-se analisar o comportamento do montante no
problema anterior ao longo de um ano.

20 000

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Figura 8 — Comportamento do montante

Fonte: Autor.

4.2 FUNCAO LOGARITMICA

As funcgdes logaritmicas tém aplicabilidade tanto em matematica como também
em outros ramos do conhecimento como por exemplo: quimica, para calcular a desin-
tegracéo de substancias radioativas; medicina, para determinar o principio ativo de
um remédio no organismos; sismologia, na descricao de um fendémeno seja ele muito
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grande ou pequeno; astronomia, para medir e classificar o brilho e a magnitude de uma
estrela. Estas sdo apenas algumas das inimeras areas de sua aplicagéo.

4.2.1 Logaritmo

Por [8], o logaritmo é definido e possui as propriedades como mostra logo
abaixo.

Definicao 12. Sendo a e b reais e positivos, com a # 1 chama-se logaritmo de b na
base a o expoente que se deve dar a base a de modo que a poténcia obtida seja igual
ab.

Em simbolos temos que a® = a¢ < b=c com 0 < a # 1.

Sea,beIR,0<a+#1eb>0,entdo:

llogab:x@ al’:b‘

Como vemos na definigédo 8, log, b = =, com isso chamamos a de a base do
logaritmo, b sera o logaritmando e x sera o logaritmo.

A partir dessas informagdes podemos continuar com nossos estudos de logarit-
mos, para isso é preciso conhecer algumas propriedades derivadas de sua definicao e
outras operatérias, as quais usaremos a demonstracao direta para prova-las.

1. O logaritmo de 1 em qualquer base ¢é igual a 0.

A justificativa dessa propriedade é trivial, uma vez que, a° = 1.

2. O logaritmo da base, independente de qualquer que seja ela, é igual a 1.

A justificativa dessa propriedade também ¢ trivial, ja que o' = a.

3. A poténcia de base a e expoente log, b € igual a b.

alogab =b

Demonstragdo. Suponhamos log, b =z = a® = b, 10go a'*%:® = ¢ = b
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4. Dois logaritmos na mesma base sao iguais se, e somente se, 0s logaritmandos
também forem iguais.

log,b=log,c&b=c

Demonstragdo. Para provarmos essa propriedade € preciso provar tanto a (<)
como a (=).

(=)log,b=log,c=b=c

Pela de defini¢édo 8, temos que log, b = log, ¢ = a'°%¢ = b, por meio da proprie-
dade 3 desta definicao logo ¢ = b.

(<)b=c=log,b=1log,c

Suponhamos que log, b = z e log, = y e pela definicdo 8 temos que a* = b e
a¥ = ¢, como b = ¢, temos que a® = ¥ = = =y, logo log, b = log,, c.

Portanto pela (<) e (=), log, b =log,c < b =c.

5. Logaritmo do produto

Segundo [7], quando nos deparamos com um logaritmo com qualquer base,
sendo essa base maior que zero e diferente de 1, o logaritmo do produto com
dois numeros reais e positivos serd igual a soma dos logaritmos das parcelas
desses numeros.

Em simbolos Matematicos, fica da seguinte forma:

Se0<a#1,b>0ec>0entdolog,(b-c) =log, b+ log, c.|, por [8].

A demonstracao dessa propriedade estd em conformidade com [8].

Demonstragdo. Fazendo log,b = z, log,c = y e log,(b- ¢) = z, provemos que
zZ=T+Yy.

De fato:
log,b=2=a"=b
log,c=y=a"=c
log,(b-c)=2=0a*=b-c

=a*=a"-ay =a"" = z=1x+uv.



Capitulo 4. FUNCOES: Alguns exemplos e importancia 34

Podemos concluir da demonstragéo acima que:
Como o log,(b-c) = x +y e que z = log, bey = log, ¢, concluimos que log,(b-c) =
log, b+ log, c.

6. Logaritmo do quociente

Conforme [7], diante de um logaritmo do quociente com dois numeros reais,
positivos e em qualquer base, sendo essa base maior que zero e diferente de 1,
o logaritmo do quociente sera igual a diferenca do logaritmo do numerador com o
logaritmo do denominador.

Em simbolos Mateméticos fica da seguinte forma:

~ b
Se0<a#1,b>0ec>0,entdo log, (E) = log, b — log, c. | por[8]

A demonstracao dessa propriedade esta de acordo com [8].

Demonstragdo. Fazendo log, b = z, log, c = y € log, (l—)> = z, mostraremos que
=T —Y. ‘

De fato:

log,b=2=a"=b=a"=0

log,c=y=a"=c=a"=c

(€)==
log, |- )| =2=0a"=-
c c

x
a
:>aZ:—y:>aZ:ax_y:>z:x—y.
c

Analisando a demonstragdo acima para compreenderemos seus passos.

b ,
Como o log,, (—) =z —yequex=log,bey=log, c, podemos concluir que:
C

b
log, (—> = log, b — log, c.
c

7. Logaritmo da poténcia

Segundo [7], ao abordarmos um logaritmo de uma poténcia em qualquer base,
sendo essa base maior que zero e diferente de 1 com uma constante pertencente
aos reais, o logaritmo da poténcia de base real e positiva sera igual ao produto
do expoente com o logaritmo da base dessa poténcia.

Em simbolos Matematicos fica da seguinte forma:
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Se0<a#1,b>0eac IRentdolog, b* = a-log, b|por [8].

A demonstracao da referida propriedade segue por [8]

Demonstragdo. Fazendo log, b = x e log, b* = y, provaremos quey = « - .
De fato:

log,b=x=a"=b

log, 0 =y = a¥ = b*

=ad= (") =d=a""=>y=a-zx. O

Em resumo desta demonstragdo podemos notar que: como o log, b* = y, quando
aplicamos a definicao 8, implicara a¥ = b°, substituimos b por a* e aplicando a
distributiva, teremos que a¥ = a** e pela propriedade 4, y = « - x substituindo z
por log, b, chegaremos a conclusao que log, b = « - log, b.

8. Mudanca de base

Para [8], existe momentos que nos deparamos com logaritmos que requerem
artificios que auxiliem em sua demonstracao ou resolucdo. Em situacdes que
envolvem logaritmos com bases diferentes é necessério muda-los de base.

Se a, b e ¢ s&o numeros reais positivos e a e ¢ diferentes de 1, entado tem-se:

log, b = log b

 log.a

A demonstracdo dessa propriedade também segue [8],

Demonstragdo. Consideremos log, b = x, log.b = y € log.a = z € notemos que
z # 0, pois a # 1.

Provemos que = = £.

De fato:

log,b=x=a"=0

log.b=y=c"=0

log.a=2z=c"=a

i(cz)x:ax:b:cy:wza::yéx:g
2
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Para compreendermos a demonstracédo basta observar que houve uma substi-
tuicdo da terceira e da segunda equacao na primeira, implicando em (¢*)* = ¢,
novamente pela transitividade e propriedade 4 , teremos z - x = y, pelo principio
multiplicativo x = Y substituimos essas variaveis na hipétese, termos a conclusao
que: :

A Tabela 2 mostra um resumo das principais propriedades dos logaritmos.

PROPRIEDADES

log,1=0
log,a =1
alogab =b

log,b=log,c&b=c
log,(b-¢) =log, b+ log, c

b
log,, (—> = log, b — log, c.
c

log, 0% = a - log, b
log.b

log.a

Tabela 2 — Propriedades logaritmos

Fonte: Autor.

4.2.2 Demonstracoes das Propriedades de Funcao logaritmica

Definicao 13. Dado um numero real a (0 < a # 1), chamamos fungao logaritmica de
base a a fungdo f de /R’ em IR que associa a cada x o numero log, x , por [8].

Em simbolos: f(x) = log, .

Propriedades

As provas das propriedades desta definigdo, serdo por demonstracdes diretas.

1. Se 0 < a # 1, entdo as fungdes f de IR’ em IR definida por f(z) =log,z e g de
IR em I R_definida por g(z) = a” s&o inversas uma da outra.

Tanto esta propriedade como sua demonstracéo a seguir estdo em conformidade
com [8].

Demonstracgo. para provar esta propriedade basta mostrarmos que fog = I;z €
gof= [IRj_-
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De fato:

(fog)(x) = f(g9(x)) = log, g(x) = log,a® =z e (go f)(x) = g(f(z)) = a'&= =
x. -

2. A fungéo logaritmica f(z) = log, « € crescente (decrescente) se, e somente
se,a>1(0 <a < 1), por [8].

Demonstragcdo. Mostraremos que, quando a > 1, ela sera crescente, Vz; € YV, ambos
€ IR}, 11 < 13 < log, z1 <log, Ts.

Para isso € preciso provarmos (<) e (=).
(=) 11 < gy = log, x1 < log, xo

Suponhamos log, 1 = y; € log, 2 = y9, pela definicdo 8 resultara em z; = a¥* e
9 = a2, substituindo-os na hipétese temos:

a¥' < a¥?, como as bases sao iguais pela propriedade 4 desta mesma definicao,
tem-se: y; < 9, substituindo-os por log, z; € log, =2, respectivamente logo:

log, x1 < log, x2, € portanto
1 < 9 = log, x1 < log, xo.
(<:) loga 1 < 1Oga To = X1 < Ty

Suponhamos log, x1 = y; € log, 2 = y», pela definicdo 8, resulta em z; = a¥' e
9 = a¥?, substituindo-os na hipétese temos:

log, a¥* < log, a¥?e pela propriedade 4 desta mesma definicdo teremos:
a¥* < a¥?, 0 que implicara em z; < x4, logo:
log, 1 < log, zo2 = x1 < x5, COMO queriamos demonstrar.

O

Quando « > 1, a funcao logaritmica sera crescente, e sua demonstracao segue
da seguinte forma:

Demonstracdo. Mostraremos que, quando 0 < a < 1, ela sera decrescente, Vx; € Vi,
ambos € IR} x| < xy < log, x1 > log, x,.

Do mesmo modo que na demonstragao anterior provaremos tanto (<) como
(=)-

(=) 11 < 1y = log, x1 > log, s.

Provaremos por absurdo, ou seja, z; < x3 = log, x; < logxs.
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Suponhamos log, 1 = y; € log, 2 = y9, pela definicdo 8 resultard em z; = a¥* €
x9 = a2, substituindo-os na hipétese temos:

a¥t < a¥?, pela propriedade 3, temos que y; < y», logo log, x1 < log, 22, 0 que é
uma contradigao.

(<) log, 1 > log, xo = x1 < xa.
Provaremos por absurdo, ou seja, log, ©1 > x5 = x1 > 5.

Suponhamos log, =1 = y; € log, 2 = y9, pela definicdo 8 resultara em z; = a¥* €
9 = a¥2, substituindo-os na hipotese temos:

log, a¥* > log, a¥?, pela propriedade 3 desta definicdo teremos que a¥' > a2,
logo z; > x9, 0 que é uma contradigao.

O

Observando o comportamento do grafico produzido no geogebra da figura 9,
nota-se a fungao logaritmica crescente.

=

a=1l; fix)=logab

f

Figura 9 — Funcao logaritmica (a>1)

Fonte: Autor.
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Quando (0<a<1), a funcao logaritmica sera decrescente, como mostra o grafico
produzido no geogebra da Figura 10.

all 1

O=a=1, f(x)=loga b

Figura 10 — Funcao logaritmica (0<a<1)

Fonte: Autor.

4.2.3 Aplicacao de Funcao logaritmica na populacao de bactérias

Mostra-se aqui uma aplicagcao de fungao logaritmica na populagao de bactérias.

As bactérias sdo micro organismos que estdo presentes no cotidiano em dife-
rentes ambientes, uma vez em contato com seres humanos, pode desencadear varios
prolemas de salude podendo até causar a morte de individuos.

Uma populagéo de bactérias cresce a uma taxa diretamente proporcional a sua
populacao inicial. Para determinar o nimero de uma certa populacdo de bactérias,
usaremos a formula N = N, - ¢"*, onde N, é a populacao inicial, » € uma constante que
representa a taxa de crescimento e ¢ 0 tempo, por [2].

Suponhamos que uma determinada populacao de bactérias cresce a uma taxa
de 10% ao minuto, quanto tempo levara para que sua populagao seja o dobro da inicial?
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Analisando os dados do problema proposto, procuraremos em quanto tempo
N = 2N,, sendo assim tem-se:
Ny - 01t
No
Aplicando (n em ambos os lados da ultima igualdade temos:

N:N0'€Tt2>2N0:N0‘60’1t:>2: :>2:€0’1t

In2 = Ine®', aplicamos a propriedade 7 da definicdo 12 temos:

In2 =0, 1t - Ine, como In2 = 0,6931 e lne = 1, segue-se que:
0,6931

0,1
Logo a populagéo de bactérias dobrard em 6 minutos e 54 segundos.

0,6031 = 0,1t = ¢ =

=6,9 min:6mine%min:6min 54 s.

4.2.4 Equacoes logaritmica

Definicao 14. "Equacdes logaritmicas é toda equacao que apresenta a incégnita no
logaritmando ou na base do logaritmo", por [10].

As equacgdes logaritmicas podem ser de trés tipos:

1. log, f(x) =log, g(z), com a(0 < a # 1).
Se0<a##1,entdolog, f(x) =log, g(z) = f(x) = g(z) > 0.

2. log, f(z) = .
Se0<a#1leacIR, entdolog, f(x)=a= f(z)=a"

3. incégnita auxiliar Sdo as equacgdes que resolvemos fazendo inicialmente uma
mudanca de incégnita.
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5 GEOGEBRA NO ESTUDO DA ABSORCAO DE MEDICAMENTOS

Este capitulo mostra o comportamento da absor¢dao de medicamento pelo corpo
humano através de uma funcao exponencial e seu grafico elaborado no GeoGebra.
apresenta as principais ferramentas e caracteristicas do GeoGebra.

5.1 CONCEITO E CARACTERISTICAS DE GEOGEBRA?

O GeoGebra € um software para estudar trabalhos na area das exatas o qual
combina conceitos de geometria e algebra. O programa permite realizar construcoes
geométricas com a utilizacdo de pontos, retas, segmentos de reta, poligonos, etc,
conforme [11]. A maior vantagem que possui é o fato de representar ao mesmo tempo
e em um unico ambiente visual as propriedades geométricas e algébricas de um mesmo
objeto.

As principais ferramentos que o GeoGebra possui sdo a janela de algebra,
janela de visualizagao 2D, janela de visualizagado 3D, Entrada, Mover, ponto, reta, reta
perpendicular, Poligono, Circulo dado centro e um de seus pontos, Elipse, Angulo,
Reflexdo em relacdo a uma reta, Controle Deslizante, mover janela de visualizacéo.

A Figura 11 mostra destacado com a seta vermelha a janela de algebra, janela
de visualizacao 2D e Entrada.

o GeoGebra Classic 5 -0

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

. [ ' i e
AL PG O) [) N[ec)
» Janela de Algebra X | » Jana\aﬂevwsuauzﬂ'ﬁo« X

Enfrada:

Figura 11 — Ferramentas GeoGebra

Fonte: http://www.geogebra.com.br/site/
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A Figura 12 mostra a janela de visualizagao 3D.

» Janela de Visualizagdo 3D X

Figura 12 — GeoGebra (janela de visualizagao 3D)

Fonte: http://www.geogebra.com.br/site/

A janela de visualizac&o 3D serve para que se tenha uma visao tridimensional de
figuras geométricas. Esta janela n&o foi usada nas situa¢des que envolveram as fungdes
exponenciais e logaritmicas neste trabalho. Mas fica a proposta para abordagens mais
aprofundada pelo leitor para futuros trabalhos académicos que venham a utilizara o
software GeoGebra como ferramenta didatica pedagdgica.

O GeoGebra possui uma infinidade de ferramentas, pelo seu poder de unir a
algebra com a geometria em uma unica plataforma fornece uma visualizagéo excelente
para trabalhos matematicos, além de ajudar no raciocinio l6gico de demonstracdes, pois
estas Ultimas séo as vezes muito abstratas, além de um rigor matematico predominante.
Caso a prova seja da area de geometria o software facilita muito a visualizacéo e
compreensao de propriedades das mesmas.

A Figura 13 indica com uma seta verde os pontos Mover, ponto, reta, reta
perpendicular, Poligono, Circulo dado centro e um de seus pontos, Elipse, Angulo,
Reflexdo em relacao a uma reta, Controle Deslizante, mover janela de visualizacao.
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Bl A @ 0 L) N @)

Mover.

Ponto«

Reta«

Reta Perpendicular«
Poligono

Circulo dado Centro e Um de seus Pontos

Elipse <ffmm

fingulo
Reflexio em Relaciio a uma Reta«———

Texto «

Mover Janela de Visualizag:ﬁo.«

Figura 13 — GeoGebra (janela de visualizacao 3D)

Fonte: http://www.geogebra.com.br/site/

5.2 ABSORGAO DE MEDICAMENTOS

Na medicina, conforme [12], para exemplificar a aplicagdo das fungcdes expo-
nenciais observe a seguinte situacao(adaptada): Uma pessoa ingere um certo medica-
mento, ao entrar na corrente sanguinea e passar pelos rins e figado, € metabolizada e
eliminada a uma taxa que € proporcional a quantidade presente no corpo.

Se o paciente sofre uma dosagem muito alta de um certo medicamento cujo
principio ativo € de 600 mg, a quantidade Q, em gramas (g) do principio ativo que
continuara no organismo apods t horas da ingestao € dada pela seguinte expressao:

Q(t) =600 - (0,7)"
Com isso é possivel determinar o tempo necessério para que a quantidade da
droga presente no organismo seja igual a 200 g.

Para solucionar este problema basta substituir os valores numéricos correspon-
dentes a suas respectivas variaveis, sendo assim tem-se que:

200
Q(t) = 600 - (0,7)" = 600 - (0,7)" =200 = (0,7)" =

1
- t — —
=500~ (07" =3

aplicando log em ambos os lados da ultima expressao teremos o tempo, como podemos
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notar:

—log 3

. 7
log(0, 7)! = log (3) = t-log(0,7) = log 1-log 3 = t-log (10) 0—log s =t = {7 log 10

Agora, como log3 = 0,477, log 7 = 0,845 e log 10 = 1 tem-se que

—0,477 —0,477
= : = — = 3,077.
0,845—-1 —0,155 ’

Portanto, o tempo necessario para que a quantidade da droga presente seja
igual 200 g é de 3,077 horas.

5.3 GEOGEBRA: FUNCAO DE ABSORCAO DE MEDICAMENTOS

Para estudar e analisar a fungdo f(x) = 600 - (0,7)” no software GeoGebra,
através de suas ferramenta, faz-se necessario a visualizagdo geomeétrica para a melhor
compreensao do problema.

Primeiro, digite na caixa de entrada a funcao f(x) = 600 * (0.7) " x. A Figura
14 ilustra esta situacao. Aparecera na interface do GeoGebra o grafico da funcéo em
estudo em destaque.

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

[&] A~ @l Ll =2 )

» Janela de Algebra | | ¥ Janela de Visualizagao

' -5
Word 2013

Entrada (x)=ﬁl]l]‘(l].?)“x\

Figura 14 — Interface do GeoGebra

Fonte: http://www.geogebra.com.br/site/

Depois, na ferramenta controle deslizante crie o controle a com valor minimo de
10 e maximo de 60 com incremento 0.1 - veja a Figura 15.
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Em seguida, na caixa de entrada digite x = a, aparecera o grafico da funcao
contante na interface. Veja a Figura 16.

@
Il
=]

OO &L N )

Janela de Visualizagdo

f
254
Controle Deslizante
201 P Mome
(®) Mumero
(") Angulo a
15 W T [] Aleatério (F9)
Intervalo | Controle Deslizante | Animagio
104 min: |10 max: |60 Incremento: EJ.1|
oK Cancelar
5
10 5 0 5 10 15 20 25 30 35

Figura 15 — Controle Deslizante

Fonte: http://www.geogebra.com.br/site/

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

DSR2 1S [c] =) PAN = K3

» Janela deAIgebra X | » Janela de Visualizagdo

- Funcio f

L@ f(x) = 600.0.7F
Mimera a=10

L@ a=10
25 |

20

¢

Entrada: X=a

Figura 16 — Funcao x= a

Fonte: http://www.geogebra.com.br/site/
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Finalmente, clique na opcéao intersecao de dois objetos e selecione o grafico

da fung&o exponencial e o gréafico da funcao contante, anime o controle deslizante a e
habilite o rastro do ponto A. Veja Figura 17.

N RN [ PN

» Janela de Algebra ]
Funcio fla
® f(x) = 600.0.7°
Mimero

¥ Janela de Visualizagao

a=10

Ponto
----- ® A=(10,16.95)
Reta

25

20

i Ponto A(10, 16.95)
Coordenadas Polares
.| Exibir Objeto

Exibir Rétulo

o & Habilitar Rastro
Renomear
/. Apagar
5
.o Propriedades ...
10 -5 0 5

Figura 17 — Habilitar Rastro

Fonte: http://www.geogebra.com.br/site/

O gréfico final apds todas estas etapas fica conforme a Figura 18.

I P O Ol N[22 )

» Janela de Algebra e
Funcio f

@ f(x) = 600.0.7
Nimero a=1353

@ a=353 @
Panto 2

L@ A=(35.3,0)
Reta

@ gx=353

» Janela de Visualizagdo

20

30 3 40

Figura 18 — Intersecao de f com g

Fonte: http://www.geogebra.com.br/site/
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Note que fazendo x — +oco implica que a fun¢do f(z) = 600(0,7)” tende a 0.
Por outro lado, quando x — —oo a fungéo f tende para 0 +oc.



48

6 CONSIDERACOES FINAIS

A motivagédo a principio deste trabalho estd no fato de muitos alunos e até
mesmo professores da educacgao basica tanto nos niveis fundamental como no médio
nao terem a pratica de utilizar as demonstragdes matematicas para a compreensao dos
conteudos necessarios a aquisicao de conhecimentos, seus estudos baseiam-se em se
restringir apenas em decorar formulas e resolug¢éao de problemas, assim nao conseguem
desenvolver o raciocinio l6gico e consequentemente ndo aprendem matematica.

Por meio deste estudo foi possivel disponibilizar e mostrar abordagens diferenci-
adas e construtivas de estudos, através das técnicas demonstracées como: demons-
tracdo direta, contra positiva, redugdo ao absurdo e indu¢cdo matematica na forma
algébrica, as quais foram aplicados em funcdes exponenciais e logaritmicas de modo
que suas definicdes e propriedades foram explanadas e compreendidas, logo apés
mostrou como e onde aplicar esses temas no dia a dia, o software GeoGebra pbéde
mostrar graficamente o comportamento dessas fun¢gdes quando crescente ou decres-
cente além de facilitar a interpretacao de suas aplicacdes. Diante do que foi abordado
neste trabalho, pode-se concluir que os objetivos foram alcangados € 0 mesmo servira
como fonte para futuros pesquisadores.

Este trabalho contribuiu significativamente para aquisigdo de novos conhecimen-
tos para a formacéo do futuro professor de matematica e possibilita ado¢cédo destas
técnicas no futuro exercicio da carreira docente.

Desse modo acredita-se que a pratica das demonstracbes matematicas nas
aulas estimula o raciocinio cognitivo dos alunos fortalecendo a aprendizagem dos
mesmos, e deve ser uma pratica em todos e qualquer conteddo de matematica e
nao somente ao tema que este trabalho foca, sendo util como fonte de pesquisa e de
material de apoio para discentes e docentes no Ensino Médio.
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