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RESUMO

O presente trabalho tendo em vista que um conceito matematico possui varias
formas de representacdo buscou contribuir de forma tedrica e pratica para o ensino
dos sistemas de equacles lineares, neste estudo, abordamos os sistemas de
equacoles lineares por meio de situagbes problemas considerando seu tratamento
algébrico e significado geométrico em interacdo com o software Geogebra. O
objetivo pretendido é dar énfase as caracteristicas de alguns métodos algébricos de
solucédo e na visualizacdo da geometria que esta envolvida no decorrer de todo o
procedimento escolhido para determinar solu¢des dos sistemas lineares, limitaremos
aos sistemas lineares com duas equac¢des e duas incognitas e com trés equacdes e
trés incognitas para permitir o uso da intuicdo geométrica de forma acessivel aos
educandos da educacdo basica. Intuito de destacar o uso de programas
computacionais como ferramenta didatica para tornar as aulas de matematica mais
dindmicas e interativas, afim descreveremos um conjunto de casos para a aplicacao
do Geogebra nas solucbes de um sistema linear, entendendo que a proposta
constitui uma ferramenta importante para o ensino aprendizagem dos Sistemas
Lineares.

Palavras-chave: Sistemas de EquacBes Lineares. Interpretacdo geométrica.
Geogebra.



ABSTRACT

This work considering that a mathematical concept has several forms of
representation sought to contribute theoretically and practices for teaching systems
of linear equations, in this study, we address the systems of linear equations through
problem situations considering their algebraic treatment and geometric meaning in
interaction with the Geogebra software. The intended goal is to emphasize the
characteristics of some algebraic methods of solution and geometry visualization that
is involved throughout the entire procedure chosen to determine solutions of linear
systems, will limit the linear system with two equations and two unknowns and three
equations and three unknowns to allow the use of geometric intuition affordably to
students of basic education. Order to highlight the use of computer programs as a
teaching tool to make the most dynamic math classes and interactive in order
describe a set of cases for the application of Geogebra the solutions of a linear
system, understanding that the proposal is an important tool for teaching and
learning of Linear Systems.

Keywords: Systems of Linear Equations. Geometric interpretation. Geogebra.
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INTRODUCAO

O processo de ensino-aprendizagem de matemética nas escolas brasileiras
tem sido fonte de inimeros debates. E fato que na atual conjuntura 0 mesmo passa
por diversas dificuldades, um dos pontos que contribui para essas barreiras no
ensino da matematica € sua abordagem de forma abstrata sem conexdo com o
ambiente que o aluno esta inserido, essa abstracdo acaba resultando em um

desinteresse maior dos alunos.

No Ensino Médio, etapa final da Educacdo Basica, a Matematica € uma
parcela essencial para o desenvolvimento do conhecimento do aluno,
proporcionando a construcdo de uma visdo do mundo, para ler e interpretar a
realidade e para desenvolver capacidades que deles seréo exigidas ao longo da vida
social e profissional. Os Parametros Curriculares Nacionais para o ensino Médio -
PCNEM (2000, p.40) [3] destacam que:

A Matematica no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a
estruturar o pensamento e o0 raciocinio dedutivo, porém também
desempenha um papel instrumental, pois € uma ferramenta que serve para
a vida cotidiana e para muitas tarefas especificas em quase todas as
atividades humanas.

Neste trabalho iremos destacar os Sistemas Equacfes Lineares ou Sistema
Lineares estes aparecem em aplicacfes de diversas areas como, por exemplo, a

Fisica, a Engenharia, a Geometria analitica, Quimica.

O estudo de sistemas de equacdes lineares comeca a ser abordado no 7° ano
do ensino fundamental sendo aprofundado no ensino médio, Lima (2007) [8] destaca
que,

Os sistemas de equacgbes lineares constituem um tépico de grande
interesse pratico. Seu estudo é acessivel aos estudantes, pois ndo requer o
emprego de conceitos sutis ou complicados. Além disso, pode servir como
ponto de partida para diversas teorias matematicas relevantes e atuais. Por

estes trés motivos, € mais do que justa sua inclusdo nos curriculos
escolares.

De acordo com os PCN + Ensino Médio (2002) [2], o ensino de sistemas
lineares no Ensino Médio deve ser uma expansao do que foi estudado no ensino
fundamental, intensificando o tratamento algébrico e geométrico, além de estender

0S conhecimentos que os alunos possuem sobre a resolucdo de equacdes de



11

primeiro e segundo grau e sobre a resolugédo de sistemas de duas equagdes e duas
incégnitas para sistemas lineares trés equacdes e trés incognitas, aplicando este

estudo a resolucao de problemas das diversas outras areas do conhecimento.

Lima (2007) em [8] ressalta que os Sistemas Lineares podem ser analisadas
por diversos pontos de vista, essa variedade de interpretacdes como: geométrica,
matricial e vetorial enriqguece a variedade de aplicagbes que tem seu estudo e, por
outro lado, permite a utilizacdo de diferentes instrumentos para resolvé-lo como

resolucdes de problemas, interpretacdo geométrica entre outros.

Sao estes fatores que norteiam o objetivo deste trabalho que é destacar a
importancia do uso de recurso tecnolégico para que ensino e aprendizagem de
matematica tornem-se mais dinamicos e significativos, despertando no alunado um

interesse maior pelo estudo da Matematica.

O trabalho justifica-se pela necessidade de desenvolver novas praticas de
ensino aprendizagem, que possibilitem uma abordagem mais ampla desse conteddo
e que levem os alunos a relacionar e entender a solu¢cdo de um Sistema Linear.
Assim este trabalho visa a apresentar os Sistemas de Equacdes Lineares numa
perspectiva que articula o calculo algébrico e a interpretacdo geométrica, em
interagcdo com software Geogebra.

A utilizacdo do Geogebra tras a este trabalho um dos temas debatidos na
educacdo matematica, a saber, o uso de tecnologia na educacdo matematica. Tais
tecnologias permitem experimentac¢des, muitas vezes dificeis de serem alcancadas
sem o uso das mesmas além de facilitarem visualizagbes, manipula¢cdes permitindo

a construcéo do conhecimento de forma critica e reflexiva.

Essas visualizagbes e manipulacfes sdo importantissimas para o ensino dos
Sistemas lineares, para [9] Peixoto et al (2015) o estudo de sistemas lineares, sem a
analise grafica nao favorece o alcance de um nivel de compreensdo adequado,
pois o0 enfoque somente na parte algébrica acaba tornando os procedimentos

Mmuito mecanicos.

Para desenvolver esse trabalho, usaremos a seguinte estrutura. No capitulo
1, traremos elementos historicos dos sistemas de equacdes lineares, bem como a

generalidades das definicbes de Equacao Linear e Sistemas de Equacdes Lineares,
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abordando por meio de situacbes problemas e as caracteristicas dos principais
métodos de resolucdo de um Sistema linear 2x2 e 3x3.

Abordaremos, no capitulo 2, a associacdo dos Sistemas Lineares a Matrizes
e Determinantes, estudando as caracteristicas fundamentais da Regra de Cramer e
a discusséao dos sistemas lineares por determinantes.

No capitulo 3, apresentamos de forma introdutiva o software Geogebra, em
seguida aborda-se como se pode utiliza-lo para a representacdo geométrica dos
sistemas lineares 2x2 e 3x3.

O proposito do trabalho € auxiliar os professores de Matematica bem com
discentes de nivel médio ou superior na utilizagdo do programa para 0 ensino e
aprendizagem desse conteudo e divulgar outra forma de abordagem que possa
contribuir para melhorar ensino aprendizagem entendimento do mesmo, por parte

dos alunos.
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CAPITULO 1
SISTEMAS LINEARES- DEFINICOES E METODOS DE RESOLUCOES

Neste capitulo trataremos da origem, definicAo e de alguns métodos de
resolucao algébricos dos sistemas de equacOes lineares. No topico 1 utilizamos
como fonte de referéncia BOYER [1] nas definicbes contidas nos topicos 1.1.1,
1.1.2,1.1.3 e 1.1.4 usamos como principais referéncias IEZZl e HAZZAN [5] e LIMA

[71

1. Elementos histéricos

Segundo Boyer (1996) [1] os primeiros registros de estudo dos sistemas de
equacodes lineares, vem do Oriente, aproximadamente do século Il a.C. encontrado
no livro chinés Chiu-chang Suan-shu (Nove Capitulos sobre a arte matematica). O
capitulo 8 dos Nove capitulos é significativo por conter a solucdo de problemas
sobre equacdes lineares simultaneas, usando tanto niUmeros positivos negativos. O
altimo problema no capitulo envolve quatro equacdes em cinco incognitas. Neste
livro encontra-se resolvido o sistema S abaixo, de maneira semelhante ao método

de eliminacao que é abordado nos livros de hoje.

3x+2y+z2=39
S:142x+3y+z=34
X+2y+3z2=26

A ideia de determinante para resolver equacdes simultdneas veio ser
fortalecida num trabalho do japonés Seki Kowa, s6 em 1683, considerado o maior
matematico japonés do século XVII, Seki Kowa chegou a essa nogao através do
estudo de sistemas lineares, sistematizando o velho procedimento chinés para o

caso de duas equag0Oes apenas.

Em uma carta direcionada a L’Hospital em 1693, Leibniz escreveu que usava
ocasionalmente numeros indicando linhas e colunas em uma cole¢do de equacdes
simultanea e fez mencédo do uso determinantes para resolver esse tipo de
problema, essa antecipacédo dos determinantes por Leibniz s6é veio a ser publicada
em 1850.
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A conhecida Regra de Cramer foi publicada em 1750 por Gabriel Cramer,
mas provavelmente ja era conhecida desde 1729 por Maclaurin, a mesma esta no
seu livro Treatise of Algebra como a regra para resolver equacdes simultaneas por

determinante publicado em 1748, dois anos antes de Cramer.

1.1 Definigcbes e Notagdes

1.1.1 Equagéo linear

Define-se equacao linear, toda equacao do tipo,
a;xy ta,x, +azxz +...+a,x, =b
onde: x4,x,,Xx3,... X, SA0 as variaveis ou incognitas;
a,,a,,ds, ... a, SA0 nameros reais chamados de coeficientes;
b é um namero real chamado de termo independente da equacéo.
S&o exemplos de equacdes lineares;

Exemplo 1. 3x = 6, para equacfes com uma incognita usaremos X como

representacao.

Exemplo 2: 3x+ 4y =5, neste casos como temos duas incognitas usaremos x

€ y para representar.

Exemplo 3: 2x — y —z =0, de modo analogo a representagéo para equagdes

com trés incognitas usaremos x, y e z.

Equacgbes do tipo 2x% + y=1 e xy + 3 = 0 ndo sdo equacdes lineares, pois

possuem incognitas com poténcia e produto entre incognitas respectivamente.

Temos que uma equacao linear € uma equacao envolvendo apenas somas ou
produtos de constantes e variaveis do primeiro grau, de forma caracteristica uma
equacao linear ndo pode conter poténcias nem produtos de variaveis e podem ter

uma ou mais variaveis.

1.1.2 Solucédo de uma equacéo linear
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Dizemos que a sequéncia ou énupla ordenada de nameros reais

(a1, az, asz,..., 0,)

€ uma solucdo da equacdo linear com n variaveis
axX +a,X, +a,% +...+a x, =b

se, e somente se, ao +a,a, +a,; +...+a,a, =bfor uma sentenca

verdadeira.
A fim de exemplificar a definicdo anterior considere os seguintes exemplos.

Exemplo: - Um namero somado com o seu dobro é igual a 21. Qual é esse
nimero?

Solucéo:

e Considere x a variavel que representa 0 nimero

e X +2X representa o nUmero somado ao seu dobro

e Podemos agora representar o problema numa equacéo linear do tipo ax = b;
O problema nos tras a seguinte situagdo, x+2x=21->3x=21, que

obtemos x = 7.

Portanto 3x = 21, € uma equacao linear na variavel x, e a solugéo é x = 7.

Se tivermos uma equagdo com duas variaveis, por exemplo, X +y

10, a
solucdo ndo € Uunica, ja& que poderemos ter um numero infinito de pares
ordenados que satisfagam a equacdo, como por exemplo, (1,9), pois1+ 9 = 10,
(4,6), pois 4 + 6 = 10, para este caso todos pares ordenado da forma (x,10 — x)

sendo x um numero arbitrario, irdo satisfazer a equacao x +y = 10.

Consideremos agora, uma equacdo com trés incognitas, por exemplo: X +y +
z = 5, algumas solug¢des possiveis sao (1,4,0), pois 1+4+0=5, (3,7,-5) pois
34+ 74+ (=5) =5, todos os ternos ordenados da forma (x,y,5—x—y) parax e y
arbitrarios, ou seja as solugdes séo os infinitos ternos ordenados que satisfazem a

equacao dada.
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1.1.2 Sistema Linear

Define-se que um Sistema de Equacdes Lineares € um conjunto de m (m =

1) equacdes lineares, nas incognitas x,, x,, X3,..., X,.

Ay X T a,X, + X+ X, = b1

, i A, X +a,,X, + X, ++-+a, X =D
Assim o sistema S§,,;4 2t P TR antn T2

A Xy F Ay Xy + 8 Xg + o+ 8, X, =Dy,

é linear de m equacdes e n incognitas.
Os problemas 1 e 2 logo abaixo exemplificam a definigdo anterior.

Problema 1:Dado a seguinte situacdo problema: “Em uma competigdo
escolar, nas modalidades de handebol e basquetebol, participaram 32 equipes e 344
atletas. Cada equipe de handebol inscreveu 12 jogadores, e cada equipe de

basquetebol, 10 jogadores. Quantas equipes handebol participaram da competicdo?”

Indicando x a quantidade de equipes de handebol e y a quantidade de

equipes basquetebol, podemos formar equacgdes lineares;

¢ A soma da quantidade de equipes participantes é dada por,
x+y=32

e A soma de jogadores por equipes sendo,
12x + 10y = 344

Temos assim um conjunto de Equacdes Lineares que da forma a um Sistema
de Equacdes Lineares sendo (S;) esse sistemas podemos escrevé-lo da seguinte
maneira:

(x+y=32
(S0): {12x + 10y = 344

Problema 2: Trés escolas participaram de um torneio esportivo com provas
de dez modalidades diferentes. Aos vencedores de cada prova foram atribuidas
medalhas de ouro, prata e bronze aos respectivos 1°, 2° e 3° lugares. A soma do
valor de cada medalha gerou a pontuacgao final de cada equipe, sendo que a equipe

A conquistou 2 ouros, lprata e 1 bronze totalizando 23 pontos, a equipe B
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conquistou 5 ouros, 3 pratas e 1 bronze com pontuacao final igual a 57 pontos e a
equipe C obteve 53 pontos conquistando 4 ouros, 3 pratas e 3 bronzes. Determine

guantos pontos valem cada medalha de ouro, prata e bronze.

Indicando x o valor das medalhas de ouro, por y o valor das medalhas de
prata e z o valor das medalhas de bronze, podemos formar as seguintes e equacdes
lineares, em relacdo a equipe A temos que 2x+y+z=23, da equipe B
5x+3y+z=57e da equipe C 4x+3y+3z=53, temos assim um conjunto de

Equac0es Lineares que podemos escrevé-las na forma de um Sistema de Equacdes

Lineares, como segue abaixo.

2X+Yy+2=23
S, =15x+3y+z=57
4x+3y+3z=53

1.1.3 Solucgéo de Um sistema Linear

Dizemos que a sequéncia ou énupla ordenada de numeros reais (a,, a,,
as,..,ay) € solucdo de um sistema S,, se, e somente se, for solucdo todas as
equacdes (Sy), isto é, (a,, a3, as,..., ay) torna todas as sentencas de equacgdes do S,

verdadeiras conforme como esta elucidado abaixo:

QX + Xy + A X o+ X =Dy 8,0 + 3,0, A0+ A, =Dy
Ay X, 85y X, + 8y Xg + o0+ 8, X, =D, Ay, 0 + 8,0, + 80, + + 8y, =D,

2n’*n 2n~"n

(Sn):
amlxi + a'm2x2 + a'm3X3 teeet a'mn Xn = bm amlal + am20[2 + am3a3 teeet a‘mnan = bm
Tomando com exemplo o Sistema Linear do problema 1 anterior:

(x+y=32
(S): {12x + 10y = 344

A o conjunto solucdo de (S;) é igual a {(12, 20)}, pois esse par ordenado

satisfaz as duas equacdes do Sistema como podemos observar,

12 + 20 = 32

(S1): {12 %12 4 10 X 20 = 344 (sentencas verdadeiras)
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J& no Sistema Linear do problema 2 anterior temos,

2X+Yy+12=23
S,19%x+3y+1z=57
4x+3y+32=53

Teremos como solugdo o conjunto {(8, 5, 2)}, pois este terno ordenado € Unico

satisfaz as trés equacdes de (S;), como segue abaixo,

(2-8)+5+2=23
(S,):4(5-8)+(3-5)+2=57 (sentengas verdadeiras)
(4-8)+(3-5)+(3-2) =53

1.1.5 Classificacao de um sistema linear

A quantidade de elementos do conjunto solucdo de um sistema linear
determina a forma com que o proprio sistema € classificado, podemos obter em um
sistema linear, uma Unica solucdo ou uma infinidade de solugcdes e existe casos que
€ impossivel obtermos solugcdo, a seguir elucidaremos com exemplos de sistemas

lineares 2x2.

Um sistema linear pode ser classificado como:

e Possivel e Determinado (S.P.D.), quando admite uma Uunica solucao

ordenada.

3x—y =10

€ um exemplo desse caso, onde o conjunto solucdo
2x+5y=1 P ) ¢

O sistema S:{

{(1, -3)} é o Unico par ordenado que satisfaz simultaneamente as duas equagdes do

sistema dado.

e Possivel e Indeterminado (S.P.l.), quando admite uma infinidade de

solucdes.
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2x —6y =8

3x — 9y = 12 ,onde os pares ordenados do tipo

Como no caso do sistema S{

4—x
(x,_—3) para todo valor real de x, {(1, -1), (-2, -2), ... } s&o exemplos de solugao

desse caso.

e Sistema Impossivel (S. I.) nesse caso 0 sistema ndo admite nenhum
conjunto solugéo.

xX—y=5

X—y=2 € um exemplo de sistema impossivel, pois podemos

O sistema S:{

observar que pela equacdo x —y =5 temos que x =5+ y, ja a equagcado x —y = 2
temos que x =2 +y, 0 que para um valor real qualquer de y, obteriamos dois
valores para de x, 0 que gera uma impossibilidade de encontramos solugédo para o

sistema.

1.1.6 Sistema linear homogéneo e equivalente

Um Sistema de Equacao Linear (S) é chamado homogéneo quando todas as
equacdes tém termo independente igual a zero.

2X+3y+5z=0
Exemplo: S{4x+5y+0z=0
3x+1ly+7z=0

Todo sistema homogéneo é possivel, pois admite, pelo menos, a solucao
trivial. Se esta solucdo for Unica, o sistema é possivel determinado. Se, além da

solucao trivial, admitir outras, é possivel indeterminado.

[6] Diz que um Sistema (S) € equivalente a outro Sistema linear (S)) se, e
somente se, toda solucéo de (S) € também solucéo de (S) e, reciprocamente, toda

solucéo de (S’) é também solucéo de (S).
1.2 METODOS DE RESOLUCAO

Sao vérios os métodos algébricos de resolucéo existentes para se resolver um
Sistema de Equacdes lineares, daremos atencdo a seguir dois métodos mais

abordados nos livros didaticos, método da substituicdo e método de escalonamento,
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faremos suas devidas definicbes e resolveremos sistemas lineares (2x2) e (3x3)

utilizando-os.

Conceitualmente um Sistema de Equacdes lineares (S) com duas equacoes e

duas incognitas, € chamado de Sistema de Equacdes Lineares (2x2), (Lé-se:
Sistema de Equacdes Lineares dois por dois) é composto da seguinte forma:

{alx +by=1¢
axX +b,y = C;

O Sistema de Equacdes lineares (S) da forma:

ax+by+cz=d,
S:yax+by+c,z=d,
aX+by+c,z=d,

E um Sistema de Equaces Lineares com trés equacdes e trés incognitas, de
maneira usual chama-se Sistema de Equacdes Lineares (3x3) (Lé-se: Sistema de

Equac0es Lineares trés por trés).

1.2.1 Método de substituicao

O Método de substituicdo consiste em “isolar” uma das incognitas em
qualguer equacao do sistema e substitui-la nas demais, obtendo-se, assim, um novo
Sistema de Equacgfes Lineares, com uma incognita a menos. Repete-se 0 processo
até que se obtenha uma equacédo que dependa apenas de uma incognita. A partir da
determinacdo desta incognita se for possivel, substitui-se seu valor nas equacgdes

gue dela dependam, o que possibilita a determinacéo das demais incégnitas.

Resolvendo o (problema 1 da secédo 1.1.3) passo a passo sistema pelo

método da substituicdo, assim dado o sistema:

S X+Yy=32
" 112x+10y =344

1° Passo: Podemos escolher a equacdo x + y = 32 e isolar a incognita x.

Assim temos:
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x+y =32 somando (—y) em ambos os lado
xX+y—-y=32-y
x=32-y

2° Passo: substituimos x por (32 — y) na equacédo 12x + 10y = 344, temos:

12x+10y =344 =
12(32—-y)+10y =344 =
384-12y+10y =344 =
—2y=-40=

y= i‘f = y=20

3° Passo: Substituimos y = 20 na equacao x + y = 32 encontramos o valor de

X+y=32=

X+20=32=>
X=32—-20=
X=12

Logo, a solucéo do sistema € o par ordenado (12, 20), portanto, 12 equipes de
handebol participaram da competicéo.

Resolveremos a seguir o (problema 2 da secdo 1.1.3) passo a passo pelo
meétodo da substituicao:

Nomearemos as equacgoes do sistema como |, Il e Il respectivamente,

2x+y+2=23(1)
S,15x+3y+z=57(ll)
4x+3y+3z=53(lll)

1° Passo: Escolher uma equacédo e isolar uma incégnita, escolhendo x na
equacao |, em funcdo das outras duas incégnitas, em seguida substitui-la nas outras
equacdes, como segue;

(I):2x+y+z:23:>x:M

Substituindo x nas equacdes (ll) e (I11) dai vem,
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23-y-3
S(T)+3y+2257 {y_gzz_l

23 y+z=17

4@—1%:§)+3y+3z=53

Temos entdo um novo Sistema Linear agora (2x2).

2° Passo: Escolher uma equacdo do no sistema e isolar uma incégnita,

isolando y na segunda equacéao e substituindo na primeira equacao temos,
= y+i=1=y=7-12
Tém-se,
= 1-2-31=-1 =>-471=-8= 7=2
3° Passo: Substituir o valor encontrado para z na equagao, assim temos,
= y+2=7 =>y+2=7T= y=5

4° passo: Substituir os valores encontrados para y e z na equacdo (l),
encontrando o valor de x:

(1):2x+y+z=23..
2X+5+2=23..
2Xx=16=x=8

Logo o conjunto solugcdo do sistema € {(8,5,2)}, portanto os valores da

medalhas de ouro, prata e bronze sdo respectivamente (8,5,2).
1.2.2 Método de Escalonamento

O método de Escalonamento também conhecido como eliminagéo gaussiana,
é um método para classificar, resolver e discutir sistemas lineares de quaisquer
ordens tem-se, que dado um Sistema Linear S, o objetivo € encontrar um sistema

equivalente S’, “triangular’[6].

Em outras palavras dizemos que um Sistema Linear (S) esta escalonado

quando em cada uma de suas equacdes, o0 primeiro elemento ndo-nulo esta situado
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a esquerda do primeiro elemento ndo-nulo da equacgdo seguinte. Além disso,

equacao com todos os elementos nulos devem estar abaixo de todas as outras.
E um exemplo de sistemas escalonado:

x+2y+z+t=9

{x+2y+z+t=9 ou Oy +4z + 5t =10
4z + 5t =10 0z+0t=0
0t=0

Resolvendo o (problema 1 da secao 1.1.3) pelo método de escalonamento

passo a passo como segue abaixo:

S x+y=32 (I)
'l12x+10y =344  (II)

1° Passo: Eliminar o termo a, da equacéao Il de S;, fazendo a equacéo Il uma
combinacgao de I e Il, multiplicando | por (-12) e somando com a equacao Il, teremos

assim um sistema equivalente a Si,

L x+y=32
S 1
0x—-2y=-40
2° Passo: Da equacdo Il de S' temos —2y=-40=y =20, substituindo y na
equacdo | de S| teremos assim que x-+20=32—= x=12, logo temos que a solucéo
de S e o par ordenado (12,20), portanto, 12 equipes de handebol participaram da
competicao.

Resolveremos novamente o (problema 2 da secdo 1.1.3) agora passo a passo

pelo método do escalonamento assim temos:

2X+Yy+2=23
S,19x+3y+1z=57
4x+3y+32=53

1°Passo: Eliminar os termos a,ea,, das equacodes | e Il respectivamente. Para

isso, substituiremos a equacao Il por uma combinacdo entre as equacbes l e ll, e a
equacdo Il por uma combinacéo entre as equacdes | e lll, faremos Il =51-2ll e

11l =—21 + 111, assim temos um novo sistema:
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2X+Yy+12=23
Sh,:13 —-y+3z=1
y+z=17

2° Passo: Eliminar o termo bz da equacéo Il do sistema S’, substituiremos

equacao lll por uma combinacdo das equacdes Il e Ill, faremos 111 =11 + 111 . Logo

temos uma nova matriz de forma triangular;

2X+y+2=23
S,y —y+3z=1
47 =38

3° Passo: Resolver o sistema S”, da ultima equacdo de S” temos

4z =8— z = 2, Substituindo z =2 na segunda equagéo Il de S” temos,

-y+3z=1=-y+(3-2)=1=
-y=-b=y=5

Substituindo os valores de y e z na primeira equacéo permite encontrarmos o
valor de x, assim,

2X+Y+2=23=2X+5+2=23=x=8

De onde se conclui que o sistema admite como conjunto solugédo o terno

ordenado {(8,5,2)}, portanto os valores da medalhas de ouro, prata e bronze sao
respectivamente (8,5,2).

Algumas consideragbes importantes para classificar um sistema linear
escalonado observando a ultima linha.

Podemos ter as seguintes situacdes na ultima linha:

e Uma equacdo do linear do 1°grau com uma incognita, por exemplo,
(3z=6; w=2;22=0,...), neste caso temos que o sistema é SPD;
e Uma igualdade sem incognitas que é verdadeira, como por exemplo,

(1=1 0=0;5=5,...)neste caso o sistema é SPI;
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e Uma igualdade sem incognitas que é falsa, como por exemplo,
(0=1 0=9;1=5,...) neste caso o sistema é SI;
Note que um sistema escalonado s6 ndo tem os coeficientes da ultima linha

nulos se ele for possivel e determinado.



26

CAPITULO 2
MATRIZES E DETERMINANTES APLICADOS AOS SISTEMAS LINEARES

Neste capitulo abordaremos a associacdo dos sistemas lineares a matrizes e
determinantes, estudando as caracteristicas fundamentais da Regra de Cramer e a
discussdo dos sistemas lineares por determinantes. Usamos como principais
referéncias IEZZI e HAZZAN [5] e LIMA [7].

2. Matriz

Defini¢cdo; Matriz m x n é uma tabela de m - n niUmeros reais dispostos em m

linhas (filas horizontais) e n colunas (filas verticais).

De maneira geral representa-se uma matriz A do tipo m x n por:

Q; d, Q3 -,
Ay Ay Gy Ay,

A= 3 Q3 A Gy,

m2 m3 """ mn

Onde os dois indices que acompanham os elementos indicam,
respectivamente, a linha e as colunas ocupadas pelos elementos.
Ainda pode ser abreviada como, A:[aiijxn, onde i e | representam,

1<i<m

respectivamente, a linha e a coluna que o elemento ocupa, {1< <
<j<

Exempilo:

1 -2 3
A:{O 4 2} € uma matriz 2 x 3; (Lé-se, matriz 2 por trés, ou seja, uma

matriz com duas linhas e trés colunas)

Entre as matrizes ha alguns tipos especiais entre eles esta a Matriz quadrada,
definida como toda matriz do tipo n x n, isto €, com 0 mesmo numero de linhas e

colunas. Neste caso, dizemos que a matriz € de ordem n.
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Numa matriz quadrada de ordem n os elementos a,,, a,a,, ..., &,, iSto & 0s

elementos a; com (i = j), formam a diagonal principal da matriz.

A outra diagonal da matriz quadrada formada pelos elementos a; com

(i+ j =n+1) denomina-se diagonal secundéria.

Neste trabalho omitiremos as operacgfes usuais de matrizes, que podem ser
encontradas nas bibliografias [4],[8]e [9].

2.1 Determinante

Determinante € um numero real que esta associado a uma matriz quadrada,
utiliza-se os determinantes no célculo da matriz inversa, resolu¢do de alguns tipos
de sistemas de equacOes lineares; calculo da area de um triangulo, quando sdo

conhecidas as coordenadas dos vértices entre outras.

Seja M :[aij]n . denotaremos o determinante da matriz M de ordem n por

8 - &
detM =| : ~ :
a, - a

nn

Dada uma matriz quadrada de ordem 1, isto é, M=[a,], chamamos de

determinante associado a matriz M o numero real a,,.

Notag&o: detM oula,| = a,,
Exemplo:
Ml:[?)]:>detM1 =3

Determinante de segunda ordem
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all a12

Dada a matriz M:{
a21 a22

] de 22 ordem, por definicdo, temos que o

determinante associado a essa matriz, ou seja, o determinante de 22 ordem é dado
por:

a; 8

detM = a = (a,a,) _(a12a21)

21 22

Assim detM =(a,a,,)—(a,a,, )€ dado pela diferenca entre o produto dos

elementos da diagonal principal e o produto dos elementos da diagonal secundaria.

1 2
Exemplo: Sendo a matriz M{s 4] entao:

1 2
detM = =1.4-2-3=4-6=-2
3 4

Logo: detM = -2

Existem alguns métodos para o calculo do determinante de uma matriz
guadrada de ordem n, explanaremos a seguir sobre a Regra de Sarrus dispositivo

pratico utilizado para o caso das matrizes de ordem 3.

8; 8, ay
Consideremos a matriz M genérica de ordem n, M:la, a, @a,|, O

aSl a32 a33

determinante é obtido pela regra de Sarrus da seguinte forma.

1° passo: repetem-se as duas primeiras colunas da matriz ao lado da terceira

coluna, como segue,

a, a, & &, 4a,
a, a, a, a, a

A A | 8 &,

22 23 21 22

2° passo: calcula-se o produto dos elementos da diagonal principal e suas
paralelas estes procedido do sinal positivo =-+(a,,8,,84; +8;,8,,85; +a,5885,) € O

produto da diagonal secundaria e suas paralelas procedidas do sinal negativo
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—(a13a22a31+a11a23a32+a12a21a33) adicionando as duas expressdes temos que o,

det(M ) = 8185,855 + 8,838 + 81385183 —8y38,,8y — 81,8853 — 838538, -

2.3 REPRESENTACAO MATRICIAL DE UM SISTEMA DE EQUACAO LINEAR

Além da forma usual de um sistema linear, vista anteriormente, podemos
escrevé-lo na sua forma matricial, separando seus coeficientes das incognitas e dos

termos independentes.

Recorrendo a definicdo de produto de matrizes, notemos que um sistema,

Ay X + 3K, 35X o0+ X, :bl
Ay X) +8p,X; + Xy -+ 3y, X, = bz

(Sn)

amlxl + a'm2X2 + a‘mE}XS teeet a‘man = bm

pode ser escrito na forma matricial:

a, a4, a3 - 4, X, b,
Ay 8y, 8y Gy, X, bz

Sn: Ay 8y A ot A, 1% = bs

a a

A X B

ml m2 m3 "’ mn n

Aplicando o produto nas matrizes A e X igualando com matriz B obtemos o

sistema (S,,) dado.

Por exemplo, o problema 2 da secdo 1.1.3, um sistema linear com trés

equacdes e trés incognitas pode ser escrito com as seguintes matrizes

23
=| 57
53

B

n

2 11
S,=|5 3 1}
4 3 3

<X N < X

A

Um sistema Linear pode ainda ser associado a duas matrizes, a matriz

principal que € composta pelos coeficientes das equacfes do sistema a matriz
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aumentada formada pelos coeficientes e os termos independentes, por exemplo, um

ax+byy+ciz=d,
o sistema com de trés equacdes com trés incognitas S:ja,x + b,y + ¢,z = d,, temos
azx + bzy + c3z = dj

as seguintes matrizes:

a; by ¢ a; by ¢ dy
a, b, Cz] (m)e [az b, ¢ dy| (M)
as; b; c3 as b; c3 dj

Sendo m a matriz principal e M a matriz aumentada[8].

2.4 Regra de Cramer

Umas das aplicagbes mais utilizada dos determinantes é a Regra de
Cramer, método frequentemente utilizado no Ensino Médio para resolver Sistemas

de equacdes Lineares.

Consideremos um sistema linear em que o numero de equacdes é igual ao

namero de incégnitas, nessas condi¢cdes A € uma matriz quadrada; D =det(A).
Definigéo:

Seja S um sistema linear em que 0 numero de equacdes é igual ao de

incognitas. Seja D=det(A). D # 0, entdo o sistema sera possivel e terd solucéo

anica (a4, @y, as, ..., ay), tal que

D;

a, = vi € {1,2,3,..,n}

Em que D; é o determinante da matriz obtida de A, substituindo-se a i-ésima

coluna pela coluna dos termos independentes das equacdes.

X+2y-2=-3
Seja o sistema linear S=<2x-y+3z=9, resolvendo-o pela a Regra de
—X+Yy+52=8

Cramer

1° passo: Calcular o Determinante da matriz (A) dos Coeficientes:
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1 2 -1
A=| 2 -1 3 |, pelaregrade Sarrus
-1 1 5

det(A) = —(-D)x (D) x(-1) —2x2x5-1x3x1+1x (-1) x5+ 2x3x (-1) + (- x2x1
= (D)~ (+20)~(+3) + (-5) + (-6) + (-2)
=-35

Temos que o det(A) =0, logo S é um sistema possivel determinado.

2° passo: Calcular o Determinante da matriz (Ay), ou seja, substitui-se a 12

coluna da matriz A pela matriz coluna dos termos independentes de S:

-3 2 -1
A=l9 -1 3|=det(A)=
8 1 5

=-3x(-1)x54+2x3x8+(-1)x9Ix1— (1) x (-1) x8—(-3)x3x1-2x9x5
=15+48-9-8+9-90
=-35

3° passo: Calcular o Determinante da matriz (Ay), ou seja, substitui-se a 22

coluna da matriz A pela matriz coluna dos termos independentes de S:

1 -3 -1
A=2 9 3|=det(A)=
18 5

=1x9x5+(=3)x3x (1) + (=) x2x8— (1) x9x (-1) —1x3x8—(-3)x 2x5
=45+9-16-9-24+30
=35

4° passo: Calcular o Determinante da matriz (A;), ou seja, substitui-se a 32

coluna da matriz A pela matriz coluna dos termos independentes de S:

1 2 -3
A=[2 -1 9 |=det(A)=
11 8
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=1x (D) x8+2x9x(-1)+(-3)x2x1—(-3) x(-1) x (1) —1x9x1-2x2x8
=-8-18-6+3-9-32
=-70

5 passo: Calcular os respectivos valores das variaveis (x,y,z) utilizando dos

determinantes encontrados:

L det(A) _ 35

= = x=1
det(A)  -35
det

_ (Ay):> 35 oyt
det(A)  -35

,_det(A) 70 _,
det(A)  -35

Assim, obtemos o terno ordenado {(1,-1,2)} como o conjunto solucdo do
Sistema Linear S.

Observacoes:

e A Regra de Cramer s6 e valida quando o det(4) # 0, neste caso temos que o
sistema € possivel e determinado;
e Caso det(4) = 0teremos que o sistema serda SPl (Sistema Possivel e

Indeterminado) ou Sl (Sistema Impossivel)[7].

Pois em ambos os casos o fato pode ocorrer como exemplificaremos abaixo:
Exemplos:
X+2y—-2=3
O sistema S,{2x+4y—-2z =6 se resolvermos por outro método temos que é
3X+6y+3z=9

(B3=x)

um sistema possivel e indeterminado e o conjunto solugao é {(x, ,0)} para

todo valor de x real.

Pela regra de Cramer teremos det(A )=0 e det(A)=0, det(A)=0 e

det(A,) =0
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X+y+z=1
Ja o sistema S,{2x+2y+2z=2 € claro que este sistema ndo possui
3x+3y+3z=4

solucéo, pois x+y+z=1 entdo a equagao 3x+3y+3z deve ser igual a 3 ndo a 4

logo o sistema € impossivel. Mas a regra de Cramer nos oferece det(A )=0 e

det(A,)=0, det(A)=0 e det(A,)=0.

e Quando det(4) = 0, e algum dos D; # 0, entdo o sistema € impossivel[7].

X+2y—-2=3
O sistema S =42x+4y—-2z =10 exemplifica este caso.
X+2y+2=9

Pela regra de Cramer teremos o determinante da matriz A do sistema S, isto
é, det(A )=0 e quanto aos D; det(A)=-16, det(A)=0 e det(A)=0, portanto o

sistema dado é impossivel.

2.5 Discursédo de um Sistema Linear por Determinantes

Considerando o Sistema Linear a seguir:

kx+3ky =0
2x+ky =4

As variaveis do sistema séo x e y, enquanto k é a constante.

- Inicialmente encontraremos o determinante da matriz dos coeficientes:
k

{kx+3ky =0

k 3k
, & matriz dos Coeficientes é A=
2x+ky =4 2

Determinante da matriz A:

k 3k )
) K =det A=kxk-2x3k =>det A=k* -6k

o Analisaremos para quais valores de k o Sistema é possivel e
determinado:

Sabemos que a condi¢do para o sistema seja possivel e determinado é que o
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determinante da matriz A deve ser diferente de zero, Dai:

k=0
k* -6k #0=kx(k—6)= e
k—-6#0 = k=6

Portanto, se k =0€ k =6, entdo o sistema € possivel e determinado.

e Agora, vamos analisar o que acontece quando o determinante da matriz A &
igual a zero.
k=0
k?-6k=0=kx(k-6)=< ou
k-6=0 = k=6

Ou seja, para que o determinante seja igual a zero é necesséario que
tenhamos k =o0U k =6.

Analisaremos agora como sera classificado o sistema, quando tivermos k =o,
para encontrar a resposta, devemos substituir k por zero no sistema dado. Teremos:

kx+3ky =0 0-x+3-:0-y=0 0=0
2x+ky =4 2-Xx+0-y=4 2x=4

O valor de x é igual a 2, e como o valor de y néo ficou definido, entdo ele
pode assumir qualquer valor. E desta forma, o sistema torna-se possivel e
indeterminado.
Analisaremos agora a classificagéo do sistema, quando tivermos k =6.
Substituiremos k por 6 no sistema. E teremos:
kx+3ky =0 6-Xx+3:6-y=0 6x+18y =0
{éx+ky:4 {é-x+6-y:4 {2x+6y:4

Simplificando cada uma das equacdes do sistema: dividindo por 6 a primeira

equacao e por 2 a segunda equacéo, obteremos:

X+3y=0
X+3y=2
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Observe que o primeiro membro das equacdes do sistema s&o iguais. Mas 0s
valores dos termos independentes a direita das igualdades sao diferentes (0+£2),

entdo o sistema é classificado como impossivel.
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CAPITULO 3

SISTEMAS LINEARES: INTERPRETACAO GEOMETRICA COM AUXILIO DO
GEOGEBRA

Neste capitulo presentamos de forma introdutiva o software Geogebra, em
seguida abordaremos como se pode utiliza-lo para a representacdo geomeétrica dos
sistemas lineares 2x2 e 3x3 Usamos como principais referéncias LIMA [7] e
HOHENWARTER [4].

3. GEOGEBRA

O software Geogebra teve sua primeira versdo desenvolvida na Austria no
final de 2001, na Universidade de Salzburg pelo austriaco Markus Hohenwarter, que
desde entédo tem liderado o desenvolvimento do aplicativo. O objetivo principal do
Geogebra é proporcionar o estudo dinamizado da geometria e da algebra em
diferentes modalidades de ensino de matemética, de modo a facilitar a investigacéo

e o0 aprendizado de diversos conceitos matematicos.

E um software livre, que pode encontrado com facilidade nos diversos sites de
busca ou no endereco www.geogebra.org, € escrito em Java, esta disponivel em

multiplas plataformas.

Utilizaremos neste estudo a versado 5.0 do geogebra, a escolha é porque
nesta ultima versao disponiblizada o software traz como novidade a janela 3D, que
posibilita o estudo no espaco tridimensional, alem da janela 2D das versdes

anteriores.

3.1 Algumas ferramentas e recursos do Geogebra

A seguir faremos algumas descricoes de ferramentas e recursos do geogebra
na qual serdo importantes para o estudo que faremos a seguir sobre a interpretacéo

geometrica dos Sistemas Lineares.

Tela de trabalho do Geogebraé composta por uma barra de menus contendo
as seguintes funcionalidades: arquivo, editar, exibir, op¢cdes, ferramentas, janela e

ajuda, uma barra de ferramentas contendo 12 icones, uma janela de algebra, uma
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janela de visualizacéo grafica com o plano cartesiano R?, um campo de entrada de

comandos e um Menu com as opcdes de disposicdes da janela de visualizagao:

algebra, Geometria, planilha de calculos, janela CAS, janela 3D com plano
cartesiano R3 e probabilidade, ver figura 1.

i GeoGebra
Arquive Editar Exibir Opghes Feramentas Janela Ajuda

‘ ==
PN ORENEEE

<« Barra de Ferramentas
b Janela de Algebra X :

b Janela de Visualizagio

Janela de ¢

B Menu Disposi¢des |
algebra

Janela de visualizagdo grafica R

lEntrada de comandos

Entraca

Figura 1- interface da janela de algebra

O Primeiro icone da barra de ferramentas, considerando o sentido esquerdo

para direita, tem como recursos Mover, girar em torno de um ponto, isto €, seleciona
e move objetos contidos nas construcées, ver na figura 2.

¢ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

Tela de Visualizagio
l% Mover

s Rotagio em Tomo de um Fonto
&

| 5

Figura 2- icone Mover objetos

O segundo icone apresenta 0s seguites recursos Ponto, Ponto em objeto,
Vincular/ Desvincular Ponto, Intersecédo de dois objetos, Ponto médio ou centro, ver

figura 3, que possibilita criar um ponto qualquer sobre um objeto, determina o ponto
médio entre dois pontos entre outras.
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Figura 3- icone Novo Ponto

No ultimo icone da barra ferramentas, temos recursos que nos possilita mover
a Janela de Visualizagcdo, ampliar ou reduzir os objetos representados, exibir ou

esconder 0s objetos e rotulos construidos, ilustrado na figura 4.

€ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

» Janelade A\gebra » Janela de msuanza;ao .
Mover Janela de Visualizacdo

@, Ampliar
‘ Q. Reduir
4 [ ]

Exibir / Esconder Objeta
Exibir / Esconder Rétulo

A
A coparestio visual

Apagar

Figura 4- Mover Janela de Visualizacéo

A Janela 3D do Geogebra traz para este software a possibilidade de
trabalharmos no espaco de trés dimensdes a interface segue na figura 5, temos na
janela de visualizacdo, os eixos do espago R3® e um plano, contido na caixa de

clipping, como podemos observar na figura 5:

[7 GeoGebra (2) =) —c
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

Enfrar.

»J\n:\lg:- b Janela de Visualiz: B X

Entrada;

Figura 5- Interface Janela 3D
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Na barra de ferramentas tem-se a disponibilidades de novos recursos,
destacaremos aqui a intercesdao entre duas superficie, que posibilita obter, por

exemplo, ponto ou equacédo entre dois objetos construidos ver figura 6.

[ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

[ Da] @] 4]0] £]N]=<]
¥ Janela Intersegio de Duas Superficies

Constrdi a curva de intersecdo de duas superficies

P Janela de Algebra

Figura 6- icone Intersecédo de duas Superficies

A figura 7 ilustra a interface da janela 3D alterada, através do menu “exibir —

layout” podemos desativar e habilitar recursos, temos a janela de visualizacao
contendo apenas os eixos do espaco R3:

|2 GeoGebra (2)

ool (21 e
Arquiva Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra b Janela deVlsuaIlza;ao}D

Entrada;

Figura 7- Eixo 3 Dimensdes

O manual completo do software Geogebra esta disponivel no link
https://app.geogebra.org/help/docupt_PT.pdf, e no link http://www.geogebra.org esta
disponivel diversos materiais de ajuda. O Instituto Geogebra no Brasil disponibiliza
em seu site www.geogebra.im-uff.mat.br/ diversos tutoriais e pesquisas aplicada a

educacdo matematica desenvolvida com a utilizacdo do Geogebra.
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3.2 SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES 2X2 E 3X3 NO GEOGEBRA

Nessa etapa do trabalho faremos a descricdo do estudo das interpretacdes
geométrica dos Sistemas lineares 2x2 e 3x3 com o auxilio do software Geogebra,

descrevendo passo a passo a discussédo de cada caso.

3.2.1 Interpretacdo geométrica do sistema linear (2x2)

Como definimos anteriormente a solucdo de um Sistema linear quando
possivel € formada por énupla ordenadas, isto €, no caso dos sistemas lineares (2 x
2, a solucdo sdo pares ordenados (x,y) e para os Sistemas Lineares 3x3 ternos

ordenados (x,y, z).

Quanto aos sistemas lineares 2x2 temos que cada equacao representa uma
reta no plano cartesiano, e a classificacdo quanto a solucdes dos Sistemas Lineares,
ou seja, SPD, SPI e Sl esta ligada as posi¢c0es relativas das retas formadas pelas

equacdes do Sistema.

Sabemos, entretanto que as posicoes relativas de duas retas no plano sao

concorrentes, paralelas e coincidentes analisaremos a seguir cada caso.

1° caso: Concorrentes, neste caso ha somente um ponto de intersecao entre
as restas consequentemente.

3x—y =10

2x +5y =1 um exemplo desse caso

Seja o sistema S:{

Estudando este sistema no Geogebra, adiciona-se as equagfes na caixa de
entrada uma a uma para que seja analisada cada equacao separadamente, assim
temos ao adicionarmos a primeira equacdo 3x —y = 10 obtemos 0 seguinte o

gréfico. (ver figura 8)
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|7 GeoGebra
Arquivo Editar Exibit Opgies Ferramentas Janela Ajuda

B B EE = [o) UH/II\IIAECH”:’J\*P,I o

||nmg \/.\ ela de Visualizagiio

- a:3x-y=10

Entrada:

Figura 8- Representacéo dareta a

Note que além do grafico na janela de visualizacdo, temos na janela de
algebra a equacdo da reta neste caso r:3x —y = 10 optamos neste caso em exibir
o recurso malha que é adicionado recorrendo o menu exibir- layout- preferéncias-
malha, seguindo com o estudo selecionando o recurso Novo Ponto na barra de

ferramentas, podemos com o0 mouse marcar 0s pontos que pertence a reta, como
podemos ver na figura 9.

> GeoGebra

Amuwn Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

> Jane\a de Algebra b Janela de V\suallla;ao
Ponto
= ]

)

Entrada:

Figura 9- Representacdo dos pontos da reta a

Observe que as coordenadas dos pontos pertencentes a reta aparece na

janela de algebra, esses pontos séo solucdes da equacédo a:3x —y = 10 .
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Inserindo agora a segunda equacdo do sistema 2x + 5y =1, na mesma
janela visualizacdo que a equacdo anterior, ap0s adicionada repetindo 0s mesmos
passos equacao anterior, ou seja, usar o a ferramenta Novo Ponto, obtemos os

pontos pertencentes a reta (b), como mostra a figura 10.

7 GeoGebra
Arquive Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

Bl 5 = S O O RN = kD =

» Janela de Algebra

X

Entrada; @

Figura 10- Representacéo da intersecéo retaaeb

Nota-se que o ponto C (3,-1) pertence tanto a reta a como a reta b, logo as
retas sdo concorrentes neste ponto, podemos ainda utilizar o recurso Ponto de
intercessao, na barra de ferramentas seleciona o icone Ponto- intercessdo de dois
objetos, clicando na reta a em seguida na reta b obtém-se o ponto de intercessao
das reta a e b, neste caso o ponto H(3,-1) coincidente com o ponto C, Unico ponto de

intercesséao das retas. Como mostra a figura 11.

3x-y=10
b:2x+Sy=1
xto

1 =

-
texto1 = "Ponto H=C (3,-1),1 E
“\‘\‘
5
T °

=(3,-1) Ponto H=C @3,-1), iinico ponto de Intercesszo das retas a e b.

Figura 11- Representacéo do ponto de intersecdo dasretasaeb
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Portanto o Sistema Linear (S) tem uma Unica solucdo o par ordenado
(3,-1), portanto é (SPD) Sistema Possivel e determinado.

2° Caso: Coincidentes, neste caso existe uma infinidade de pontos na
intersecao das retas.

, . —-3y=4 -
Um exemplo deste caso é o sistema S{;Cx B gy — 17 utilizando o Geogebra

temos:

1° passo: Escolhemos a equacgédo x — 3y = 4 e a inserimos na caixa de entra

do software de imediato na janela de visualizacdo gréfica, teremos a reta a ver figura
12.

|5 GeoGebra = )

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

[
12
» Janela de Algebra %] | » Janela de Visualizagdo
Reta
® ax-3y=4

[

Entrada: [al &

Figura 12-Representacédo dareta a

Observa-se que na janela de Algebra temos a equac&o inserida, neste caso o
software a nomeia de reta a:x — 3y = 4, podemos agora selecionar o recurso Novo
Ponto na barra de ferramentas, e determinarmos alguns pontos pertencentes a reta,

optaremos a exibir 0s pontos apenas com nuameros inteiros, ver figura 13.
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7 GeoGebra =)
Arqumu Editar Exibir Opgbes Ferramentas lanela Ajuda
e Am =
// \_/ e/
» Janela deA\gEhra » Jane\ada\nsuanzagan (=]
Panto
H ) 4
® B-
® c=(1,1
® D=(4,0)
- Al 3
L] 10
Reta
® ax-3y=4
2
1
4
o 0
5 -4 -3 -2 1 o 1 F 3 4 5 L] B @ 10 1 12
-1
-4
Entrada: F| Ws: @

2° Passo:

Figura 13- Representacédo dos pontos dareta a

Inserimos agora a segunda equacdo do sistema na caixa de

entrada, na mesma janela da primeira equacdo entdo teremos a seguinte

representacédo grafica ver figura 14.

|7 GeoGebra

=

e Algebra

-
.

sogesssser:
H iz
0> 3

C=(1,1
D= (4,0)
1

)

aix-3y=4
bix-dy=4

Entrada:

=] [/J

Amquive Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

’I

SopRNSEE

b Janela de Visualizagho (=]

o
o 1 2 3 e
-

Figura 14- Representacdo das Retas a e b coincidentes

Nota-se a uma nova reta (b) coincide com a reta (a), na Janela de Algebra

temos agora uma reta b e o Software a reconhece com idéntica primeira equacéo

a:x —3y =4 e exibe b:x — 3y =4, isso acontece porque as equacao da retas sao

multiplas, também e facil verificar que todos os pontos da reta a também pertence a

reta b, para melhor visualizacdo podemos clicar com o botéo direito do mouse em
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cima da equacao da reta b, ir na opcéo propriedades e em seguida cor, escolhendo

uma nova cor diferenciamos as retas, escolhemos aqui a cor vermelha, ver figura 15.

|7 GeaGebra
Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajud:

& JEALAL ] ol a2 e 2] =

b Janela de Aigebra = (4 | » Janela de Visualizagao
ants

o
33E3

sezeeseee;
g,

aix-dy-4
bix-3y=d

. 3
/
)

.
/

-

Entrada

Figura 15- Representacédo das retas aeb

Observa-se que ha uma alteracdo na cor da reta, nesse caso uma cor se
sobressai sobre a oura, mas com o botdo direito mouse clicando em cima das
equacBes pode escolhendo a opcdo Exibir Objetos, que nos possibilita ocultar e
exibir representacédo grafica da equacao, optando a equacao da reta (a) e realizando
esse procedimento teremos a exibicdo gréafica apenas da reta (b) ver figura 16.

|7 GeoGebra =
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
A Ty el e asal o=z | <, |
RN EERANEEE —
» Janela de Algebra = [ [ » Janela de Visualizacio
)

CSEX T YT B

Entrada:

Figura 16- Representacédo daretab

Temos entdo na Janela de Visualizacéo a reta da cor vermelha que tinhamos

definido anteriormente, e que 0s pontos pertencentes as retas nao se altera, se
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tivéssemos escolhido a equacéo da reta (b) e ocultado a representagcdo grafica da
mesma, teriamos na janela de visualizacdo a representacdo grafica da reta (a),

observe a figura 17.

a=2

o
o v z 3 a
B

Figura 17- Representacéo dareta a

Notemos que o0s pontos continuam inalterados, podemos concluir que
qualquer ponto que pertencer a reta (a) também pertencera a reta (b), logo as retas
possuem todos os pontos em comum entdo sdo coincidentes, sabemos ainda que
um reta possui uma infinidade de pontos, na verdade e a prépria reta, isto é,a N b =
r. Portanto quando isso ocorre o sistema (S) possui infinitas solugdes (SPI), esse
fato nos garante que o sistema aqui estudado possui uma infinidade de pares

, . _ 4-x
ordenado como solucdo algebricamente eles sao do tipo (x, — ) para qualquer

valor de x, Portando o Sistema linear(S) é possivel e indeterminado.

3° caso: Paralelas, neste caso ndo hé intersecdo entre as retas, ou seja, ndo
apresentam ponto em comum.

, . x—y=5
Um exemplo desse caso € o sistema S; {x _z .
Analisando Sz no Geogebra, iniciamos inserindo a equagdo x—y =5 na
caixa de entrada de comandos temos a representacdo grafico que temos na figura

18
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Reta
® ax-y-5

Entrada:

Figura 18- Representacdo dareta a
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Utilizando o recurso Novo Ponto na barra de ferramentas ficara facil

determinar os pontos que satisfacam a equacéo da reta a representada na figura, o
seja, as coordenadas desses pontos sao solucdes da equacdo da reta a, com
podemos observar na figura 19.

[ GeoGebra

= [
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
B B =2 1= [o) O-MMMUM -

x|

Ponto

Entrada:

Figura 19- Representacdo dos pontos dareta a

u

(0]

Inserindo agora a equagdo x —y = 2 na caixa de entrada dos comandos,

utiizando a mesma janela da reta anterior, obteremos uma reta b a seguinte

representacao grafica que pode ser vista na figura 20.
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Arguivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
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Entrada: | s @

Figura 20- Representacéo das retas aeb

Para uma melhor visualizacdo podemos alterar a cor da reta (b) clicando na
equacao com o botao direito do mouse, escolhe a opcao propriedades em seguida
Cor neste caso usaremos a cor vermelha, e recorrendo ao recurso Novo ponto na
barra de ferramenta determinaremos o0s pontos que satisfaz a equacao da reta b,

como pode ser visto na figura 21.

b

X

Figura 21- Representacao das retas a e b paralelas

Ao observarmos a representacao gréfica na janela de visualizacao na figura e
os pontos determinados na janela de algebra é facil identificar que todos os pontos
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da reta a séo distinto em relacdo a reta b, logo essa retas ndo possui pontos de
intersecao nesse caso as retas séo ditas paralelas.

Portanto, o Sistema S é classificado como Sistema impossivel, pois ndo ha

ponto de Coordenadas (X, ¥) que satisfaca simultaneamente ambas as equacoes.

3.2.2 Interpretacdo geométrica do sistema linear (3x3)

ax+by+cz=d,
Consideremos o sistema S =4a,X+D0,y+C,z =d, de trés equagbes com trés

aXx+by+c,z=d,

incégnitas.

Geometricamente, cada um das equacdes do sistema define um plano no
R3, ou seja, para o sistema (S) anterior as equacdes definem os planos m4, , e 13,
respectivamente nessa ordem. O terno ordenado (x,y,z) € solugdo desse sistema
quando o ponto P(x,y,z) pertence a intersec¢do my N ™, N m3, OU Seja, quando P

esta simultaneamente nos trés planos [7].

Os sistemas lineares de trés equacdes e trés incégnitas sdo classificados de
trés formas SPD, SPI e Sl, mas temos oito posicfes relativas entre esses planos [7].
Para isso, usaremos 0 Geogebra como recurso, para plotar o grafico de cada uma
das equacdes determinando essas oito situacdes diferentes.

Para efeito de notacdo denominaremos nos casos abaixo cada equacao dos

sistemas lineares de m,, , e 13, respectivamente nessa ordem.

1° caso: Os trés planos coincidem,

X+2y—-2=3
O Sistema Linear (S;) {2x+4y—-2z=6 é um exemplo desse caso,
3x+6y—-3z=9

Plotando as equacbes no Geogebra, inserindo-as na caixa de entrada de
comando, uma a uma, nha mesma janela, podemos em seguida escolher uma cor
para cada plano, para diferenciarmos a representacdo, obteremos a seguinte

representacao ver figura 22.
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|7 GeoGebra (2) =
Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

=

»_Janela de Visualizagao 3D

Entrada: @

Figura 22- Representagdo dos 3 planos coincidentes

Como os trés planos sdo coincidentes, na visualizacdo grafica o software
representa um Uunico plano, jA a janela grafica nos oferece uma informacéo
importante, as trés equacdes dos planos sdo reconhecidas como multiplas logo
temos as equagbes de my = m, = M3 = x + 2y — z = 3, iSS0O porque a equacdes sdo
equivalentes, logo temos quanto a solucdo do Sistema S; que todos o0s pontos
P(x,y,z) € ™y também pertencem m, e w3 € sdo solu¢des do sistema, logo neste
caso o sistema € possivel e indeterminado (SPI), podemos expressar as solucdes

do sistema como todos os ternos (x,y,x + 2y — 3), onde x,y € R sdo arbitrarios.

2° caso: Dois planos se coincidem e o terceiro é paralelo a eles, ou

seja, temos que my = m, e 3/ / 14.
Consideremos o sistema:

X+2y—2=3
Syq2X+4y—-22=6,
3x+6y—-32=16

Adiciona-se as equacdes de S no Geogebra, ambas na mesma janela de

visualizac@o obteremos a seguinte representacdo gréfica ver figura 23.
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Entrada: 3@

Figura 23- Representacédo dos 2 planos coincidentes e 1 paralelo

Neste caso, temos dois planos coincidentes e um paralelo, isso porque a
equacao do plano m, € equivalente a equacdo de m; a ja a equacado do plano m;
difere de m,; gerando o paralelismo , quanto a solucéo devido ao paralelismo m3// m,
temos que nenhum dos ternos ordenado (x,y,z) € my satisfaz o plano w3 e vice e
versa, portanto a uma impossibilidade de obtermos uma énupla de solugdo que
satisfaca simultaneamente as equacdo de S, Logo S é ndo possui solucédo: é

impossivel (Sl).

3° caso: Dois dos planos coincidem e o terceiro 0s intersecta segundo

uma reta;
X+2y-2=3
Seja S3 {2x+4y -2z =6 um exemplo desse caso.
3x+6y+32=9

Ao adicionarmos ao Geogebra as equacgdes do sistema S; uma a uma na
mesma janela de visualizacdo obtemos a representacéo grafica que segue na figura
24.
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Arquiva Editar Exibir Opges Feramentas Janela Ajuda

Figura 214-Representacéo da intersecdo entre os 3 planos

Temos entdo nesse caso dois planos coincidentes isto é, ; e m,, isto €, suas
equacdes sao equivalentes e o plano m; intersecta-os segundo uma reta, recorrendo
ao Geogebra, na barra de ferramenta seleciona-se o recurso intersec¢cao entre duas
superficies, selecionando com um clique o plano m; e em seguida w30 obteremos

uma reta que nomearemos de reta r que representa a intersec¢do m; N3 para

elucidarmos ver figura 25.

|7 GeoGebra (2)

} Janela de Algebra ) | » Janela de Visualizagao 3D =
Plano

@ TMExr2y-z=3

@ Myx+2y-z=3

@ T3X+EY+Z-9

Entrada:

Figura 25- Representacdo daretar intersecdo entre os planos

Podemos concluir que a intersecdo my; N 13 € a reta r, formada pelos pontos

P = (x,y,z) cujas coordenadas sao as solu¢cdes do sistema

X+2y—-z=3 o 2y -7=3-X
3X+6y+z=9 6y+2=9-3x
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Resolvendo-o da segunda forma, somando as equac¢des obtemos:

2y —-72=3-X
(+)6y+z=9-3
8y =12—-4x

Que implica que y= substituindo o valor de y na primeira equacéo

temos que

2y—z=3—x:>ﬂ§§5)—z=3—x:>z=0.

Obtemos a solugao (x, (3;)(),0) para todo valor x real, portanto S3 € um

sistema possivel e indeterminado (SPI), que tem como conjunto solucéo

{(x, (3;)() ,0)} para qualquer x real arbitrario.

4° caso: Os planos m4, T, e m3 séo paralelos dois a dois;

X+2y-2=3

Um exemplo desse caso é o sistema S, :¢2x+4y—-2z=8
3x+6y—-3z2=5

Ao plotarmos as equacdes do sistema S; no Geogebra obtemos a

representacédo grafica que na segue na figura 26.

Arquivo Editar Exibir Opgbes Femamentas Janela Ajuda

o= STE

[ [ » Janela de Visualizagito 30

Entrada

Figura 226-Representacédo dos 3 Planos Paralelos
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Temos, portanto a representacao dos trés planos paralelos, isso corre porque
as linhas da matriz aumentada do sistema sdo duas a duas n&o colineares, e as

linhas da matriz dos coeficientes sdo mdltiplas. Neste caso, o sistema ndo admite
solucéo, logo é um sistema impossivel (S.1).

5° Caso: Os planosm,e m, sdo paralelos e m; 0s intersecta segundo restas
paralelasres;

X+2y—-2=3
Para este caso consideremos o sistema S,42x+4y-2z=10.

X+2y+2=9

Utilizando o Geogebra, ao plotarmos as equacgdes do sistema Ss ha mesma

janela de visualizacdo obtemos a representacao grafica que segue abaixo na figura
27.

> GeoGebra = e
Arquivo Editar Exibir OpgGes Ferramentas Janela Ajuda
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Entrada:

Figura 237- Representacédo de 2 planos paralelos intersectados por outro plano

Temos, portanto que os planos me m, sao paralelos e msintersecta ambos,
utilizando o Geogebra, na barra de ferramentas escolhe-se a opcao intersecao entre
duas superficies, selecionando os planos m e m; obteremos como intersecdo uma

reta r e selecionando m,e m;obteremos uma reta s, como podemos observar na
figura 28.
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[ GeoGebra (2)
Arguivo Editar Exibir OpgBies Ferramentas Janela Ajuda

:

=&

» Janela de Algebra b Janela de Visualizagdo 3D (=]
Plano
@ Mpxe2y-2=3
L@ myx+2y-1=5
e w3:x+2y+1=9

Reta

@ nX=(84,-12,3)+A(4,-2,
<@ s:X=(86,082)+A4,-2,

[ ——

Entrada: )

Figura 248- Representacéo das retas r e s de intersecdo dos planos

Observe que, como os planos m,e m, Sdo paralelos temos as retas r e s
também paralelas, ou seja, ndo ha pontos em comum entre r e s, observe ainda que
m, N m, = @ logo m; N m, N3 = @, conclui-se que o sistema Ss ndo admite solucao,
logo Ss € um sistema impossivel (S.1). Algebricamente temos que [, = a -1, mas L,
ndo € mdltiplo de L,, e ainda I[; ndo €& mdultiplo de [;, 0 que caracteriza

respectivamente o paralelismo entre ;e m, € garante que ms;e mnéo sao paralelos.
6° caso: Os planos m,,m,e m3 sdo distintos que tém uma retar em comum;

X+y+z=1
O sistema S, 2Xx—-y+z=3 €& um exemplo desse caso.
9X+2y+47=06

Ao inserirmos as equacdes do sistema Sg ho Geogebra, ha mesma janela de
visualizacdo obteremos a representacdo grafica que segue na figura 29 abaixo,

observe que temos trés planos concorrentes.
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e (= [ [t
Arquive Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Enfrar...
E=all =]
A<l ] 4] @] 4[] el
(& AL -l A @4 N e o
P Janela de Algebra b Janela de izagéio 3D
Plano

@ TExeyez=1
L@ TE2x-y+z=3
L@ Ti5xe2y+a2=6

El=)

Enfrada:

Figura 29- Representac¢ao dos 3 planos coincidentes

Neste caso ndo ha paralelismo nem coincidéncia entre dois quaisquer dos

planos, utilizando o recurso intersecdo entre duas superficies temos que as retas de

intersecao dos planos dois a dois sdo coincidentes, tem-se que r =m; N, C T3
como podemos observar na figura 30.

[ scqab =
Arquivo Editar Exibir Opgdes Janela Ajuda
S
) £ £ &) ) ) 5 ) E
» Janela de Algedra }_Janela de Visualizagio 30
Plano

L@ Mix+yez=1
@ TMyp2x-y+z=3
@ 5K+ edi=6
Reta
@ rX=(1.34,0.33, 0.01) +A

- @ £ X=(1.34,0.33, 0.01)+ A

® 5:X=(1.34,-0.33, -0.01) + A

i, r

Entrada:|

Nesta

Figura 30 - Representacdo daretar intersecdo dos 3 planos

condicao o sistema € possivel e indeterminado, pois 0 conjunto solucao

de Se sé@o todos os pontos P(x,y,z) da reta de intersecdo r = my N M, N 3, OS
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pontos P(x,y,z)solugbes do sistema Sg sdo os da forma {(x, %x—l, Z—gx)}para

qualquer x arbitrario.

7° Caso: Os trés planos se intersectam, dois a dois, segundo retas

r=1my NT,,s= Ty N1z et =T, N3, paralelas umas as outras;

X+2y-3z=1
O sistema S, 3x+Yy+z=2 € um exemplo deste caso.
8Xx+y+6z2=06

Introduzindo as equacdes do sistema S; no Geogebra obtemos a

representacdo gréafica do sistema vide figura 31

[ 7eggb = =
Arquive Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A et A . (=
8| ®)4, O <IN e,
) Janela de Algebra b Janela de Visualizagdo 3D

Plano
o WEX+2y-3z=1
L@ Tyxye1=2
@ T8Xx+y+67=6

Entrada:

Figura 31- Representacédo da intersecdo dos 3 planos

Temos entdo a representacdo dos trés planos, neste caso nao ha
paralelismo nem coincidéncia entre os planos e eles se intersectam dois a dois
segundo retas.

Utilizando do recurso do Geogebra intersecdo entre duas superficies
selecionando-o0 na barra de ferramentas, podemos entdo obteremos as retas de
intersecdes dos planos, primeiro Ty N, =rem sequidamyNmz =sem, Nm3 =1t

como podemos visualizar na figura 32 abaixo.
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|7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgiie:

b Jan \dAIgb

i . rr1 x+2y-3z=1
L@ TEIKeyez=2
L@ Ti8x+yrbz-6
Reta
.

<
Entrada

8, 0.04,-0.08) + A
e 8,004, 005} At
@ £ X=(0.64,-0.00,0.16) + A(

es Ferramentas Janela Ajuda

BB E5RE 1S0) 5] P INIE E E3

b Janela de Visualizagio 3D

Figura 32- Representacédo das retas r, s et intersecdo dos 3 planos

Observe-se que as retas sdo paralelas umas as outras, logo temos que a

intersecdo my; N M, N w3 = @ conclui-se que o sistema S; é impossivel (S.1).

8° caso: Os trés planos my, m,e m3 tem um Unico ponto em comum;

Um exemplo desse caso é o sistema S;2Xx—y+3z=9
-X+Yy+52=8

X+2y—-2=-3

Inserindo as equacdes de Sg no Geogebra teremos a seguinte representacao

gréfica que segue na figura 33.

"7 GeoGebra

Arq vo Editar Exibir up;

> Janela deAI!ebra

Entrada:

es Feramentas Janela AJ uda

> Janela deV\sualllﬂgﬂDlD

Figura 33- Representacéo da intersecéo dos 3 planos
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Temos neste caso em primeiro lugar n&o paralelismo nem coincidéncia entre
esses planos, utilizando do recurso do Geogebra intersecédo entre duas superficies
selecionando-o0 na barra de ferramentas, podemos entdo obtemos as retas de
intersecdes dos planos, primeiro Ty N T, = rem seguidam; N3 =r,asretasre s
estdo situadas sobre o plano m;(vermelho) e sdo concorrentes isto € possui 0 Unico

ponto em comum.

Determinando o ponto P intersecdo de r e s no Geogebra, no icone ponto na
barra de ferramentas escolhe a opcao intersecdo de dois objetos, com 0 mouse
selecionam-se as duas retas assim terminamos o ponto P intersecéo de r e s, na
janela de algebra o Geogebra nos da as coordenadas de P = (1,—1,2), ver figura 34
este ponto P é pertencente ao intersecao my; N ™, N w3, € henhum outro ponto pode
pertencer a esta interse¢ao pois pertenceriaa my Nm, =1 e My NMWz3 =sMmasres
tém apenas o ponto P em comum, portanto P = (1,—1,2) é a solucdo do sistema Sg,

isto é o sistema Sg possivel e determinado (S.P.D.) o conjunto solucao é {(1, -1,

2)}.

7 GeoGebra | (51 )
Arquiva Editar Exibir OpcBies Feramentas Janela Ajuda Entrar.
ol s 2 . c
% >,\/ / [ CI:) o | A sl ABC 2 *
5| ) (= [ ) ) ) ) ] :
} Janela de Algebra } Janela de Visualizagdo 3D

Plano
=] Wﬂ:x'2y71=73
(Y Trz:zx-yf}zzg
] W3:7X+Y*51=9
Ponto

X 5, 0.5) + A (5, -5, -5)
@ s X=(7.21,1.99, 0.24) +A (11, 4,3)

Enfrada;

Figura 34- Representacdo do ponto a intersecdo das retasre s
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3.2.3 Sistemas equivalentes: Algébricos X Geométrico
A resolvermos um sistema linear por um método algébrico seja por

substituicdo ou escalonamento, consiste em vé-lo em um sistema equivalente, isto €,
gue possuem 0 mesmo conjunto solucdo do sistema original. Vamos exemplificar

esse enunciado considerando o Problema 1 da se¢&o 1.1.3:

X+Yy=232
12x+10y =344

Considere o sistema linear S,

] | Xx+y=32
Quando escalonamos S; obtemos o sistema S'; 2y =40

Em que o sistema S; é equivalente ao sistema S;. Pois, toda solugdo do

sistema modificado € também solucdo do sistema original, em ambos, a solucédo é
{(12, 20)}.
Geometricamente temos que S; ¢ S; formam cada um no plano cartesiano

duas retas concorrentes no ponto {(12, 20)}, Representando-os no Geogebra, isto

equivale a transformacédo apresentada nas figuras 35 e 36.

|7 GeoGebra
Arquiva Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

Y = [ B2 1= (o) ) P N 1 [
=]

anela de Algebra G2 [ » Janela de Vist

a: xRy

-
i,
o

>

n

n
A

onto
- (12, 20)
ota

L1F] 5

b 6x + Sy =172

Figura 35- Representacdo do sistema original



"y GeoGebra =N
Arguive Editar Exibif Opgbes Feramentas Janela Ajuda Ents
. - % [ - azz||l o [ J
‘ L\i 1|Ej|" /H 7_-,._,}H s ‘/ o |8 = /H I|
» Janela de Algebra | » Janaia 2]
Fonto a
® A-(12,20)
Reta
® arxey=32
® biy-20
A= (12, 20)
B
"o
Entrad, =D

Observe que a passagem do sistema original

Figura 36-Representacéo do sistema modificado
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para O equivalente

geometricamente significa substituir uma das retas por outra, mas mantendo o

conjunto solucéo do sistema. Perceba que o ponto de intersecdo é mantido nas duas

figuras.
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CONSIDERACOES FINAIS

Os Sistemas de Equacbes Lineares comeca a ser abordado no ensino
fundamental e no ensino médio tem- se um aprofundamento, o mesmo faz parte dos
contetdos estruturantes de Algebra. E encontrar alternativas que dé em significado
a esses sistemas, por meio da interpretacdo das solucBes algébricas e as
representacdes geomeétricas foi o que fomentou a producéo deste trabalho.

Procurou-se mostrar o contetdo de forma algébrica, passando pelas
operacOes elementares que sao utilizadas para resolvé-lo, tendo como referéncia
situacBes problemas. Mas, essencialmente, buscou-se abordar a parte geomeétrica
das solucdes encontradas, e o0 significado dos conjuntos que solucionam e
classificam os sistemas lineares. A finalidade era abordar os diferentes tipos de
sistemas de equacdes lineares por meio das representacdes dos gréaficos de suas
equacodes, relacionando com os conceitos e definicdes sobre o assunto.

A utilizacdo dos recursos tecnoldgicos é uma alternativa para que se possa
contribuir de uma forma positiva no ensino-aprendizagem da matematica. Assim,
fez-se uso do software Geogebra que é um programa de geometria dindmica que
torna possivel a construcdo e visualizacdo de graficos, e realizar-se manipulacées
dos objetos construidos. Constata-se entdo que o auxilio do software Geogebra é
relevante como uma alternativa para auxiliar o ensino de sistema linear.

Anseia-se que esse trabalho sirva como material de apoio aos profissionais
de ensino de matematica para que eles consigam mudar as suas estratégias de
ensino sobre esse contetudo que proporcione aos discentes mais confianca em seu

aprendizado, além de tornar suas aulas mais dinamicas.
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