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Resumo

Este estudo mostra as contribuicbes da Geometria Analitica para o funcionamento
do Sistema de Posicionamento Global-GPS. Por meio de definicdes matematicas se
observa as varias funcionalidades do sistema, assim como a transformacdo de
coordenadas cartesianas em coordenadas geogréficas e alguns métodos de
localizacdo utilizados antes do surgimento do GPS. Algumas outras areas da
mateméatica também se mostram bastantes relevantes neste trabalho, bem como um
pouco da fisica, neste caso, o célculo da distancia entre receptor e satélite e
velocidade da luz. E para entender como ocorre o magnifico processo de localizacéo
na superficie da terra demonstrou-se a intersecdo entre superficies esféricas, um
dos pontos fundamentais no que se refere a localizacao terrestre.

Palavras Chaves:Intersecéo entre superficies esféricas.Sistema de Posicionamento

Global. Geometria Analitica.



ABSTRACT

This study shows the contributions of Analytical Geometry to the operation of the
Global Positioning System-GPS. By means of mathematical definitions we can see
the various functionalities of the system, as well as the transformation of Cartesian
coordinates into geographical coordinates and some localization methods used
before the appearance of GPS. Some other areas of mathematics also show quite
relevant in this work, as well as a bit of physics, in this case, calculating the distance
between receiver and satellite and speed of light. And to understand how the
magnificent process of locating on the surface of the earth occurs, the intersection
between spherical surfaces, one of the fundamental points in terrestrial location, has
been demonstrated.

Key words: Intersection between spherical surfaces.Global Positioning System.
Analytical Geometry.
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1. INTRODUCAO

A escolha do tema esta ligeiramente relacionada a necessidade deanalisar
definicbes que na maioria das vezes € considerado muitoabstrato, dar alguma
aplicabilidade aos conteidos matematicos ministrados em sala de aula, em especial
a Geometria Analitica, utilizando para isso o Sistema de Posicionamento Global-
GPS, sistema disponivel a todos, visto que muitas pessoas possuem celulares de
alta qualidade que contem o aplicativo GPS.

A Educacdo Matematica vem tentando relacionar a Matematica com as
diversas areas do conhecimento humano. De acordo com D'Ambrosio(1993),a
artificialidade de um tratamento disciplinar nos sistemas escolares se torna

incompativel com sua presenca muito natural no dia-a-dia.

Atualmente € necessario que os conteudos abordados estejam de acordo
com a pratica cotidiana, para a percepcao da aplicabilidade da disciplina. Para isso
buscam-se recursos que despertem o interesse e a curiosidade pelo mundo da
Matematica. Com a histéria da matematica surgiram as primeiras noc¢des de
geometria. “Fazer afirmacfes sobre a origem da geometria é arriscado, pois 0S
primordios do assunto sdo mais antigos que a arte de escrever”, (Boyer, 1996).
Somente nos ultimos seis milénios que 0 homem mostrou-se capaz de colocar seus
registros e pensamentos em forma escrita.

Com o passar dos tempos surgiram novos conceitos de Geometria que
contribuiram para uma evolucdo nos métodos de resolucdo. Dai se destacou o
filésofo, matematico e fisico René Descartes (1596-1650). Este por sua vez foi um
grande estudioso, e passou por varias regides da Europa como Holanda, Alemanha,
Paises baixos e Franca, com o objetivo de estudar e assim ampliar seus
conhecimentos.O interesse de Descartes pela matematica era imenso, assim como
sua capacidade de raciocinio. Apds sair da Franca para residir na Holanda, “um
amigo holandés, um classicista, chamou a atencdo de René para o problema das

trés e quatro retas de Papus”, (Merzbach e Boyer 1996).
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Sob a errbnea impresséo de que os antigos nao tinham conseguido resolver
esse problema, Descartes aplicou a ele seus novos métodos e resolveu-o
sem dificuldade. I1sso fez com que ele percebesse o poder e a generalidade
de seu ponto de vista, e, em consequéncia, escreveu a obra bem
conhecida, L4 Géométrie, que levou a geometria analitica ao conhecimento
de seus contemporaneos. (MERZBACH E BOYER,1996,P.238).

O “sistema cartesiano” teve origem nos conhecimentos produzidos por
Descartes que em varios momentos foi considerado o Pai da Matematica e da
filosofia moderna. Desde o principio da Geometria o renomado pesquisador propde
a uso do processo analitico:

Se queremos resolver qualquer problema, primeiramente supomos que a
solugdo ja esta efetuada e damos nomes a todas as linhas que parecem
necessarias para construi-la. Tanto para as que sdo desconhecidas como
para as quesdo conhecidas. Em seguida, sem fazer distincdo entre linhas
conhecidas e desconhecidas, devemos percorrer a dificuldade da maneira
mais natural possivel, mostrando as relacdes entre essas linhas, até que
seja possivel expressar uma Unica quantidade de dois modos. A isto
chamamos uma equacgdo, uma vez que os termos de uma dessas duas
expressfes séo iguais aos termos da outra.(ROQUE, 2012, p322).

Com isso atraves de estudos relacionando a algebra e a geometria que foi
criado o plano cartesiano, onde um dos principais objetivos do sistema de
coordenadas era permitir o estudo de curvas por meio de retas. Dessa relacéo
surgiu a Geometria Analitica.A geometria analitica permite determinar o lugar
geomeétrico dos pontos que fazem parte da equacédo do sistema de coordenadas.No
entanto, os conhecimentos de Descartes ndo se limitaram apenas ao sistema
cartesiano, foi muito, além disso.

Pode-se observar a importancia do sistema de coordenadas analisando
matematicamente o planeta terra, notando o plano cartesiano no espaco que €
formado por trés eixos ox, oy e oz com origem “0” no centro da terra e trés planos
formados por xy, xz e yz perpendiculares entre si. As coordenadas cartesianas
P=(x,y,z) podem ser transformadas em coordenadas geograficas: latitude, longitude

e altitude. Como mostra a figura 1.

Figura 1. Representacéo do planeta terra.

I
iN
ﬂi — Paralelo

A~ Equador

is Meridiano

Fonte: https://www.google.com.br.
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Por meio de pesquisa bibliografica busca-se compreender a relacdo do
sistema de posicionamento global com a mateméatica. Neste trabalho é essencial
definir alguns temas da Geometria Analitica relacionados com o funcionamento do
GPS.

Segundo (D’Ambrésio,2003), todo conhecimento é resultado de um longo
processo cumulativo de geracdo, de organizacao intelectual, de organizagao social e
de difuséo, naturalmente n&o-dicotbmicos entre si. Entdo, conhecer algumas
aplicacbes Matematicas € o mesmo que viver uma grande adrenalina numeérica, pois
0 que € considerado abstrato durante todo o percurso de um curso € visto de um

angulo mais prazeroso.

E importante ressaltar que a Matematica sempre esteve presente durante
todo o processo de desenvolvimento global.
As ideias matematicas comparecem em toda a evolu¢do da humanidade,
definindo estratégias de acdo para lidar com o ambiente, criando e
desenhando instrumentos para esse fim, e buscando explicacGes sobre os
fatos e fendmenos da natureza e para a propria existéncia. Em todos os
momentos da histéria e em todas as civilizagdes, as idéias mateméticas

estdo presentes em todas as formas de fazer e de saber.(GASPERI E
PACHECO APUD D’AMBROSIO,1999,P.19).

Sao varios os ramos da matematica que explicitam conteldos que nem ao
menos sabemos para que servem ou onde devem ser aplicados. Em meio a isso,
este trabalho tem como objetivo observar as aplicacbes da Geometria Analitica no
Sistema de Posicionamento Global-GPS, identificar os assuntos abordados, tendo
em vista que essa é uma forma de fixar alguns conceitos de Geometria Analitica de
maneira mais atrativa. Analisar suas contribuicbes para o funcionamento do GPS e
por fim estimar-se como essa ferramenta podera ser utilizada na forma de
instrumento pedagdgico em sala de aula. Embora, esta pesquisa esteja voltada para
0s conceitos de Geometria Analitica, em alguns momentos aparecerao outros ramos

da matematica e inclusive da fisica.
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2. UM POUCO DA GEOMETRIA ANALITICA

Como se sabe René Descartes contribuiu para o desenvolvimento do
processo analitico, uma vez que suas técnicas se tornaram muito importantes na
geometrizacdo da natureza, onde de acordo com (LOMBARDI, SAVIANI E
NASCIMENTO, 2006, P.1):

A Geometrie foi o0 seu grande e original trabalho neste campo. Seu mérito
consistiu basicamente em aplicar a algebra ao estudo dos problemas
geométricos. Toda figura tragada sobre um plano é composta de pontos e
todo ponto possui uma posicdo que pode ser descrita por dois numeros (as
coordenadas), de modo analogo ao da posicdo de um ponto sobre a
superficie terrestre, dividida por meridianos e paralelos. Toda figura
geométrica pode ser representada por uma equacdo algébrica e os

problemas de geometria sdo, portanto, passiveis de resolucdo por meio da
algebra.

Ja um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas no espaco consiste na
escolha de um ponto O do espaco, denominado origem, e de trés retas concorrentes
em O e mutuamente perpendiculares, denominadas eixos OX, OY e OZ.A escolha
de um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas implica a determinacéao de trés
planos, chamados planos cartesianos, que se intersectam na origem. Cada um
desses planos contem exatamente dois dos eixos OX, OY ou OZ e para determinar
um ponto no sistema OXYZ, basta fazer projecées de um ponto P sobre os outros
dois planos. Traca-se uma reta paralela ao eixo OZ que passa pelo ponto P e
intersecta o plano XY, esse ponto de intersec¢cdo € denominado P. Como mostra a

figura 2.

Figura 2: Sistema ortogonal de coordenadas cartesianas no espaco.

Z A

PX. v.z)

Fonte: https://www.google.com.br.
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A partir de um estudo feito sobre aGeometria Analitica, chegaremos ao GPS
gue € um sistema de grande importancia em toda a sociedade, tendo em vista
guedesde ha muito tempo a humanidade sentiu a necessidade de se localizar nos
diversos lugares do mundo. Esse sistema esta programado para nos fornecer
coordenadas bi ou tridimensionais de pontos no terreno, bem como a velocidade e

direcdo com que nos deslocamos entre pontos.

2.1 DEFINICOES

As seguintes definicbes sé@o de grande relevancia, tendo em vista que estes

assuntos estéo presentes em todo o processo de funcionamento do Sistema GPS.

Como se sabe a Terra é um corpo de forma esférica, achatada nos polos e
ligeiramente dilatada no equador. Devido a sua irregularidade ela é representada por
um elipsoide de revolucéao, figura regular, geometricamente modelada e que melhor
ajusta-se a essa forma.Outra superficie a ser considerada € o0 geoide. Essa
superficie coincide com a superficie dos oceanos estendendo-se irregularmente
através dos continentes, com 0 mesmo potencial gravitacional. No geoide a direcao
gravitacional € perpendicular a sua superficie sendo conhecida como direcéo do fio

de prumo.

O sistema GPS adota o elipsoide como modelo matematico para
desenvolver os calculos necessarios ao posicionamento e determinacao
dessas coordenadas. O sistema GPS ndo adota como superficie de
referéncia o geoide, devido a complexidade para modela-lo e o
referenciamento desse modelo. E importante frizar que todas as medidas
sédo realizadas sobre o gedide. (ALBUQUERQUE E SANTOS, 2003, P.5).

O WGS 84 ¢ o elipsoide de referéncia utilizado pelo Sistema GPS. No Brasil,
0 SAD 69 ¢é a superficie de referéncia adotada pelo Sistema Geodésico.

A figura 3 ilustra a superficie usada na representacéo da forma da Terra.
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Figura 3: Forma da terra.

ye “~\ Elipsdide

Superficie dos oceanos

Gedide

Fonte: GPS para iniciantes.

O elipsoide é o que mais se adapta ao modelo da terra, ele é definido a partir
da rotacdo de uma elipse em torno do seu eixo menor, a qual € especificada pelo

Seu semieixo maior e achatamento.

Figura 4: Elipsoide de revolucao.

Semi-elxo menor

Semi-eixo maior

Fonte: GPS para iniciantes.

Para entender melhor o que foi dito anteriormente, € necessario compreender

a definicao de elipse e do elipsoide de revolugéo.
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2.2 DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS DO ESPACO

Sejam P=(a,b,c) e Q=(a’,b’,c’), pontos do espaco €. Comegamos que se P e Q
estdo sobre uma reta paralela a um dos eixos coordenados, entdo eles tém duas

coordenadas iguais e a distancia entre eles € o moddulo da diferenca das

coordenadas diferentes.

Suponhamos que P e Q néo estdo sobre uma reta paralela a um dos eixos
coordenados. Para o calculo da distancia de P a Q, consideremos 0s pontos

auxiliares como mostra a figura 5.

Figura 5: Distancia entre dois pontos do espaco.

Fonte: Livro de Geometria Analitica, ano 2013.

R=(a,b,c’), S=(a,b,0), T=(a’,b’,0) e U=(a’,b,0).

Observa-se que,

D(S,U)=| a-a| e d(U,T)=|b*-b],

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo SUT, temos:
D(S,T)?=d(S,U)>+d(U,T)2 = |a-a|2 + | b*-b| 2 = (a™-a)? + (b-b)2
Sendo os seguimentos ST e RQ lados opostos de um triangulo, temos:
d(R,Q)? = d(S,T)? = (a’-a)?+(b’-b)2.

Além disso, d(P,R) = | c’-c|?, pois os pontos P e R estdo sobre uma mesma

reta paralela ao eixo OZ. Finalmente, como o triangulo PRQ é retangulo,
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D(P,Q)? = d(P,R)*+d(R,Q)? = (c’-c)*+(a’-a)?+(b’-b)?, ou seja,

D(P,Q) =+/(a' — a)? + (b' — b)? + (¢ — ).

2.3 DEFINICAO DE ELIPSE

Definicdo:Uma elipse € de focos F1 e F2 é o conjunto dos pontos P do plano
cuja soma das distancias a F1 e F2 é igual a uma constante 2a > 0, maior do que a

distancia entre os focos 2c > 0. Ou seja, sendo 0< ¢ < a e d(F1, F2)=2a,

€=(P/d(P,F,) + d(P,F,)} = 2a. 0)

A seguinte a figura 6 representa uma elipse.

Figura 6: Representacdo de uma Elipse.
By

Fonte: Fundamentos de matematica elementar, vol. 7, Geometria Analitica.

Terminologia

e Os pontos F1 e Fz2séo os focos da elipse.
e A reta gue contém os focos é a reta focal.
¢ Aintersecao da elipse com a reta focal Zconsiste exatamente de dois pontos,

A1 e A2, chamados vértices da elipse sobre a reta focal.



Note primeiro que FiF2n £=@. De fato, se P €FiF2, entdo P ndo pertence a &, pois

2c=d(F1,F2)=d(P, Fu)+d(P, F2)<2a.

Seja A2€ € né tal que d(Az,F2) = x, onde & é a semirreta de Zde origem F2 que ndo

contém F1. Como F2 esta entre F1 e A2 e A2 €€, temos:
2a = d(Az,F1)+ d(Az,F2) = x+2a+x = 2x+2a - X = a-C.

Logo, o ponto A2€4 , que dista a-c do foco F2, pertence a elipse £. Analogamente,

podemos mostrar que o ponto A1€4, que dista a-c do foco Fi, pertence a elipse &,

onde 4 € a semirreta da reta focal de origem F1 que ndo contém Fo.

e O seguimento A1A2 de comprimento 2a é o eixo focal da elipse.

e O centro C da elipse é o ponto meédio focal A1A2. Observe que o centro C é
também o ponto médio do seguimento FiF2 delimitado pelos focos.

e Areta nao focal é a retal Z perpendicular a £que passa pelo ponto C.

¢ A elipse intersecta a reta ndo focal £ em exatamente dois pontos B: e Ba,

denominados vértices da elipse sobre a reta nao focal.

De fato, como Z é a mediatriz do seguimento FiF2, temosque BeZ n £ see

somente se d(B,F1) = d(B,F2) = a. Logo, pelo Teorema de Pitagoras, Zn &£={B1,B},

onde B; e B, sdo os pontos de £ que distam b=va? — b? do centro C da elipse.

¢ O eixo nao focal da elipse é o seguimento Bi1B2 de comprimento 2b, onde
b?=a’-c?.
e Omesmoe = 2 € a excentricidade da elipse. Note que 0 < e < 1.

e O nimero a é a distancia do centro aos vértices sobre a reta focal, b é a
distancia do centro aos vértices sobre a reta nao focal e ¢ é a distancia do

centro aos focos.

2.4 EQUACAO NA FORMA REDUZIDA DA ELIPSE

Tomando um sistema ortogonal, a igualdade (I) fica, para P=(X,Y).

20
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\[(x—a)2+y2+\/(x+a)2+y2=2a

J&x + a)? + y*=2a-/(x — a)? + y?,

Elevando ao quadrado e simplificando resulta
a/(x — a)? + y* = a® — cx,
Elevando novamente ao quadrado e simplificando resulta
(a2-c?2)x2+a2y2=a2(a2-c?),

Como a* — ¢ # O(naverdade a? — c? > 0 porque a > c > 0,

xz yZ
E+a2—cz = 1(' |)

Seja b=y a? — c*. Entdo O<b<a e

a?=p2+c2.
Logo (Il) se escreve

x* Y

; + F_l

Sejam OXY um sistema de eixos ortogonais, 0= (Xo,Yo) Um ponto do plano e
0XYO sistema cujos eixos 0X e 0OYsdo paralelos aos eixos OX e OY e tém o
mesmo sentido destes eixos, respectivamente. Designamos por (x,y)as
coordenadas do ponto P no sistema de eixosOXY e por (x,y) as coordenadas de P
no sistema de eixos OXY.

Se e;=(1,0) ee,=(0,1) sdo os vetores unitarios na direcdo e sentido,

respectivamente, dos eixos OX e OY ( e portanto, dos eixos 0X e 0Y),Observe que:

OP = Xej+ye;,
OP=xe;+ye;,
06 = Xoe_l)"'yoe_z).

Como
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0P = 00+0P,
Obtemos que: Xe;+ye; = (Xoe; +Yoez)+(Xe;+ye;) = (X+Xo)e+(y+yo)es.
Logo, as coordenadas do ponto P nos sistemas OXY e 0XY, sdo

relacionados pelas seguintes férmulas:

{x=f+xo
y=y+yo

2.5FORMA CANONICA DA ELIPSE TRANSLADADA

Por uma translacdo dos eixos coordenados vamos obter a equagcdo de uma

elipse £ cuja reta focal é horizontal ou vertical.

Seja 0XY o sistema de eixos ortogonais obtido transladando o sistema OXY

para a nova origem 0 = (Xo,Yo).

2.5.1ELIPSE COM CENTRO NO PONTO 0= (Xo,yo) E RETA FOCAL PARALELA
AO EIXO OX.

Como 0 = (xo,Yo) € 0 centro, €& y=Yyo € a reta focal e F1=(Xo-C,Yyo0) € F2=(X0+C,Yo)
séo os focos da elipse ( pois d(F1,0)=d(F2,0)=c), um ponto p = (X,y) = (X + xo, ¥ + ¥o)

pertence a elipse se e somente se

d(P,F1)+d(P,F2)=2a,

ou seja,

& d((x + x0, Y + Yo), (Xo-C,Yo)+ (X + X0,¥ + ¥o), (Xo+C,Y0))=2a
& d((x,y), (-¢,0))+d((x,¥),(c,0))=2a

@ﬁ+y_2:1 <:\,(x_x0)2+(y—3m)2:1.

a? b? a? b2

Portanto, a forma candnica da equagio da elipse € com centro no ponto (Xo,Yo) €

eixo focal paralelo ao eixo OX é:



RY) N2
U2 020 g onde b?=a2-c2.
a b

Os elementos desta elipse sdo:

2.5.2 ELIPSE COM CENTRO NO PONTO 0= (Xo,Yo) E RETA FOCAL PARALELA

Reta focal: €. y=yo

A reta nao focal: € : x=xo;

Focos: F1 = (Xo-C,Y0) € F2=(x0*C,Y0)

Vértices sobre a reta focal: A1=(Xo-a,yo0) € A>=(Xo+a,Yo);

Vértices sobre a reta ndo focal: B1=(Xo,yo-b) € B2(Xo,Yo+b).

AO EIXO OY

equacao da elipse € com centro no ponto (xo,Yo) € eixo focal paralelo ao eixo OY é:

23

Procedendo como no caso anterior, verifica-se que a forma canbnica da

_ 2 _ 2
e ’;0) +& 3;0) =1, onde b%=a2-c2.
b a

Os elementos desta elipse sao:

Reta focal: €: x=xo
Reta nao focal: € : y=yo
Focos: F1 = (Xo,yo-C) € F2=(Xo,yo+C)

Veértices sobre a reta focal: A1=(Xo,Yo-a) € A2=(Xo,Yot+a);

Vértices sobre a reta ndo focal: B1=(Xo-b,y0) € B2(Xo+b,Yyo).

2.6SUPERFICIE DE REVOLUCAO

A superficie gerada pela rotacdo de uma elipse em torno de um de seus eixos

chama-se elipsoide de revolugéo.
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Para deduzirmos uma equacao desta superficie, vamos supor que a equacao
da elipse, no plano yz, seja:

E que a rotacao se dé em torno do eixo z.

Seja P(x,y,z) um ponto qualquer da superficie. Entdo, P pertence a uma
circunferéncia descrita por um ponto Q da elipse, ao girar em torno do eixo z. Se R é
o centro de tal circunferéncia, em funcdo das coordenadas de P(x,y,z), as
coordenadas de R e Q séo R(0,0,z) e Q(0,y1,2), onde

vi? z'_
ek 0

Pois o ponto Q(0,y1,z) pertence a elipse. Como

PR?=QR?,
Segue-se que

ylZ :X2+y2’

gue introduzindo em (l), produz a equacéao procurada:

Figura 7: Superficie gerada pela rotagdo da curva plana C em torno do eixo z.
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Tt

LR

Fonte: Google.com.

Se a elipse tivesse sido girada em torno do eixo y, a equacao do
elipsoide seria:

2 2 2
x_+y_+z_: 1 ,

c? b2 (2
Em geral, uma superficie gerada pela rotacdo de uma curva plana C

em torno de um eixo chama-se superficie de revolucao.

Figura 8: Superficie gerada pela rotacdo da curva plana C em torno do eixoy.
Z

Fonte: https://www.google.com.br.

E importante ressaltarque quando a origem do plano tridimensional coincide
com o centro de massa da terra, e 0 eixo de rotacao € paralelo ao eixo de rotacédo da
terra, chama-se orientacdo geocéntrica e quando a origem do plano tridimensional

ndo coincide com o centro de massa da terra, chama-se orientagdo topocéntrica.
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2.7SUPERFICIE ESFERERICA

A superficie esférica terd uma grande importancia neste trabalho, tendo em
vista que a localizacdo em algum ponto da terra é feita através da intersecao de
superficies esféricas imaginarias no plano, onde os centros dessas superficies sdo

os satélites.

Pode-se pensar em duas formas de definir uma superficie esférica. A primeira

definicao é através de um lugar geométrico e a segunda é através de vetores.

Definicdo 1:Dados um ponto C € E3 e um numero real r>0, a superficie
esférica S de centro C e raio r € o lugar geométrico dos pontos P de E3, que distam r
do ponto C. Assim, temos que P=(x,y,z) € C=(Xo,Yo,Z0)

Pe S se e somente se d(P,C)=r, isto €, (X-Xo0)2+(y-Yyo)?+(z-z0)?=r2 (l)

A equacéo (l) € chamada equacéao reduzida da superficie esférica S, assim

desenvolvendo os quadrados tem-se:
X2-2XoX+X02+Yy2-2yoy+Yo’+Z2°-2Z0Z+Z0*=1?,
X2+y2+72-2X0X-2YoY-2Z0Z+X0?+Y0?+Z0%-1?=0

Fazendo, -2x0=a, -2yo=Db, -2z0=C e Xo?>+Yo’+z0?>-r>=d, com a, b, c e d € R dai,
X?+y2+7%+ax+by+cz+d=0 é a equacdo geral de S.

Definicdo 2:Considere a origem de um dado sistema cartesiano Oxyz e 0

ndmero real r>0.

Superficie esférica de centro na origem O e raio r>0 € o conjunto dos pontos

P=(x,y,z) do espago, extremidades dos vetores OP tal que ||OF || =r. Desta maneira

PES, se e somente se, d(P,0)=r.
Equivalentemente, ||P-O||=r. Ou ainda:

PES se e somente se x2+y2+z2=r2(2)
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2.7.1 ELEMENTOS DE UMA SUPERFICIE ESFERICA

Considerando a superficie de uma esfera de eixo “e”, temos:

e Pélos: Sao as interse¢des da superficie com o eixo.

e Equador: E a seccéo (circunferéncia) perpendicular ao eixo, pelo centro da
superficie.

e Paralelo: E uma secgéo (circunferéncia) perpendicular ao eixo. E Paralela ao
equador.

 Meridiano: E uma secgao (circunferéncia) cujo plano passa pelo eixo.

Figura 9: Superficie esférica com seus elementos.

polo s P\
paralelo
equador
o o P -
polo meridiano

Fonte: Fundamentos da Matematica Elementar, vol. 10, Geometria Espacial.
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2.7.2 INTERSECAO E POSICAO RELATIVA ENTRE SUPERFICIES ESFERICAS

Sejam Si e S> superficies esféricas distintas de raios R1 e Rz e centros C; e

C,, respectivamente, expressas por suas equacdes na forma geral. O estudo da

intersecdoS1NS2 implica na solugdo do sistema de equagdes:

*+y*+z%+a;x+by+cz+d=0

SHS{
Y 4y 2 b agx+ by +cpz+d =0

(1) e (N

Substituindo-se uma das equacoes (I1)-(1), ttm-se os sistemas equivalentes:

{x2+y2+zz+a1x+b1y+clz+d=0
(az —a)x+ (b, = b))y + (c; —¢1)z=0

ou

{X2+y2+zz+a2x+b2y+czz+d=0
(ay —ax)x+ (by = b))y + (c1 —¢c)z=0

Para queS:seja distinta deS;tem-se que se Ci1=C,, entdo Ri#R2,. Nesse
caso, surgem as relacdes az=ai,bo=b1 e c>=c;. Isto torna o sistema incompativel,
uma vez que a segunda equacdo ndo admitiria solugcdo. Com isso pode-se concluir

gue duas superficies concéntricas distintas tém intersecao vazia.

Para que o sistema se torne compativel,assume-se que 0s centros das
superficies sejam diferentes, ou seja,C1#C», logo a segunda equacédo(az-ai)x+(bo-
b1)y+(c2-c1)z+d>-d1=0 representa a equagéo geral do plano 1T ortogonal ao segmento

C1Co. Tal plano €& denominado plano radical do par de superficies esféricas nédo

concéntricas Si e Sy. De fato, o vetor normal 71y é talque:

Nin=(a1-az, bi-bz,c1-c2). Sabendo que na equacéo da superficie esférica S de centro
Ci=(xi,yi,zi), temos, ai=-2x;; bi=-2yi e ci=-2zj, assim:

ﬁn:(-le+2xZ,-2y1+2y2, -221+227)=
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-2(X1-X2,Y1-Y2, Z1-22), ()
Como C1C2=(x1-X2,y1-Y2, Z1-Z2), substituindo em (1), concluimos que:

Tin=-2C1C2#0

Esta constatagdo garante que SiNS;=SinT=Sz2nTT. Ou seja, 0 estudo da
intersecdo entre as superficies esféricas Sie Sorecai no caso de andlise da
intersecao de plano e superficie esférica. Assim, existem trés possibilidades:

e SinS;éuma circunferéncia ¢ contida no plano radical 1, cujo centro C’ é o

ponto em que a reta CiCzinterceptarr, entdoS;:eS, sdo secantes.

Figura 10: Superficies esféricas secantes.

Fonte:https://www.passeidireto.com/arquivo/5094820/superficies-esfericas---geometria-analitica.

e S;NSzcontém um Unico ponto P, que é o ponto em que a reta CiCzintercepta
1. Neste caso dizemos que S:eS» sdo tangentes em P e que este € 0 ponto
de tangéncia. Os pontos de 1 com excecao de P, sdo exteriores a S1eS>como

mostra a figura.


https://www.passeidireto.com/arquivo/5094820/superficies-esfericas---geometria-analitica
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Figura 11: Superficies esféricas tangentes.

P=8n8;=CCymm P=8 N8, =CC,nx

T

T

Fonte:https://www.passeidireto.com/arquivo/5094820/superficies-esfericas---geometria-analitica.

e As superficies esféricas Sie S»séo disjuntas, ou seja, S1NS>=@. Neste caso, 0

plano radical 11 é exterior a ambas as superficies esféricas.

Figura 12: Superficies esféricas disjuntas.

Fonte:https://www.passeidireto.com/arquivo/5094820/superficies-esfericas---geometria-
analitica.

Entdo, obtém-se a intersecdo de superficies esféricas através da resolucéo do
sistema formado pela equagéo geral dessas superficies, e sabendo que o propésito
€ observar a relagcdo da Geometria Analitica com o GPS, é importante ressaltar que

para projetar a localizacdo de uma pessoa, objeto ou qualquer outra coisa com uma


https://www.passeidireto.com/arquivo/5094820/superficies-esfericas---geometria-analitica
https://www.passeidireto.com/arquivo/5094820/superficies-esfericas---geometria-analitica
https://www.passeidireto.com/arquivo/5094820/superficies-esfericas---geometria-analitica
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maior precisdo, tal processo se dara através da intersecdo entre quatro esferas
imaginarias sendo considerados como seus centros 0s satélites e a intersecao entre
elas serd a localizacao solicitada pelo usuario do GPS. Para isso o sistema resolvido
tem que haver apenas uma solucdo, ou seja, o sistema formado pelas equacgdes
gerais das quatro esferas tem que ter como resultado um conjunto n&do vazio. O

modo de resolucao desse sistema € analogo ao sistema resolvido acima.

Conforme (ALVES, 2009), o seguinte teorema é de grande importancia para

determinar a intersecéo de quatro superficies esféricas.

Teorema 1.Sejam Si1, Sz, Sz e Sa quatro superficies esféricas distintas tais
gue S11 S21S3 N Sa = . Se 0s centros dessas esferas ndo séo coplanares,

entao o conjunto de interse¢do Si . Sz Sz Sacontém um dnico ponto.

Prova.

Sejam S1, S2, Sz e Sa superficies esféricas de centros C1, C2, Cs e Ca,
respectivamente. Mostraremos que se S1 " S2 NSz Sa=Je Ci, C2, C3, Ca
S0 nao

coplanares entdo S1n S2n Sz Sa= {P}.

As equacdes das superficies esféricas S1, Sz, Sze S4sdo0:

X2+y?+z2+aix+biy+ciz+di=0 ()
X2+y2+z2+axx+hy+coz+da=0 (ll)
1x2+y2+ 22 + asx + bay + csz + d3 = 0 (Ill)

X2+ y2 + 72+ asx + bay + caz + da =0 (IV)

Sera mostrado que o sistema acima tem uma Unica solucédo, ou seja, S1 N S2 N S3

N Saz .

Sendo x?+ y2+ z2+ ajx + bjy + c¢jz + dj= 0 as equacges gerais de Sj, onde j = 1,

2, 3, 4, ao subtrairmos essas equacdes duas a duas de modo que (1) - (1), (1) - (lll) e
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(D-(IV) obtemos equacdes lineares em x, y € z uma vez que 0s termos x2, y%e z?séo
eliminados.

Uma tal equacdo linear determina o plano que contém a correspondente
intersecdo. Por exemplo, subtraindo as equacdes de Si1e S2 obtem-se uma equacao
do plano que contém S1n Sa.

Considerando-se os planos que contém S1n S2, S1n Sze S1» Satemos que se

P=(xYy,z) estaem Sin S2n Sz Saentdo (X, y, z) € a solucdo do sistema linear

(ag —a)x+ (by —by)y + (c1 —c2)z+(d; —d;) =0
{(a; —az)x+ (by —b3)y + (c; —¢c3)z+ (dy —d3) =0 (*)

(@ —ag)X + (by —by)y + (c; —c4)z+(dy —dys) =0

A prova do teorema estara terminada se mostrarmos que o sistema (*) tem
uma unica solucéo, pois a existéncia de dois pontos distintos em S1 " S2 N Sz M Sa
acarretariam duas solucdes distintas do sistema linear (*).

Sendo Cj= (uj, vj, wj) o centro de Sj, j =1, 2, 3, 4, comparando as equacoes (2) e
(3) acima temos aj= — 2uj, bj= — 2vj, ¢j= — 2wjde modo que:
a; - azby - byci - ¢,

a; - azby - bsci - ¢3
a, - azb; — bycy - ¢y

Uy — UVp — VW — Wy
U3z — U1V3 — VW3 — Wy
Uy = UVy — VW — Wy

=8.

Como C1, C2, Cs, Casdo ndo coplanares segue que o determinante a direita é
nao nulo e, portanto, (*) € um sistema linear com determinante nao nulo tendo assim
uma unica solucao.

Evidentemente o simples fato do sistema linear (*) ter uma Unica solucéo,
significando que os centros sdo ndo coplanares, ndo acarreta necessariamente que
a intersecdo das quatro superficies esféricas consiste de um uUnico ponto P. Em
outras palavras, a hipotese S1 N S2 N Sz N Sa = J é essencial para a validade do
teorema. A eventual solucdo de (*) nos dard o procurado ponto P desde que

pertenca simultaneamente as quatro superficies esféricas Si1, Sz, Sze Sa.
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3. COORDENADAS GEOGRAFICAS E COORDENADAS GEOCENTRICAS

As coordenadas geogréficas sdo um sistema de linhas imaginéarias tracadas
sobre o globo terrestre ou um mapa. Com a combinagdo dessas linhas, criam-se
enderecos especificos para cada ponto do mundo, permitindo a sua identificacdo
precisa. Tais coordenadas sao denominadas latitude e longitude.

A latitude de um ponto P é a medida do arco de meridiano que passa por P
situado entre o paralelo que contém P e o Equador. A latitude é expressa
em graus, minutos e segundos e se mede de 0° a 90° N ( nhorte ) ou de 0° a
90° S ('sul ). A longitude de um ponto P é a medida do arco de paralelo que
passa por P situado entre o meridiano que contém P e o meridiano de

Greenwich. A longitude é expressa em graus, minutos e segundos e se
mede de 0° a 180° E ( leste ) ou de 0° a 180° W ( oeste ).(Alves, 2004,p.10).

Os paralelos cortam a terra no sentido horizontal, no sentido Leste-Oeste, e

0s meridianos cortam a terra no sentido vertical, isso pode ser visto na figura 13.

Figura 13: Coordenadas Geogréficas de pontos sobre a superficie terrestre.

-1S0°-120° -90° 60" -30° OF 30" &0 90 120° 150
80P

ane/

me

o>
Qe

40,

B0

B0

Fonte: https://www.google.com.br/search?q=globo+terrestre&source.

De acordo com a analise feita no mapa acima, tem-se que a latitude e a
longitude estdo divididas em quatro quadrantes. O ponto “A” por exemplo, esta
localizado a 20° S e 60° W e assim todos 0s outros pontos no mapa tem uma

localizacao, ou seja, uma latitude e uma longitude.

Analisando matematicamente, tem-se que as coordenadas cartesianas de um
ponto P=(x,y,z) podem ser transformadas em coordenadas geograficas: Latitude,

longitude e altitude.
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Tomando um ponto P = (x,y,z) no espaco sendo um sistema ortogonal de
coordenadas cartesianas, em que a origem O € o centro da terra, o eixo Oz positivo
aponta para o polo norte, o plano Oxy é o plano que contém o equador com 0O €ixo
Ox positivo cortando o meridiano na longitude 90°E. Como mostra a figura 14.

Figura 14: Coordenadas cartesianas de um ponto P no espaco.

(0,0,z) = B T
6 = m(£AOP) P=1(xv2)
o = m{£C0A)
(x,0,0) =C
A=y 0)

Fonte: A Geometria do Globo Terrestre.

De acordo (ALVES, 2004), com os angulos 6 e ¢ representam-se a latitude

e a longitude respectivamente. A diferenga entre OP =,/x? + y2 4+ z% e 0 raio da

Terra é chamada a elevacao(ou altitude) de P = (x,y,2).

No triangulo retangulo AOPB da figura acima temos cos(90 — 0) = 9% ___ 2
oP 2 2 2
Z Jx2+y2+4z

Jx2+y2+22

Com essas expressdes observa-se que quando z > 0 atribui-se a 6 um unico valor

e, como cos(90 — 6) = sen6, segue que send =

entre 0 e 90 e um unico valor entre =90 e 0 quando z < 0. No primeiro caso dizemos
gue a latitude de P é 6° N enquanto que no segundo a latitude de P é (-6)° S.

Temos também que por meio do triangulo AOAC

_AC y e _oc x
sene =— = e Cosp =—— = T

Dessas expressdes tém-se um unico ¢ entre 0 e 180 quando y > 0 e
dizemosque, a longitude de P é ¢° E. Quando y < 0, ¢ assume um unico valor entre
—180 e 0 e, neste caso, a longitude de P & (—p)° W.

Para calcular a altitude basta fazer a diferenca entre OP=,/x2 + y2 + z2e 0

raio da terra.
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Alves (2008) mostra um exemplo de como determinar as coordenadas
geograficas do ponto P cujas coordenadas cartesianas sdo dadas por P=(3v/3.10°, -

3.10°, 6v/3.108).Considerando como unidade de medida o metro.

Temos x2 + y2 + z2 = 27.1012+9.1012+ 108.10%?=144.102 e x2 + y2 =

6v/3.10° 3
=27.1012+9.1012=36.10'2. Logo, sen6—1\/2——105 = \/7_ e, portanto 6 = 60.
3.10° 1 34/3.10° 3

Como sen@ = — =— ecosp= = obtemos ¢ = -30.

6.10% 6.10°

Assim as coordenadas geograficas de P sdo 6 = 60° N e ¢ = 30°W.Supondo o
raio da Terra igual 6,4.10°metros temos que a elevacédo de P mede 12.10%-6,4.10° =

5,6.10° metros.

Assim, podemos também transformar coordenadas geograficas em
coordenadas cartesianas, apenas invertendo o processo acima. Nesse caso €
necessario conhecer a latitude 6,a longitude ¢ e a elevacdo de um ponto P,
podemos determinar suas coordenadas cartesianas X, y e z.As relacdes entre as

coordenadas geograficas e as coordenadas cartesianas sao:

X =T €c0SH coso
y =1 c0SsO seno
Z=rsenod
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4. Um breve histérico antes do GPS

De acordo com (FRIEDMAN ,2008) desde os primérdios o homem buscou por
sua localizacdo sobre algum ponto da terra, como costumavam se aventurar por
terras e mares desconhecidos, muitas vezes buscavam se localizar observando
arvores, pedras, dentre outros meios. Com o passar dos tempos 0 homem percebeu
gue esses meios de localizagdo ndo eram muito seguros, e isso devido aos
desgastes naturais que ocorrem na natureza. Entdo, durante séculos e milénios as
Unicas fontes de informacdes confiaveis sobre dire¢cées foram os movimentos do sol
e das estrelas, no entanto, essas formas de se determinar posi¢ao, por forca das

circunstancias, eram muito vagas e imprecisas.

Navegadores fluviais poderiam contar com pontos de referéncia em ambas
as margens do rio — desde que visiveis. As proprias curvas do rio, sua
largura, remansos e corredeiras também poderiam ajudar a determinar
posicoes e, inclusive, determinar até onde o rio seria navegavel com um
certo tipo de embarcacg&o.(FRIEDMAN, 2008,P7).

Contudo, com o passar dos tempos foram surgindo varias ideias e
instrumentos capazes de conduzir os deslocamentos dos povos. Dentre o0s
instrumentos inventados na época destacou-se a bussola, provavelmente inventada
pelos Chineses, foi um dos mais significativos marcos na histéria das navegacoes e

da tecnologia.

Este instrumento simplesmente revolucionou todas as formas de
navegacao, porque possuia a ‘“impressionante, misteriosa e quase
inacreditavel caracteristica de apontar sempre para uma mesma dire¢do”.
E, se uma direcdo de referéncia constante podia ser obtida, outras dire¢cfes
poderiam ser apontadas com base nesta referéncia.(FRIEDMAN, 2008,P7).

“A invencdo e posterior descoberta da bussola impulsionou a navegacao,
porém, a mesma fornecia a direcdo, mas ndo era capaz de determinar a posicao

geografica de nenhum ponto”,(Neto, 2013).
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Figura 15: Bussola.
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Fonte: O Uso do GPS como fato motivacional no processo de aprendizagem.

(FRIEDMAN, 2008) ressalta que outro marco na histéria das navegacodes e da
tecnologia foi o desenvolvimento da Astronomia de Posicdo. O objetivo da
Astronomia de Posicao era determinar com base nas posi¢cdes aparentes do sol, da

lua ou das estrelas a posi¢cdo em qualquer ponto da terra.

O “marco” da astronomia de posigdo pode ser dividido em alguns outros
“marcos secundarios” — cada um deles bastante significativo.Uma vez aceito
que a Terra possuia forma aproximadamente esférica, aqueles mais
familiarizados com geometria sabiam que seriam necessarios dois angulos
e duas referéncias fixas sobre esta esferapara definir posicées sobre a
mesma — 0s nomes atualmente usados para estes angulos séo latitudee
longitudee para as referéncias Equadore Meridianode Greenwich. Outro
marco secundario poderia ser associado ao avang¢o dos instrumentos para
medicdo de angulos com precisdo, o que possibilitou medir a latitude de
forma igualmente precisa. (FRIEDMAN, 2008, P7).

Mesmo tendo resolvido o problema de localizacdo e coordenada a Astronomia

de Posicao foi pouco usada devido a seu alto custo.

Em 1912, surgiu a localizacdo por radio navegacédo, hdo era muito preciso,
mas foi um avanco para a navegacado. O RADAR (Radio Detection And Ranging)
tinha a capacidade de medir lapsos de tempo entre emisséo e recep¢ado de ondas de

radio.

O radar é constituido de uma antena transmissora receptora de sinais de
alta frequéncia, a transmissao ocorre através de pulsos eletromagnéticos de
alta poténcia, curto periodo e feixe curto. Esse feixe ao ser propagado se
alarga, ganhando a forma de um cone até atingir o alvo que esta sendo
monitorado. Apds atingir o alvo, o sinal é entdo refletido e a antena passa a
ser receptora de sinais. Com a velocidade de propagacdo do pulso e o
tempo gasto para o eco chegar, é possivel calcular com exata precisdo a
localizacao do objeto. (SANTOS, Brasil escola).
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O radar tem aplicagdo em muitas areas, um exemplo é que os radares sao
utilizados para localizar objetos no espaco, objetos que estejam na Orbita da terra e

até mesmo satélites.

Finalmente, apos a utilizacdo de varios métodos para buscar uma localizacédo
exata surgiu o Global Positioning System-GPS(Sistema de Posicionamento Global),
gue tem a funcéo de identificar a localizacao de um receptor na superficie da terra,
através de sinais emitidos por satélites, sistema esse que além de determinar a

latitude e a longitude determina tambéma altitude e com issoa hora exata.
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5. O Sistema de Posicionamento Global- GPS

De acordo com (CARVALHO E ARAUJO ,2009), o GPS foi criado no ano
de 1973 pelo Departamento de Defesa dos Estados Unidos. A motivagao do projeto
se deu dentre outras coisas com o intuito de que as aeronaves e 0S navios militares
pudessem determinar em qualquer circunstancia de tempo a sua posi¢ao exata.

Em 1973, um grupo de trabalho da For¢ca Aérea dos Estados Unidos e
cientistas civis do Pentagono iniciaram os estudos para o desenvolvimento
de um sistema de auxilio a navegacao que fosse de abrangéncia global, de
forma a prover todas as forcas armadas dos Estados Unidos de um mesmo
padrdo, capaz de integrar insuperavel facilidade de uso com elevadas
vantagens operacionais e estratégicas. Langaram-se entdo os fundamentos
do Defense Navigation Satellite System, que veio a se tornar o NAVSTAR
GPS- o mais abrangente, preciso, versatil e facil sistema de navegacao
jamais pensado ou sonhado em meios militares e civis. Uma revolugéo tao
acachapante que praticamente liquidou a questdo da diversidade de

sistemas e das restricbes de cada um deles. (MACIEL, RIOS, GODINHO
APUD FRIEDMANN, 2003, P.204).

Inicialmente seu uso era restrito aos militares. Porém, na década de 1980
passou a ser liberado para o meio civil, ainda, com algumas restricées. Existem dois
tipos de servicos no GPS, que séo eles o SPS (Standard Positioning Service) e PPS
(Precise Positioning Service). O SPS é um servico de posicionamento e tempo
padrao disponivel para todos os usuarios do planeta. O PPS tem capacidades de
localizacdo mais precisa e esta disponivel somente para o uso militar e usuarios
autorizados. A principio o Departamento de Defesa americano implantou uma
limitacdo no nivel de exatiddo aos usuarios civis, pois como o sistema é global
poderia oferecer riscos a aspectos de seguranca. Desta forma a limitacdo do nivel
de exatiddo se deu através do AS (Anti-Spoofing)e SA (Selective Availability). O AS
(Anti-fraude) visa a protecdo contra imitagdes por usuarios ndo autorizados e o0 SA
(Disponibilidade Seletiva) tem como objetivo proibir o nivel de exatidao
proporcionado pelo GPS.

No entanto a disponibilidade seletiva foi cancelada no ano de 2000:

Quando o governo norte-americano autorizou o uso civil do sistema GPS, o
Departamento de Defesa implantou um erro artificial no sistema chamado
“Disponibilidade Seletiva”, para resguardar a seguranga interna do pais. A
Disponibilidade Seletiva foi cancelada por um decreto do Presidente Clinton,
em maio de 2000, pois o continuo desenvolvimento tecnol6gico permitiu ao
Departamento de Defesa obstruir a precisédo do Sistema onde e quando os
interesses americanos exigissem. Com o decreto, o erro médio de 100
metros na localizacdo do receptor ficou dez vezes menor.(CARVALHO E
ARAUJO, 2009, P.3).
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Atualmente existem em funcionamento por satélite dois sistemas, que sao
eles: O GPS, americano e o Glonass, russo; ha ainda em implantagdo mais dois
sistemas o Galileu, europeu e o Compass, chinés.

Conforme (MONICO, 2000), na concepcdo original, quatro tipos de satélites
fizeram parte do projeto NAVSTAR-GPS. Elessdo denominados satélites do Bloco I,
I, A e lIR. Os satélites do Bloco | foram protétipos, e todos os satélites do bloco Il
planejados foram lancados. Os Blocos Il e IIA ("A" refere-se aAdvanced- avancado)
sdo compostos por 28 satélites, os quais se referem, respectivamente, a primeira e
segunda geracao de satélites GPS. Trata-se dos satélites operacionais, planejados
para dar suporte a configuracdo minima de 24 satélites. Desses satélites, 9 sdo do
Bloco Il e 19 pertencem ao Bloco IIA. Em relagdo aos satélites do Bloco II, os do
Bloco IIA tém capacidade de comunicacdo reciproca. Além disso, enquanto 0s
satélites do Bloco Il podem armazenar apenas até 14 dias de dados de navegacao,
os do Bloco IIA tém capacidade de até 180 dias de armazenamento. Quando o
sistema foi declarado operacional, em 27 de abril de 1995, todos os satélites em
operacgao pertenciam a esses dois blocos.

A terceira geracdo de satélites foi denominada de IIR (lIR refere-se ao
abastecimento) o peso de cada um € superior a 2000 Kg, a terceira geracéo teve
como propoésito substituir a maneira que se tornou necessario os satélites dos blocos
| e IIA. A quarta geracdo composta por 33 satélites que deverdo incorporar a
modernizacdo do sistema GPS, substituird os satélites da terceira geracdo, esses
por sua vez sao denominados IIF (IIF denomina-se continuacao).

O sistema de Posicionamento Global esta disponivel vinte e quatro horas por
dia em decorréncia de velocidades, distancias e dire¢cdes entre pontos e areas. Ele
estd programado para fornecer coordenadas bidimensionais ou tridimensionais,
sendo que as coordenadas bidimensionais utilizam apenas a latitude e a longitude
parauma determinada localizacdo, nesse caso, informacfes fornecidas em duas
dimensdes ndo sdo tdo precisas quanto as informacbes em coordenadas
tridimensionais, essas por sua vez utilizam a latitude, a longitude e a altitude,
proporcionando com isso uma localizacdo exata. O GPS funciona em qualquer
circunstancia de tempo, pois € um Sistema de radionavegacdo formado por 24
satélites colocados em Orbita, estes satélites percorrem uma Orbita completa a cada

12 horas e cada um deles tem 28° de visualizacdo sobre a terra, os planos

orbitais sao inclinados 55° em relacdo ao equador. Os receptores recebem as
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informacdes dos satélites e usam a trilateragcdo paracalcular a posi¢do do
usuario em 2D, ou seja, para essa localizacdo é necessario a visualizagdo de no
minimo trés satélites, e isso € possivel pelo fato de que os satélites GPS déo duas
voltas em torno da terra a cada dia. Para fazer uma transmisséo de informacdes
mais eficiente aos usuarios que utilizam tal sistema para se localizarem em algum
ponto sobre a terra.Utilizandoquatro ou mais satélites, obtém-se a localizacdo do
usuario em 3D, uma localizacdo mais precisa.Com isso, depois de informado o local
em que 0 usuario se encontra o sistema GPS ainda fornece outras informacgfes
relevantes, como por exemplo, a velocidade, a distancia de viagem, dentre outras
coisas mais. Os satélites sdo mantidos funcionando gracas a energia solar, e ainda

tem baterias de reserva em casos de eclipse solar.

5.1Elementos do Sistema GPS

Quando nos referimos ao GPS, muitas vezes vem a ideia de ser apenas 0
aparelho receptor dos sinais. Porém, vai, além disso, pois na realidade esse sistema
€ constituido por trés seguimentos, que séo eles: Seguimento Espacial, Seguimento

de Controle e Seguimento de Usuario.

Figura 16: Os trés seguimentos que constituem o sistema GPS.

Dados enviados

para o satélite Dados enviados
do satélite

Dados enviados

do satélite

Estacédo de Controle Receptor

Fonte: GPS Para Iniciantes.

O seguimento espacial, de acordo com (MACIEL, RIOS E GODINHO

,2002)este seguimento é constituido por 24 satélites que orbitam a terra duas vezes
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por dia. Eles estdo distribuidos em seis oOrbitas pré-determinadas e cada um pesa
em média 1.600Kg.

Figura 17: Constelacdo dos satélites do sistema GPS.
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Fonte: As Aventuras do Geodetetive 6: GPS.
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A altitude da orbita é tal que os satélites repetem a mesma trilha e
configuragdo em qualquer ponto aproximadamente cada 24 horas (4 minutos mais
cedo cada dia). Como ja foi visto existem seis planos orbitais (com nominalmente
guatro satélites em cada um), igualmente espacados (60 graus de distancia) e
inclinados em cerca de cinquienta e cinco graus em relacdo ao plano equatorial.

O seguimento de controle € formado por um sistema de estacdes de
rastreamento localizadas em varias partes do mundo, sendo uma rede mestre de
controles de monitores GPS localizada no Colorado e as outras estacdes restantes
estdo localizadas em varias partes do mundo. Elas tém o objetivo de monitorar,
corrigir e garantir o funcionamento do sistema.

A func@o basica destas estacdes € monitorar os sinais provenientes de
todos os satélites, computando dados orbitais precisos e corre¢des de
tempo para cada satélite em separado, de forma a garantir a coeréncia e
sincronismo dos sinais emitidos pela totalidade do segmento espacial.
(Friedmann, 2003, p.207).

As estacles de controle séo de propriedade da Forca Aérea Americana, suas

localizacdes sdo mostradas na figura 18.
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Figura 18: Estacdes de Controle.

* Antenas terretres O Estagdes de monitoratento NIMA
# Estacdo de controle principal + EstacOes de monitoratento AAF

Fonte: Nocdes béasicas de Sistema de posicionamento global-GPS.

Observa-se na figura 18 que as estacdes de controle estdo localizadas em
Kwajalein, nas llhas Marshall; na Ilha de Ascension, no Oceano Atlantico; no Havai;
em Diego Garcia, no Oceano indico; e no Colorado, Estados Unidos (a principal

delas).

O seguimento de usuario é composto pelos receptores dos sinais do GPS e
por todos aqueles que utilizam esse servico para se localizarem em um determinado
ponto da terra. Os receptores variam de tamanho, modelo e fabricante. Segundo
(CARVALHO E ARAUJO ,2009), os receptores GPS coletam os dados enviados
pelos satélites, transformando-os em coordenadas, distancias, tempo, deslocamento
e velocidade, através de processamento em tempo real ou a posteriori (pds-
processamento).

Além de receber e decodificar os sinais dos satélites, os receptores sao
verdadeiros computadores que permitem vérias opcdes: referéncias;
sistemas de medidas; sistemas de coordenadas; armazenamento de dados;
troca de dados com outro receptor ou com um computador etc. Alguns
desses modelos possuem arquivos com mapas gravados em sua memoria,
o que facilita bastante a navegacéo e a localizagcdo de pontos.(CARVALHO
E ARAUJO, 2009, P9).



44

Hoje em dia qualquer pessoa pode utilizar o receptor GPS, tendo em vista
que estad disponivel a todos com custos variados. Os dados que chegam aos
receptores sdo obtidos de acordo com as medidas de distancia entre o usuario e 0s
quatro satélites, tudo se resume em medir o tempo que o sinal emitido por cada
satélite demora a atingir a antena receptora, o sinal se propaga no espago vazio na
velocidade da luz, ou seja, cerca de 300.000 km/h, assim multiplicando essa
velocidade pelo tempo medido obtém-se a distancia.

As estacBes de monitoramento controlam os satélites, corrigem suas posi¢des
e reprogramam o sistema com o padrdo necessario para um bom desempenho dos
satélites. O tempo e a frequéncia das informacdes sdo baseados nos relogios
atdmicos contidos nos satélites, tais reldégios sdo extremamente caros e precisos, ja
os relogios contidos nos receptores GPS séo reldgios quartzo similares a relégios de
pulso, esses reldgios sdo totalmente imprecisos, mas este problema € resolvido de
maneira bastante inteligente, o reldgio do receptor € constantemente atualizado com
a hora atdbmica transmitida pelos satélites do Sistema GPS. Cada satélite comunica
ao receptor constantemente um almanaque com a sSuaposicdo no espago para
podermos determinar nossa propria posic¢ao.

Os receptores GPS recebem diversos dados que podem ser geograficos ou
topograficos. Os receptores classificam-se em geodésicos, topograficos e de
navegacdo. De acordo com (MONICO,2000), o posicionamento topografico permite

poOs-processamento e posicionamento relativo, sendo que a precisédo é de 1 cm.

Figura 19: Receptores topograficos.

Fonte: google.com.br.

O posicionamento geodésico permite pds-processamento e posicionamento

relativo, possui uma alta precisdo que vai de alguns centimetros.
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Fonte: google.com.

Ja o posicionamento por navegacao, € receptor de mao, possui uma rapida
determinacdo de coordenadas, tem uma precisdo aproximadamente de 10 a 30
metros.

Figura 21: Receptores de navegacéo.

Fonte: Google.com.br

As funcionalidades dos geodésicos e topograficos se assemelham, sdo muito
precisos, porém, ndo informam a hora exata. Ja o sistema de navegacdo séo menos
precisos, mas informam a hora exata, também s&o os mais utilizados devido a seu
baixo custo e os diversos modelos disponiveis no mercado, como por exemplo,

celulares, reldgios, computadores entre outros.

Existe uma grande quantidade de receptores no mercado, que séo utilizados
nas mais diversas areas. (CONFORME OLIVEIRA, 2011) O GPS é usado na

aviacdo civil e militar; nos esportes tais como rally, balonismo; na navegacao
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maritima e comercial; em definicdo de rotas; na topografia, definicdo de limites,

areas entre outros; na geodindmica, movimento da crosta terrestre e em muitas

outras areas do conhecimento.

Hoje em dia os usuarios comuns utilizam bastante o GPS em automoveis,

isso pelo fato de ser disponibilizados mapas das rotas e percursos das cidades,

facilitando o deslocamento do usuario.

Conforme (CARVALHO E ARAUJO, 2009 APUD SEEBER ,1993),0s

principais componentes de um receptor GPS, séo:

e Antena com pré-amplificador;

e Secao de radiofrequéncia para identificacao e processamento do sinal;

e Microprocessador para controle do receptor, amostragem e processamento dos

dados;

e Oscilador;

e Interface para o usuario, painel de exibicdo e comandos;

e Provisao de energia;

e Memdria para armazenar os dados.

(ALBUQUERQUE E SANTOS,2003), apontam as principais caracteristicas do

receptor, que sao:

Armazenar coordenadas extraidas de um documento cartografico, de um
relatorio ou obtidas pela leitura direta de sua posicao.

Os pontos podem ser combinados formando rotas que, quando
ativadas,permitem que o receptor analise os dados e informe,por exemplo,
tempo, horario provavel de chegada e distancia até o préximo ponto; horario
de nascer e do pér do Sol; rumo que deve-se manter para chegar ao ponto de
interesse e muito mais.

As coordenadas dos pontos podem ser obtidas com o receptor GPS no modo

continuo, definindo os caminhos percorridos pelo usuario. Neste modo o
receptortambém informara horario de nascer e do pér do Sol; rumo e distancia

ao pontode interesse, velocidade, e rumo do deslocamento.
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6. RELACAO ENTRE GEOMETRIA ANALITICA E GPS

Nos capitulos anteriores foram vistos conceitos de Geometria Analitica e
alguns conhecimentos béasicos sobre o GPS.Neste capitulo sera relacionadoas
definicbes matematicas j4 estudadas anteriormente com o Sistema de

Posicionamento Global.

Viu-se que para a localizacdo em algum ponto da terra € necessario no
minimo quatro satélites para uma posi¢cdo mais precisa. De acordo com (FACCIO
,2012), as coordenadas geograficas sao determinadas pelo método de
triangularizacdo, ou seja, nesse caso, utiliza-se apenas a distancia de trés satélites.
Ja o quarto satélite é necessario porque, fornece a hora absoluta, tornando o GPS
uma das maiores tecnologias ja conhecida. Vejamos agora matematicamente o

porqué de quatro satélites.

A partir da distancia d = v.t, onde v é a velocidade da luz e t € o tempo,
obtém-se uma esfera de raio r com centro no satélite. Porém, encontrando somente

a distancia ndo sera o suficiente para se determinar a localizacéo exata do receptor.

Observa-se queao conhecermos apenas a distancia de um satélite até o
receptor, € possivel dizer que a localizacdo do receptor € um ponto qualquer sobre a

esfera imaginaria com raio igual a nossa distancia.

Figura 22: Esfera imaginaria com raio igual a d.

Fonte: As Aventuras do Geodetetive 6: GPS.
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Agora ao invés de conhecer apenas a distancia a que estamos de um satélite,
passarmos a conhecer a distancia com relagéo a dois satélites, nesse caso sabe-se
gue a posicdo do receptor seria um ponto qualquer sobre a circunferéncia imaginaria

resultante da intersecéo das duas esferas.

Figura 23: Circunferéncia imaginaria gerada pela intersecdo entre duas esferas imaginarias.

Fonte: As Aventuras do Geodetetive 6: GPS.

Observa-se, que em nenhum dos casos anteriores teriamos uma localizacao

exata.

Vejamos agora, 0 que acontece se tivessemos a distancia entre trés satélites.
Ja foi visto que com trés satélites obtém-se as coordenadas geograficas (latitude,

longitude).

Acrescentando mais um satélite aos dois ja citados acima, podemos encontrar

a localizacao.

Podem ocorrer duas possibilidades: a primeira é quando a terceira esfera
tangencia a interseccdo das duas primeiras esferas e s6 haverd um ponto
de interseccdo, que serd a localizacdo do receptor; a segunda possibilidade
€ quando a terceira esfera intercepta a intersec¢do das duas primeiras
esferas em dois pontos, ai precisaremos do quarto satélite.(NETO, 2013,
P30).

No caso da localizagcdo se reduzir a dois pontos, um dos pontos pode ser
descartado, pois esse ponto esta no espaco e como sabemos que nos encontramos
na superficie da terra ndo é dificil deduzir que o outro ponto sera o ponto de

localizagao.
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Figura 24: Projecdo da interse¢do de trés esferas imaginérias.

Fonte: As Aventuras do Geodetetive 6: GPS.

6.1 A necessidade do quarto satélite

O quarto satélite permite escolher um dos dois pontos gerados pela
intersecdo das trés esferas imaginarias, ou seja, acrescentando mais uma esfera as
trés anteriores. Nesse caso, além da latitude e da longitude, (duas dimensdes) o
guarto satélite permite saber ainda a altitude, com isso conseguimos descobrir a
localizacdo exata do receptor. Os quatro satélites permitem verificar se os rel6gios
estdo em perfeito sincronismo. Se as medidas das distancias forem satisfeitas, entéo
a intersecdo entre as quatro esferas sera apenas um ponto, no entanto se essas
medidas ndo forem satisfeitas, a interseccao entre as esferas imaginarias nao sera
um ponto. Com isso, verifica-se que quando se tem trés esferas e as medidas das
distancias ndo estiverem corretas, elas se cruzardo mesmo assim. Ja, se tivermos
guatro esferas e as medidas estiverem incorretas, as esferas imaginarias néo se
cruzardo. Para que esses erros ndo ocorram o receptor faz o calculo de reajuste

proporcionando assim a interse¢do entre as quatro esferas em um anico ponto.

O receptor pode calcular facilmente o ajuste necessério que faz com que as
quatro esferasse cruzem em um mesmo ponto. Baseado nisso, o receptor
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reinicia o seu reldgio para que ele coincida com o relégio atbmico do satélite
— fazendo isso sempre que esté ligado —, o quesignifica que ele é quase téo
preciso quanto os relogios atdmicos dos satélites.(Carvalho e Aradjo, 2009,
p13)

A figura 25 mostra a interse¢do entre as quatro esferas imaginarias.

Figura 25: Projecdo da interse¢do de quatro esferas imaginarias.

Fonte: As Aventuras do Geodetetive 6: GPS.

No momento em que 0s sinais sdo emitidos para o receptor, com relacdo a
um sistema ortogonal de coordenadas, podem ser dadas as posicfes dos quatro

satélites.

Podemos obter as equagfes gerais das superficies esféricasimaginarias a
partir das coordenadas no sistema ortogonal que sdo dadas a partir da
posicdo dos quatros satélites no momento em que os sinais sdo emitidos
para o receptor, entdo, se formarda um sistema a partir dessas equagdes e
encontraremos as coordenadas cartesianas da localizacdo do
receptor.(NETO, 2013, p32).

As equacdes gerais das superficies esféricas ja foram mostradas

anteriormente no capitulo 2.

Abaixo serd mostrado um exemplo pratico do funcionamento do GPS. Este
exemplofoi extraido de(NETO, 2013 APUD NORD ET AL 1997). Um usuério do GPS

€ detectado por quatro satélites. O quadro abaixo indica as efemérides (em metros)
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de cada satélite tomadas em relacdo ao sistema ortogonal de coordenadas
cartesianas.

As efemérides séo as informacdes transmitidas pelos satélites, cada satélite
possui sua efeméride que funciona como sua identificacao, ou seja, ela fornece sua
posicéo, data e hora.

Quadro 1: Efemérides dos satélites em relagdo ao sistema de coordenadas
cartesianas X Y Z.

X Y Z
Satélite 1 -10 x10° 20 x10° 2 x108
Satélite 2 -14 %1068 7 x10° 13 x108
Satélite 3 -18 %106 4 x106° 4 x10°
Satélite 4 -12 %1068 15 %106 1 x10°

Entre a transmisséo e a recepcédo do sinal de cada satélite. Os lapsos de

tempo sao registrados em segundos pelo receptor GPS.

Quadro 2: Lapsos de tempo (em segundos)

Satélite 1 Satélite 2 Satélite 3 Satélite 4

0,068 0,070 0,072 0,067

Multiplicando cada lapso de tempo pela velocidade da luz (2,997. 108 k/s), Por

meio da formula d = v. t. ser& obtido a distancia entre o receptor e cada satélite.

Satélite 1: d = v.t d = 2,997 . 108.0, 068 = 0, 203796.108
Satélite 2: d = v.td = 2,997 . 108.0, 070 = 0, 20979.108

Satélite 3: d =v.td = 2,997 . 108.0, 072 = 0, 215784.108
Satélite 4: d =v.td = 2,997 . 108.0, 067 = 0, 200799.108
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Por meio dessas informagbes as equaclBes reduzidas das superficies
esféricas imaginarias podem ser escritas. Tais esferas imaginarias tém seus centros

em cada satélites e raio igual as distancias calculadas. Como podemos ver a seguir:

S1: (x+ 10.106)2 + (y— 20.10%)2 + (z— 2.106)2 = 415.10%2
S2 : (x+ 14.108)2 + (y— 7.106)2 + (z— 13.106)2 = 440.10%2
S3 1 (x+ 18.10%)2 + (y— 4.10°)? + (z— 4.108)2= 466.10%2

S4 : (x+ 12.106)? + (y— 15.10°)2 + (z— 1.106)2 =403.10%2

Desenvolvendo os quadrados, obtemos as respectivas equacdes gerais e o

sistemalinear € dado por:

S1:x?>+y?+ 22+ 20.10x- 40.108y- 4.10%z+ 89.102 =0
S2:x?>+y?+ 72+ 28.105x— 14.108y- 26.105z- 26.10'2 =0
S3:x%+ y?+ z? + 36.105x— 8.10%y— 8.10%z- 110.10*? =0
S4 : x? + y? + z2 + 24.105x— 30.10%y— 2.10%z- 33.10*? =0

Subtraindo S1 de S2, S3 e S4, obtemos:

§2 - S1:8.105¢+ 26.10%- 22.10°%z= 115.10*2
§3 - S1:16.10%+ 32.10°%y— 4.10°2z=199.10%2
§4 -S1:4.105¢ + 10.10%y + 2.1052=122.10%?

Cuja Unica solucéo é x= -27, 71.10° ; y= 21, 31.10° e z= 9, 87.106.

O ponto P com essas coordenadas cartesianas pertence, simultaneamente,
as quatrossuperficies esféricas e suas coordenadas geograficas, considerando o
raio da Terramedindo 6, 4.10°.

Temos: P= (-27, 71.10%; 21,31. 10%; 9,87.106), sen 6= 0, 27175, cos ¢= -0,
79262 esen ¢= 0, 60955.Logo: ¢= 37° E (Leste)ed= 16° N (Norte),O angulo se refere

a latitude e a longitude e a altitude é 29, 92.1068.
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7. CONCLUSAO

Este estudo mostrou algumas definicdes de Geometria Analitica que estédo
diretamente relacionadas com o funcionamento do Sistema de Posicionamento
Global-GPS. Observou-se a estrutura de funcionamento do Sistema, suas
aplicacbes e funcionalidades, a importancia nas mais diversas areas do
conhecimento como, por exemplo,esportes, laser entre e outros. Os conhecimentos
matematicos aplicados a esse sistema servem para mostrar que a matematica esta
presente em praticamente tudo que conhecemos, inclusive na rota de navegacgao do
GPS, quando é definido o caminho que o usuéario deve percorrer para chegar a seu
destino final. Existe todo um processo matematico em que as definicbes mostram a
parte tedrica que é onde tudo comeca, ou seja, a partir de varios calculos se chega

ao funcionamento de uma das tecnologias mais avancadas existentes no planeta.

Além de todo o processo de funcionamento estudado e tendo em vista
gue o objetivo deste estudo foi de observar as aplicagcbes matematicas, este trabalho
também pode ser usado como ferramenta pedagodgica em sala de aula. Iniciando na
educacédo basica, com conceitos simples de Geometria Analitica o aluno pode ser
envolvido em atividades utilizando como fonte de apoio o GPS. E também pode ser
utilizado pelos alunos do curso de licenciatura em matematica ou areas afins

Esta pesquisa foi bastante relevante, pois, por meio de definices
matematicas, pode-se observar o funcionamento de uma ferramenta extremamente
precisa que € o Sistema de Posicionamento Global. Cada definicdo tem seu grau de
importancia e isso faz com que a curiosidade pela mateméatica sé aumente, pois
como se observou durante todo o trabalho as aplicacbes da Geometria Analitica

estdo presentes no processo de desenvolvimento cientifico.
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