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Resumo

A partir da proposi¢ao de uma situagao de propagacao de calor através de uma barra
termicamente isolada, iremos efetuar uma modelagem matematica para a formulacao de
uma equacao que determina o comportamento dessa difusao. Neste presente trabalho,
estudaremos o problema da conducao do calor numa barra com as extremidades a tempe-
ratura inicial & zero, onde utilizaremos nocoes de calculo diferencial e integral, equacoes
diferenciais e série de fourier para expor uma solucao do problema.

Palavras-chave: Equagao do Calor, Série de Fourier, Equagoes Diferenciais Parciais.



Abstract

From the proposition of a situation of heat propagation through a thermally insulated
bar, we will carry out a mathematical modeling for the formulation of an equation that
determines the behavior of this diffusion. In this present work, we will study the problem
of heat conduction in a bar with the ends at zero initial temperature, where we will use
notions of Differential and Integral Calculus, Differential Equations and Fourier series to
expose a solution to the problem.

Key words: Heat Equation, Fourier Series, Partial Differential Equations.
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Introducao

Um dos estudos mais curiosos da Fisica no que diz respeito a aplicagao da matematica
¢ a modelagem da propagacao do calor, contetdo da area da Termodinamica. E interes-
sante observar o comportamento da propagacao de calor pois podemos analisar de forma
volumétrica, tridimensional, como o fluxo através de um fluido liquido ou géas, ou podemos
analisar de forma linear, através de uma barra fina. O objetivo deste trabalho consiste
em encontrar uma solucao geral para a difusao do calor numa situacao onde uma barra é
isolada termicamente em duas laterais paralelas e nas outras duas é possivel ter transporte
de calor, bem como temperaturas diferentes, no qual tem uma énfase no coeficiente linear
da série de Fourier. O presente trabalho visa resgatar alguns conceitos de calculo diferen-
cial, calculo integral e equagoes diferenciais em busca de reunir todos os conhecimentos
basicos necessarios para facilitar a compreensao dos demais topicos abordados até chegar
na série de Fourier que proporcionara a resolugao do problema. A estrutura do trabalho
é apresentada inicialmente com os assuntos preliminares para facilitar a compreensao do
leitor. Em seguida, os principais topicos necessérios para conclusao do objetivo da Série
de Fourier. Dando sequéncia, a modelagem da equacao do calor com a analogia da equa-
¢ao da difusao para entendimento como ocorre a sua propagacao. E, por fim, a conclusao

na qual mostra a solucao da equagao com o coeficiente que deve ser usado na funcao.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Inicialmente, vamos resgatar alguns conhecimentos das disciplinas de céalculo diferen-
cial, integral e vetorial, e equacoes diferenciais para podermos contextualizar algumas

tematicas de aplicacao que serao abordadas nos capitulos 2, 3 e 4 posteriormente.

1.1 Definicao de funcao continua

Uma funcgao continua é toda aquela funcao cujo o grafico em qualquer ponto p de seu
dominio nao apresenta “quebra” da linha, como pode ver na figura abaixo, tem-se uma

funcao f e outra g.
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Figura 1.1: Representacao grafica de uma funcao continua e outra descontinua.

Percebe-se que a fungao f nao apresenta “quebra” no ponto p, o contrario, tem a fungao
g. Para facilitar a compreensao, observe os gréficos abaixo.(GUIDORIZZI, 2001)

A funcao f demonstrada nos gréaficos satisfazem no ponto p a propriedade:

1) para todo € > 0 determinado, existe um & > 0, onde & depende de €, no qual f(x)

permanece entre f(p) — € e f(p) + € quando x percorre o intervalo |p — &, p + 8[, com x
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Figura 1.2: Exemplo de func¢oes continuas.

no dominio de f, ou seja,

P—0<x<p+d=flp)—e<f(x)<f(p)+e

Em contrapartida a fungao g nao satisfaz tais condigoes
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Figura 1.3: Exemplo de fungao descontinua.

para € > 0 nao existe 6 > 0 que torne a afirmacgao da propriedade verdadeira.

Vx €D, p—d<x<p+d=¢g(p)—e<glx)<glp)+e



Para qualquer & > 0 que for escolhido, quando x percorre o intervalo Jp — 8,p + 0,

g(x) nao permanece entre g(p) — € e g(p) + €.

A propriedade 1 diferencia as fungoes f e g em p. Assumiremos a propriedade 1 como

defini¢ao para uma fun¢ao continua em p.

Definicao 1. Seja f uma funcgao e p um ponto do dominio:

para todo € > 0 dado, existe d > 0, onde & depende de €,

f continua em p <= ¢ no qual para todo x € D¢, com

P=0<x<p+o=flp)—e<f(x)<f(p)+e

Observa que

X—pl<d<=p—-0<x<p+?d

If(x) = f(p)l < e = f(p) —e < f(x) < f(p)+ €

Podemos reescrever a definicao em moédulo da seguinte forma:

para todo € > 0 dado, existe > 0, onde & depende de €,
f continua em p <= ¢ no qual para todo x € Dy.

x —pl<d=If(x) —f(p)l<e

Podemos dizer entao que f é continua em A C Dy se f for continua em todo p € A,

ou seja, f é continua para todo ponto p em seu dominio.

Definicao 2. Uma fungao é f: R — R € dita seccionalmente continua, se os pontos de

descontinuidades sejam finitos ou infinitos enumerdveis para qualquer intervalo limitado.

Definicao 3. Uma funcao € f: R — R € dita seccionalmente derivdvel, se a derivada da

fungao também for seccionalmente continua.



1.2 Regra da cadeia

Em célculo I, vemos que se uma fungao composta h(t) = f(g(t)) é derivavel, vale a

Regra da Cadeia, onde y = f(x) e x = g(t) fungoes derivaveis com Img C Dy.
h'(t) = f'(g(t)).g'(t),Vt € Dy (1.1)

Para melhor compreensao, vamos ver como fica a regra da cadeia na notagao de Leibniz:

d_y_ o dx

Do) e T=g) (12

onde a fungdo composta é y = f(g(t)), onde da equacao 1.1 fica:

dy ,
pra f'(g(t)).g"(t)

ou

— =1f'(x).g'(t
i = x)g'(t)
onde x = g(t). Portanto:
dy dydx
it At~ it 1.3
dt dxdt (13)

d
no qual d_?c deve ser calculado em x = g(t).
Vejamos a ideia da regra da cadeia quando a funcao f possuir mais de uma variavel.

Suponha que uma fun¢do f(x,y) onde x,y dependem de um parametro t, isto é:

f="f(x,y), x=x(t) e y=y(t)

ao substituir x(t) e y(t) nas variaveis x e y na fun¢ao f, a mesma dependera apenas de t.

na anotacao de Leibniz, da mesma maneira vista na equacao 1.3, porém, para cada variavel



X e Yy, teremos:

df _ otdx  dfdy
dt 9xdt dydt

onde, % e g—; sao aplicadas nas fungoes x(t) e y(t).

Note que essa mesma ideia pode ser usada em outras fun¢des com quantas varaveis

for necessaria. Por exemplo, se tivermos:

f="f(x,y,z,w), x=x(t), y=yt), z=z(t) e w=w(t)

entao:
df ofdx odfdy ofdz of dw
R e M e AL R 1.4
dt  9xdt dydt dzdt  ow dt (14)
onde, %, g—;, g—i e aa—va sao aplicadas em x(t), y(t), z(t) e w(t).

1.3 Funcoes peridédicas, funcoes pares e impares

Uma funcao f: R — R é periodica de periodo T, se f(x + T) = f(x) para todo x. A

seguir, ver-se a definicao através de exemplos:

Exemplo 1. f(x) =sinx e g(x) = cosx sao periddicas e 27t € um periodo para elas, isto

€, sin (x + 27) = sinx e cos (x + 271) = cos x.

Exemplo 2. f(x) = x — [x], no qual [x] representa um nimero inteiro menor ou igual a

X, € uma fungao periodica de periodo 1.

Pode-se interpretar que se T é um periodo para a fungao f, logo, 2T também é:
fix+2T) =f((x+T)+T)=f(x+T) = f(x)

Geralmente, considera-se que kT é um periodo, onde k é um ntmero inteiro positivo ou
negativo, pois, é preferivel que k # 0, porque zero é um periodo para qualquer fungao.
Chama-se periodo fundamental o menor periodo positivo, como por exemplo, nas funcoes

sinx e cosx, que o menor periodo positivo é 27.(FIGUEIREDE, 2007)



nmx
Exemplo 3. Pode-se determinar o periodo fundamental T da fung¢ao sin i da sequinte

nr(x +T) . mmx (TUIX TL7'[T>

L L

forma: Obtendo sin i = sin o para todo x € R, ou seja, sin

. nmx }
sin T 18to é:

. M7mx nrl nmx . n7l . M7X
sin —— cos —— + cos —— sin =sin—, VzeR

L L L L L

L
Em particular para x = o encontra-se:
n

0
) (7t) nml N . nml . T
in (= —_— — sin = sin —
sin (5) cos — cos’ sin — sin o
0 que significa que:
nml
— =1 1.5
cos — (1.5)
aplicando a identidade sin® © + cos?> 0 = 1, temos:
T T T T T
SiHQ%—I—COSZ% :1:>sin2%—|—1:1 isinQ% :Oisin% =0 (1.6)

Como procura-se o menor valor positivo para o periodo T que satisfaca as equagoes

nmx
= 27, donde o periodo fundamental de SinT

1.5 e 1.6 simultaneamente, tem-se

2L 2L
¢ T = —. De maneira andloga, mostra-se que T = — também é o periodo fundamental
; X "
€ cos —.
L

Definigcao 4. Tem-se que uma funcao f : R — R € par quando f(x) = f(—x) para
todo x € R, isso diz que o grdfico dessa fungao é simétrico em relagcao ao eixoy. Em
contrapartida, uma fungao € impar, se f(—x) = —f(x) para todo x € R que significa que

este grdfico € simétrico em relagao a origem.
Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 4. Mostremos que as funcoes f(x) = x? e g(x) = cosx sdo funcdoes pares. Com
efeito:

a) f(x) = x>



portanto, f(x) = x2 € uma funcdo par.

b) g(x) = cosx
g(—x) = cos (—x) = cos (—x + 27) = cos (27T — x)
Lembrando que cos (a —b) =cosacosb +sinasinb, temos:
1 . 0
g(—x) =cos2mcos x +sir2msinx = cosx = ¢(x), V z € Dy

donde concluimos que a fun¢io g(x) = cosx é uma fungao par.

Exemplo 5. De forma andloga a anterior, mostremos que as fungoes f(x) = x> e g(x) =
sinx sao impares:

a) f(x) =x3

Portanto, f(x) = x> € uma funcao impar.

b) g(x) =sinx
g(—x) = sin (—x) = sin (—x + 27) = sin (271 — x)

Lembrando que sin (a —b) =sinacosb —sinbcos a, temos:

g(—x) zsinﬁﬁ'c%sx—sinxx;es%ﬁ'i —sinx = —g(x), V€ Dy

seque que a fun¢ao g(x) =sinx € uma func¢ao impar.
vejamos a seguir algumas propriedades de fungoes pares e impares.

Proposicao 1. Dadas as fungoes f,g: R — R, temos:
1) Se f e g sdo pares, entio f+ g e f-g sao pares.
2) Se f e g sao impares, entao f+ g € impar e f- g € pares.

3) Se f é par e g € impar, entio f-g € impar.

Vamos demonstrar essas propriedades provando uma delas, a nimero 3. As demais

podem ser feitas de forma analoga. Sejam f: R — R uma fungdo par e g: R — R uma

8



funcao fmpar. Assim:

f(—x) =f(x), VxeR e g(—x)=—g(x), VxeR, dai

(fg)(—x) = f(—x) - g(—x) = f(x)[-g(x)] = —f(x)g(x) = —(fg)(x)

nos mostrando que fg é impar.

Proposigao 2. 1) Seja f : R — R uma fun¢ao par integrdvel em qualquer intervalo

limitado. Logo

JLL f(x)dx =2 JOL f(x)dx

2) Se f:R — R é uma fungdo impar e integravel em qualquer intervalo limitado. Logo
L
J f(x)dx =0
~L

Vamos demonstrar 2.1, ja que 2.2 pode ser demonstrada de forma anéloga. Observe

que:

JLL f(x)dx = JOL f(x)dx + J: f(x)dx

fazendo a mudanca de variavel y = —x, temos que x =0=y =0, x=—-L =y =~Le
dy = —dx = dx = —dy, logo:
L

Jl f(x)dx = —J: f(—y)dy = LL f(y)dy = L f(x)dx

Na ultima igualdade acima, usamos o fato de y ser uma variavel muda. Dali:

L

JEL f(x)dx = Jl f(x)dx + LL f(x)dx = LL f(x)dx + LL f(x)dx = ZL f(x)dx



1.4 Gradiente, Divergente e Laplaciano

A simbologia de gradiente, como definiremos mais adiante, é formalmente a de um

vetor V, acompanhado de uma grandeza escalar u.

0 0 0
=(Xx—+09—+2—|T L
Vu (xax+yay+zaz> (1.7)

A

_ ox . .
Esta simbologia é utilizada para que nao confunda com P pois esta derivada é nula
X
tendo em vista que X é constante. Chamamos de operador del o termo entre parénteses

da equagao 1.7 e ele nao é um vetor convencional.

Vel ygd 42l
~ o Yoy T %az

Sem uma funcgao a ser trabalhada este operador nao significa nada, apenas acompanhado
de uma funcao é que del indica que ela deve diferenciar.

Podemos dizer que V imita o comportamento de um vetor ordinério, porém, nao
multiplica, mas sim, atua sobre a fungao. Vejamos as diferencas entre um vetor comum e

esse operador:
1. Dados dois vetores U@ = (wy,Ug, u3), V= (vq,Vv2,v3) € & € R, temos:

a) Produto com um escalar o ol = (o, oy, ocug)

b) Produto escalar dos vetores: U -V = u;v; + UsVo + U3V3
2. Atuagoes do operador V:

a) Em uma funcao escalar u(x,y,z):

Vu = 722—1—Ai+23 _)A(a_u_'_Aa_u 26_11
- Uox Yoy T %z ax Yoy 7oz
ou ou ou
_ (O%u Ou du 1.
vu <ax’ay’az) (18)

b) Em um produto escalar com uma fungao vetorial V. = (viX + vy§ +v,2) =

10



(VXavyaVz):

Vv = fcinLAiJri3 (VX + vy U +v,2)
= Fox "oy "oz ) T WYTY:
N ov, 0vy = Ov,
. — 1.
V- =~ 2 + 3, (1.9)

Definicao 5. Definimos as equacoes 1.8 e 1.9 como sendo, respectivamente, o gradiente

da funcao escalar w e o divergente da funcao vetorial V.
Definicao 6. O Laplaciano de uma fung¢ao escalar w(x,y,z) € a soma das derivadas
parciais, nao mistas, de sequnda ordem, ou seja

o’u  d*u  J*u

2. _
Vi=5e oy T oz

A notacao V?u vem do fato de que o lapalciano de uma funcao escalar u é o divergente

do seu gradiente, pois:

Viu = V-Vu= <ﬁ3+gi+za ) : <>za—u+ga—u+za—u>
X z X y z

Viu =

O gradiente de uma fungao tem uma propriedade muito importante. Como Griffiths
(DATA) descreve “o gradiente Vu aponta na dire¢io do aumento mdzximo de w./[...[ A
magnitude V| fornece a inclina¢ao (taxa de aumento) ao longo dessa dire¢do mazximi-
zadora”. Em outras palavras o vetor gradiente nos da nao s6 uma dire¢ao para onde uma

funcao cresce, mas também a direcao em que ela cresce mais rapidamente.

1.5 Equagoes diferenciais lineares

A equagao abaixo representa uma equagao diferencial linear ordinéria de ordem supe-

rior.

dny dn—ly dy B
an(X)w + an,l(x)W + ...+ al(X)a + ao(x)y = b(X) (110)

onde, a,(x) nao necessariamente é nulo. Se b(x) for igual a zero, dizemos que a equagao

1.10 é homogénea.

11



Para n=1, a equacao acima se resume em:

@100 + aylx)y = by

Dividindo a equacao acima por a;(x), obtemos:

d_y ao(x) . b(x)

dx  ai(x)?  a(x)
dy _ bl alx)
x  akx)  a’
% = f(x,y)

Note que f(x,y) pode ser organizadas em uma razao de duas fun¢oes —M(x,y) e N(x,y),
sendo M(x,y) e N(x,y) duas outras fungoes e a equagao acima é apresentada da seguinte

forma:

dy My
dx N(x,y)
N(x,yldy = —M(x,y)dx

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0

Para resolver uma equacao de primeira ordem, existe varios métodos: exatas, homogé-
neas, linear. Mas aqui, iremos apresentar a resolucao da equacao diferencial dita separarel,

que consiste na suposigao de que as fungoes M(x,y) e N(x,y) possam ser escrita como:

M(x,y) = F(x)G(y)

N(x,y) = f(x)g(y)

entao temos:

F(x)G(y)dx + f(x)g(y)dy =0

12



ou ainda, dividindo por f(x)G(y), temos:

Fo) oo o9ly)
o ™t Gy =

Agora, integrando os termos e lembrando que a integral de 0 é igual a uma constante,

temos:

Fix) Sy, —
J fx) dx—l—J o () dy=c (1.11)

Resolvendo a equacao 1.11, teremos a solucao da equacao diferencial separavel.
Vejamos também que na equagao 1.10 para n =2 e b(x) = 0, teremos:
d?%y

d
as(x) -y + @) + aolxly =0

Se as(x), ai(x) e ap(x) forem constantes, poderemos escrever a,, a; e ay respectivamente.
A equagao acima, assim serd, uma equagao diferencial homogénea de segunda ordem com

os coeficientes constantes:

d? d
agd—)g+a1d—2+aoy =0 (112)

Cuja solucao geral depende das solugoes da equacao caracteristica.

am’+am+ays=0 (1.13)

Existe trés casos a considerar.
Caso 1: Se as raizes da equagao 1.13 forem reais e distintas, isto ¢, m; # m,. A solugao
geral da equagao 1.12 serd uma combinagao linear das fungoes y;(x) = e™* e ys(x) =

e™2X  ou seja:
y(x) = c1e™* 4 coe™2*

Caso 2: Se as raizes da equacao 1.13 forem reais e repeditas, isto é, m; = my = m. A

solugao geral da equagao 1.12 serd uma combinagao linear das fungdes yi(x) = e™* e

13



Yo(x) = xe™*, ou seja:

y(x) =c1e™* + coxe™™

Caso 3: Se as raizes da equacao 1.13 forem complexas e conjugadas, isto é, m; = x + i
e my, = & — 3i. A solucao geral da equagao 1.12 serd uma combinacao linear das fungoes

yi1(x) = e**sin Bx e ya(x) = e** cos Bx, ou seja:

y(x) = c1e™* sin fx + coe®* cos Bx

14



Capitulo 2

Série de Fourier

Agora que vimos toda a parte de calculo, vamos compreender melhor sobre a repre-
sentacao de séries trigonométricas infinitas, a série de Fourier, no qual recebe esse nome
em homenagem a Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) que desenvolveu a teoria da
condugao do calor em seu trabalho Théorie analytique de la Chaleur (Teoria analitica do
Calor, 1822).

Exeistem situagoes em que é necessario saber quando uma determinada funcao f(x)

pode ser expressa da seguinte forma:

. N7mx
E Cn sm—

com os coeficientes ¢, adequados. Usaremos fortemente a situacao acima. Héa situagoes
também, como no capitulo 1 do livro de Figueiredo (1977), exercicio 1, o autor coloca

uma funcao semelhante para saber se a fungao pode ser expressa da seguinte forma:

n7x
E Cp COS —

Para responder a essas questoes vamos introduzir algumas nocgoes de série de Fourier,
onde vamos investigar em que condi¢oes uma funcao f : R — R podem ser expressas da

seguinte forma:

1 > T T
f(x) = §ao + ; (an cos _an + b, sin —nLX>

15



. . 1 . . .
A explicagao do porqué utilizar §a0 ao invés de somente aqy ficard explicita mais

adiante.

2.1 Convergéncia uniforme

o
Uma série numérica do tipo )  a, converge quando a sucessdo de somas parciais
n=1
converge, onde o termo geral é:

A, = Z a, (reduzida de ordem n)
j=1

lembrando que essas duas séries convergem:

=1
-y — 1 2.1
;ncx com « > (2.1)
II—) A" com Al <1 (2.2)
n=1

A equacgao 2.2 é chamada de série geométrica e sua soma equivale a . Contudo, a

A
(1—A)
equacao 2.1 com a < 1 nao converge, ou seja, ela é divergente e para & = 1 é conhecida

o

como série harménica. Uma série de fungoes do tipo > un(x), sdo fungdes reais u, :
n=1

I — R pertencente ao subconjunto I de R que converge pontualmente caso se, para todo

(ee]
xo € I fixo a série )_ u,(xo) convergirad. E o mesmo que dizer que, dados € > 0 e x¢ € 1,
n=1
existe um inteiro N, onde depende de ¢ e de xq, como:

para qualquer n < m, assim como n > N.
Veja alguns exemplos abaixo:
o0
. X . .
1) Uma série ) un(x), onde u,(x) = —; converge uniformemente, se for definida em
n

n=1

[0, 1] para:

16



m
e com ¢ > 0, pode-se dizer que um inteiro N depende apenas de ¢, assim como )_ 5 <E¢
j=n

para m >n > N.
o0
2) Uma série Y un(x), onde u;(x) = x, un(x) = x™ —x""1 n > 1 ¢é definida para
n=1
0 < x < 1 convirja em cada x € [0, 1], onde a reduzida de ordem n, U,, (x) = x™, convirja
para 0, se 0 < x < 1, e para 1, se x = 1. Esta série nao converge uniformemente, pois de

1 L : 1
acordo com 0 < ¢ < 3 e N inteiro, considera-se que x = 2eN-1 em:

m
D uwilx) =xm—xN
j=N
entdo, [x™ —xN"1| = |(2¢)¥1T — 2¢|. Se m for um valor alto o suficiente (2¢)¥1 <€,
obtem-se:
m
D ux) > e
=N

para x = 2 N-T

Com intuito de verificar que a série do exemplo 1 converja uniformemente, utiliza-
se o artificio de majorar a série de fungoes por uma série numérica que convirja, se faz
isso através do chamado teste M de Weierstrass. Uma série do tipo ) u,(x) converge
absolutamente, se a série ) [, (x)| convergir.

(e ¢]

Teste M de Weierstrass. Sendo ) u,(x) uma série de fungdes do tipo u, : I — R
n=1
definida em um subconjunto I de R. Supode-se que existam constantes M,, > 0, como:

un (%) < My

para todo x € I, onde a série numérica ) ., M, convirja. Assim, a série de fungoes
> > Un(x) converge uniformemente e de forma absoluta em I.

Foi usado este critério para reduzir o problema de provar a convergéncia de uma série
de fungoes para verificar a convergéncia de uma série numérica. Veja a seguir, algumas

proposicoes para a convergéncia uniforme:

« ~ ~ . - P o
Proposicao 3. Supondo que as fungées un sejam continuas e a série )_°_; Un(X) con-
virja uniformemente logo a soma da série w(x) = Y_>_ un(x) também é continua. Vamos

observar alguns exemplos:
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2
X

1) A soma da série (}_o_,n " ?)x = - " qual € uma fung¢ao continua em [0,1], €

2

T
Paan=o
2) A soma da série é uma fungao do tipo u(x), onde € definida sendo 0 para 0 < x < 1
e 1 para x=1, assim a fung¢ao € descontinua. Neste caso, a fun¢ao u,(x) sao continuas,

mas a convergéncia nao acontece uniformemente.

Proposigao 4. Supondo que as funcoes w, (x) contidas em um intervalo 1 sejam continuas
e derivdveis e que a série y__ u! (x) das deriadas uniformemente convirja. Supondo

ainda que para um determinado xo € 1, a série }_o_ Un(xo) convirja. Assim:
d o0 o0 ,
2wt ] =) i)
n=1 n=1

Proposicao 5. Vamos supor que uma funcao w, seja integravel em um intervalo 1 e que

P o .. . ~
a série ) - Un(X) convirja uniformemente, entao:

J (i un(x)> dx = iJ U (x)dx
I \n=1 n=1"1!

2.2 Coeficientes de Fourier

Nessa secao, o objetivo seréd encontrar equagoes para os valores de ag, a, e b, em

uma funcao f(x) que é expressa como:

(e.¢]

f(x) = %ao + Z (an cOS nTﬂX + b, sin ?) (2.3)

n=1
espera-se que os coeficientes a,, e by, estejam relacionados a funcao f. Para descobrir qual
relacao eles tém, supoe-se que a série da equagao 2.3 convirja uniformemente. Veja que
a funcao f deve ser continua, como consequéncia da proposicao 77, deve ter periodo 2L e
ser periddica, visto que o periodo fundamental de cos ? ¢ 2L, onde também ¢ o periodo

das demais func¢oes seno e cosseno que aparecem na série. Pode-se integrar de —L a L os

dois lados da equagao 2.3 usando a proposi¢ao 4 para obter:

L 1 L
J f(x)dx:J —aodx+J
L p2 —L

(o.¢]

Z (an COS? + b, sin TLTmC)] dx

n=1
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L 1 L > L n7mx L nmx
— > (an nmx A s 2 2.4
J_L f(x)dx 50 J_L dx + 2 (a J_L cos — dx+Db J_L sin — dx) (2.4)

;ﬁ
| —
—
=
Kol
o
=
Il

ao[L — (—L)]

1
2
= L L 0 L L
+ Z [an (—s’ 0 —M + b, (—— cos(nm) — — COS(—TWT))}
n n nm nmn

n=1
mas cos (—n7t) = cos nrr, logo:

L %)
L
J_L f(x)dx = aqoL — an (n_ cos n—ﬂcosnﬂ)

Dessa forma, podemos encontrar valor do coeficiente ag por:

1

L
ag = I J_L f(x)dx

Partindo da equagao 2.3, multiplique ambos os lados pelo termo abaixo e integrando

de —L a L:

cos m{tx com m € N*
teremos:
L L
T 1 T
JL f(x) cos mL de = JL 5 G0 COS mL de
L ()
s T s T
+ JL ; (an cos an - CoS mL x + by sin an - CoS mL X)] dx
L L
T 1 T
JL f(x) cos mL X dx = 500 JL cos mL X dx
00 L L
+ Z (an J_L cos ? cos mLT[X dx + b, J_L sin n;_tx cos m;_tx dx)
n=1
(2.5)
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. . L m7x , N ~ .
Como feito anteriomente I_L coS de ¢ nulo. Os dois ultimos serao resolvidos
abaixo e separadamente. Para m # n, visto que (m+mn) e (n —m) sdo numeros inteiros

e lembrando que:
1
cosa-cosb = 5 [cos (a—Db) + cos(a+ b)]

obtemos:

nmx o ommx JL 1 [ (me B mmc> N (thx N m7tx>] dx
. €08 —— €08 — =] 3 cos |~ — ) teos (4~ +——
" cos‘rﬂcosmmcdx—1 ;s' ﬁ(n—m) ] + ;S' E(n—km) ]
I L L 2 |an—m) "L L) T L »
" os % o 1117Txd7c—1 ;s' —m)—O;s‘ m) !
J,LC L L T2 | an—m T+ mpt
1 L ) U = 0
- sin =m) — sin
2 | t(n—m) n(n+m)

dx = 0 (2.6)

1
Usando o fato de que sinacosb = §[sin(a —b) +sin (a + b)], temos também que:

JL . NmXx TTL7TXd _JL 1|: (TL7TX_TTL7TX>+ . <TL7TX+TTL7TX>:|d
L s _I_ cos L X = L2 S —L —L S _L —L X

JL si ﬂcosmm(dx—1 _—Lcos@(n—m) ) + _—Lcosﬂ(n—km) ]
L T L 2] [(n—m) L L lmn4m) L L

L nax mrx
sin —— cos dx =
1 L L 2

cosT(n +
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L
J sin 7% cos Wy = g (2.7)
L L L

Vejamos agora quando m = n.

& nmx o onmx J L [ (nmc nmc> N (TLT[X N nmc)] i

COS —— COS ——— = —leos (—= — —=) +cos [ — + —=
|t L .2 L 1 L "1
L L

1 2

cos X cosS TL—Ttxdx = J — | cosO™ %l cos N7 d
JooL L L 12
Tt nmx nmx i 1 (L + L . 2nmx\©

COS —— COS ——— = = — sin
)1 L L 2 L' \onn L /) .
L

1 L 0

uLcosnTﬂxcos?dx = 5[].—(—1_)—{—%(' 7T — sin T q

L
JL cosnTmcos ndex =L (2.8)
Temos também que:
L L 0
J si nmx coS nmx dx = J 1 sin nx D + sin (—me + —me) dx
LML L iy L L L
L L 0
J . M7IX nmx dx 1 L 2nmx L (cos 2n o))
sin —— cos ——dx = —= [ —— cos = ———/(cos — —
L L L 2 \2nm L L dnm
L nmx nmx
JL sin T COS TdX =0 (29)

A integral do produto dos cossenos iguais, leva a uma igualdade diferente de zero. Entao,

o que sobra da equagao 2.5 é:
L nmx L nmx  nmx
J f(x) cos ——dx = anJ cos — cos —dx = a, L
L L L L L
Portanto:

JL f(x) cos —dx (2.10)
—L



Por um processo anélago, multiplicando a equagao 2.3 pelo termo abaixo e integrando

de —L a L:
. M7X
sin
L
teremos:
L L
1
J f(x) sin mmx dx = _GOJ sin mmx dx
1 2 L L
[e9) L L
T 7T T T
+ Z (aTL JL cos ¥ sin mL de + bn JL sin % sin mL de)
n=1
(2.11)

mrx
= ( pela equacao 2.11,

De forma anéloga feita na equagao 2.5, segue que J'EL sin

) _ _ n7mwx . Mmnx L )
visto nas equacgoes 2.7 e 2.9 a integral fcos T sin i também é nula, quaisquer que

sejam m e n. Se m # n e lembrando que:

1
sinasinb = §[cos(a—b)—cos(a+b)] (2.12)
temos que:
- nmx . mmx i JL 1 [ <TL7TX mT[X) (TLT(X N mmc)] i
sin —— sin = —lcos(— — —— ) —cos | — + ——
T L iy L L L L
L L L
sin nmx sin mx dx = 1 sin E(n —m) — sin E(TL +m)
Jor L L 2 | |t(n—m) L L m(n+m) L L
T nmx . mmx 1 L m)O L , m)o
sin —— sin == sin =m) — sin — =
Jor L L 2 [t(n—m) n(n—m)
1 L j o L ) 0
— = sin — sin — m
2 |t(n+m) m(n+m)
L onmx . mmx
J sin —— sin dx = 0 (2.13)
L L
finalmente, para o caso de m = n, temos:
- . M7x Lo nmx
f(x)sin —dx =by, [ sin® —dx (2.14)
L L 1 L



mas, lembrando que:

1 —cos2a

sinfa = ———— (2.15)
2
temos:
L L
1 1 2
I sin? %d = J_L {5 — 5 cos TZTX} dx (2.16)
L
5 MLTIX 1. 11 L 2nmx
—dx = = — = | =— 2.17
) = g 2{21171 T (2.17)
L
sin? Tax = L (2.18)
Joo L
Subistiuindo a equacgao 2.18 em 2.14, temos:
t . M7X
f(x) sin —dx = b,, L (2.19)
L L
1 (L
b, = —J £(x) sin T dx (2.20)
| L

Em suma, o que acabamos de fazer foi mostrar que se uma funcao f : R — R se for
periddica de periodo 2L, absolutamente integravel, em cada intervalo limitado e puder ser

expandido na forma:

2y (an cos— + by sin ?) (2.21)

n=1

entao, os valores a,, paran > 0 e b, paran > 1 podem ser calculados como nas equagoes
2.10 e 2.20. Esses coeficientes sdo chamados de coeficientes de Fourier e nesse caso dizemos

que a funcao f pode ser expandida em série de Fourier.

Obs 1. No texto a gente citou que uma funcao f € absolutamente integravel, no intervalo

de 0 a L, 1sso quer dizer que:

L
J [(x)]dx < oo
0

Teorema 1. Teorema de Fourier: Seja f: R — R uma fun¢do seccionalmente diferen-

ciavel e de periodo 2L. Entao a série de Fourier da fungao f, dada em 2.21, converge em
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1
cada ponto X para i[f(x +0)+ f(x —0)]:

1 nmx
§[f(x+0)—|—f(x— = —ao—i—Z <ancos—+bn—>

- (2.22)

Aplicando as proposic¢oes 3 e 4 no calculo dos coeficientes de Fourier dado pelas equa-
¢oes 2.10 e 2.20, obteremos os seguintes valores:

i) Se f for uma fungdo par, periddica de periodo 2L e absolutamente integravel, te-
mos pela Proposicao 1 que f(x) cos nTm ¢é par e que f(x)sin nTmc é impar. Assim, pela

proposicao 2 vem que:

1t 2 * Lt
an = EJL f(x) cos ?dx = EJO f(x) cos? e b, = EJL f(x) sin ?dx =0

portanto se f(x) puder ser expandida como série de Fourier, teremos:

f(x) = %—i-nz_l <(1ncosnTm—|—bn sin nT7IX>
0 nmx
f(x) = 5 + Z <aTI cos T>

3
Il
o

Conhecida como série de Fourier em cossenos.
ii) Se f for uma fungdo impar, periddica de periodo 2L e absolutamente integravel,
nmx nmx
temos pela Proposicdo 1 que f(x) Co8 —— é fmpar e que f(x) sinT é par. Assim,

novamente pela proposicao 2 obteremos:

1 (" 1 (" 2t
an:EJ_Lf(x)cosndex:O e bn:EJ_Lf(x)smnde EJO f(x)sinnTﬂde

Logo a série de Fourier de uma funcao impar é uma série de senos, pois:

f(x) = %—Fi <ancos—+bn sin ?)
n=1
f(x) = i (b sin nT7TX>

1

=
Il
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Capitulo 3

Modelagem da Equacao do Calor

3.1 Equacao da difusao

Partindo da definicao da biologia para difusao, esta é o processo de transporte de ma-
téria de uma regiao menos concentrada para outra mais concentrada (TATEISHI, 2010).
O exemplo mais comumente utilizado para exemplificar a difusao é a adigao de uma gota
de corante em uma porcao de dgua, a principio a coloracao do corante se retém apenas a
regiao onde a gota esta, mas com o passar do tempo, cada vez mais parcelas da dgua fica
colorida até que toda a dgua fique homogénea. (MACHADO, 2004) A difusao de alguma
substancia através de outra é um fenémeno fisico muito importante, onde as substancias
envolvidas tendem a alcancar um estado de equilibrio. Assim, é interessante obter uma
equacao que descreva os processos difusivos.

As grandezas envolvidas nessa experimentacao é a concentracao, ou a densidade, da
substancia que fala em relacao a proporcao entre a quantidade do que esta sendo dis-
solvido, o corante, e a do que dissolve, a agua. Tal concentracao varia de acordo com o

tempo e posigao, podemos assim representar a densidade da seguinte forma:

p=p(Tt) =p(x,y,z,t)

onde, p é a densidade, ¥ = (x,y,z) é a parte espacial e t o tempo.
Como descrito por Machado (2004), primeiramente considere um volume V fechado,
seja fixo ou nao, onde nele é inserido uma substancia de densidade p, o fendmeno acontece

de forma a permanecer constante a quantidade total de substancias porém com a possi-
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bilidade de variacao do volume V e de p(¥,t). Considerando uma quantidade pequena de

substancia, podemos representa-la como AQ descrito desta forma:

AQ = pAV (3.1)

onde, AQ ¢é a pequena quantidade da substancia e AV é uma pequena parcela do volume
ocupado pela substancia. Assim, ambos as grandezas tendem a zero. O volume nao é
fixo, pois, toma forma de acordo com a difusao da substancia como na figura a baixo. O

formato em paralelepipado é para facilitar os calculos.

AV’ = AXAYAZ

AV = ArAyAz

&
N

Ay
AY

Figura 3.1: Variacao do AV ao longo do tempo.

A conservacao da quantidade de sustancia pode ser escrita da seguinte maneira:

d
—AQ =0 3.2
w2Q (3.2)
substituindo (3.1) em (3.2), temos:
d
—(pAV) =0
3 (PAV)
que resulta em:
dp d
AV — —AV =0 3.3
at " Pat (3:3)

A derivada temporal total de p pode ser calculadada como na equagao 1.4.

p(7,t) = p(x,y,z,t)
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entao:

1
dp(7,t) _ dp(F.t) dx | Dp(F,t)dy , dp(F.t) dz  Dp(F.1) gg
dt ox dt dy dt dz dt ot At

assim, fica:

dp(¥,t) _ 9p(T,t) n ap(ﬁt)g+ ap(ﬁt)d_yjL op(T,t) dz
dt ot ox dt dy dt 0z dt

(3.4)

que provém de um produto escalar: (GRIFFITHS, 2010)

dp _dp (6pA apA ap) (dxX dy . dz)

at ot T e Ty Tz

onde, X, {J e Z sao vetores unitarios paralelos aos eixos x, Yy e z respectivamente. Ainda,

se denotarmos o vetor velocidade por a V = (v, vy, Vv,), temos:

dx, +d—yA+d—Z d(xx+ +2z2) = dr—\7
at” T at? T at) T at vy at
e a equacao (3.4), fica:
dp(v,t op(7,t
p(t,t)  0p(7,t) VT (3.5)

dt ot

onde, V é a velocidade com que a massa da substancia se difunde pela dgua.

A derivada temporal de AV:

d d d d
—AV = AxAyA AyAz—A Ax—(AyA
Y T g AxAvAz) = AyAzg Ax+ Ax g (AyAz)
isto é:
d d d d
—AV = AyAz—A AxAz—NA AxAy—A :
dtv YAz X + XAz y + XAy Az (3.6)

d
onde, EAX é a taxa de variagao do comprimento em relagao ao tempo. Na qual, pode ser

representada pela variagao da componete x da velocidade do ponto inicial ao final, visto
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que & (x +Ax) = vy, ., ¢ X =y, | portanto:
d
EAX = Vxliae = Vxl, = Avy

usanda a definicao de derivada parcial, temos:

ovy — 1 Vx (X + Ax, Y, Z, t) — Vx (X7 Y, zZ, t) lim Vxlyrax =~ Vxk

_ = m —
0x Ax—0 AX Ax—0 Ax

Logo para Ax suficientemente pequeno, podemos considerar:

OVx  Vxliar — VxI 0V, d oV,
= e x Avy, = —A —Ax = —=A 3.7
0x AX = 8V 0x x= dt x 0x x (3.7)

Analogamente, para as demais dire¢oes, obtemos:

d ov d ov
—Ay = —2A —Az=—=
dt oy L T

Az (3.8)

Substituindo as equacoes 3.7 e 3.8 em 3.6 em todas as derivadas, temos:

%Av - AxAyAz% + AxAyAz% + AxAyAz aa";
%Av — AxAyAz <aav; + %‘;‘-’ + a;;)
ainda:
davoav v.v (3.9)
dt

Note que estamos considerando o divergente de V apenas em suas coordenadas espaciais.

Substituindo as equacoes 3.5 e 3.9 em 3.3, temos:

dp(F, t
AV %er.v LAV V.¥=0 (3.10)

sabendo que:

V-[pV] =pV -V+V-Vp
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temos: (MACHADO, 2004)

op (T, t)

S+ VeVl =0 (3.11)

A corrente de difusao j é a quantidade de substancia que passa através de uma certa

area por unidade de tempo. Podendo ser expresso por:
j=p("t)V (3.12)

Substituindo a equacao 3.12 em 3.11, temos:

ap (?7t) g
e a—— -1=0 3.13
m +V.j (3.13)

onde, se o termo % > ( significa que a densidade aumentou e % < 0 que diminuiu. Isso
é valido para situacoes em que nao ha fonte e sorvedouro para modificar a pequena parcela
de corante no volume de agua, isto é, a quantidade da substéancia é fixa. O divergente
mede o fluxo de uma area delimitada que pode ser aberta ou fechada, e este é diretamente
proporcional ao fluxo que se for positivo, o fluxo sera para fora da regiao, se negativo,
para dentro.

Para melhor compreensao da relagao entre a densidade e o divergente nesta hipotese,
vamos considerar o volume v infinitesimal que é parte do volume V total do recipiente,
pois a partir dele é possivel aplicar para por¢oes cada vez maiores. Através desta regiao
v, acontece o seguinte: inicialmente naquele ponto, a densidade é zero e com o passar
do tempo ela vai aumentando, ou seja, a gota de corante vai se espalhando fazendo sua
densidade % > ( e como o divergente entra na regiao V-f < 0. Para uma situacao oposta,
noés temos exatamente o inverso acontecendo, se naquela regiao o corante estivesse saindo,
as grandezas se comportariam da seguinte forma: @ <0eV- ; > 0.

ot
Veja que isso esté de acordo com a equacao encontrada em 3.13, visto que:

0p (7, t)

O

Como ja vimos anteriormente, a difusao tente a acontecer de uma regiao que tem maior

concentracao para uma que tem menos concentragao. O gradiente descreve a direcao e o
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V-j>0 V-j<0

Figura 3.2: Representacao de direcoes de situagao convergente e divergente respectiva-
mente.

sentido na qual a funcao tem seu maior crescimento. Desta forma, podemos relacionar a

corrente de difusao ; com o gradiente de p, por:
j=—DVp (3.14)

neste caso, D é o coeficiente de difusdo. Machado (2004) define que “Esta lei, chamada de
Lei de Fick, é uma equacao fenomenolégica valida para uma grande classe de fendmenos
de difusao.”

Substituindo as equacoes 3.13 em 3.14, temos a equacao da difusao:

d
a—f+v (-D-Vp) =0 (3.15)

Se o sistema for homogéneo, D sera constante e V - (Vp) = V2p, vem que:

9%

—DV?* =0
ot VP

Para uma analise mais fundamental e simplificada, vamos trabalhar a equacao acima com

apenas uma dimensao especial, pois o objetivo do trabalho sera estudar a propagacao do
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2
calor em uma barra fina. Neste caso, V2p = —, donde:

ox?’
dp 0%p

3.2 Equagao do calor

Analogamente a equagao da difusao, temos a equacao do calor, pois descreve a situagao
onde o calor se difunde através de um ou mais sistemas. FEsse fluxo ocorre de forma
desordenado no sentido para onde ocorre a variacao da entropia. Podemos considerar
a propagacao do calor como "o deslocamento de um fluido"o que faria este fendémeno
obdecer a equagao da continuidade 3.13, onde, ao invés da funcao densidade p relativa a
massa deslocada, teriamos uma fungao que representa a quantidade de calor por unidade
de volume que seria "deslocada", a saber, q(¥,t) = % Dai, a equagao da continuidade

ficaria:(GONDAR, 2005)

aq(ﬁt) -
v =0
ot +V.j

que também pode ser escrita por:

aq (T_:?t) . >
T Vi (3.17)

Com relagao a corrente de difusao do calor, podemos escrever matematicamente tal pro-
cesso através da Lei de Fourier que é analoga a Lei de Fick, mostrada na equagao 3.14.
Nesse caso, temos que o calor flui de um meio com maior temperatura (mais concentrado)
para um meio de menor temperatura (menos concentrado). Pela propriedade do gradi-
ente, sendo (¥, t), a fungdo que da a temperatura na posi¢ao ¥ e no instante t, temos

que:
j = —kVu(f,t) (3.18)

esta lei descreve o fenémeno, onde k é a condutividade térmica do material por onde flui

o calor, j é a corrente de propagacao do calor e u ¢ a temperatura do sistema. Assim,
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substituindo 3.18 em 3.17, temos:

aq (7, t)

s =V (CkVu(i) = kV2u(F, t) (3.19)

Por outro lado, a lei do calor especifica estabelecar a variacao temporal da quantidade
de calor por unidade de volume que depende do calor especifico ¢ do material, da densidade

de massa p e da variacao temporal da temperatura através da formula:

oq(¥,t) _  ou(T,t)
% P (3.20)

Igualando as equacoes 3.19 e 3.20, temos:

ou(r,t
K2, 1) = cp ottt (3.21)
ot
isolando M:
ot
ou(rt) koo
= t
o pCV u(T, t)
e definindo:
K=—
pcC
obtemos a equacao do calor:
auz(art’t) = KV*u(r, 1)

onde K é a difusibilidade térmica. A equacao acima para uma dimensdo, que é a porposta

de estudo no presente trabalho, é:

(3.22)
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Capitulo 4

Conclusao

4.1 Resolucao da equacao do calor

Nosso objetivo agora sera resolver a equacao do calor unidimensional.

ou(r,t) K 0%u(¥,t)

ot 0x2 (4.1)

para vermos qual seria a cara da funcao w(¥,t). Para isso, utilizaremos o método de
separacao de variavel para EDO que consiste em supor que a equacao 4.1 possui uma

solugao do tipo:

u(r,t) = F(x)G(t) (4.2)
Ao substituir 4.2 em 4.1, temos:
0 . 0° 0G(t) 02F(t)
SFG() = K5 (Fx)G(1) = F) 22 2 = KG (1) (43)

como G(t) depende apenas de t e F(x) depende apenas de x, as derivadas na equagao 4.3

sao na verdade, ordinarias.

dQF(x): 1 dG(t) 1 d*F(x)

Fx) =K T @ F a4

Note que o 12 membro da equacao acima depende apenas de t e 0 22 membro depende

apenas de x. A tnica solugao possivel para que uma funcdo que dependa somente de
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t seja igual a uma fungao que dependa somente de x é se ambas forem uma constante.

Digamos que:

e
F(x)dx2
1 dG(t)
KG(t) dt
Podemos escrever a equacgao 4.4 como:
d?F(x) d?F(x)
e oF(x) = e oF(x) =0

(4.6)

Note que ela ¢ uma EDO linear de 2% ordem com coeficientes constantes, tal qual a

equagao 1.12. Sua equagao caracteristica é:
m?—o=0

logo:

m=oc=>m=+y0 se 0>0
o que nos daré:

F(x) = c1eV* + coe VX

Agora, se 0 =0, entdo m = 0 e a solugdo da EDO 4.6 sera:

F(x) = c1e™ + coxe™ = ¢y + cox
E, se 0 < 0, entao 0 = —A? com A > 0, dai:

M2+ A =0=m? =A== m=+V/-\ = £Ai

assim, as raizes sao:

m;=Al e my=-—Al
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dai, teremos a solucao:

F(x) = c;e™sinAx + coe® cosAx

F(x) = c1sinAx 4+ ¢y cosAx

Vamos agora resolver a equacao 4.5 que pode ser escrita como:

dG(t)

dG(t) = oKdt = L
dt

G(t) G(t)

= oKG(t) = dG(t) —oKdt =0

A equacao acima é separavel e resolveremos como a equacgao 1.11.

1
J m — JKGdt = C
In(G(t)) — Kot = ¢

In(G(t)) = c+ Kot
G(t) — ec—l—KGt

G(t) = ec-eft
e chamando e® = c3, temos:
G(t) = cgei°t

Assim, as possiveis solu¢oes para a equacao 4.1 sao:

[-parao>0

u(x, t) = (c1eV + copeVo¥)czeot (4.7)
IT - para 0 =0
u(x,t) = (c1 + cax)cse % = (c; + cox)cs (4.8)
III - para 0 = —A2 <0
u(x, t) = (c1sin Ax + ¢4 cos Ax)cge KN (4.9)
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4.2 Conducao do calor numa barra com extremidades
mantidas a 0 °C

Agora nosso objetivo sera estudar a propagacao do calor em uma barra fina de com-
primento L com as laterais isoladas termicamente, podendo haver troca de calor apenas

nas extremidades, que por sua vez, estao mantidas a temperatura a 0 °C.

. Isolante
termico
< >

JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ

JJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJJ

Figura 4.1: Corte longitudinal de uma barra fina.

Vamos supor que exista uma fungao f(x) que é a temperatura inicial ao longo da barra.
Matematicamente, a propagacao do calor deve satisfazer a equacao do calor unidimensi-
onal.

ou(v,t) KZ)QU,(?, t)
ot 0x?

Visto que as laterais nao trocam calor, o mesmo tem propagagao longitudinal. Podemos

escrever o seguinte problema de valor inicial e de contorno.

ou(,t)  0%u(t,t)
5 =Ko (4.10)
u(0,t) =u(L,t) =0 , t>0 (4.11)
u(x,0) =f(x) , 0<x<L (4.12)

Vimos na se¢ao anterior que temos trés solugoes possiveis para a equacao 4.10. Assim,

aplicaremos as condigoes iniciais nelas.
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Para a equagao 4.7, temos:

u(x,t) =0, vt>0
(c1eV + coe Vo) cekot =0, Vit >0

(¢ 4+ co)cseft =0, Vt>0

logo, ¢ +¢c3 =0 ou c3 = 0. Se c3 =0, entdo u(x,t) = 0, e portanto, apesar de ser uma

solugao, ela nao é interessante para noés, logo:
ci+cp=0 (4.13)
Temos também que:
(c1eV" + coe Vo) czekot = 0
mais uma vez, se ¢3 # 0, entao:
cieVol 4 che Vol = (4.14)

As equagoes 4.13 e 4.14 nos geram o sistema :

ci1+co=0
c1eVol + cre Vel =0

dai, multiplicando na 12 equacio do sistema por —1 e na 22, por eV°", temos:
—C1 — Co = 0
c1e?Vol 4 cye0 =0
assim, fazendo o somatoério das equacoes do sistema, fica:
c1e2V2Vel ¢ = 0= ¢ (2 —1)=0
como que o > 0, logo:

Vo>0=2/oL>0=e>Vr>1= eVl _1>0
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logo, ¢; = 0, mas:
Ci+co=0=04+co=0=c2=0

portanto, u(x,t) = 0. Mais uma vez, esta nao é uma solucao interessante.

Aplicando as condic¢oes iniciais para a equagao 4.8.

u(0,t) =0

c3(ci+c)=0=c3=0
assim como anteriormente, vamos supor c3 # 0, entao ¢; = 0, assim:

u(L,t) =0

c3(c1+cl) =0

C3C2L:O:>C2:0

istoé,c; =co=0eu(x,t)=0.

S6 nos resta entdao a opcao de 0 = —A? < 0, donde:

u(0,t) =0, vVt>0

. 1 _ _
(clsmﬁ'JQ cacosOTCze KNt = cocse XMt =0, Vi >0
Mais uma vez, se ¢z # 0 segue que ¢y = 0. donde:

u(x, t) = (¢ sin Ax)cze KMt
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temos também de:

u(x,t) =0

. o 2
¢y sinALcge Mt =0

Se ¢; =0, entdo ¢; = ¢ = 0 = u(x,t) = 0 para que isso nao ocorra, devemos ter:
. . . nrm
smM_=O$sm7\L=smnﬂ:7\L:n7t:7\:T, comn € Z

Isso significa que para todo n € Z, temos que:

R 57 & CRE 2
Un (x,t) = cycy sin - nimeKe/L

fazendo as cosntantes c3 - ¢; = ¢q, fica:

. NTTX 2 2 2
Un (x,1) = Cpsin——e nimeKe/L

Obs 2. Nao precisamos considerar 1 € Z, pois, Un(x,t) e u_n(x,t) se diferrem uma da

outra somente pelo sinal.

n7mx
un(x, t) + u—n(xv t) = (Cn - C_n) sin L e—TL27TQKt/L2

fazendo as cosntantes ¢, —c_, = Cy, fica:
Un(x,1) +u_pn(x,t) = Cpsin TLTT[Xe_“27‘2Kt/L2
Nota-se que ainda n s6 pode ser diferente de zero. Portanto:
—n2m2Kt/L?

. M7x
U, (x,t) = cnsin Te , commn>=1

Note que se u;(x,t) e uy sao solucoes da equacao 4.10, entao a;u; + asuy também é
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solugao de 4.10, pois, 1y e Uy sao solugoes, logo:

aul 62u1 aUQ 62u2

2t T ¢ ot Do

dai, fazendo v = u; + u,, entao:

ov 9 ou; Ou, 0%uy 0%u, 02 0%v

ot ~ar U = G T gy KRG TR T K lm ) = K5
Portanto, v satisfaz a equacao 4.10. Em geral, se uy, U, - -, U, sao solucoes de 4.10,
entao:

N
Z:u1+u2+...+un

n=1

também é solugao de 4.10. Mais ainda, se a série ZEZI = U, (x,t) convergir e u,(x,t)

for solugao de 4.10 V n > 1, entao:

oo

nmx _ 2 2

u(x,t) = E E Cnsm— nn’Ke/L
n=1

também é solucao de 4.10. Esta é uma boa candidata a ser solugao geral da nosso problema

de valor inicial 4.10-4.12. Note que essa satisfaz 4.11, visto que:

0

0= ety Be s 5y
n=1 n=1

8

w(lt)=) cnsimﬁé*“ KL/ Z 0=0

n=1

Para que ela satisfaca 4.12, devemos ter:

u(x,0) = f(x)

chm /ZVKW chsm@:f(x)
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Veja que f(x) é um somatorio de funcoes senos. No minimo, devemos esperar f(x) impar
e periddica de periodo 2L que é o periodo fundamental de sin nTTtx e é periodo de todos
as outras do somatorio. Se f(x) for seccionalmente derivavel entdo a sua série de Fourier
convirge e por ela ser impar entao sua série de Fourier é de senos, o que faz sentido visto

que:
> nmx

f(x) = Cn SIn —

=3 cosin™]

e nesse caso, os valores ¢, que estamos procurando devem ser os coeficientes de Fourier

na expansao da série de senos.

tn

DO | —

L
J f(x) sin n—mdx

como vimos no fim do capitulo 2.
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