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Resumo

Este Trabalho de Conclusao de Curso aborta um resumo histérico do Célculo
pelos estudos de Newton e Leibniz, explora as nog¢oes béasicas de algebra, limites,
derivadas e integrais. Mostra como os produtos notaveis e as fatoragoes algébricas
facilitam o manuseio das operagoes que envolva o Céalculo. Expoe aplicacoes de
limites na fisica, de derivadas no movimento uniformemente variado e a integral
como ferramenta de célculo de areas de figuras planas.

Palavras-chaves: Algebra. Derivada. Integral. Limites.



Abstract

This Course Conclusion Paper approaches a historical summary of Calculus by
the studies of Newton and Leibniz, explores the basics of algebra,Limit, derivatives,
and integrals. It shows how noteworthy products and algebraic invoices facilitate the
handling of operations involving Calculus. It exposes applications of limit in physics,
of derivatives in uniformly varied motion, and integral as a tool for calculating areas
of plane figures.

Keywords: Algebra. Derived. Integral. Limits.
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1 Introducao

A abordagem do Céalculo na Educagao Béasica surgiu da necessidade de alunos do ensino
médio terem um conhecimento prévio sobre limites, derivadas e integrais, precisamente
aqueles que migram para o Ensino Superior em cursos na area das ciéncias exatas e da
natureza. Por isso é fundamental a apresentacao desse tema no ensino médio para que
esses discentes tenham os pré-requisitos necessarios em estudos académicos.

Porém, as nocoes do célculo utilizam muito as propriedades dos produtos notaveis,
fatoracoes e simplificacoes algébricas, os quais sao pré-requisitos para os estudos béasicos
de limites, derivas e integrais.

Diante disso, esta dissertacao compoe-se de 7 capitulos. O primeiro é a introducao do
tema desta dissertacao. O segundo aborda um resumo histérico da construcao do célculo
e suas aplicagoes em nossa sociedade atual. O terceiro capitulo explora as nog¢oes de Pro-
dutos notaveis e fatoragoes algébricas como ferramentas auxiliares no estudo do Calculo.
O quarto capitulo aborda os conceitos de Limites e como explorar suas propriedades e
noc¢oes no estudo de velocidade média e instantanea e aceleragdo. O quinto capitulo ana-
lisa as nocoes de derivada aplicadas em assuntos envolvendo velocidade instantanea. O
capitulo 6 mostra uma forma de abordar as nog¢oes intuitivas das integrais no estudo das
principais figuras planas. E o sétimo capitulo sao as conclusoes deste trabalho.

Esta dissertacao tem por objetivo principal fornecer bases de estudos a nivel médio em
assuntos de Célculo diferencial e integral em fungoes polinomiais e os objetivos secundarios
sao de expor abordagens concretas de tais assuntos.

Portanto, espera-se que este trabalho contribua significativamente nos estudos de limi-
tes, derivas e integras para discentes e docentes da educagao basica, além de servir como

material didatico para outras dissertagoes.
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2 Resumo Histérico

Ao falar em cdlculo diferencial e integral hoje, os nomes de Sir Isaac Newton (de
04/01/1643 até 31/03/1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz ( de 01/07/1646 até 14/11/1716)
sao lembrados como os idealizadores do calculo diferencial e integral, Conforme Portal
El Pais [5]. Mas é importante ter conhecimento que algumas nogoes sobre o Célculo
ja existiam antes dos mesmos. Nesse capitulo aborda-se o desenvolvimento do célculo
diferencial e integral, fazendo uma retrospectiva desde as primeiras nog¢oes sobre o calculo

até os dias atuais.

2.1 Alguns problemas inciais sobre o calculo

A ideia de calculo de maneira primordial surgiu com a necessidade de se obter areas
de figuras e volumes de solidos. Os gregos foram pioneiros no que entende-se sobre calculo
hoje; por volta de 200 a.C os mesmo traziam uma nocao inicial do que seria o calculo, pois
realizavam o calculo de regides como uma técnica conhecida como quadratura, Conforme
Portal El Pais [5] . Essa técnica tinha por base encontrar o quadrado de mesma area
da figura poligonal escolhida para se calcular a area. O principal desafio era encontra as
quadraturas de figuras curvas.

O leitor nao tao familiarizado com esses termos pode achar estranho “enquadrar uma
curva”, mas em matematica as vezes um “absurdo” pode solucionar varios problemas.

Conforme Portal El Pals [5], a partir da ideia inicial de encontrar uma quadratura de
figuras curvas, os matematicos daquele tempo juntaram esforcos em encontrar maneiras
cada vez mais simples para se calcular a area de uma regiao curva. Credita-se a Arquimedes
o inicio destes estudos devido a criacao da maneira de demonstracao conhecido por método
da exaustao. Mas, diante desse cenario, muitos matematicos fizeram estudos com o intuito
de procurar encontra uma técnica mais simples possivel para o calculo de regioes curvas,
fator esse que deu o surgimento de um imenso ntimero de trabalhos.

Um destes trabalhos desenvolvidos foi o de calcular a inclinagdo de uma reta tangente
a uma curva. E para estes estudos novamente usou-se ideias do Calculo,particularmente
calculos infinitesimais.Conforme Portal El Pais[5] Ainda, estas ideias ganham proporgoes
maiores através dos estudos de Pierre de Fermat (de 1607 até 12/01/1665). Esse, por sua
vez, desenvolveu uma técnica para achar os maximos e minimos de uma curva.

Segundo Boyer [1] ele comparou o valor de f(x) num ponto com o valor f(x +E), ou
seja, X e x + E sdo pontos vizinhos. Em geral esses valores serdao bem diferentes, mas “num
alto” ou “num baixo” de uma curva lisa a variagao serd quase imperceptivel. Portanto
para achar os pontos de maximo e minimo Fermat igualava f(x) e f(x+E), percebendo

que os valores, embora nao sao exatamente iguais, nesses pontos onde chega-se o ponto
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maximo ou minimo da curva a diferenga entre os mesmo é muito pequena. Quando menor
o valor de E entre os dois pontos mais perto chega a pseudo-equagao de ser uma verdadeira
equacao.

A técnica desenvolvida por Fermat, Segundo Boyer [1], traga um paralelo com a ideia
sobre diferenciacao atualmente. Ao longo dos seus estudos ele também criou ferramentas
para encontrar uma tangente a uma curva. Em estudos posteriores Fermat, desenvolveu
um teorema para calcular areas sob curvas, essa técnica usa as ideias intuitivas de aplica-
¢oes Integraveis. Diante desse fato pode-se concluir, ou acreditar que a ideia de integracao
surgiu muito antes do conceito de derivadas.Mas, devido a Fermat ter apenas escrito, po-
rém nao publicado seus estudos (apenas os registrou), recebeu o devido reconhecimento
somente apds a sua morte.

Portanto, pode-se ter uma consciéncia que os problemas iniciais sobre o Calculo foram
instigados pelo problema de calcular dreas sob curvas e de encontrar a reta tangente. E
de tamanha importancia que dividir o desenvolvimento do calculo em partes, obedecendo
uma ordem, o seu desenvolvimento se deu primeiramente por integracao, diferenciagao e

muito depois o surgimento da ideia de limites.

2.2  Calculo de Newton e Leibniz

Por volta dos anos 300, Newton e Leibniz disputavam uma batalha cientifica pela
descoberta do Calculo, pois Newton estudou e descobriu primeiro a ideia intuitiva do
mesmo, porém nao fez a publicagao. Por outro lado, Leibniz publicou seu trabalho primeiro
que Newton. O mesmo declarou de forma irdnica que “Os segundos inventores nao tém
direitos”.

O certo é que Newton e Leibniz contribuiram de maneira significativa para o desen-
volvimento do Célculo. Conforme Portal El Pais [5], juntos sistematizaram o conceito de
derivadas e integral os quais sao tdo conhecidos hoje dentro do Célculo. Desenvolveram
propriedades operacionais de derivadas e integrais. Mostraram que esses conceitos sao in-
versos. Desenvolveram um manual unificado que resolvera uma enorme lista de problemas
até aquela época sem solugoes.

O calculo infinitesimal é muito util em varias aplicagoes distintas do conhecimento,
como por exemplo na area de Matematica, Fisica, Engenharia, Medicina, entre outros.

Em fisica, mas especificadamente, a ideia de derivada é fundamental no estudo da
aceleracao, velocidades instantaneas e forcas. Assim como na matematica pode-se utilizar
o conceito de derivada para achar drea maxima ou minima de uma determinada regiao.

Conforme Portal El Pais [5] Credita-se, a Newton os primdrdios da fisica moderna. O
Célculo infinitesimal foi uma das ferramentas que o mesmo utilizou para aprofundar suas

pesquisar nessa area.
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Leibniz, por sua vez, utilizara técnicas do Calculo para desvendar problemas mecanicos
que até aquele momento nao tinham solugoes, Conforme Portal El Pais [5].

A disputa pela paternidade do Calculo infinitesimal, teve seu fim em 1727 com a
morte de Newton. Porém, o importante a notar é que ambos foram fundamentais para o

desenvolvimento deste brilhante campo da matematica.
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3 Algebra Bisica

Na matematica as expressoes algébricas sao apresentadas de varias formas, algumas
mais complexas outras mais triviais. Dentre estas tltimas, consideradas mais “faceis” sao
estudados os conhecidos produtos notéaveis.

Os produtos, para os matematicos, é outro nome que se da para a conta de vezes (x). E
notavel, como o préprio nome fala por si s6, é algo notério, de facil entendimento. Portanto,
produtos notaveis, em matematica, sao as expressoes, consideradas mais simples, em forma
de multiplicacao.

Tendo tal conhecimento, pode-se economizar calculos e tempo em certos problemas
que envolvam simplificagoes.

Nesse primeiro momento apresenta-se os Produtos Notaveis conhecidos como quadrado
da soma, quadrado da diferenca, produto da soma pela diferenga, cubo da soma, cubo da

diferenga, Além de sua ligacdo com a fatoracao de expressoes algébricas.

3.1 Produtos Notaveis

Alguns dos primeiros registros sobre produtos notaveis encontram-se na obra Elemen-
tos do grego Euclides de Alexandria. Interessante notar que, de sua época até os dias
atuais, sdo usados os mesmos procedimentos algébricos e geométricos.

Os produtos notaveis sao muito utilizados em problemas de simplificagoes algébricas
para tornar suas resolucoes mais dgeis. Além de possibilitar a visualizagao geométrica das
mesmas, assim como os gregos faziam.

Neste parte sdo abordados os produtos notéveis, Conforme Dante [2], mais utilizados

em problemas matematicos com suas provas e uma visao geométrica de alguns deles.

e Quadrado da soma: (a + b)? = a? + 2ab + b

Demonstracao.

(a+b)?* = (a+0b)x(a+D)
= aXat+axb+bxa+bxbd
= a®+2ab+ b

]

Geometricamente pode-se visualizar a expressao (a+b)* = a®+ 2ab+ b? como sendo

a area da regido quadrada de lado (a + b). Veja Figura 1.
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Figura 1: Demonstracao visual do produto notavel do quadrado da soma.

e Quadrado da diferenca: (a — b)? = a® — 2ab + b?

Demonstracao.

(a=0)? = (a+(-b)’
= a® +2a(—b) + (=b)?
= a*®—2ab+V?

0

Geometricamente é o mesmo que calcular a drea da regiao quadrada de lado (a-b)

conforme Figura 2.

< a —p
a-b E b B
A
a-b
a

C

F

Figura 2: Demonstracdo visual do produto notavel do quadrado da diferenca.
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e Produto da soma pela diferenga: (a + b)(a — b) = a* — b?

Demonstracao.

(a+b)(a—0b) = a*—ab+ ab— b

— a2—b2

]

Geometricamente (a — b)(a + b) = a® — b* é vista como na Figura 3. Equivale a

calcular a drea do retangulo de lados (a-b) e (a+b).

Figura 3: Demonstracao visual do produto notavel Produto da soma pela diferenga

e Cubo da soma: (a +b)* = a® + 3a®b + 3ab* + b*

Demonstracao.

(a+b)? = (a+b)(a+b)?
= (a+b)(a®+2ab + b?)
= a® +2a%b + ab® + ba® + 2ab* + b°
= a® +3a®b + 3ab® + 1*
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Geometricamente, (a + b)® indica o volume de um cubo com arestas que medem

a+b conforme Figura 4.

Figura 4: Demonstracao visual do produto notéavel do cubo de uma soma

e Cubo da diferenca: (a — b)® = a® — 3a®b + 3ab?® — b>

Demonstracao.
(a=b)* = (a—0b)(a—0b)’
= (a+b)(a®—2ab+b*)
= a® —2a*b + ab® — a®b + 2ab* — b*
= a® —3a’b+ 3ab® - b*

Geometricamente, (a — b)® indica o volume de um cubo.

Sendo um cubo de volume V reparticionado em respectivos cubos de volumes

V1,V2,V3 e V4 conforme a Figura 5.

a-b b

a-b

b
a

Figura 5: Demonstracdo visual do produto notével cubo da diferenca

Entao, com o auxilio geométrico da Figura 5, pode-se demonstrar que:
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Demonstracao.
(a—b)? = V-V1-V2-V3-V4
= - —axbx(a—b)—axbx(a—0b)—axbla—Db)
= ad® — b — a®b+ ab® — a*b + ab® — a®b + ab?
= @’ — 3a’b+ 3ab® — b*

[
e Diferenga de dois cubos: a®> — b = (a — b)(a® + ab + b?)
Demonstracao.
(a —b) x (a* +ab+b*) = a*+ a’b+ ab® — ba® — b
= o> -0
[

e a" V"= (a—b)(a"" +a" b+ - +ab" 2+ b1

Demonstracio. Para n=1 tem-se que a sentenca é verdadeira, pois a' — b = a — b.

Suponha, por hipdtese de indugao, que valha para algum n > 1. Agora, note que

)

= a"b—ab" +ab" —0b"b

= a(a"—=b")+b"(a—0)

= af(a—b)(@" " +a" b+ 4+ ab" P+ "] +0"(a—b)
Ya" +a" b+ -+ @V 4 ab™ ) + 6" (a — b)
Y@ +a" b+ -+ a®b" T+ ab™ T+ b7)

a—>
a—>

(
(

Logo, a sentenca é valida Vn € N.

3.2 Fatoracao de expressoes algébricas

Nesta parte observa-se a ligacdo das fatoragoes de expressoes algébricas com os pro-
dutos notaveis do item 3.1, objetivando a habilidade de manusear técnicas algébricas de
simplificacao de expressoes.

Abaixo estd listada, conforme Dante [2], as principais técnicas de fatoracao de expres-

soes e suas ligacoes com os produtos notaveis.
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3.3

Colocando um termo em evidéncia:
ar” +ar™ ' +ar" 4+ tard +ar* +ar = a(x" + 2" + 2" i 4+ ¥+t + o)

Esta fatoracao esta associada ao produto notavel

a® —b" = (a—b)(a" + a2+ ab" 2 )

Agrupamento: E o método pelo qual simplifica-se uma expressao algébrica ao agru-

par os termos semelhantes.

Esta fatoracao também esté ligada com o produto notavel

a® = b= (a—b)(a" P +a" b+ +ab" 2+ ).

Trinémio quadrado perfeito : Utiliza-o quando a expressao algébrica for um trindémio
e o mesmo ao ser fatorado resulta em quadrado (da soma ou diferenga) perfeito.
Diferenca de dois quadrados: a*> — b* = (a — b)(a + D).

Esta fatoracao usa a mesma férmula do produto da soma pela diferenca.

Soma e diferenca de dois cubos:A soma de dois cubos é igual ao produto do fator a
+ b pelo fator a? — ab + b

A diferenca entre dois cubos é igual ao produto do fator a — b pelo fator a® 4+ ab+ b?.
Estas fatoracgoes estao ligadas com os produtos notéveis da soma ou diferenca de

dois cubos.

Fatoracao de expressoes quadraticas: Ao considerar uma expressao quadratica do
tipo ax?® + bz + ¢, onde a, b e ¢ sdo ntimeros reais e a # 0. Entdo esta equacao é
do segundo grau e sua forma fatorada é dada por a(z — z1) X (x — x2), sendo a o

coeficiente da equagao do segundo grau e x; e x5 suas raizes.

Produtos Notaveis: um Auxilio para o Calculo

O Calculo é entendido como o estudo das noc¢oes intuitivas, defini¢oes e propriedades

dos assuntos limites, derivadas e integrais a luz do rigor matematico em suas afirmagoes,

além da exploragao de aplicagoes em diversas areas do conhecimento.

Porém, as bases para desenvolver operagoes matematicas aritméticas e algébricas, sim-

plificagoes fracionarias e manipulacoes de forma geral em algumas expressoes de problemas

em Célculo requer o conhecimento prévio dos produtos notaveis.

Um exemplo deste fato, conforme Guidorizzi [3], é o processo para calcular o limite

2_1
(x 1 ) Observe-o abaixo.
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2 _ 2 _ 12 —
lim <x 1) = lim (x ! ) = lim <<$ 1)(x—|—1)>
z—1 r—1 z—1 x—1

" im (z+1) +

rz—1

212 —1 1
Note que na parte lim <x ) = lim <(m )@+ )> foi usado o produto da
z—1 x—1 z—1 r—1

soma pela diferenca de dois termos, objetivando retirar uma indeterminacao matematica
e concluir o célculo do limite.

Outro exemplo pode ser visto, segundo Guidorizzi [3], na derivada da fungdo f(z) = z*
calculada no ponto 2.

Observe que

f,(2)::16iar%w:algnlx;__élzhmxz_p_l (x+2)(x_2)_2

As mudancgas de varidveis na integral também utilizam muito os produtos notaveis
Um exemplo disto, conforme Guidorizzi [3], é o cdlculo da integral a baixo:

0
/ 2*Vr + 1dx
-1
Solucao:

Aqui é conveniente a mudanga u=x+1
u=x+1; du=dx
r=—1; u=0
r =0 u=1

De u = x+1, segue x = u -1. Entao,

3
2

0 1 1 . 1,
/ xQ\/x+1dx:/ (u—l)g\/ﬂdu:/ (u* — 2u + 1)u? du:/ (u
-1 0 0 0

2 —2u +u%)du.

Assim,

_ 16
105

0
Observe que neste caleulo na parte [ (u—1)2/udu = [} (u®—2u+1)u? du foi-se recor-

rido o produto notavel quadrado da diferenca para dar continuidade no desenvolvimento
da expressao da integral

7 5 3
0 9 2 2 2
/ :C\/x+1dx:{
-1

u 2U u
T3ty
2 2 2

0
/ 22V + 1dx
-1

Nesta parte, portanto, estudou-se os principais produtos notaveis em uma visao algé-

brica e geométrica, sua ligacao com a fatoragdo e seu auxilio em algumas expressoes que
envolvem limites, derivadas e integras.
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Nota-se, entao, a importancias dos pre requisitos que conectam a familiaridade com o
manuseio de manipulagoes algébricas e aritméticas entre estes assuntos.

Os produtos notaveis podem ser encontrados em varios métodos de simplificagoes no
Célculo. O leitor interessado pode além da referéncia [3] aprofundar mais os estudos na
[10].
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4 Limites

Neste capitulo aborda-se as nogoes intuitivas, defini¢oes e propriedades dos limites de
sequéncias e de fungoes. Observa-se problemas envolvendo o mesmo e como os produtos
notaveis junto com a fatoracao de expressoes algébricas facilitam neste processo. Além de

um exemplo aplicavel de limites na fisica.

4.1 Definicoes e propriedades

Conforme Portal Wikipédia [6], os limites de sequéncias podem ser entendidos segundo

Definigao 1.

Definigao 1. Seja x1 , 2o , ... uma sequéncia de numeros reais. A expressao: limx; = L
significa que, para indices i suficientemente grandes, os termos x; da Sequéncia estdo

arbitrariamente prorimos do valor L . Neste caso, dizemos que o limite da sequéncia é L

Ainda segundo Portal Wikipédia [6], a Definigdo 1 pode ser interpretada em simbolos

matematicos como

Ve>0, AINeN;Vie NA i > N = |z; — L| <e.

Uma forma didatica de entender tal definicdo matematica é a seguinte:

Tome

=1
1
%2—5

1
Igzg

1
.734—1
1
T =
1
IL‘G—E

1
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Note que a medida que i cresce x; decresce. Em outras palavras mais técnicas, quando
i tende ao mais infinito x; tende a 0.

Analise agora o seguinte situacao:

Uma pessoa curiosa questiona-se quao perto de 0 os termos da sequéncia x; = E
podem chegar, e outra pessoa mais curiosa ainda pergunta, mas a partir de qual indice Zi
os termos da sequéncia ficam tao perto quanto se queira de 0.

A primeira pessoa imagina alguma distancia entre 0 e x; = —, ou seja, um intervalo
aberto I = (—e¢,+¢). Enquanto que a segunda procura um cer%o i tal que a partir de
N > i os termos xy = N estejam todos contidos no intervalo I.

Estas tltimas ideias sobre sequencia de limites trabalho somente com o dominio das
fungoes sendo o conjunto dos nimeros naturais N.

Todavia, caso o dominio seja um subconjunto qualquer dos reais, conforme Portal
Wikipédia [6], a definicio de limites ndo exigira que tenha f ( ¢ ) = L , muito menos f (
x ) esteja definida em c.

O entendimento do que seja limites de fungoes, segundo Portal Wikipédia [6], estd

descrita na defini¢ao abaixo.

Defini¢ao 2. Sejam I C R um intervalo de nimeros reais, a € I e f : I —{a} - R
uma fungao real definida em I — {a}. Escrevemos L = glglir(ll f(z) quando para qualquer
que seja € > 0 existe 6 > 0 tal que para todo x € I, satisfazendo 0 < |z — a| < §, vale

|f(z) — L| < e. Ou, usando a notagdo simbélica:

L=lim f(x) & Ve>0,30 >0,Vr € [;0< |z —a| <= |f(z) - L| <e.

r—a

Algumas propriedades derivadas da defini¢ao de limites estao listadas abaixo, conforme
Portal Wikipédial[6].
Propriedades:

Se lim flx)=1Lie glﬁl_)IIég(l’) = L, entdo:

e lim [f(z)]= lim [K] = K. Sendo K uma constante.

r—cC Tr—cC

Demonstracio. Por hipdtese tem-se que o liin [K] = K. quer dizer que para todo
xX (&
€ > 0 acha-se 0 > 0 tal que.

O<l|z—c|<d=|f(x)—k|l=]k—K|=0<e¢

Logo, para qualquer ¢ > 0 que for tomado, pode-se optar por qualquer 6 > 0 que o

limite sera satisfeito.

]
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o lim [f(x) £ g(x)] = L1 £ Lo

Tr—cC

Demonstracao. Por hipotese tem-se que l}l_r}nC f(x) = L1 quer dizer que para todo

€ > 0 acha-se um 61 > 0, tal que.

0<|z—cl<dl=|f(x)— Ll < §eque
il_}lré g(x) = L2 quer dizer que para todo € > 0 acha-se um 62 > 0. Tal que.
0<|r—cl<d2=|g(x)—L2| <.
Considerando o menor valor de delta,d = min{d1, 2} tem-se que

|(f(z) + g(x)) — (L1 4 L2)| = | f(z) — L1 + g(x) — L2|. fazendo-se uso da

desigualdade triangular tem-se:

|f(z) = L1+ g(x) — L2] < |f(x) = L1| + |g(x) — L2| < §+ S =€

A demonstracao da propriedade da subtracao de limites pode ser vista de maneira

semelhante, basta trocar os sinais. O

e lim [f(x)g(x)] = L1 x Ly

Tr—C

Demonstracao. Considera-se pela definicao formal de limites que dado € > 0. Logo
existe 01 > 0 e 62 > 0, tais que.

0<|z—m| <dl=|f(zx)— L1l <e E que

0<|z—1x0] <02=|g(x)— L2] <.
Diante disso ¢ preciso mostrar que.
[f(x)g(x) — L1L2] <€
Agora, tomando 6 = min{dl, 2}, onde 0 < | X — Xo| < 0 tem-se que

|f(2)g(x) — LIL2[ = [(f(x) — L1)(g(x) — L2) + L1(g(x) — L2) + L2(f(x) — L1)| <
|f(x) = L1[g(x) — L2| + |[L1[|g(x) — L2[ + |L2[|f(x) — L1].

Em seguida aplica-se a desigualdade triangular e utiliza-se as hipoteses dos limites
de f(x) e g(x).

[f(x) = L1[g(x) = L2| + [LA||g(x) — L2 + |L2[|f(x) — L1] < ee + |L1[e + | L2[e =
e(e +|L1] + |L2]).
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e limite do quociente

o @) lim f(z) 11

==e g(x)  lim g(z) L2

Demonstracao. considera-se a prova do produto dos limites,logo pode-se manipular

1 1
o limite da seguinte maneira. 3181_>H£ (f(a:) X g(a:)) = L1 x I3

1 1
Se for mostrado que lim ﬁ 7o bara todo L2 # 0, pode-se concluir a demons-
Tr—cC g

tracao.

Concedido um € > 0, existem 01 > 0 e 62 > 0 tais que.

0 < |z — x| < 81 = [g(x)] > 22

0<|z—m] <2=|g(x) — L2] <e.

Diante disso, toma-se um valor de delta d=min{d1,02},em que 0 < |x — x¢| < 4,

tem-se que.

L2 L2 2
= g < ‘\LZ' f|(L;\ = 1z 12— glo)] < e

‘ o ‘LQ g(x)
(z)x L2

7 -
0

Alguns exemplos podem ser vistos no calculo do limites utilizando os produtos notaveis

e fatoracao, como por exemplos os dois seguintes.

2 4'
1. lim [x
=2 | — 2
M,.2
R e 3 R o N
e O hrr% 5 ] é o tipico do limite que tem-se que fatorar a expressao mate-
z— xr —

matica para tirar a indeterminacgao e para isso, utiliza-se os produtos notaveis,
mais especificadamente o produto da soma pela diferenca de dois termos.

22 —4 B L
° Py o numerador dessa expressao matematica pode ser transformado em

um produto da soma pela diferenga da seguinte forma:

Transforma-se 4 = 22, escreve-se 2 — 4 = 22 — 22, aplicando o produto da

soma pela diferenga de dois termos tem-se 2% — 22 = (x — 2)(z + 2), por fim
(x —2)(z +2)

(x+2)
Aritmeticamente, a conta fica

simplifica-se a expressao
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22 —4 B % — 22

r—2 r—=2
@2 x(@+?)
N T — 2
= x+2

=2 | r— 2

e Utilizando a propriedade: lim [f(x) £ g(x)] = Ly £ La,temos que:

2?4 :
e Portanto, o lim :llr%x+2:2+2:2
T—

lim [z + 2] = lim [2] + lim [2] = 4

r—2 z—2 T—2
3
) x® —8
2. lim
r—2 x—2
3
. €T — , . . . ~ . . . ~
e O hr% [ | ¢ mais um caso de indeterminacgio, para tirar essa indeterminagao é
=2 —
3 —
necessario fatorar a expressao matematica 5
x J—

3 —8

, 0 denominador dessa expressao matematica pode ser transformado em cubo
x JE—
da diferenca da seguinte maneira: Transforma 8 = 23, depois utilizando o cudo da
diferenca de dois termos segue que (x — 2) x (2% + 2x + 4), por fim simplifica a

23 =8 (v—2)x (2 +2z+4)
expressao = .

r—2 T —2

Aritmeticamente a conta fica escrita como abaixo

-8  (z—2)(z*+2x44)
r—2 T —2
= 2’42z +4

r—2 x€r — r—2

~ . x3 - 8 . 2
Entao, o lim = lim [z° + 22 + 4]

e Utilizando a propriedade: lim [f(z) + g(z)] = L1 & Ls,tem-se que:
lim [2? 4 22 + 4] = lim [2%] + lim [22] + lim [4] = 12
T—2 T—2 T—2 T—2

4.2 Limites em uma aplicacao na fisica

A definicao de velocidade esta associada a variagao de posi¢ao. Pode-se afirmar, con-
forme Portal efisica [9], que um objeto em movimento muda sua posi¢do com o tempo,
quando esse estd em movimento, pode-se afirma que um objeto que estd em movimento
tem-se uma velocidade maior que zero. Por outro lado se este objeto estiver em repouso

sua velocidade é nula.
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Imagine a seguinte situacao:

Dois professores de matematica do IFPI-SRN moram em Teresina-Pi, os mesmos para
chegar ao local de trabalho embarcam em um Onibus as 20:30 na rodovidria da Capital
e desembarcam as 5:00 em Sao Raimundo Nonato-Pi. Ao chegarem na rodoviaria que
desembarcaram um dos professores freta uma corrida de moto-taxi para uma pousada.

O mototaxista em um tempo ¢; percorreu x; de distancia para deixar o primeiro
professor, depois voltou para pegar o outro. Este tltimo o mototaxista o deixou um outra
pousada em um tempo t, percorrendo uma distancia xs.

A corrida de moto do primeiro professor foi mais demorada do que a do segundo,
ou seja, to > t1. Assim,encontra-se a variacdo no tempo entre as duas corridas, sendo a

subtracao do tempo final e o tempo inicial, dado por

At:tl—tg

Houve, também, uma variagdo entre as distancias da rodoviaria de Sao Raimundo para
a pousada que ficou o primeiro professor, isto é, x1, e a distancia da mesma rodoviaria
até a pousada que ficou o segundo, ou seja, xrs; Chamando esta variagdo da posicao de

Ax , tem-se que

Ar =29 — 171

Segundo Portal efisica [9], Defini-se a velocidade escalar média como a divisdo da
variagao da posicao ou espaco sobre a variagao do tempo.

Entao, em nossa situagdo particular dos professores de matematica a velocidade média

Ax
do mototaxista foi de V,,, = —

A ideia de limite nesta situacao é aplicada quando se queira a velocidade em um certo
instante de tempo, e nao em um intervalo de tempo. Em fisica essa velocidade recebe o
nome de velocidade instantanea. O célculo desta tltima é feito tomando diferencas cada
vez menores entre ty e t;. Matematicamente diz-se que At tende a 0.

Agora, chamando a velocidade instantanea de v tem-se, em simbolos, que, a velocidade
do mototaxista em determinado instante de tempo é de

Ax

— lim ——
YT A A

Interpretando a aceleragao, segundo Portal efisica [9], como uma grandeza que indica
a taxa de variacao da velocidade em funcao do tempo, ou seja, a aceleragao que determina
o aumento ou queda da velocidade em relagdo a um tempo percorrido. A aceleracao do

mototaxista fica sendo dada segundo a expressao:
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Av
N
Onde, a indica aceleragao, Av= variac¢ao da velocidade ou seja a velocidade final menos

a

a velocidade inicial e At=variacdo do tempo, ou seja indica a diferenca entre a variacao
do tempo final menos o tempo inicial.

Por exemplo, um dos professores utiliza uma bicicleta para sair da pousada até o IFPI-
SRN, o mesmo pedala em uma aceleragao constante de 5m/s?. Porém, antes de subir na
bicicleta ele a empurra correndo até atingir uma velocidade inicial de 2 m/s.

V2 — U1 . . .
, 0 que implica em a(ty —t;) = vy — vy, e isolando

v
Agora de a = — tem-se a =
x1 acarreta

’U2:’Ul+a'(t2—t1)

O professor nesta situagao deixa indicios que possibilitam calcular sua velocidade
instantanea.

Por exemplo, sua velocidade instantanea em 4 segundos de trajeto dado que seu tempo
t1= 2 segundos.

v =2+5-(4-2)

vp=24+5-2

vy = 12m/s

Diante Disso, pode-se verificar que ap6s percorrer 4 segundos, o professor estava numa

velocidade exatamente de 22 m/s.
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5 Derivada

Neste capitulo aborda-se as nogoes de derivada relacionadas com problemas que en-
volvam reta tangente ao grafico de uma funcao. Fala-se sobre derivadas de fungoes do
tipo 2™, W, e*, Inx e derivadas de fungoes trigonométricas, as relagoes dos cdlculos de
derivadas com os produtos notaveis e por fim estuda uma aplicacdo de derivada para

determinar a velocidade instantanea.

5.1 Problema de definir uma reta tangente a uma curva.

Uma das pesquisas que tomou forga apds a quadratura de curvas foi o estudo do
comportamento de retas em relacdo a curvas em um tunico grafico. As Derivadas auxiliam

no estudo de retas tangentes aos graficos de fungoes polinomiais. Veja Figura 6.
yn S

f(X)----mm

= f(x) - 1(p)

x [
iy

Figura 6: Reta secante a curva

O problema de encontrar a reta tangente ao grafico de uma func¢ao no ponto (p, f(p))
depende, conforme Guidorizzi [3], que este pertenca ao dominio da fungio e a reta passe
pelo ponto (p, f(p)); além de determinar o coeficiente angular.

Entao para estes estudos considere que uma reta s passe pelos pontos (p, f(p)) e (x,
f(x)) conforme Figura 6.

Agora, ao se calcular o coeficiente angular da reta s através da razao entre a variagao

f(x) e f(p) com a variagdo entre x e p. Tem-se que o coeficiente angular da reta s é dado
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por:
f(x) — f(p)
r—p
Agora, quando x tende a p, o coeficiente angular de reta s tende a valor f’(p), que
pode ser denotado, conforme Guidorizzi [3], por:

o 1) = £0)

T—p :L'_p

f'(p) =

x p—
A nomenclatura f’(p) se resume, apenas, em indicar o valor do limite f'(p) = hggl; M
Note na Figura 7 que a medida que os valores tomados para x vai se aproximando de

p, a reta s vai se inclinando posicionalmente em direcao a reta T, segundo Guidorizzi [3].

y— f(p)=f'(p) x (z —p)

Figura 7: Reta tangente T

A equacao, y — f(p) = f'(p) x (x — p) passa, segundo Guidorizzi [3], pelo ponto p e

possui coeficiente angular f'(p) que é a inclinagao da reta ou a derivada no ponto p.

5.2 Derivada de uma funcao

Formalmente, segundo Guidorizzi [3], o entendimento de Derivada estd escrito na
Definigao 3.

Definicao 3. Sejam f uma funcao e p um ponto do seu dominio. O limite lig}) M
x €r —

quando existe é denominado derivada de f em p e indica-se por f’(p) (leia: f linha de
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/ —
p).Assim f'(p) = }:m})[ pr—
derivavel ou diferenciavel em p.

|. Se f admite derivada em p, entao diremos que f é

Portanto, pode-se perceber que uma funcao f é derivavel ou diferenciavel, quando um
conjunto de pontos que pertence ao dominio da funcao for derivavel em cada ponto do
dominio, segundo Guidorizzi [3]. Em outras palavras, f é uma fungao derivavel caso o seja
em todos os pontos do seu dominio.

Note que tomando x=p-+h e fazendo h tender a zero, a derivada fica reescrita como
abaixo

£(p) = lim f@)=fw) _ . fle+h)— fp)

T—p rT—p h—0 h

Um exemplo de processo em calculos de derivadas e que os produtos notaveis auxiliam,

novamente, em seu desenvolvimento pode ser visto em seguida.

e Seja f(z) = 2?, Calcular (1) e £'(x):

L) =
— f(1 31 -1 2 1
i LW =S g ool @)X @ e ey )
z—1 rz—1 z—1 p—1 z—1 rz—1 z—1
A derivada na abcissa 1 é igual calcular o limite lim [(2* + 2 +1)] = 3.
2 fi(a) =
_ fl@+h)—f(x) . flx+h)P -2 | 2*+32%h+3xh®+hP -2
lim = lim = lim =
h—0 h h—0 h h—0 h
2 2, 13 2 2
~ lim 3x°h 4+ 3xh* + h :hmhx(?)x +3xh+h>:lim(3x2+3xh+h2)
h—0 h h—0 h h—0

Para calcular a derivada de f(x) = z® para todo x real. Basta obter o resultado
do ,llirr(l) (32 + 3xh + h?)] = 322
—

5.3 Derivadas de " e /x

Teorema. Seja n # 0 um natural. Sao validas as formulas de derivagao, Segundo

Guidorizzi [3].

o f(z)=2"— f'(x) =nxz"!

)" — pn
Demonstragio. Pela definigdo de derivada tem-se f’(z) = ,llirr(l) W (#).
_>
Fazendo x+h=t ou h=t-x implica que quando h — 0 os valores de t — z. Agora,
T — pn

substituindo x-+h por t e h por t-x em (#) tem-se f'(z) = lim

. Escrevendo
t—sr t— 1

o denominador em forma de produto segue que

t— tn_l tn_2 tn—3 2 n—1
f,(m):gn( )"+ Zc+ R
T — X
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ou seja

fllo) =tm ("7 + "+ 47700 2T

calculando o limite resulta em f'(x) = 2" 1 +2" 2z +2" 322+ ...+ 2" !, finalmente,
repedindo a base x e somando os expoentes em cada parcela depois adicionando os

termos semelhantes chega-se em f/(x) = nz"~!

]
o fl@)=a7" = filw) = —nxa" a0
~L_ L —flx+h)" + 2" 1
Demonstragio. f'(x) = }lLlir(l] [(Hh)n%] = }Llﬁ% [ i ] (x + h)nan
f(x+h)" — 2™ n

] = nz" !, além disso tem-

(##), mas acaba-se de concluir que }llin% [
gy

1

h

se, também, lim | | = —= . Substituindo estes dois ultimo resultados

h—0 (g;+h)—n><;cn rn
em (##) tem-se
am _[f(x . };3 — > (x +1L)"33” =t X a;i" =
Portanto, f(z) = 2™ — f'(z) = —na—""L.
[
1

- 1 1
o f(z)=2n — f'(x)=—xaxn 'paraz#0en>1
n

1
x

Demonstragio. De fato, escrevendo f(x) = xz = {/x e aplicando a definigdo de

derivada tem-se

f'(z) = lim —M — lim M
h—0 h t—wz t—1

Fazendo u = {/t e v = /1 (t — = = u — v) acarreta que

uU—0 1 1 1

"(z) = lim =lim |——5| = . O que implica f/'(z) = ————.
f() u—v " — pn u—v | U — UV n x yn—1 ! b f() n X V-1

u—v
Portanto,

1
fl@)=—xan
n
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54 Derivadas de e e Inx

Sao validas as féormulas de derivagao abaixo, segundo Guidorizzi [3].

o f(z)=¢"= f(x)=0¢"

z+h _ _x 6h -1
C N i [o2 _ e
Demonstragio. f'(x) = }lllg(l) [7]1 ] ]llli% [e® X h |=e
h
-1
Pois o lim [e |=1 O
h—0
e g(x)=Inz=g(x)=1Lz>0
In(x +h) —Inx 1 h
N T h
Demonstragio. ¢'(x) = llg%[ ? | = lllli% e In(1+ x)
Fazendo (u = ) temos que:
1 . L
lim In(1 4+ w)2u = lim — X In(1 +u)u = —
u—0 u—0 o T
Pois,liné(l +u)w =e. Logo g(z) =Inz = ¢'(z) = 12>0 O
u—

5.5 Derivadas das Funcoes Trigonométricas
Sao validas as féormulas de derivagao, segundo Guidorizzi [3].

1. sen'z = cosx

9 « h " 20+ h
sen(x + h) — senx sens X Cos
Demonstragio. sen'r = lim | (x+h) | = lim | 2 2 ]
h—0 h h—0 h
h
seny 2v+h
= lim [——2] x cos = cosx O
h—0 5
2. cos' x = —senzx
. cos(x+h) —coszx . —2 x sentgen2zth
Demonstragio. cos’ x = lim | ( ) ] = lim | 2 Z ]
h—0 h h—0 h
] sen% 2x + h
= lim [—-——=] X sen = —senx
h—0 5

3. tg'r = sec’x
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t h)—t
Demonstragio. tg'x = lim | glz+h) gx].
h—0 h

Fazendo t =z + h , (t — 2« quando x — 0).
tat — t sent _ sex

tg’x :hm[ 9 g.T] :hm[cost cosm]

tszr- t— 1 t—x t—x

sent X cosx — senx X cost 1
= lim | |

t—x t—x cost X cosx

Como lim [sent X COST — Senx X cost] —lim [sen(t — x)] 1

t—x t—=x t—x t—=x

1 1
= lim | | = = sec’x.
t=z cost X cosx’  cos*x
Logo, tg'z = secx.
O
4. sed'r = secx X tgx.
h) —
Demonstragio. f'(x) = lim [sec(x +h) = secz
h—0 h
Sabemos que secr = ﬁ . Logo temos:
1 1
cos(z+h) cosT
() = Jim [
cost — cos(x + h)
. .cos(x + h) X cosx
/ — 1
fila) = lim | N
cosx — cos(x + h)
f'(z) = lim ]
h—0"h X cos(x 4+ h) X cosz

A expressdo cosz — cos(x + h) = —2 x sen(2") x sen(7). Por relagdes trigono-

métricas, temos que:
2x+h) % sen( h)

! = lim 2
) hlao[ h x cos(x + h) x cosx
. (21+h % sen(h))
! =1 2
f'@) hlgtl)[ h x cos(z + h) X cosx ]

Dividindo o numerador e denominador do limite por 2, temos que:
sen(ZH x sen(%))

f'(x) = lim [5 2

h=0"2 x cos(x + h) X cosz

—2 x sen(

]

2 X sen

Pode-se reescrever esse limite como produto entre dois outros limites, logo temos:

) = 1im 2 CE) g sen(3)
h—0 % = cos(x + h) x cosx
2z+h
sen (5
Sabe-se que lim [#] = 1 entao temos que:
h—0 =
h 2z
sen (s sen
f(xz) = lim | () = (5) = Sef = tgx X secx

h—0cos(x + h) X cosx COST X COST  COS°T
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Logo, sec’x = secx X tgux.

O
5. Cotg'x = _COSGCQ,Z'
cotg(x + h) — cotgx cos(z+h) _ cosz
Demonstragao. f'(x) = lim | | = lim [Sen@th) ~ senz
h—0 h B0
F() = lim [ cos(z T h) = senlz 1 h) x cose,
h—0 h x sen(x + h) x senx

Pode-se perceber pela diferenca de dois arcos que:

senx X cos(x + h) — sen(x + h) X cosxz = sen(x — (z + h)), logo tem-se que:
sen(xz — (z + h)

/ — 1
/@) ) [h x sen(x + h x senx)]
—h h

— lim | sen(—h) | = — lim | sen(h) ]

h—0"h x sen(x + h) X senx h—0"h X sen(x + h) X senx

h
O — lim | sen(h) |. Podemos rescrever como o produto de dois outros
h—0"h X sen(x + h) X senx
limites.
. .senh ) 1 1 )
Jw) = ilzl—%[ h I _ilzlg% [sen($ + h) x senx] T Tsentz | 0T
Logo, tem-se que cotg'z = —cosec’x O
6. cosecdx = —cosecx X cotgx
cosec(x + h) — cosecx T~ e

Demonstragio. f'(x) = lim | | = lim [Sen(x+h> e

h—0 h
, senx — sen(x + h)
= lim |
h—0"h x sen(x + h) X senx

h—0

]

Podemos perceber que, senz — sen(z 4+ h) = 2 x sen(=) x cos(z + )

.2 x sen(%) x cos(z + 1)
| =—1lim]|
h—0" h x sen(z + h) X senx

2 x sen(Z) x cos(x + 1)
/ =1 2 2
/@) hli%[ h x sen(x + h) x senx

]

2 x sen(2) x cos(z + %)

Dividindo o numerador e denominador do — lim | ] por 2,
h—0" h x sen(z + h) X senx
h h
sen(s) X cos(x + 5
temos que: f'(x) = — lim [ () (x4 3) ]
h=0"3 x sen(x + h) x senx
h h
5 cos(x + 5
f'(x) = —lim [(—i) X lim ( 2) = O cosect x cotgx
h=0"(2)"  h=0 sen(x + h) x senx sen?x

Logo, tem-se que cosec’r = —cosecr X cotgx. O
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5.6 Regras de derivacao

Sejam f e g derivaveis em p e seja k uma constante. Entao as fungoes f+g, k x f e

f X g sado derivaveis em p e tém-se, conforme Guidorizzi [3], que

L (f+9)(p) = f'(p)+d D).
(f(@) +g(x)) = (f(p) + g(p))]

Demonstragio. (f +g)'(p) = f'(p) +¢'(p) = lim |

— lim [(f(l’) - f(p)) N (g(w) - g(p))]

lim (25— I = £ o)+ 90

Pode-se resumir esse processo de derivagao, falando que a derivada da soma, e a soma

das derivadas das fungoes f(x) e g(x), ou simplesmente a derivadas das parcelas.

]

2. (kx f)(p) =k x f(p)

Demonstragio. (k x f)(p) = ilj}:}] [k . f(xx) :]; a f(p)] = k}cﬁ},[w
kx f'(p).

Logo, tem-se que (k x f) =k x f'(p)

] =

Pode-se resumir esse processo de derivagao como a derivada do produto de uma
constante K por uma funcao f, é igual ao produto da constante k pela derivada da

funcao f.

[]

3. (f xg)(p) = f(p) xglp) + f(p) x g(p)

f(x) x g(x) — f(p) x g(p)]

Demonstragio. (f x g)'(p) = lim |

T—p T—p
= i (L2 90) = J(0) X 9(2) £ p) X 9(x) = J(p) X 9(0),
T—p T—Dp
=1y D20y 4 ) % B0 ) )+ 10) % o)

Esse processo de derivagao do produto de duas fungdes se resume em derivar a
primeira funcao e multiplicar pela segunda fun¢ao mais a primeira funcao vezes a

derivada da segunda funcao.

]

4. Regra do quociente - Se f e g forem derivaveis em p e se g(p) # 0, entdo 5 sera,

derivavel em p e

f\ _ (p)xg(p)—f(p)xg'(p)
(9) (p) - (9(p))?
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s

(z

N
<~
N

(p
p)

f(z) x g(p) — f(p) x g(x) 1

| = lim | [x

—

TP r—p g(x) x g(p)
Somando e subtraindo f(p) g(p) ao numerador resulta

SN

Demonstragao. (g)’(p) = lim E2
T €r —

Ny — jim 118 = F(2) B g(x) — g(p) 1
L g(z) x g(p)’
Portanto, temos que: (g)’(p) = f'(p)XQ((Z;)(;)J;gP)Xg’(p)

5.7 Velocidade instantanea

Essa segao aborda os conceitos de Movimento Uniformemente Variado (MUV), o qual
servira de base em estudos da velocidade instantanea de uma particula através do calculo

diferencial. Por fim, expoe-se uma aplicacao de derivada nesta parte da fisica mecanica.

5.7.1  Movimento Uniformemente Variado (MUV)

O Movimento Uniformemente Variado (MUV) depende de uma aceleragdo constante
e diferente de zero, e que movimento esteja em linha reta. Isto garante a uniformidade
de um corpo em movimento, ou seja, quando os intervalos de tempo iguais a variagao da
velocidade também ficara igual.

Em fisica, defini-se MUV, segundo Portal Sofisica [10], como:

Defini¢ao 4. (Movimento Uniformemente Variado(MUYV)) é o movimento no
qual a velocidade escalar varia uniformemente no decorrer do tempo. O movimento caracteriza-

se por haver uma aceleracao escalar constante e diferente de zero.

Uma das férmulas mais usadas em problemas envolvendo MUV conforme Portal Brasil
Escola [8], é a funcao horéria do espago S = S, + V, x t + #

Note que essa fungao é do 2° grau com variavel t de tempo, S=posic¢ao final, Sy=posicao
inicial e a = aceleracao.

Mediante isso, a representacao grafica dessa equagdo em um plano Cartesiano é um
arco de parabola.

Quando t=0, o grafico de S é cortado em Sy, caso a > 0 a concavidade da pardbola é
voltada para baixo e caso a < 0 para cima.

O ponto M, veja Figura 8, ¢ momento onde a posi¢cao de um objeto em um determinado
tempo é maxima ou minima, dependendo, respectivamente, se a aceleragao é positiva ou

negativa.
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Gréfico 1 Grifico2

1=

t1 t 11

a>0 a<0

Figura 8: Pardbola concavidade

5.7.2 Velocidade e aceleracao instantanea

A velocidade e a aceleracao instantanea esté diretamente ligada ao calculo diferencial.
Tanto a velocidade como a aceleracao instantaneas derivam da fun¢ao de velocidade média,
segundo Portal do engenhariao [7].

Conforme Guidorizzi [3], tem-se que supondo uma particula que se desloca sobre o eixo

x com fungao de posicao x = f(t), entao a velocidade média da particula entre os instantes

t+ At) — f(t
S+ Ai f(),em que Az = f(t+ At) — f(t) é
o deslocamento da particula entre os instantes t e t + At. A velocidade da particula no

t e t + At é definida pelo quociente

instante t é definida como em que a derivada ( caso exista ) de f em t, isto é:

ot) = % = (1)

Assim, pela definicao de derivada,

i JFA0 =10
v

A aceleragio, conforme Guidorizzi [3], no instante t é definida como em que a derivada

em t da fun¢ao v=v(t):

a(t) — dl — d27$
Codt o at?
Pela definicao de derivada,

L u(t+ Al — ()

W= A

v(t+ At) —o(t)
At

O quociente é a aceleragdo média entre os instantes t e t+At, segundo

Guidorizzi [3].
A velocidade média, segundo Portal engenhariao [7], é dada pela razao da variagao do

espaco em relagdo ao tempo. Conforme mostra a Figura 9, pode-se perceber que essa é

[ad
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dada pela a inclinagdo da reta f secante ao grafico S de uma func¢do do espaco em relacao
ao tempo que passa pelo pontos A e B. E que a velocidade instantanea é a inclinagao reta

tangente g ao grafico da funcao do espago em relagdo ao tempo no ponto B.

Eixo S(espacao)

Eixo T (tempo)

Figura 9: Funcao: espago x tempo.

Observa-se na Figura 9 que a reta g tangente ao grafico S é obtido a medida que
diminui-se a variacdo do tempo entre os pontos A e B; isto faz com que a reta g se
aproxime para coincidir com a reta f. Ou seja, a inclinacao da reta secante se aproximar
da inclinagao da reta tangente em B, segundo [7].

Sabe-se que a Velocidade Média é dado por: Vm = Kj Fazendo At tender a zero,

encontra-se a velocidade instantanea dada por Alim ——. Tem-se também que a inclinagao
t—

0 At

da reta tangente ao grafico no ponto B é a velocidade instantanea.
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6 Integral

Neste capitulo estuda-se os conceitos e defini¢oes de integrais, explora graficos de areas

através de integragoes e expoe aplica¢Oes em areas de figuras planas.

6.1 Definicoes e propriedades

A nocao de integral surgiu no momento em que o ser humano se preocupou em calcular
areas de figuras planas cujo alguns de seus lados fossem curvos, segundo lezzi [4].

Para isso, Considera-se uma funcao f : [a,b] — R, sendof(z) > 0. Procura-se deter-
minar a area A entre o grafico da fungao e eixo da abscissa considerando o intervalo que

pertence ao seu dominio da fun¢ao. Como se observa-se na Figura 10.

F
v [ fra

Figura 10: Regiao sob o grafico.

Para determina essa area A, inicialmente precisa-se de um conhecimento prévio sobre
areas de figuras planas que os seu lados sao segmentos, recorrendo a area de um retangulo
de base b e altura h, sua area é dada pelo produto de b x h, em seguida é possivel descrever

um processo para determinar esta drea, segundo lezzi [4].
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Para isso,precisa-se considerar f(x) constante e igual a K em [a,b]. Olhando pra Figura
11, pode-se concluir que a regiao A procurada é um retangulo, cuja sua altura é K e sua

base é b-a. Logo, pode-se calcular drea dessa retdngulo por A = K x (b — a).

Y &

flx)

H LR

Figura 11: Fung¢do Constante

Por outro lado, considerando uma fungdo nao constante, divide-se o intervalo [a,b]
que pertence ao dominio da fun¢do em subintervalos extremamente pequenos para nesses
intervalos a fungao seja vista como uma func¢ao constante e assim tendo uma boa aproxi-
magao para a area, segundo lezzi [4]. Em outros termos, para cada subintervalos pode-se
calcular area de pequenos retangulos,mediante isso chega-se uma aproximacao da area sob
o grafico, obtendo a areas de retangulos extremamente pequenos de cada subintervalos do
dominio da fun¢do constante considerada. A area procurada serd a soma das areas destes
retangulos, quanto mais pequenas as dimensoes desses retangulo melhor serd a precisao
para a area da curva sob o grafico, segundo lezzi [4].

Pode-se verificar a soma superior e inferior desses retangulos em relacao grafico. Na

soma superior considera-se o grafico da Figura 12. Assim, tem-se:
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I e i I

—]

T T T

a=x; b:xz s xl‘l-l }{n :h

Figura 12: Soma superior

Considera que a = 1 < x93 < ... < x, = b, em seguida calculando a soma das areas
dos retdngulos de base z,, — x,_1 e altura f(x,) tem-se

Sn = (T, — Tn_1) X f(xn) + (Xn_1 — Tn_2) X f(xp_1) + ... + (29 — 21) X f(22)

Chamando (z,, — z,_1) de Az, , tem -se que

Sn = Ax, X f(rn) + Axpq1 X f(Tp1) + ... + Dxg X f(x9)

Logo tem-se que:

Sn = Az, X f(x,) + Axpg X f(xp_1) + ... + Dxg X f(22) = X0, A f(24)

Logo, Sn =Y, Ax; f(x;)

Fazendo o n — oo, tem-se.

n b
S [5,) = Jim (3 A0 o) = | f@)da.

Na soma inferior considera-se o grafico da Figura 13. Assim, tem-se:

Considera que a = 11 < 29 < ... < x, = b, em seguida calcula-se a soma das areas dos
retangulos de base x, — x,_; e altura f(z,_1). tem-se

Sn = (w2 — 21) X fz1) + (23 — 22) = f(@2) + .. + (¥ — Tp1) X [(@n-1)

Diante disso tem-se que

(w2 = 21) X f(@1) + (23 — 22) = [(@2) + .. 4 (T — Tp1) X fl@no1) = X (30 — no1) X

f(mnfl)
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ftny F---- R L mmmmmmm—--

a=X1 Xz Xs Xs wee Kol Ko=b

Figura 13: Soma inferior

chamando cada xn Tp_1 = Ax,_; e fazendo n — oo, tem-se.

nli_)m[n]—hm ZA% 1f(z; — 1)] /f ) dz.

6.1.0.1 Integral definida

Um intervalo no conjunto nos nimeros reais com minimo e maximo, por exemplo o
intevalo aberto I=(a,b), é utilizado em integral para dizer que a mesma estd definida em
L.

Segundo Stewart [11], a melhor ideia de Integral definida estd de acordo com a Defi-

nicao 5.

Definicao 5. Se f é uma funcao continua definida em a < x < b , dividimos o in-
tervalo [a,b] em n subintervalos de comprimentos iguais Ax = (b — a)/n. Sejam xy(=

a), Ty, To,...,Tn(= b) as extremidades desses subintervalos, e seja x%,x3, ...,z pontos
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amostrais arbitrdrios nesses subintervalos, de forma que x} esteja no i-enésimo su-

bintervalo [x; — 1, x;] Entdo a integral definida de f de a a b é,

n
b Y N
Ja f(z) dz. = lim [; fli) A 2]
desde que o limite exista e dé o mesmo valor para todas as possiveis escolhas de pontos

amostrais. Se

desde que o limite exista e dé o mesmo valor para todas as possiveis escolhas de pontos

amostrais. Se ele existir, dizemos que f é integrdvel em [a,b].

Essa definicao para uma integral definida, pode-se ser interpretada como a soma de
Riemann,essa leva o nome do mateméatico Bernhard Riemann(1826-1866). Sabe-se que a
soma de Riemann, considera-se uma funcao f positiva e pode ser vista como as somas das
dreas de retangulos. A integral definida [’ f(z) dzx. pode ser analisada como a édrea sob a

curva y=f(x) de a até b.Pode-se vista essa no¢oes na Figura 14, logo em seguida.

¥ Grafico 1.
Grafico 2.

Lﬂ y=fix]

N -

Y ]

Figura 14: Integral definida

Na Figura 14 pode-se observar que a soma de Riemann esta no grafico 1, tem-se uma
fungdo em que f(x) > 0, soma de Riemann Y f(z}) A x é a soma dos retdngulos. No
grafico 2 pode ser visto a area sob a curva y=f(x), com f(x) > 0. de a até b. Pode-se
interpretada como a integral definida [° f(x) dz, segundo Stewart [11].

A funcao pode assumir valores negativos e positivos, como mostra a Figura 15. Neste
caso, a soma de Riemann pode ser vista como a soma das areas dos retangulos que estao
acima do eixo x mais o oposto das areas dos que estao embaixo do eixo x, segundo Stewart
[11].

Quanto toma-se o limite dessas somas de Riemann obtem-se a situacao ilustrada no
grafico B da Figura 15. Diante disso, a integral definida pode ser vista a area resultante,

ou seja, a diferenca das areas:
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Grafico A y

y=f(x)

Grafico B

y=f{]

w

w

Figura 15: areas

J2 f(z)de = A1 — A2

Considerando A1 como a area acima do eixo x e abaixo ao grafico da funcao f e A2 a area
abaixo do eixo x e acima ao grafico da funcao f, segundo Stewart [11].

A 4rea resultante do grafico B da Figura 15, segundo Stewart [11], pode ser vista como
> f(xf) Az que é uma aproximacao para a area resultante do grafico A. Por outro lado

a area do grafico B pode ser dada, também, pela integral definida f: f(z)dx = A1l — A2.

6.1.1 Propriedades da integral
. f: cdz,= c(b— a), onde ¢ é qualquer constante.
o [J[f(z) +g(@)de = [} f(x)dx + [} g(x)dx

o [Pcf(x)dr = c [P f(x)dr onde ¢ é qualquer constante.

o [JIf(@) = g(@)ldr = [} f(a)dx — [} g(x)dw

6.1.2 Teorema Fundamental do Calculo

Um dos teoremas mais importantes da matematica, o Teorema Fundamental do C4l-

culo, é melhor entendido conforme Stewart [11], segundo a Definicao 6.
Definig¢ao 6. Suponha que f seja continua em [a,b].

o Seg(x) = J; f(t)dt , entio g'(x)=f(x).

. fab f(z)dz ,= F(b) — F(a), onde F é qualquer primitiva de f, isto é, uma fungdio tal
que F’=f.
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6.1.3 Integral indefinida

Ainda segundo Stewart [11], funcao indefinida é uma fungao F que satisfaz a condigao
F’(x)=f(x), pode ser nomeada também como primitiva de f. Sabe-se que se F é primitiva
de f, logo F(x)+c, em que ¢ é denominada como uma constante.de maneira geral pode-se

representar uma primitiva genérica de funcao f por [ f(z)dzx. Um exemplo a ser visto é
3
dada a funcido f(z) = 2%, logo sdao primitivas dessa fungdo as fungoes 33 + 5 ou de
3
x
uma maneira geral, — + ¢, aonde o valor de ¢ é um constante qualquer.

A Tabela 1 representa as Integrais Indefinidas bésicas.

Funcoes Integral

[ef(w)ds T Fw)ds
| J kd(x) \ kx4 C |
| [ a™d(x) | £+ C com (n# 1) |
| [e"d(x) ‘ e’ + C |
| [ sinzd(x) ‘ —cosz + C |
| [ sec? xd(z) \ tanz 4+C |
’ [secx x tanzd(z \ secx +C ‘
’ fx2+1d() ‘ tan~'z + C ‘
| fsmh xd( ) \ coshx +C |
JTf (@) + g(@)]d(z) [ ] f(z)d(x) + [g(x)d(z) |
| / d( ) \ ln ]jc\ +C |

J[a*d(x) lza +C
’ [ cosxzd(x) ‘ sinz + C ‘
| JescPad(a) \ —cotx +C |
’ fcscxxcotxd \ —cscx + C ‘
’ i ﬁ d(z) ‘ sin~tz + C ‘
| Jcoshad(z) ‘ sinhz + C + C |

Tabela 1: Tabela Basica de Integral

6.2 Calculo de Areas

Nessa se¢ao tem-se a utilizacao da nocao de integral definida para calcular as areas do

Triangulo, quadrado e circulo. A féormula para calcular a area do quadrado de lado a é A

BH
= a X a = a?, do triangulo é base (B) vezes altura (H) dividido por 2, isto ¢, A = —.

E a érea do circulo é dada por A = 7 - R?, onde 7 é constante e R=raio do circulo.
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6.2.1 Area de de figuras planas

Nesta subsecao utiliza-se da nocao de Integral definida para demonstrar as areas das

de algumas figuras planas. (Tridngulo,Quadrado e Circulo).

6.2.1.1 Area do triangulo

Sabe-se que a area do triangulo é dada por A = %, sendo b a base e h altura,
respectivamente as medidas desse triangulo. Para esse demonstragao sera considerada a
equagao fundamental da reta que é dada pela expressao y — yo = m(x — xp), essa equagao
tem-se que a distancia entre dois pontos P(x,y) e P1(x1,yl) é dada por m que pode ser
interpretada como o coeficiente angular da reta ou simplesmente a inclinacao da reta, a
inclinagao da reta pode-se ser dada pela tangente do angulo formado entre a reta e o eixo

das abscissas. Considera-se a figura a seguir para demonstrar a area do Tridngulo.

Figura 16: tridngulo

Demonstracao. Da Figura 16 pode-se obter as seguintes relagoes, considera-se o angulo 6

pela hipotenusa do tridngulo e o eixo das abcissas.

Y — Yo = m(r — x)
y—0=F(x—0)
y=5X

Portanto, basta aplicar a integral definida em um intervalo, que encontra-se a area

procurada.

B H _ X?|B _ HxB? Hx0?
o pXdr. =0 = 55— B
A= HxB?  Hx0? _ BxH

Bx2 Bx2 2

logo, pode-se concluir via integral que a drea de um triangulo é dada por A = & §H O]
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6.2.1.2 Area do Quadrado

Para a demonstragdo da area do quadrado considera-se a figura 17. O processo é
andlogo a demonstragao da area do triangulo que ja foi demonstrado anteriormente. Entao
serd considerado a equacao fundamental da reta que é dada pela expressao y — yo =

m(z — xy) e tangente do angulo 6 igual a zero

fx)

f

Figura 17: Quadrado

Da Figura 17 tem-se algumas relacoes extraidas da equacao da reta.
Yy — Yo = m(z — o)

y—0=0x(x—0)y=a
Diante disso, conhecendo a funcao para encontra a area do quadrado pode-se calcular

a integral definida da fungao encontrada, dada por [ adr = az|$ =a x a —a x 0 = a?

6.2.1.3  Area do circulo

No Plano cartesiano tem-se a representacao da circunferéncia.Para demonstrar a area
do circulo, é necessario conhecer a equacido cartesiana do circulo, dado por x? + y? =
r2 Precisa manipular essa expressao até que a transforme em uma funcdo. Mas é impor-
tante ressaltar que a expressao que ao isolar o y da expressao z? + y? = r2. Teremos

um valor positivo e negativo para a area da circunferéncia. A metade da area localizada
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acima do eixo x e a outra metade abaixo do eixo y. Logo para ser uma funcao é neces-
sario separar a parte negativa da positiva. Por comodidade considera-se como funcao a

expressao y = v/r?2 — x2. Logo para demonstrar a area do circulo basta calcular a integral

4% [5Vr?—atde.

-+ = X

Y

Figura 18: Circunferéncia

Fazendo o da area do circulo tem-se que:
4 x [y Vr?—aldx

Para o célculo dessa integral utilizada para encontrar a area do circulo é necessario o
uso de algumas substitui¢oes trigonométricas. Para saber a substitui¢ao adequada pode-se
analisar o tridangulo retangulo da Figura 18. Aplicando o teorema de Pitagoras. Pode-se
se encontrar uma relagao igual ao radicando da fungdo que pretende-se integrar.

Aplicando o Seno no tridngulo retangulo da Figura 19. tem-se que:

sinf =%
.
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y

Figura 19: relacoes

x = r X sin 0 derivando, tem-se dx = r X cosf

Substituindo = 7 xsin f e dx = r x cos 6 na integral 4 x [; v/r? — x2dx . Mas ao substituir

os limites de integragao muda para 0 até¢ 7 tem-se que.
A=4 x [ /r? —22dr = 4r? x fog cos? do

jus
A 4rea do circulo é dada por 4r% x [ cos?6df. Mas para calcular essa integral é
necessario recorrer uma substituicao trigonométrica.

Partindo de duas relagoes trigonométricas, tem-se que.
o sin?f + cos?0 =1
o cos(f + 0) = cos? 0 — sin? O = cos(20)

e Isola-se o seno na expressao cos(20) = cos? § — sin? . tem-se que

sin? § = cos? f — cos(20)
e substitui-se sin? @ = cos? @ — cos(20) em sin? # + cos® f = 1. tem-se que

cos® 0 + cos® 6 — cos(20) = 1
2cos?f — cos(20) =1

2cos? 0 =1+ cos(20)

1+4-cos(20)

20 _
cos“f = 5

Substituindo cos*0 = em 4r% x [;? cos?0df . Tem-se que a 4rea do circulo é

igual a:

1+cos(26)
2

A= dr? x [ e gy
A=2r%x [ (14 cos(20)).do
A=2r2x [2df+2r? x [} cos(20)db

A= mr?
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Logo, tem-se a 4rea do circulo é dada por A= mr?
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7 Conclusao

Este Trabalho de Conclusao de Curso levanta uma rapida retrospetiva historica do
surgimento das ideias intuitivas do Célculo até os dias atuais. Mostra como os pré requi-
sitos de produtos notaveis e expressoes algébricas sao necessarios para o desenvolvimento
do mesmo. Expode varias aplicacoes em fisica de limites, derivadas e integrais pelo estudo
da velocidade e/ou aceleracao média/instantanea. Faz-se um resumo das principais no-
¢oes, conceitos e propriedades dos temas abordados. Além de um estudo sobre areas das
principais figuras planas pelas ideias intuitivas de integral.

A contribuicao principal deste TCC é de revisao de contetidos que vem desde a ma-
tematica basica até os conceitos de Limites, Derivadas e Integral. Procurando servir de
material de apoio para alunos que visam ingressar em cursos superiores na area das cién-
cias exatas e da natureza

Espera-se que discentes explorem este TCC ou partes do mesmo em outros trabalhos
académicos.

E, finalmente, que os processos matematicos contidos nesta obra, apesar dos termos
técnicos e rigorosidade em demonstracoes matematicas, seja compreensivel a leitores de

outras areas do conhecimento.
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