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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo discutir alguns modelos matematicos com
potenciais usos nas proje¢cdes estaticas de algumas pandemias. Analisando os
comportamentos desses modelos e comparando-os com algumas caracteristicas no
comportamento da covid-719. Neste trabalho abordaremos algumas caracteristicas
dos modelos epidemiolégicos tais como: o modelo SIS (suscetivel, infectado) o
comportamento das suas equacdes e as caracteristicas das suas transferéncias de
classes: o modelo SIR (suscetivel, infectado, recuperado), que tem como objetivo
analisar a classe dos recuperados, individuos que adquiriram imunidade apds o
contato com o virus: SEIR (suscetivel, exposto, infectado, recuperado) que analisa o
comportamento da classe onde os individuos teve contato com o virus, porém n&o
sdo considerados infectados, por ndo apresentar cara viral: e por fim o modelo
MSEIR (imune, suscetivel, exposto, infectado, recuperado) modelo que tem como
caracteristica pressupor imunidade passiva, imunidade derivada do contato da

progenitora com o virus, passada para o recém-nascido.

Palavras chave: modelagem matematica; Covid-19; MSEIRS.



ABSTRACT

This work aims to discuss some mathematical models with potential uses in the static
projections of some pandemics. Analyzing the behaviors of these models and
comparing them with some characteristics in the behavior of covid-19. In this work
we will address some characteristics of epidemiological models such as: the SIS
model (susceptible, infected) the behavior of its equations and the characteristics of
its class transfers: the SIR model (susceptible, infected, recovered), which aims to
analyze the class of recovered individuals, individuals who acquired immunity after
contact with the virus: SEIR (susceptible, exposed, infected, recovered) that analyzes
the behavior of the class where individuals had contact with the virus, but are not
considered infected, as they do not present a face viral: and finally, the MSEIR model
(immune, susceptible, exposed, infected, recovered) model whose characteristic is to
assume passive immunity, immunity derived from the contact of the mother with the

virus, passed on to the newborn.

Keywords: mathematical modeling; Covid-19; MSEIRS.
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1 INTRODUGAO

Desde os primordios a sociedade tem se deparado com inumeras crises
epidemioldgicas capazes de devastar a humanidade, desde que n&o adotadas
medidas sanitarias por parte das autoridades competentes. As teorias matematicas
tém evoluido no decorrer de nossa historia, objetivando contemplar as diferentes
necessidades da sociedade, surgindo modelos cada vez mais elaborados para
obtengdo e projecdo de dados [1-2]. Tais projecdes estatisticas sdo comumente
utilizadas para fornecer parametros através dos quais podemos fazer comparagdes
entre informagdes, bem como para antecipar possiveis causas e/ou danos

associados a determinado fendmeno.

No ano de 2020 a humanidade se deparou com uma das maiores
calamidades sanitarias, a pandemia do novo coronavirus (covid-19), tendo chegado
ao Brasil em meados de marco do mesmo ano. Na ocasido, as autoridades
sanitarias tiveram conhecimento do primeiro caso, muito embora ja tenha sido
reconhecida como pandemia pela OMS (Organizagao Mundial da Saude) desde
dezembro de 2019, quando surgiram os primeiros casos na cidade de Wuhan na
china [3]. Para os brasileiros, o estado de calamidade publica foi decretado através
do Mensagem oficial do Presidente da Republica, “MENSAGEM N° 93” (anexo II)
destinada ao Congresso Nacional. Assim, uma série de medidas e decisdes

estratégicas para o combate da pandemia passariam a ser tomadas.

A importancia da adocdo de medidas e de estratégias para auxiliar na
minimizagdo dos danos causados pela epidemia da covid-19, partem do principio
que: auxiliam na minimizacdo dos danos sociais e econdmicos, visto que, esse
fendbmeno especifico ndo possui impacto apenas sanitario, mas econdmicos e
sociais [4]. As medidas de isolamento social, por exemplo, associam-se a
diminuigdo da propagacao do virus e a consequente parada total de servigcos nao
essenciais. Muito embora, a paralisagao parcial ocorrida no Brasil e também no
mundo, tenha levado a fortes impactos no setor econémico, com falta de mé&o de
obra e aumento significativo nos valores de mercadorias e de mercado [5].
Importante destacar que até mesmo servigos essenciais poderiam colapsar sem a

adocgao daquelas medidas.
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No contexto econdmico, o Brasil vivenciou diversos danos causados pela
pandemia, tendo contribuido para o aumento significativo da perca de empregos e

para o fechamento de pequenas e até mesmo grandes empresas [5].

Em um cenério pandémico de grande complexidade, inclusive do ponto de
vista socioecondmico e com iminentes riscos de colapso do sistema de saude, fazer
previsbes e estimativas concretas das acgcbes que poderiam ser tomadas para
minimizar os efeitos da pandemia se mostra essencial do ponto de vista preventivo.
E neste contexto que se destaca a importancia da utilizacdo de teorias e modelos
matematicos. Em diversas situacdes historicas tais teorias € modelos foram bastante

requisitados, a exemplo dos modelos:

e SIS (Suscetivel, Infectado), na obtencdo de parametros e dados sobre a
doenga de Chagas Aguda [6];

e SIR (Suscetivel, Infectado, Recuperado), na analise de dados referentes aos
infectados pela Influenza H1N1 [7].

e SEIR (Suscetivel, Exposto, Infectado, Recuperado) na obtengcdo de

informacgdes sobre o comportamento da dengue [8], dentre outros.

A modelagem matematica, em breve resumo, consiste na criagdo de um
modelo matematico, um padrdo ou féormula, com o intuito de explicar ou
compreender determinado fenbmeno natural, que pode ser de qualquer area do
conhecimento [9]. No contexto epidemiolégico, os modelos matematicos sao
utilizados como parametros importantes, a fim de obter dados e proje¢cdes que visam
compreender aspectos relacionados a propagacdo e ao desenvolvimento de
determinadas doencgas. Os modelos matematicos sao parametros quantitativos que
podem ser definidos a partir de estudos baseados na construgcdo de equacgdes de
valores conhecidos que se assemelham a um modelo real [8]. Portanto, sao
capazes de definir ou estipular previamente uma sintese quantitativa sobre
determinado fendmeno, em especifico, uma constru¢cao de parametros que podem

ser usados no combate/controle de epidemias.

Neste trabalho, objetivamos discutir especificamente alguns dos modelos
matematicos utilizados para obter parédmetros e projecbes estatisticas sobre
doencas, comparando eventual utilizagdo dos mesmos para o caso da covid-19. Os

modelos que trataremos aqui sao:
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e SIS (Suscetivel, Infectado);

e SIR (Suscetivel, Infectado, Recuperado);

e SEIR (Suscetivel, Exposto, Infectado, Recuperado); além de um modelo mais
abrangente, e que mais se aproxima da realidade da covid-19, denominado:

e MSEIRS (Imune, Suscetivel, Exposto, Infectado, Recuperado).

Pretendemos, por fim, tornar a compreensao dos referidos modelos mais
acessivel para um publico com formagdo menos técnica do ponto de vista
matematico, aplicando em um estudo hipotético algum dos referidos modelos, mais

especificamente no modelo SIR.

Neste capitulo, discutiremos alguns dos modelos matematicos
epidemioldgicos e suas contribuicdes para o combate de crises sanitarias. Além
disso, trataremos da importancia de se estudar e comparar esses modelos para
obtencdo de dados que se aproximam da realidade, o que € determinante para
escolha do modelo a ser empregado. Discutiremos, ainda, a importancia do estudo
em sala de aula de modelos que proporcionem e objetivem uma melhor
compreensao das projecdes fornecidas pelas entidades de controle sanitario e dos
veiculos de informagdo. Por fim, analisaremos os resultados obtidos pelas
comparagdes e os impactos para o controle pandémico a partir do conhecimento das

medidas sanitarias.
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2 MODELOS EPIDEMIOLOGICOS.

2.1 MODELO SIS

O modelo SIS Endémico é um modelo matematico que abrange fendbmenos
demograficos (natalidade e mortalidade natural) e morte pela doenga. A incidéncia e
prevaléncia de um fendmeno determinam as taxas a serem abordadas. Neste caso,
discute a taxa populacional que se encontra em risco, como pode ser visto em mais
detalhes na [8].

Muito embora seja um modelo com certa simplicidade, 0 mesmo se mostra util
do ponto de vista pedagdgico, para introduzir alguns dos conceitos epidemiologicos
que contribuem para a compreensao de ideias, definigdes e conceitos na teoria de
estabilidade de equagdes diferenciais. Com isso, € possivel introduzir o diagrama de
transferéncia entre as classes S (individuos suscetiveis) e | (infecciosos), onde estao
representadas também as taxas de transferéncia entre as classes consideradas [7-

8], que serao melhor compreendidas adiante.

O modelo SIS endémico poder ser descrito pelo sistema de equagdes

diferencias acopladas abaixo:

%= —A% 4
1d

{ g5 }Iﬂ b 6T — uS + AN (1) suscetiveis em funcao do tempo
G= A —(a+d+u)l " | (2) Infectados em fungdo do tempo

Como pode ser vista no sistema da Eq. (1), a derivada do numero de
individuos suscetiveis em funcdo do tempo é representada pela diferenga entre a
soma dos numeros de possiveis suscetiveis que se recuperaram com o numero de
natalidade da populagado pesquisada, pela soma de casos suscetiveis expostos a
doenga (mas nao infecciosos) com a mortalidade natural dos suscetiveis. Na Eq.
(2), a derivada do numero de infecciosos em fungéo do tempo é representada pela
diferenga do numero de novos individuos que se tornam suscetiveis a novo contato,
pelo produto da taxa de infectados pela soma da taxa de mortalidade dos
infecciosos, com a taxa de mortalidade natural, com a taxa de individuos

recuperados que voltam a se tornar suscetiveis.
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Figura 1: Diagrama de transferéncia entre classes S (suscetiveis) e | (infectados).
Com esse modelo é possivel entender o processo de infeccdo, recuperacdo e

reinfec¢cdo de uma populagéo de individuos por uma doenga arbitraria.

Fonte: [8]

* B - taxa de natalidade, per capita, por unidade de tempo, 8 > 0;

« M -taxa de mortalidade (natural) per capita, por unidade de tempo, y =0

« O - taxa em que individuos recuperados voltam a tornar-se suscetiveis per
capita, por unidade de tempo, & > 0;

« A SI/N - numero de novos casos de individuos que se tornam suscetiveis a
um novo contato ou ao numero de novos casos de infecciosos;

« a - taxa de mortalidade dos infecciosos devida a doenca per capita, por

unidade de tempo, a > 0.

Para compreender o modelo endémico sdo usados dados e parametros
iniciais que determinam que as variaveis de suscetiveis e infectados iniciais sao
maiores do que zero e, desse modo, ja ha taxa de contaminagdo ndo nula na
populacdo estudada. Neste modo, determinamos, ainda, que as variaveis
natalidade, mortalidade natural ou pela doenga, e 0 numeros de suscetiveis que nao
se contaminaram e os recuperados que se tornam novamente suscetiveis serao

consideradas maiores ou iguais a zero.
Assim, a taxa de individuos em determinado tempo é dada pela fungao
N(t) =SE) +1(8)  (3).
Além disso, a partir dessa condicao é possivel obter

aN __ dS = il
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Da Eq. (4), é possivel concluir que a quantidade de individuos da populacdo em

funcdo do tempo pode ser determinada pela soma das Eqs. (1) e (2).

N
f.i._.=|:l.'_} pIN —al, (5)
dt

Derivando a taxa de individuos da populacdo em funcdo do tempo, o

crescimento da populacao é dado pela expressao abaixo:
r=f-p (6)

Utilizando uma linguagem matematica menos técnica, temos que, os
fundamentos desse modelo baseiam-se na estimativa de dados que se aproximam
da realidade, mas ndo necessariamente a representa. Esse modelo teve grande
relevancia para projecao da doengca de CHAGAS AGUDA, onde seus parametros
foram considerados significativamente relevantes juntamente com os dados de
progressao da doenca, isto €, as transferéncias de classes (S e |) se aproximam do

contexto vivenciado [6].

E importante mencionar que as variaveis utilizadas se distanciam do
comportamento da covid-19, visto que, ha alguns aspectos desconsiderados que
partem do comportamento da doenca, a exemplo do periodo de exposi¢cao que sera

discutido mais adiante.

2.2 MODELO SIR (SUSCETIVEL, INFECTADO, RECUPERADO)

O modelo SIR é um modelo matematico que estuda um diagrama de
transferéncia mais abrangente do que o anterior, além de essencialmente diferente,
pois ele nédo considera os fendmenos de natalidade e mortalidade, tendo em vista

que as proporgdes de natalidade e as mortes pela doenga nao implicam diretamente
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na taxa populacional. Neste modelo, apés a infeccao pela doenca, individuos

adquirem imunidade permanente .

Figura 2: Diagrama de transferéncia do modelo SIR (Suscetivel, Infectado,

Recuperado).

Fonte: [8]

As transformacdes e derivadas de acordo com o diagrama de transferéncia
sao bem complexas e podem ser observados em alguns dos trabalhos no qual esse

se referéncia, como pode ser visto em detalhes nas [7-8].

Esse modelo aborda, estatisticamente, o estudo comportamental de uma
doenga, onde as taxas de transferéncia dos grupos podem ser vistas no grafico da
Fig. 3. Pedagogicamente € importante discuti-lo para um publico menos técnico, a
fim de alcangarmos os propositos deste trabalho, muito embora uma abordagem

mais abrangente possa ser encontrada em [8].

Figura 3: s(t) é a variagdo da taxa de suscetiveis em fungao do tempo. I(t) € a taxa
de infectados em fung&o do tempo. Note que no estagio inicial (t=0) a quantidade de
suscetiveis, s, equivale ao numero total da populacdo, e o numero de infectados, i, é
zero. Observe que apos a evolugao do numero de infectados e da intersecgao das

curvas (s=i) temos um pico (ponto de maximo) na quantidade de infectados.
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Fone:[8]
No grafico da Fig. 3, é possivel observar:

A) considerando que ha uma taxa de infecgdo, logo o numero de suscetiveis
tende a ser maior que o dos outros grupos;

B) Aumentando o numero de infectados, a taxa de individuos suscetiveis tende a
zero, ocasiao em que € possivel constatar que o numero de recuperados
tende a aumentar (veja mais detalhes no grafico da Fig. 4), ja que neste
modelo ndo ha reinfec¢ao pela doenga;

C) Temos, ainda, um ponto de maximo na infecg¢ao, visto que neste modelo as

taxas de natalidade e mortes pela doenga sao desconsideradas.

No SIR é notavel que as variagdes de suscetiveis, recuperados e
infectados tendem a um ponto de equilibrio, j4 que os individuos adquirem
imunidade neste modelo e, em decorréncia disto, o numero de individuos da
classe S (Suscetiveis) tende a zero. A partir dessa afirmativa, a tendéncia é que
o numero de individuos da classe | (infectados) diminua, ja que a classe |
depende diretamente da classe S. No SIR o comportamento das taxas também é
representado por um conjunto de equagdes diferencias acopladas, que podem
ser observadas em mais detalhes na [10]. Ja para a classe R (Recuperados),
supde-se que, inicialmente R=0, e que ao fim do processo, que € estipulado pelo

modelo SIR, o valor de R=N(t), como pode ser observado no grafico da Fig. 4.
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Fig. 4: S é a populagao suscetivel; | o numero da populagédo que esta infectada e
R os individuos recuperados. E possivel observar um ponto de pico de
infectados, bem como as transferéncias de classes, ou seja, os instantes de
tempo em que ha mudanga na condi¢gdo da doencga, de suscetivel para infectado,

efc. .

Ly

densidades

Fonte: [10]

Nesse modelo matematico suas variaveis e aplicagbes se limitam a definir
um ponto de pico de contaminagdo por covid, isto €, ele ndo expde todas as
possibilidades, dentre as quais a taxa de natalidade, por exemplo. Segundo a
[8,10]. um estudo detalhado sobre as taxas de contaminagéao utilizando o modelo
SIR nao define diretamente as situacbes reais, visto que, os parametros
utilizados dependem de um ponto de partida, sendo assim, ha hipdteses que
devem ser consideradas para poder definir em que circunstancias esse modelo
pode ser empregado, ja que os dados e as informagdes surgem fora do contexto
da propria realidade. Neste caso, como pode ser observado, nao ha um controle

sobre as formas de sucessao e de exposicao ao virus.
Exemplificando o diagrama de transferéncia do modelo SIR, temos:

Fig 5: Diagrama de transferéncia SIR, onde temos trés classes. S - Suscetiveis, | -

Infectados e R - Recuperados.

-

[

1
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Fonte: [10]

Nesse diagrama podemos observar duas variagdes entre as classes, sendo

A SI/N - numero de novos casos de individuos que se tornam suscetiveis a
um novo contato ou ao numero de novos casos de infecciosos; e
Y | — numero de novos individuos infectados ou numero de individuos

recuperados.

Deste modo, temos o seguinte conjunto de equacgdes diferenciais acopladas

representativas da evolugéo do sistema:

Fig 6: sistema de equacdes diferenciais do diagrama de transferéncia SIR.

ff_" . ,\“f eq.(7)
ﬁ ,\21 —~I eq.(8)
= “ff eq.(9)

Fonte: [10]

Eq. (7). dS/dt - derivada do numero de individuos suscetiveis em fungéo do
tempo, que tende a zero neste modelo;

Eq. (8). dI/dt — derivada dos numeros de casos infecciosos em func¢ao do
tempo. Este é dado pela diferenca entre o numero de casos de individuos
suscetiveis e individuos infectados;

Eq. (9). dR/dt — derivada do numero de individuos recuperados em fungao do

tempo. Representa a variagao da taxa de individuos infectados.

Assim, temos que N (numero de individuos de uma populagao) em fungéo do

tempo é dado por:

Fig 7: O numero de individuos em fungao do tempo é dado pela soma das

classes em fungdo do tempo.

[N(®)=S(t) +i(T) + R(t)]
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N(t) = S() +1(t) + R(D)
Fonte: [10]

Em resumo, essa equacido denota toda a populagado, isto €, representa
diretamente o numero total de individuos estudados ou projetados (veja que a
populagcdo de uma cidade, na pratica, pode ser maior do que aquela obtida via
dados oficiais, do IBGE, por exemplo. Dai, N(t) pode representar uma projecao da
quantidade de individuos). A fim de entender o comportamento do virus dentro de
uma variavel de tempo, tomemos nesse modelo o tamanho da populacdo N como
uma constante, dado que as taxas de mortes e natalidade s&o desconsideradas aqui
e, neste caso, nd3o mudam as projecdes. E importante observar que, muito embora
sejam desconsideradas as informagdes como natalidade, mortalidade e inclusive
populagcado externa, sendo esta ultima uma parte ndo definida, visto que nao se tem o
controle total de quem entra ou sai do local estudado, esses parametros poderao ser
observados ou melhor compreendidos nos modelos complementares que
discutiremos a seguir: esses, na pratica, tratam-se de complementagcbes que se
originaram da necessidade de adaptacdo de novos casos de doengas observadas

no decorrer da vida humana.

O modelo matematico SIR avalia alguns parédmetros, no entanto, ndo se
aproxima fielmente do comportamento da covid-19, por exemplo. Mas ha estudos
que comprovam que mesmo com a sua simplicidade, este modelo matematico &
relevante para compreender o comportamento de algumas outras doencas, tais

como: Hepatite A, dengue, efc.

2.2.1 Aplicando o modelo SIR no comportamento da covid-19 sem controle de

circulagao através do coédigo SIMCOVID 2.1

A seguir, temos a representacdo de um estudo aleatério, simulando o

desenvolvimento e propagacdo da covid-19 em S&o Raimundo Nonato,
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exemplificando as taxas de transferéncia entre as classes pelo aplicativo da
SIMCOVID 2.1".

Esse aplicativo foi criado com o intuito de verificar as taxas de transferéncia e
migragao entre as classes, ele pode ser baixado sem sua versdo para computador
em sitio?. Para compreensao e analise do que acontece na populagéo estudada, foi
levado em conta informacdes aleatérias da populacdo atual da cidade de Sao
Raimundo Nonato, e dos dados da covid-19 no més de margo de 2022, sendo essa
data referida a ultima atualizacdo dos dados da evolucdo da doenca na cidade no
sitio®.

Assim ficou distribuido as informacgdes.

e Numero de habitantes N(t)=35035 sendo t=0.

e Numero de casos ativos | = 176 (valor referente a ultima atualizagdo sobre a
covid-19 no municipio).

e Numero de recuperados R= 0 (toma-se o valor de 0, para analisar o pico de
contaminagao)

e Taxa de circulagdo 100% (ndo houve na 1° analise um afastamento ou
utilizacdo de mascara).

e Tempo de infecgado 7 dias. (media utilizada como parametro de vida do virus
no organismo, valor suposto, pode diferenciar dependendo da resposta
imunologica do individuo).

e Reprodugéo basal 2,5. (velocidade de propagac¢ao do virus, valor esse que
pode mudar de populagao para populacao, valor escolhido pelo fato de ter ser
identificado na evolugdo da pandemia no Brasil).

e Taxa de quarentena 5. (valor de 0 a 10, neste caso representa 50% das
pessoas infectadas se mantem em quarentena por sintomas ou suspeita de
infeccao).

e Dias simulados 30 dias.

1 Aplicativo criado e desenvolvido em janeiro de 2021, por Carlos R. Rocha (IFRS —
INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAO E CIENCIA E TECNOLOGIA DO RIO GRANDE DO SUL),
Sebastido C. P. Gomes (FURG — UNVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE). Site para download

2 Enderecgo para download do aplicativo SIMCOVID (https://exactum.furg.br/software-
simcovid).
3 https://saoraimundononato.pi.gov.br/portal/painel-covid-19/. Enderego eletronico dos dados

sobre a covid-19 na cidade de Sdo Raimundo Nonato-Piaui.<acessado em 15 de maio de 2022>.


https://saoraimundononato.pi.gov.br/portal/painel-covid-19/
https://exactum.furg.br/software-simcovid
https://exactum.furg.br/software-simcovid
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e Controle de circulagcédo 0%. (valor igual a zero, ndo havendo controle de

circulagdo).
Veremos as figuras a seguir:

Figura (13): grafico dos casos do estudo aleatério de 30 dias com os parametros

informados no inicio desse capitulo sem controle de circulagdo ou distanciamento.

EyY® QOFO

Total de casos ao longo do tempo

15000

12500

5000

Controle
2500

o
w

10 15 20 25 30
Periodo (Dias)

Fonte: Autor

Figura (14): grafico do numero de infectados em fungcdo do tempo do estudo
aleatério de 30 dias com os parametros informados no inicio desse capitulo sem

controle de circulagcado ou distanciamento.
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Fonte: Autor.

Figura (15): grafico do numero de suscetiveis em funcdo do tempo do estudo
aleatorio de 30 dias com os parametros iniciais 35.035 habitantes sem controle de

circulagao ou distanciamento.
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Fonte: Autor

Figura (16): grafico dos parametros de simulacao, exemplificando as transferéncias
entre as classes S — | — R referente aos numeros de casos de covid-19 no decorrer

dos 5 primeiros dias. sem controle de circulagcado ou distanciamento.
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Fonte: Autor

Figura (17): grafico dos parametros de simulacao, exemplificando as transferéncias
entre as classes S — | — R referente aos niumeros de casos de covid-19 ao final dos

30 dias. sem controle de circulacdo ou distanciamento.

Infectados | IRemrvidos

Fonte: Autor

Logo sem o controle e livre circulagdo podemos observar:
Na figura (13) temos:

o S(t)=S (0) =30.035
e |I(t)=I (0) = 176 casos ativos
e R(t)=R (0) = 0 (nessa simulacédo R é denotado como removido, ou seja,

considera-se recuperado).

Consideramos nesse estudo um tempo de infecgdo de 7 dias, periodo esse
em que o virus fica no organismo. Vemos que no decorrer da simulagdo a taxa de
casos de infectados chegaram ao valor de aproximadamente 17.000 casos, que

correspondem a 50% da populagao estudada.

Na figura (14) podemos observar que o grafico possui um crescimento e apés
29 dias do experimento, acontece o pico de contagio, ponto de maximo de contagio

pela doenga, isto é, considerando as caracteristicas do modelo SIR, a classe S
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tende a 0 como observado na figura (15), e como a classe | depende diretamente da
classe S, a classe | também tende a zerar. A principio ndo é considerado a taxa de
reincidéncia, isto €, ndo a reinfecgcado pela doenga, os recuperados obtém imunidade
permanente, entretanto ndo se assemelha diretamente com o comportamento real

do virus da covid-19.

Nas figuras (16) e (17) pode ser observado a variagao dos valores ao decorrer
dos dias estudados, além disso, € visivel a velocidade de imigragdo de uma classe
para outra, isto é, a forma de contagio segue um padrdo que se assemelha ao

vivenciado por algumas cidades na covid-19.

Além disso, ndo é possivel caracterizar definitivamente o comportamento
dessas taxas, visto que, nesse modelo sao desconsideradas algumas taxas, tais

como: natalidade, morte pela doenga, morte natural e efc.

2.2.2 Aplicando o modelo SIR no comportamento da covid-19 com controle de
circulagao da populagao (medidas de restricao/quarentena) através do cédigo
SIMCOVID 2.1

Utilizando os mesmos dados iniciais citados no capitulo anterior, levando em

consideragao apenas nessa nova simulagéo os referentes dados:

e Numero de habitantes N(t)=35035 sendo t=0.

e Numero de casos ativos | = 176 (valor referente a ultima atualizagao sobre a
covid-19 no municipio).

e Numero de recuperados R= 0 (toma-se o valor de 0, para analisar o pico de
contaminagao)

e Taxa de circulagdo 100% (houve um afastamento ou utilizagdo de mascara).

e Tempo de infeccdo 7 dias. (media utilizada como parametro de vida do virus
no organismo, valor suposto, pode diferenciar dependendo da resposta

imunoldgica do individuo).
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e Reprodugéo basal 2,5. (velocidade de propagacao do virus, valor esse que
pode mudar de populagao para populacao, valor escolhido pelo fato de ter ser
identificado na evolugdo da pandemia no Brasil).

e Taxa de quarentena 10. (valor de 0 a 10, neste caso representa 100% das
pessoas infectadas se mantem em quarentena por sintomas ou suspeita de
infeccdo).

e Dias simulados 30 dias.

e Controle de circulagdo 100%. (valor igual a 100%, havendo controle de

circulagao).

Observaremos as figuras a seguir:

Figura (18): grafico dos casos do estudo aleatorio de 30 dias com os parametros
informados no inicio desse capitulo com controle de circulagdo ou

distanciamento.
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Figura (19): grafico do numero de infectados em fun¢cdo do tempo do estudo
aleatério de 30 dias com os parametros informados no inicio desse capitulo, com

controle de circulagao ou distanciamento, e os infectados em quarentena.
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Figura (20): grafico do numero de suscetiveis em fungcdo do tempo do estudo
aleatdrio de 30 dias com os parametros iniciais 35.035 habitantes, com controle de

circulagao ou distanciamento.
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Figura (21): grafico dos parametros de simulacdo, exemplificando as transferéncias
entre as classes S — | — R referente aos numeros de casos de covid-19 no decorrer
dos 5 primeiros dias. com controle de circulagdo ou distanciamento, e com

quarentena de individuos infectados.
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Fonte: Autor

Figura (22): grafico dos parametros de simulacao, exemplificando as transferéncias
entre as classes S — | — R referente aos niumeros de casos de covid-19 ao final dos

30 dias. com controle de circulagao ou distanciamento e quarentena dos infectados.
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Fonte: Autor

Podemos observar com o controle de circulagdo, e a efetivagcdo da

quarentena dos infectados o seguinte:

Na figura (18) apresenta uma diferengca nas quantidades de casos de um
modelo aleatdrio para outro. No modelo apresentado nesse capitulo, o controle e a
quarentena dos individuos infectados, conteve o nimero de casos por infecgao pelo

virus, isto €, diminuiu em 46% a taxa de casos por covid-19 no estudo aleatério.

Na figura (19) o numero de classe | infectados demoraria a atingir seu ponto
de maximo, visto que, com o controle referente aos casos de infectados, a
propagacédo do virus tenderia a diminuir, mesmo considerando a taxa de

transmissao de 2,5 vista no inicio da pandemia.

Na figura (20) temos que o numero de individuos da classe S diminui, porem
numa forma mais lenta, taxa de propagacédo do virus se mantem baixa devido ao

controle de circulagao dos infectados, diminuindo a taxa de contagio com o virus.

Na figura (21) observa-se nos trés primeiros dias, como as taxas de
transferéncia se comportam, principalmente se observando, que o numero de casos
de infecgdo pelo virus dobra durante esse periodo, no entanto, se comparar o

periodo de dez (10) dias, temos que a taxa de casos diminuem em 50%, devido a
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implementacdo da efetivacdo do controle de circulagdo imposto a populacio

hipotética estudada

Na figura (22) é notavel a diferenca entre as imigra¢des das classes, isto é,
propondo um controle sobre a circulagdo, a propagagdo do contagio tem sua
velocidade reduzida. Isso ndo indica uma extingao total do virus, mas pressupde que
evitaria um colapso na saude publica, evitando uma taxa alta de contagio como a
observada no capitulo anterior. Alguns resultados se aproximam com os dados
destacados em veiculos de informagbdes e conforme alguns artigos citados para

controle do avango da pandemia [14].

Esse experimento aleatorio teve como objetivo destacar alguns pontos
importantes do estudo dos modelos matematicos, pois, compreender como sao
feitas as projecdes e parametros que possibilitem definir estratégias para o controle
de uma pandemia, no caso utilizando hipoteticamente a covid-719 com alguns dados

da realidade.

2.3 MODELO SEIR

O modelo SEIR (Suscetivel, Expostos, Infectados, Recuperados) € um
modelo matematico que complementa os paradmetros do modelo SIR. Além disso, é
importante observar que o modelo SEIR engloba um periodo de exposi¢cdo do grupo
de individuos que sao suscetiveis a doenga e, neste caso, alguns desses individuos
passam por uma etapa considerada de nao transferéncia da doencga, pois ndo se
encaixa nem nos dados de possiveis suscetiveis, tampouco de infectados, pois os
expostos ao virus de determinada doenga nao transmite para outros individuos.
Dessa forma, € considerado o periodo de incubacdo da doenga. Consideramos,
ainda, os indices demograficos como: natalidade, mortalidade natural e pela doenga,
e os individuos sao conferidos com imunidade permanente apds o contato com a
doenga. No diagrama abaixo esta representando o modelo SEIR que pode ser

encontrado na [11].
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Fig 23: Modelo SEIR-P (SEIR Patogeno) de transmissdo de COVID-19,
representando um modelo compartimental humano (SEIR, tom amarelo) e patégeno
(P, tom verde). E possivel verificar o diagrama de transferéncia de classes, onde
constam outras denotacdes para identificacdo das mesmas, que serdo expressas

adiante.

Human Population

Is

— d)wE

’ 14

Pathogens (Virus)

Hala +tisls HpP

Modealo SEIR-F de transmissdo de COVID-18. Representando um modelo compartimental humano (SEIR, tom amarelo) e patdgeno (P, tom verde)

Fonte: [11].

No diagrama da figura 23 observamos, a exemplo dos modelos anteriores,
alguns aspectos ja comentados durante esse trabalho, isto €, o modelo SEIR
abrange as classes S - individuos que sao suscetiveis, E — individuos expostos,
representando o periodo de incubacdo, que é a classe fundamental vista nessa
sec¢ao, pois permite relacionar caracteristicas matematicas desse modelo com a

realidade vivenciada no periodo da covid-19.

A classe E (exposi¢cédo) € o periodo em que o individuo da classe S teve
contato com o virus, porém, ainda ndo pode ser considerado infectado e, sendo

assim, é importante observar uma caracteristica relevante que aparece apos o

periodo de exposicéo, periodo esse que nao se estabelece como suscetivel e nem
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como infectado (mas apos o periodo de incubagédo do virus), onde a classe de
expostos subdivide a classe de infectados em duas novas classes, denominadas de

IS (infectados sintomaticos) e IA (infectados assintomaticos).

Entende-se por infectados assintomaticos o estado onde a pessoa esta
infectada, porém, ndo possui caracteristicas que permitem identificar a presenca do
virus no organismo. Em muitos casos, isso pode ser um fator que determina em que
termos o virus se propaga, pois o individuo pode transmitir mesmo n&o possuindo
sintomas, ainda que possa ocorrer do mesmo nao transmitir, se a sua carga viral

nao for suficiente para tal.

Ja para os individuos Infectados sintomaticos, os mesmos apresentam
caracteristicas da doenga, ou seja, € possivel identificar e fazer um distanciamento
para evitar a propagag¢ao do virus. Neste caso, € quase consenso entre os
infectologistas um principio de que os IA (infectados assintomaticos) tém menos
probabilidade de propagacao do virus que os IS (infectados sintomaticos). Com isso,
podemos destacar que determinada parte de uma populagao infectada, na maioria
das vezes teve a doenga, ou contato com o virus, porém nao apresentou sintomas
[11]. Por outro lado, os IA podem ter contribuido ou ndo para propagag¢ao, mas esse

dado se torna quase que irrelevante no estudo.

As equacoes diferencias acopladas que expressam esse modelo (SEIR),
muito embora ndo apresentamos aqui todos os detalhes referentes as mesmas [11],

sdo as seguintes:

cdS _ 5 FiSP BaSUa+ls) 3
X =P = itmP — 1wy T YL — 43 Eq. (10)

dE T ﬁlf&p ﬁ_lf:.[.lr,J,lfﬁ] . 0% =5 i Eq. (11
dt = 1+xP + L4ws (T4 +1g) VE — pE — wE, [

J ff_:‘l}i = (1 =8)wE — (k +0)a — yala, Eq. (12)
dls _ SwE — (u+ a)ls — ysls, Eq. (13)

o =vsls +yala — uR,  Eq.(1)

L f-g'; = Nadaq + nsls — pP.  Eq.(15)

Onde as variaveis constantes nas Eqgs. 10-15 sdo definidas conforme segue

no quadro da Fig. 24.
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Fig. 25: Quadro da representacéo dos significados das letras do diagrama de

transferéncia de classes do modelo matematico SEIR

Taxa de natalidade da populacdo humana

Taxa de mortalidade humana natural

Expectativa de vida humana

Taxa de mortalidade natural de patégenos no meio ambiente

Expectativa de vida de patégenos no ambiente

Proporgdo de interagdo com um ambiente infeccioso

Proporgdo de interacdo com um individuo infeccioso

Taxa de transmissdo de S para E devido ao contato com P

Taxa de transmissdo de S para E devido ao contato com la efou Is

Propor¢do de pessoas infecciosas sintomaticas

Taxa de progressdo de E para S devido ao sistema imunologico robusto

Taxa de progressdo de E paralaou Is

Taxa de mortalidade devido ao coronavirus

Taxa de recuperagdo da populagdo sintomatica

Taxa de recuperacdo da populagdo humana assintomatica

Taxa de propagacdo do virus para o ambiente por individuos infecciosos sintomaticos
Taxa de propagacgdo do virus para o ambiente por individuos infecciosos assintomaticos

Fonte: [11].

Observe que:

Eqg. (10) é a derivada da classe de suscetiveis em fungdo do tempo: dado
pela diferenga entre a taxa de natalidade, acrescido do numero de individuos
da classe E (exposto) com resposta imunologica que voltaram a ser
suscetiveis, pela soma das taxas de transmissdo da classe S para E em
contato com o virus, sobre a taxa de variagdo do ambiente infeccioso pelo
patégeno, acrescido da taxa de transmissao da classe S para E pelo contato
com IS ou IA sobre a taxa de variagao de individuos infeciosos, acrescido da
taxa de mortalidade natural da classe S.

Eq. (11) é a derivada da classe de Expostos em fungao do tempo: dado pela
diferenca entre, a soma da taxa de transmisséo da classe S para E devido ao
contato com o patdégeno sobre a propor¢do do ambiente infeccioso com a ta
de transmissao da classe S para E devido ao contato com IA ou IS sobre a
propor¢cao de interacdo com individuo infeccioso, pela soma das taxas de

progressao da classe E para S pela resposta do sistema imunoldgico, com
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taxa de progressédo da classe E para as classes IA ou IS, com a taxa de
mortalidade natural da classe E.

e Eq. (12) é a derivada dos numeros de infectados assintomaticos em fungao
do tempo: que é dada, pela diferenca entre o produto do numero da taxa de
progressdo da classe E para IA, com a taxa de proporcdo de pessoas
infeciosas, pela soma do produto dos individuos assintomaticos com a soma
das taxas de mortalidade natural, com a taxa de mortalidade por conta da
corona virus, acrescido da taxa de individuos assintomaticos recuperados.

e Eq. (13) é a derivada dos numeros de infectados sintomaticos em fungéo do
tempo: que € dado pela diferenca entre o produto entre a proporcédo de
individuos infecciosos sintomaticos com a taxa de progressao da classe E
para classe IS, pela soma entre natalidade natural acrescido da mortalidade
natural da classe IS com a taxa de recuperagao da populagao da classe IS.

e Eq. (14) é a derivada dos numeros de recuperados em fungéo do tempo: é
dado pela diferenga entre a soma das taxas de recuperagao da populagao
assintomatica com a sintomatica, pela taxa de mortalidade natural da classe
R.

e Eq. (15) é a derivada da progresséo do patégeno em fungdo do tempo: é
dado pela diferenga entre a soma da taxa de propagacgao do virus para o
ambiente por individuos assintomaticos com a taxa de propagacéo do virus
para o ambiente por individuos sintomaticos, pela taxa de mortalidade natural

do patégeno do virus.

E possivel compreender melhor o crescimento da taxa de patégenos no meio em

relagéo a taxa de individuos por meio dos graficos a seguir.

Fig. 11: grafico referente as populacbes de humanos a, e patégenos b referente

ao crescimento das populacoes.
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No grafico podemos analisar algumas informagdes: as classes dependem
diretamente uma da outra, tomando como base os modelos matematicos citados
anteriormente, onde a classe S em fase inicial do estudo é sempre igual ao numero
total da populagao estudada. Além disso, para que haja progressao da doenga deve

existir, necessariamente, contato com o patégeno.

Neste modelo, considerar a influéncia do patégeno tanto no ambiente quanto
no individuo, se faz importante para compreender as imigragdes de uma classe para
outra. Isto é, considera-se que ja ha um ponto de inicio de contato com o virus, que
nesse diagrama podemos pensar na covid-19, muito embora o estudo de que trata o
grafico da figura 11 tenham aplicado na prevencado da propagacéao, limitando-se,
assim, a definir um pico de contaminacdo demonstrativo de um colapso. Entretanto,
tal estudo ndo definiu completamente as caracteristicas de propagacéo, visto que

algumas caracteristicas da doenca nao foram totalmente descobertas [11].

Esse modelo teve um impacto relevante no estudo da contencdo da
propagacao do virus, conforme que pode ser visto em [11]. O estudo revelou que
durante o pico de contaminagdo com o distanciamento total “lockdown” as taxas de
obitos diminuiriam, uma vez que a propagacao do virus estava controlada entre os
individuos estudados. Assim, foi observado na [12], que o distanciamento e a

utilizagcdo de mascaras auxiliariam no controle da disseminag¢ao da doenca.
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Esse modelo, entretanto, ndo contempla a classe de individuos que nascem

imune a doenca, tépico que sera melhor discutido na proxima segao.

2.4 MODELO MSEIRS

O modelo MSEIRS consiste basicamente na unido dos modelos anteriores
citados, no entanto, considera-se uma nova classe M (a classe dos recém nascidos
em que as progenitoras lhes forneceram imunidade passiva, por ja terem sido
infectadas em algum momento anterior da sua vida). Sendo assim, supde-se que 0s
individuos que nascem nessa populagao possuem imunidade transmitida direto pela

sua progenitora durante a gestacgao.

Exemplificando alguns aspectos sobre o modelo, na [8], para o MSEIRS

temos o seguinte:

e M ¢é a classe dos recém nascidos em que as progenitoras lhes forneceram
imunidade passiva, por ja terem sido infectadas em algum momento anterior
da sua vida.

e S é a classe de todos os individuos susceptiveis de contrair a doenga ou se
tornam suscetiveis a novo contato.

e E é a classe dos individuos expostos, isto é, que ja estdo infectados, mas
ainda nao infecciosos, ou seja, ndo tém ainda a capacidade de transmitirem a
doenca; observemos que nao se deve confundir periodo de laténcia com
periodo de incubacéo, sendo este o intervalo de tempo que existe entre o
instante em que ocorreu a infeccdo e o aparecimento de sintomas, periodo
geralmente mais longo do que o periodo de laténcia.

e | ¢é a classe dos individuos infecciosos, ou seja, daqueles que transmitem a
doenca a individuos susceptiveis, através de varias formas de contacto;

e R - Classe de individuos recuperados, ou seja, que apos estarem infectados
adquirem imunidade a doenga, pode ser temporaria ou permanente [8],
podendo o MSEIRS ser aplicavel a ambas as situagdes. No caso do covid-19,
a experiéncia tem mostrado casos de reinfecg¢ao, indicando que pessoas que

ja tiveram a doenga ndo adquiriram imunidade permanente.
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A seguir, o diagrama de transferéncia do modelo MSEIRS pode ser visto.

Fig. (12). Diagrama de transferéncia do modelo MSEIRS. .
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Fonte: [8]

Esse diagrama abrange uma especificidade, que € a nova classe M (imune).
Sendo assim, podemos destacar as variagdes das mudancas de classes, que
podem agora ser identificadas. Esse modelo € uma jungdo dos modelos vistos
anteriormente, que surgem da necessidade de introduzir novas classes, abrangendo
novas caracteristicas (se o individuo adquire ou ndo ou imunidade, por exemplo) que
se fazem importantes, pois elas que definem as possiveis comparagbes com

caracteristicas de novas doencas, a exemplo das causadas por virus.

Assim, expressamos o modelo MSEIRS [7] pelo conjunto de equagbes

acopladas abaixo.

dT'J}‘;_I, = nN—-(p+7)M eq. (16)
.f.f! = A+TM+(1-9)3N-uS-C((5I)+4R eq. (17)
& _ ((S,I)-(u-oE eq. (18)
E'{ = eF — (ul +al) -9l eq. (19)
% = M-(u-0)R eq. (20)

Assim podemos definir as variaveis das Egs. 16-20 da seguinte forma:

e Eq. (16) é a derivada dos numeros de imunes (imunidade conferida através
da progenitora) em fungao do tempo: que é dada pela diferenga entre a taxa
de nascimentos na classe M pela taxa de mortalidade natural da classe M
acrescido da taxa de individuos que vao da classe M para classe S.

e Eq. (17) é a derivada do numero de suscetiveis em fungdo do tempo: que é
dada pela diferenca entre a soma das taxas migragcdo para classe S,

acrescido das taxas de imigracao da classe M para S, das taxas da classe R
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que passam para classe S, acrescido da taxa de natalidade dos individuos da
classe S, pela soma do numero de mortalidade natural da classe S, acrescido
da taxa de imigracao da classe S para classe E.

e Eq. (18) é a derivada do numero de expostos em fungdo do tempo: que é
dada pela diferenga entre o numero de individuos que imigraram da classe S
para classe E, pela taxa de mortalidade natural da classe E subtraido pelo
numero de individuos que imigram da classe E para I.

e Eq. (19) é a derivada dos numeros de individuos infectados em funcéo do
tempo: que é dada pela diferengca entre a taxa de individuos imigrantes da
classe E para |, pela soma da taxa de mortalidade natural dos individuos da
classe | acrescido da mortalidade dos individuos da classe | pela doenca,
acrescido da taxa de individuos que imigraram da classe | para R.

e Eq. (20) € a derivada do numero de individuos recuperados em funcéo do
tempo: que é dada pela diferencga entre a taxa de individuos que imigraram da
classe | para classe R, pela diferenga das taxas de mortalidade natural dos

individuos da classe R pela taxa de individuos que voltam para a classe S.

Essas equagdes sdo uma variacdo das classes anteriores, ja que as novas
classes sao acrescidas ao estudo. Assim, destaca-se a classe M (imunes), essa
classe pressupde que ha individuos que sédo conferidos imunidade passiva, ja que
nao tiveram contato com o virus diretamente. Portanto, ressalta-se que, esse modelo
nao confere imunidade permanente, isto &, os individuos da classe R tornam -se

suscetiveis a doenca apos um certo periodo de tempo.

As mudancgas de classes sao recorrentes em todos os modelos ja estudados,
logo, isso permite alocar/definir quais modelos se comportam com a realidade do
comportamento de cada doencga. As caracteristicas de cada modelo epidemiolégico
determinam diretamente ou parcialmente a implicacado que uma classe tem sobre a
outra, assim, podemos determinar variagdes que se aproximem da realidade que se
pretende estudar. Os detalhes sobre o sistema de equacgdes diferenciais acopladas

representativas desse modelo podem ser encontrados em [8].
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3 CONSIDERAGOES FINAIS E CONCLUSOES

O estudo de alguns modelos estatisticos utilizados na obtengdo de dados e
projecdes sobre doengas nos proporciona relacionar as equagdes e parametros
matematicos com as tomadas de decisao dentro das esferas municipais, estaduais e
nacional, em particular, para controle da propagag¢ao. Assim os dados fornecidos
pelas midias acerca das proje¢cdes para a propagacgao de doengas e prevengao das

mesmas, a exemplo do covid-19, podem ser compreendidas de maneira mais critica.

Os modelos matematicos abordados trazem consigo varias informagdes que
partem dos principios e caracteristicas de determinadas doengas, expressas via
formulagcdes matematicas apropriadas. Cada modelo matematico aborda hipoteses
que podem ser comparadas com a realidade, ou fugir delas, ocasido em que
determinado modelo pode se mostrar inapropriado. Um modelo aplicavel a
propagacdo de determinada doenga é, muitas das vezes, complementar aquele
associado a propagacao de uma outra, com a introdugdo de novos parametros

matematicos, em cada caso, representativos da realidade em estudo.

Esses modelos tem um comportamento bastante amplo, porém, poucos deles
se assemelham ou contemplam todas as caracteristicas da covid-19, ainda que, em
cada caso e dentro de determinados limites, permita-nos compreender determinado
aspecto da doenga. A covid-19 requer, entretanto, a insergao de novos parametros e
termos nas equacoes, ditados pelas novas descobertas sobre as caracteristicas da
doenca. Mas destacamos que cada modelo matematico abordado e suas
carateristicas se fazem importantes, pois tratam-se de pontos de partida para novos
estudos e comparagdes acerca do que ja foi estudado, tendo em vista que, a maioria
dos virus que surgem sao em grande parte uma mutagdo genética de virus ja
existentes [13], e o sucesso de determinados modelos ja compreendidos pode servir

de ponto inicial.

Alguns desses modelos obtiveram sucesso em estudos de diversas doencgas,
como: a) chagas aguda, onde o comportamento dessa doenca pode ser
compreendido pelo modelo matematico SIS, onde ao individuo ndo € conferida a

imunidade permanente, o que pode ser abordado de forma minuciosa na [8]; b)
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influenza A (H1N1), onde o seu comportamento pode ser observado no modelo
epidemioldgico SIR, em que é considerada a imunidade permanente do individuo, o
que pode ser observado detalhadamente na [8,10]; e, por fim, c) a Dengue , onde o

comportamento dessa doenca pode ser observado no modelo SEIR, que pode ser
compreendida em detalhes na [12].
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ANEXO A — ( Introducao a equagoes diferenciais)

E possivel compreender um pouco que a aplicacdo mais importante do célculo sejam as
equacdes diferenciais. Quando os fisicos ou cientistas sociais usam o calculo em geral, o fazem
para analisar uma equacao diferencial surgida no processo de modelagem de algum fenédmeno

gue eles estdo estudando.
Definicdes e terminologia

Definicao 1. As equacdes diferenciais sdo aquelas que contém as derivadas de uma ou mais

variaveis dependentes em relacdo a uma ou mais variaveis independentes.

Exemplo 1.

dr  dy
— +— ==

1. dt it Y onde: x e y sdo variaveis dependentes e t é variavel
independente.
cu  du
ax oy Y C A varis 0 varivei

2. U Y onde: u é a variavel dependente e x e y sdo variaveis
independentes

Definicdo 2. A ordem da derivada mais elevada que aparece na equacdao diferencial determina a

ordem da equacéo.

Definicao 3. O grau de uma equacéo diferencial que pode exprimir-se como um polinémio, na
funcao incognita e suas derivadas, € 0 maior expoente da derivada de mais alta ordem que

aparece na equacao.

Classificacao das Equacoes Diferenciais —

As equacdes diferenciais sao classificadas quanto ao tipo, ordem e linearidade.

¢ Quanto ao tipo as equacdes diferenciais sao classificadas em:
ordinarias e parciais.

e Equacdes diferenciais ordinarias (EDO) sédo aquelas que contém uma
ou mais derivadas de variaveis dependentes em relacdo a uma
variavel independente.

e As equacdes diferenciais parciais (EDP) séo aquelas que envolve as
derivadas parciais de uma ou mais variaveis dependentes em relacao

a uma ou mais variaveis independentes.



Exemplo 2.

45

¢ Quanto a ordem uma equacéo diferencial pode ser de 12, 22,
enésima ordem dependendo da derivada de maior ordem presente na
equacdo. Uma equacao ordinaria de ordem n pode ser escrita na

forma:

« Fltyy .y .y)=0

¢ Quanto a linearidade de uma equacéao diferencial ela pode ser linear
e nao linear. Ela é linear se as incégnitas e suas derivadas aparecem
de forma linear. Por exemplo uma equacéo diferencial ordinaria de

ordem n é uma equacéo que pode ser escrita como:

ra—l
"y dy
} E " bp—1 } dpn—1 Tty [ }nf:r + ”’ﬂ['r}y —{,I'[J"}

As equacdes diferenciais ordinarias que ndo podem ser escritas nessa forma séo

nao lineares.

d*y  dy
dr? e Y (EDO da 22 ordem, 1° grau linear)

o] a
(yr1)* =y +y~ = 0 (EDO da 32 ordem, 2° grau nio linear)

P _ 2 it

drz  of2 ot (EDP da 22 ordem, 1° grau linear)

9
eyt +xy’ + ¥ =0 (EDO da 22 ordem, 1° grau linear)

d'r r_i' m

— = kx|
ot 2 y (EDP da 42 ordem, 1° grau n&o linear)
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dy . 1 1
e . . 3
6. idr X (EDO da 12 ordem, néo linear). OBS: Em virtude do expoente Z,

a equacao diferencial ndo pode exprimir-se como um polinémio na 12 derivada e

por isso, ndo se pode falar em grau da equacéo diferencial.

7. seny! +y = U (EDO da 12 ordem, ndo linear).

Solucdo de uma equacao diferencial

Definicao 4. Toda funcéo [ definida no intervalo I, que, quando substituida na equacéo

diferencial reduz a equacgdo a uma identidade, é chamada solugao para a equagao no intervalo.

Queremos dizer que uma solucdo de uma equacao diferencial ordinaria de enésima ordem
Fit.y.y.y..y™) =0
€ uma funcao f que possui pelo menos n derivadas e satisfaz a equacao; isto &,

Flx, f(x), fr(z). ...f"x)) =0
para todo x no intervalo |

Exemplo 3. Verifique que a funcéo indicada é uma solucéo da equacéo diferencial dada num

intervalo (0,-)
ytt — 2yt +y = 0y = xe®

~ . . — pp® T e L
Solugio: a partir das derivadas ¥ = T€* + €% g Y/ = xre* + 2e

teremos: W — 2yt +y = (we® + 2e%) — 2(xe® 4+ e*) + xe® =0
Observe que a funcéo constante y=o0 também satisfaz a equacéo diferencial dada para todo x

real. Uma solucdo para uma equacao diferencial que é identicamente nula em um intervalo | é

em geral referida como solugao trivial.
Definicao 5.

Solucdo geral duma equacéo diferencial € toda funcao que verifica, identicamente, a equacéo
diferencial e vem expressa em termos de n constantes arbitrarias. Se a equacéo é de 12 ordem,
aparece uma constante, se de 22 ordem, duas constantes, etc. Geometricamente, a solucéo

geral ou integral geral representa uma familia de curvas (denominadas curvas integrais).

Definicdo 6.
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Solucao particular é toda solugdo da equacao diferencial que se obtém da solucéo geral,
atribuindo-se valores as constantes. Geometricamente, representa uma das curvas da familia de

curvas integrais, correspondentes a solugéo geral.
Exemplo 4. A solucdo geral da equacdo diferencial ¥/ + ¥/ = U g
y="Cp+ Che

, Visto que esta é uma funcao que depende de duas constantes arbitrarias e verifica

identicamente a equacéo diferencial, pois = —Ca2e™ Yyt = Che™ o Che™ — (Che ™ =0
Se fizermos €1 = 1 e €3 = —1 ¢ substituirmos na solucao geral, obtemos a solucéo
i =1—e"
particular ¥ )
2ry!
U= B
Exemplo 5. Dada a equacao diferencial 1+ [.E”}', a solucao geral é

i =4C(x — )

, pois esta é uma funcdo que verifica identicamente a equacao diferencial e vem expressa em

termos de uma constante arbitraria.

9
Uma soluc&o particular é a funcéo Y/~ = Az - 1},obtida da solucéo geral, fazendo C=1 e

geometricamente, corresponde a curva integral (pardbola) que passa no ponto (1,0).

A funcéo ¥ = I também verifica a equacgéo identicamente, ndo depende de constantes
arbitrarias, mas ndo pode ser obtida da soluc&o geral por particularizacéo da constante. E um
outro tipo de solucéo, designada por solugdo singular, e que representa geometricamente, a

envolvente da familia de curvas integrais correspondentes a solugdo geral.
As equac0es diferenciais de 12 ordem e 1° grau nunca tem solu¢des singulares.

Definicao 7. Uma solugcdo em que a variavel dependente é expressa em termos de variaveis e

constantes independentes diz-se que é uma solucdo explicita.

Definicao 8. Quando uma solucdo pode apenas ser escrita na forma Gz, y) =0 yrata-se de

uma solucédo implicita.

9 9
Exemplo 6. Para—2 < = < 2 arelacdo ¥ T Y — 1=0¢uma solucéo implicita para a
equacéo diferencial

dy -

T
dr vy

segue por derivacado implicita, que



d(x?) . d(y?) _did)

dr dr dr 0
dy
2 2y— =10
rTey ilr
ou
dy — x
dr vy

A relacéo =+ i — 4 =0 gefine duas fungdes diferenciais explicitas: ¥ = V4 — x?

el = —v4— 2% nointervalo (2; -2).

Problemas de valor inicial

Um problema de valor inicial (PVI) consiste em: Resolver Fit.y.y, 5"”---5&“-:} =0
Sujeito a ¥(To) = Yo, Y¥(To) = Y- Y x0) = Yoy

(m—1}y. —
onde Totd g Yo: Y1s - 4" (T0) = Yn-1) séo condigdes inicias.

Se séo conhecidas condi¢fes adicionais, podemos obter solugBes particulares para a
equacéo diferencial e se ndo séo conhecidas condi¢cfes adicionais poderemos obter a solucao

geral.

Exemplo 7. Mostre que if = Cie® + C2e7* ¢ yma familia de solucdes de
yh + yt — 2y = 0.
Ache uma solucdo particular que satisfaz as condicdes iniciais
y(0) = 1, yr{0) = 2.
Solucgao: Para achar as constantes C'1 e € calculamos ¥/ para obter
g = Cye® — 205e~2,

Ao substituir as condig@es iniciais obtemos o sistema de equacdes Cr+C=1

Cp—20, =2
1 C 1
N = - S = =
Ao se resolver esta equacao obtém-se : Je ° 3.Portanto a solucéo do PVI
il 1 .
y — —p* — _E_:—E.L'

é 3 3
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1.2.3. Existéncia e Unicidade de solucao de uma EDO

Trés perguntas séo importantes sobre solucdes para uma EDO.

= Dada uma equacdo diferencial, sera que ela tem solucao?

= Se tiver solucédo, sera que esta solucao € unica?

= Existe uma solucao que satisfaz a alguma condicdo especial? Para responder a
estas perguntas, existe o teorema de existéncia e Unicidade de solu¢éo que nos
garante resposta para algumas das questdes desde que a equacao tenha algumas
carateristicas. As condicdes suficientes para a existéncia de uma solucao Unica de

uma equacao diferencial de primeira ordem séo definidas pelo teorema de Picard:

Teorema 1 Considere o problema de valor inicial

ylrg) = Yo

se a funcéo f e a derivada parcial de f em funcdo de y sdo continuas numa
vizinhanca do ponto (0: Yo) existe uma solugéo tnica Y = 91T) em certa

vizinhanca do ponto (0, ¥o) que verifica a condicao inicial q(xo) = Yo,

O intervalo onde existe a solugdo Unica pode ser maior ou menor que o intervalo onde a
aF
funcéo f e a sua derivada parcial @ sdo continuas (o teorema ndo permite determinar o tamanho

do intervalo).

OBS: As condicdes do teorema de Picard sao condi¢des suficiente, mas néo necessarias para a

af

existéncia de solucdo Unica. Quando f ou sua derivada parcial #¥ ndo sejam continuas, o
teorema ndo nos permite concluir nada: Provavelmente existe solugéo Unica a pesar das duas

condicdes ndo se verificarem.

Exemplo 8. O teorema 1 garante que existe um intervalo contendo = = 0 no qual ¥/ = 3t 6 a

Unica solucéo para o problema de valor inicial:

w =y, yl0) = 3.



50

isso segue-se do fato de que fle.y) =y e df /0y =150 continuas em todo plano xy. Pode

ser mostrado ainda que esse intervalo seja [ —2¢. 20,



51
ANEXO B - (Decreto Presidencial sobre o estado de calamidade saude publica )

Oficio n°® 98/2020/SG/PR Em aten¢do ao disposto no art. 65 da Lei Complementar n° 101, de
4 de maio de 2000, denominada de Lei de Responsabilidade Fiscal, solicito a Vossas
Exceléncias o reconhecimento de estado de calamidade publica com efeitos até de 31 de
dezembro de 2020, em decorréncia da pandemia da COVID-19 declarada pela Organizagao
Mundial da Satde, com as consequentes dispensas do atingimento dos resultados fiscais
previstos no art. 2° da Lei n°® 13.898, de 11 de novembro de 2019, e da limitagdo de empenho
de que trata o art. 9° da Lei de Responsabilidade Fiscal.

< https://www.camara.leg.br/proposicoesWeb/prop_mostrarintegra?codteor=1867428>

acessado em 15 de fevereiro de 2022.


https://www.camara.leg.br/proposicoesWeb/prop_mostrarintegra?codteor=1867428
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