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“As equagdes sdo mais importantes para min,
Porque a politica é para o presente, mas uma Equacéo é
algo para eternidade.” (Albert Einstein)



RESUMO

O presente estudo tem por tema as equacdes funcionais, onde iremos apresentar a
solugéo de alguns problemas, maneiras de resolver esses problemas e relagbes com
outros assuntos. No qual o objetivo do estudo é analisar as equagdes funcionais de
uma e duas varidveis fazendo uma relacdo com conceitos visto na educacdo basica.
Para construcdo desse trabalho foi feita a reunido de alguns matérias em artigos e
livros que auxiliaram na elaboragéo desse projeto, dessa forma sendo uma pesquisade
cunho bibliogréafico. Para uma melhor compressdao do assunto é muito importante
saber alguns conceitos preliminares, por isso foi apresentado algumas propriedades e
relagdes de equacdes e funcbes. A apresentacdo do assunto é feita analisando al- guns
aspectos do contexto histdrico, onde foi apresentado os principais matematicosdessa
area e seus respectivos trabalhos que deram inicio aos estudos das equacgdes
funcionais. Com o intuito de ter uma melhor compressdo do assunto apresentamos
alguns exemplos com suas solugdes, relagdes com contetdo do ensino médio e rela-
¢bes com outros assuntos tais como equagdes diofantina e fungbes multiplicativas.
Por fim podemos perceber que esse contetdo pode ser aplicado no ensino basico.

Palavras-chaves: Equacdes funcionais; Assuntos; Equacdes; Funcoes.

ABSTRACT

The present study has os its theme the functional equations, where we will present the
solution of some problems, ways to solve these problems and relations with other sub-
jects. In which the objective of the study is to analyze the functional equations of one
and two variables making a relationship with concepts seen in basic education. For the
construction of this work, some materials were gathered in articles and books that hel-
ped in the elaboration of this project, thus being a bibliographical research. For a better
understanding of the subject it is very important to know some preliminary concepts,
for this reason some properties and relations of equations and functions were presen-
ted. The subject is presented by analyzing some aspects of the historical context,
where the main mathematicians in this area and their respective works that started the
study of functional equations were presented. In order to have a better understanding
of the subject, we present some examples with their solutions, relationships with high
school content and relationships with other subjects such as Diophantine equations
and multiplicative functions. Finally, we can see that this content can be applied in
basic education.

Keywords: Functional equations; Matters; Equations; Functions.
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1 INTRODUCAO

A equacdo é um assunto muito estudado durante o ensino basico e podemos
aprofundar ainda mais no seu estudo durante o curso de licenciatura em matematica.
Com a possibilidade de estudar algumas equac6es onde a solu¢do ndo serdo nlmeros,
dentro dessa ideia podemos analisar durante esse trabalho as equagdes funcionais.

Ao longo do curso de licenciatura em matematica ndo tivemos nenhuma
disci- plina que estudassemos a respeito de equacBes funcionais, visto que esse
assunto é mais estudado nas olimpiadas de matematica, tais como OBM (Olimpiada
Brasileira de matematica) e IMO (Olimpiada Internacional de matematica). O
primeiro contato com o tema foi no evento realizado pelo IMPA (Instituto de
matematica Pura e Aplicada)em janeiro de 2022 chamado Prolimpico (Programa de
Aperfeicoamento de Professo-res Olimpicos).

Logo apds tomar conhecimento a respeito do assunto observar-se o quanto o
assunto é atrativo, pois de maneira informal podemos dizer que o problema de uma
equacdo funcional na maioria das vezes serd encontrar uma funcéo que seja solucdode
uma equacao, nos demais casos iremos calcular um valor especifico para essa funcao.
Outro ponto muito importante desse trabalho, que estabelece a nossa proble-matica, é
como relacionar as equacgdes funcionais com assuntos do ensino médio e
fundamental.

O contetdo de equacgdes funcionais segundo Small (2007), mesmo ndo sendo
muito conhecido acredita-se que j& havia alguns estudos de forma indireta do assunto
desde o século XIV com Nicole Oresme que concedeu a defini¢cdo de funcéo linear
através de uma equacéo funcional.

O objetivo desse trabalho é analisar as equacfes funcionais de uma e duas
variaveis, com o intuito de descrever como iremos encontrar as suas solugdes, sua
relacdo com conceitos basicos e sua relagdo com outros assuntos, com relagdo as
equacOes funcionais com duas variaveis € importante citar alguns matematicos que
tiveram grande contribuicdes para seus estudos, tais como Cauchy, Jesen e d” Alem-
bert.

No capitulo 2, apresentamos a metodologia desse trabalho, falando sobre a
importancia da revisdo bibliografica, ainda exibimos alguns materiais que
auxiliaram na construcdo desse trabalho.

Para uma compreensdo dos conceitos relacionados a equacdes funcionais, é
necessario ter um conhecimento prévio de alguns assuntos, onde no capitulo 3
conceitos preliminares iremos aborda-los, pois 0s conceitos de equagbes e funcbes
serdo o alicerce para o entendimento do assunto de equacdo funcionais.

No capitulo 4 falamos sobre os principais autores matematicos que tiveram
contribuicdes no estudo das equagbes funcionais, 0s primeiros estudiosos desse as-
sunto encontraram algumas relacGes entre temas que eles estavam estudando e
equac0es funcionais de forma implicita. Com o auxilio desses conceitos conseguire-
mos resolver equagdes funcionais de uma e duas variaveis e fazer uma relacdo com
outros assuntos visto no capitulo 5, tendo em vista que para resolver essas equacdes
devemos seguir alguns passos que sdo apresentados nesse capitulo.

Podemos perceber que esse assunto nem é tdo complexo, pois conseguimos
fazer uma relacdo com conceitos basicos, que estudamos no ensino médio pois po-
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demos observar esse fato no capitulo 6, por Gltimo como consideraces finais capitulo
7, percebemos que por mais que esse assunto seja de certa forma desconhecido, é
possivel apresentar para os alunos.

Procurar-se com esse trabalho mostrar a relacdo entre dois conceitos muito
utilizados na matemaética que sdo as funcdes e equagdes, além de proporcionar paraos
demais discentes um novo conhecimento que dificilmente eles terdo contanto como
assunto durante o curso de licenciatura em matematica.

2METODOLOGIA

O presente trabalho tem como base tedrica e metodolégica uma pesquisa de
revisdo bibliogréafica, onde o objetivo é apresentar um assunto que venha trazer um
novo conhecimento relacionado a equacGes funcionais. Sobre pesquisas de revisao
bibliogréafica temos a seguinte afirmacéo:

A pesquisa bibliografica é desenvolvida com base em material j& elaborado,
constituido principalmente de livros e artigos cientificos. Embora em quase todas
os estudos seja exigido algum tipo de trabalho dessa natureza, ha pes- quisas
desenvolvidas exclusivamente a partir de fontes bibliograficas. Boa parte dos
estudos exploratorios pode ser definida como pesquisas bibliogra- ficas. (GIL,
2002, p. 44).

Para construcgdo desse trabalho foi feita a leitura de alguns artigos e livros, em
portugués e inglés, visto que ha uma caréncia na quantidade de artigos escritos em
portugués com relagdo a esse tema, as principais plataformas para pesquisa desses
documentos foram o Google académico, Profmat e revista Eureka.

Esse trabalho tem como fundamentacdo uma pesquisa qualitativa, onde seu
objetivo é apresentar um conteudo desconhecido no periodo da graduacéo e as rela-
cOes entre equacdes e funcBes dentro desse assunto, além de apresentar uma inter-
disciplinaridade do conteudo de equacGes funcionais com outros assuntos estudadosna
licenciatura.

Revista Eureka ¢ uma revista da OBM, ja foram publicadas 42 edi¢fes onde
suas publicacBes comecaram desde maio de 1998, essa revista faz a publicacdo de
assuntos matematicos relacionados a problemas olimpicos de competicGes nacionaise
internacionais. Para desenvolvimento dessa pesquisa foram utilizadas as seguintes
revistas apresentadas na tabela 1:

Tabela 1 - Revista Eureka

Titulo da revista NUumero da revista Ano de publicagdo
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Aplicacao dos numeros complexos 6 1999
a geometria

Equacdes diofantinas 7 2000

Funcdes multiplicativas e fungéo 8 2000
de MoObius

Equacbes de funcionais 9 2000

Os numeros irracionais 10 2001

Solucbes de problemas 36 2012

Equac®es funcionais para os mais 37 2013

jovens
Solugbes de problemas 38 2013

Fonte 1 - Produzido pelo autor com base nos dados da (Revista Eureka, 2022)

As principais revistas que iremos utilizar nesse trabalho ser as revistas: 7, 8,
9 e 37 as demais revistas que iremos utilizar serd para auxiliar na compreensao desse
assunto, visto que as revistas anteriores e posteriores trazem uma breve reflexdo so-
bre o assunto.

3 CONCEITOS PRELIMINARES

Para adentramos na resolucdo e identificacdo das equacdes funcionais preci-
samos ter como base alguns conceitos indispensaveis, relacionados a equacoes e
funcBes. Onde as equagdes polinomiais tem o seguinte formato, p(x) = ao + aix
+

azx? + -+ + anx®

3.1 Equacdo polinomial

De maneira bem informal podemos dizer que uma equacao é uma expressao
com uma ou mais variaveis que sera igual a algum valor numérico. Segundo o que
estd escrito no livro dos fundamentos da matematica elementar (2013) temos o se-
guinte:

Definicdo 3.1 Dadas duas fun¢des polinomiais f(x) e g(x), chama-se equacao

polinomial ou equacéo algébrica a sentenca aberta f(x) = g(x).

3.1.1  Raiz de uma equacgéo polinomial



Uma raiz de equacdo polinomial serd um nimero que iremos substituir na ex-
pressdo dada e esse numero sera igual ao valor do outro membro. Segundo as defi-
ni¢Bes de raiz do livro fundamentos da matematica elementar (2013) temos.

Definicdo 3.2 Dada uma equacao polinomial f(x) = g(x), chama-se raiz
da equa- ¢cao todo niumero que, substituido no lugar de x, torna a sentenca
verdadeira. Assim, o namero r € raiz de f(x) = g(x) se, e somente se, f(r) =
g(r) é sentenca verdadeira.

3.1.2  Solugédo de uma equacdo polinomial

Em uma equacdo polinomial quando encontramos todas as suas raizes com
base na definicdo 3.2 definimos esses nimeros como sendo o conjunto solugdo ou
conjunto verdade da equacdo polinomial. Para encontramos o conjunto solucédo da
equacdo devemos ter em mente as diferentes maneiras e métodos utilizados para
resolver uma equacéo, pois algumas equacdes ndo tem uma maneira trivial de resol-
Ver.

Dessa maneira podemos ter como base 0s conceitos de equacgdes polinomiais
como ferramenta que ira proporcionar algumas compreensdes basicas para o assuntode
equacOes funcionais, onde iremos buscar maneiras de compreender esses temas
béasicos de equacao polinomial como raiz e conjunto solucdo na equacao funcional.

3.2 Funcoes

Uma funcdo esta bem definida quando existe a relacdo de correspondéncia
entre 0s conjuntos A e 0 conjunto B.

f éaplicaciode AemB & (Vx €A,Ay€B: (x,y) €f)

As primeiras representacdes da notacdo de uma funcdo foram feitas por Leo-
nard Euler (1707 - 1783), onde ele escreveu essa notagdo como sendo y = f(x), ele
comegou a utilizar essa notacdo por volta de 1734.

3.2.1  Operagdes basicas com funcéo

Com as operagdes béasicas iremos definir algumas relacGes entre duas funcées
denominadas f e g assim teremos as seguintes igualdades.

1) (f+9)@) =fx) +gx)
2) (f—9)x) =f(x)—gx)
3) (f-g9)x) =f(x) gx)

H Hw="2 gw=o
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g gx)

As fungdes com operagOes de soma, subtragdo, produto e quociente estdo bem
definidas para qualquer valor de f(x) e g(x), somente no caso 4) que g(x) deve ser
diferente de zero.

Existe uma definicdo muito importante para as funcdes, as relagdes entre do-
minio de uma ou mais fungdes, segundo o livro fundamentos da matematica elementar
“chamamos de dominio o conjunto D dos elementos x € A para 0s quais existe y € B
tal que (x, y) € f. Como, pela defini¢cdo de funcdo, todo elemento de A tem essa pro-
priedade, temos nas fungdes: dominio = conjunto de partida. Isto ¢ D = A” (IEZZ1 E
MARUKAMI, 2013, p. 88).

Apos a definicdo de dominio podemos apresentar a definicdo de imagem de
uma funcdo, segundo o livro fundamentos da matematica elementar “chamamos de
imagem o conjunto Im dos elementos y € B para 0s quais existe x € A tal que (x, y)
€ f; portanto: imagem é subconjunto do contradominio. Isto é Im c B.” (IEZZI E
MARU-KAMI, 2013, p. 88).

3.2.2  Injetora, Sobrejetora e Bijetora.

As defini¢des de injetividade, sobrejetividade e bijetidade esta relacionada
com os conceitos de dominio e imagem, analisando esses conceitos como
fundamentacdo para as definicdes seguinte, temos a seguinte relacdo entre as
definigdes e conceitos.

Definicdo 3.3 Dizemos que a funcdo f: X — Y sao injetora se
elementos distintos do dominio X tiverem imagens Y distintas, ou seja, dois
elementos x1 # x2 ndo po-dem ter a mesma imagem f(x1) # f(x2), quando
essas condi¢des acontece temos uma funcgao injetora.

Definicdo 3.4 Dizemos que uma funcdo f: X — Y é sobrejetora se, e
somente se, 0 seu contradominio é igual aimagem, isto €, se Im =Y.

Definicdo 3.5 Uma funcdo € bijetora quando ela é sobrejetora e
injetora ao mesmo tempo.

3.2.3  Funcdo inversa

Definicdo 3.6 Diz-se que uma funcédo f: X — Y é invertivel se a cada
elemento y do contradominio Y estiver associado um unico elemento x do
dominio X, tal que y = f(x), onde utilizamos a seguinte notacdo f~1(f(x)) =
xe f(f~Y(y)) = y. Paratodo x e y.
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A notacdo de funcdo inversa também apresenta um outro conceito de fungdes
chamado composi¢cdo de funcgdes, além disso existe uma restricdo sobre a funcao
inversa, dado uma f(x) iremos encontrar a f~1(x) somente quando a fungéo for bije-
tora ou seja, obedecendo a definicdo 3.5 apresentada acima. Analisando a definicéo
f~1(f(x)) = x podemos perceber que existe uma equacdo funcional nessa notacéo,
pois podemos analisar essa representacdo como uma equacao e o objetivo final desse
problema é encontrar uma fungdo que resolva essa notacdo, assim com base nesse
conceito temos uma equacao funcional.

3.24  Paridade de funcéo

Quanto a paridade das fun¢des podemos observar que existe duas defini¢des
de paridade as fungdes par e fungdes impar onde temos 0s seguintes enunciados para
suas definices.

Definicdo 3.7 Dizemos que uma funcéo f: X - Y é uma funcéo par, se
para todos os pontos x do seu dominio, for satisfeita a seguinte igualdade.

flx) = f(=x) (1)

Definicdo 3.8 Dizemos que uma funcao f: X —» Y é uma funcédo impar
se, em todos os pontos do seu dominio a igualdade abaixo for satisfeita.

flx) ==f(=x) (2)

3.25  Paridade de funcéo

Quanto a paridade das funcGes podemos observar que existe duas definicbes
de paridade as fungdes par e fungdes impar onde temos 0s seguintes enunciados para
suas definicoes.

Definigcdo 3.7 Dizemos que uma funcéo f: X - Y € uma funcao par, se
para todos os pontos x do seu dominio, for satisfeita a seguinte igualdade.

flx) = f(=x) (1)

Definicdo 3.8 Dizemos que uma fungéo f: X — Y € uma funcdo impar
se, em todos os pontos do seu dominio a igualdade abaixo for satisfeita.

fl) =—f(=x) (2)

11



11
As defini¢des de funcdo par e funcdo impar também pode ser vista como sendo
uma equacédo funcional, pois podemos olhar para essas expressdes como sendo uma
equacdo funcional. Nos proximos capitulos iremos analisar como resolver essas
equac0es funcio-nais de paridade de fungdes, assim como a fungdo inversa.

3.3 Limite de funcdes

Por fim podemos ressaltar a importancia do contetdo de limites, onde nesse
contetdo utilizamos as fun¢Ges como seu objeto de estudo, com relacdo a esse as-
sunto temos a seguinte definicdo segundo Guidorizzi (2013).

Definicdo 3.9 Sejam f(x) uma fungdo e p um ponto de seu dominio

definida em intervalo aberto contendo p, exceto o préprio p. dizemos que o
limite de f(x) quando x tende a p é L e escrevemos.

lim f(x) =L

X—p
Quando,
Ve>0,30>0;x€Df0< |x—p|<d=>|f(x) - Ll <e.

3.3.1 Propriedade dos limites

Proposicéo 3.1 Se lim f(x) e lim g(x) existem, e c € um numero real qualquer
xX—p xX—p

temos:
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1. lim[ f(x) £ g(x) ] = lim f(x) £ lim g(x)
X-p xX-p xX-p

2. limc: f(x) =c- lim f(x)
xX—-p xX—-p

3. lim[ f(x) - g(x)] = lim f(x) - lim g(x)
xX=>p X—p x—p
I f lim f(x) | 0

o lim— =22=2—— com lim g(x) #

xX—p g(x) )lcl—>n;)g(x) x_>pg( )

5 lim[f(x)]* = [lim f(x) ] para qualquer inteiro n.
xX—p xX—p

6. lim "f(x) = \/{-hﬂfexa-, se lim f(x) > 0 e ninteiro se, lim f(x) < 0 n é inteiro
x—p x-p x=p x=-p

positivo impar.
7. lim sen[ f(x) ] = sen[ lim f(x) ]

X—p X—p

Com o auxilio dessas propriedades conseguimos calcular qualquer limite. Paraobservar a
aplicacdo das propriedades veja a solucéo do exemplo 1.

Exemplo 1. Determine o valor de lim[x? + x].

x—1

Para resolver esse problema vamos aplicar a 1. Propriedade assim teremos aseguinte
expressao.
lim x2 4 lim x
x—1 x—1
Como as fungdes sdo continuas em seus dominios, podemos substituir o valorque x
esta se aproximando, assim teremos:

limx2+limx=124+1=2

x—1 x—1

Esse processo para resolver um limite sera um pouco mais trabalhoso quando as
fungdes ndo forem continuas, ou seja, quando tivermos uma indeterminacdo, nesse caso
devemos fazer a utilizacdo de alguns artificios matematicos para encontrar o valor do limite.
Quando encontramos uma funcdo que seja solucdo de uma equacdo funcional toda essa
definicdo de limite sera valida para essa fungdo. Os demais con- ceitos matematicos também
podem ser aplicados a uma funcao que seja solucdo de alguma equacéo funcional.

4 CONTEXTO HISTORICO



tipo.

Ainda que ndo estudamos as equacOes funcionais durante a graduacédo ou ti-
vemos contato com as equacdes dentro de outros assuntos, podemos perceber atra-vés
do seu estudo que ndo é uma matematica nova, de acordo com Freire (2021) ja havia
alguns estudos desde meados do século XIV e além disso grandes matematicos
concederam suas contribuicbes no estudo das equagOes funcionais, onde tais mate-
maticos foram homenageados com seus nomes na identificacdo de algumas equa-
cOes. Nesse capitulo iremos falar sobre esses matematicos e identificar as suas equa-
¢oes funcionais.

4.1 Nicole Oresme

De acordo com Small (2007) em 1352 foi publicado o trabalho Tractatus de
configurationibus qualitatum et motuum. Pelo matematico Nicole Oresme, acredita-se
que ele tenha nascido por volta de 1323 e faleceu por volta de 1382. Nesse trabalho
Nicole Oresme forneceu uma definicdo de funcbes lineares, de forma indireta essa
definigdo utilizava equagdes funcionais. Além de matematico Nicole Oresme tinha ou-
tras formacdes tais como: fisico, filosofo, astronauta, tedlogo, bidlogo e ainda tinha
mais algumas formacdes. O trabalho Tractatus de configurationibus qualitatum et mo-
tuum que ele publicou tinha como objetivo a anélise de movimento uniforme, ou seja,
estava relacionado com os conhecimentos de fisica, nesse caso, com base nas defi-
nicdes fisicas que ele estava propondo no seu tratado foi apresentado a seguinte re-
lacdo:

y—x fO)-f()
z—y f@-fW)

Vxv,z €R 3)
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Apresentado as primeiras definicbes de equacdes funcionais, temos que a equacao (3)
definida por Nicole Oresme tem 3 variaveis com z # y e a sua solugdo é uma funcéo afim do

f(x)=ax+b Vx€eER (4)



4.2 Augustin Louis Cauchy

O matematico francés Augustin Louis Cauchy teve sua vida dedicada basica-
mente 0s conhecimentos matematicos, nasceu em 1789 em paris e faleceu em 1857
apos seus sessenta e sete anos de vida com muitas contribuicdes para a matematica, na
sua infancia teve bastante dificuldades pois nos seus 10 primeiros anos de vida a
Franca estava passando por um momento conturbado conhecido como revolugéo
Francesa. As principais contribuicbes de Cauchy na matematica foram no campo da
analise matematica, teoria de grupos infinitos, calculo diferencial e integral entre ou-
tras colaboragbes. Ao matematico Augustin Louis Cauchy foi atribuida a seguinte
equacéo funcional.

fx+y)=fx)+ fQy) Vx,y €R (5)

Conhecida como equacdo funcional de Cauchy, ainda podendo ser chamada
de equacéo aditiva de Cauchy. A respeito das equacOes aditivas alguns matematicos
tentaram encontrar uma solucdo da equacéo (5), mas ndo obtiveram éxito, somente
em 1821 o matematico Augustin Louis Cauchy publicou em seu livro Cauchy’s
Cours d’analyse a solugdo da equacdo (5), a respeito dessa equagdo nos proximos
capitulos iremos observar a sua solugdo, e algumas informacBes importantes que
conseguimos obter fazendo algumas substituicdes, visto que ainda ndo discutimos
como resolver uma equacéao funcional.

4.3 Gregory de Saint-Vincent

O trabalho de Cauchy foi muito importante para o desenvolvimento da teoria
deequacGes funcionais, visto que ele ja procurava solucéo de tais problemas. Segundo
Small (2007) foi no século XVI que nasceu 0 matematico Gregory de Saint-Vincent
que publicou o trabalho Opus Geometricum quadraturae circuli et sectionum coni.
Nesse trabalho ele buscava estudar a quadratura geométrica do circulo em seccbes do
cone, Gregory de Saint-Vincent ainda foi muito importante para o desenvolvimentodo
conceito de logaritmos sendo um dos a estudar sobre o tema. O resultado da ana-lise
desse trabalho era calcular area de algumas figuras, ao fazer o calculo da area onde a
regido era uma hipérbole assim como Nicole Oresme ele fez o uso implicito deuma
equacdo funcional.

fx-y)=fx)+fQy) Vx,y €ER (6)

Até o momento as solucdes das equacbes funcionais que foram apresentadas
sdo funcdes afim, no caso da equacdo funcional (6) a sua solucdo sera outro grupo de
funcbes os logaritmos.

4.4 Jensen, D’ Alembert e Ramanujan
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Conforme expor Buchaim (2021) Jensen é um matematico que ndo é muito
conhecido, mas ele também estudou sobre equacfes funcionais e ainda existe uma
equacdo com seu nome conhecida como equacdo funcional de Jensen:

x+y
F ALY [0 40) vxy R -

O matematico Jean le Round d’Alembert desenvolveu mais trabalhos ao
longo da historia, sendo bastante conhecido dentre os matematicos com vérias
contribui- ¢cBes para a matematica, além de matematico ele tinha varias formacgdes em
outras areas. Com seu nome temos a equacdo conhecida como equacao funcional de
d’Alembert onde ela tem a seguinte forma:

fx+y)+fx—y)=2f()f(y) Vxy €R )

No século passado o matematico indiano Ramanujan tem muitas contribuic6es
para 0 desenvolvimento da matematica sendo um dos seus matematicos mais bri-
Ihante do século passado, sobre os seus objetos de estudos a equacdo funcional ndoera
o0 tema principal de seus estudos, mas em 1911 Ramanujan propds um problemasobre
o calculo de radicais multiplos:

VigoV1i43Vi4aVl o4 (n-1Wn+1.. 9)

Esse problema proposto por Ramanujan de maneira alguma se parece com
uma equacdo funcional, e tdo pouco a sua solucdo envolve equacdo funcional, no
entanto existe uma equacdo funcional subentendida na solucdo desse problema. Em
1966 esse problema estava presente na olimpiada da Putnam, a questdo pedia para
provar que o lim a, = 3, onde a, é a expressao (9).

Temos an < an+1 OU Seja sendo uma sequéncia crescente, para essa demons- tracao

devemos colocar




fx) = lim‘/l +x\/1+(x+1)\/1+(x+2) wt@+n—DVli+n+x..

Assim podemos concluir que f(x) = x + 1 além disso podemos deduzir
que f(x) existe sendo no maximo x + 1 dessa expressdo temos ainda que
f(x) =xf(x + 1)+ 1 e essa ultima expressdo € a equacdo funcional subentendia
do pro-blema de Ramanujan.

5EQUA§(~)ES FUNCIONAIS DE UMA E DUAS VARIAVEIS E SUA
RELACAOCOM OUTROS ASSUNTOS.

Pensando em problemas de olimpiadas matematicas podemos dizer que o as-
sunto de equacgdes funcionais € um dos mais recorrentes, pois, sempre é proposto um
problema referente a esse assunto. Analisando as palavras desse assunto de forma
separada podemos perceber que equacdes e fungbes tém conceitos bastantes distin-tos
um do outro, enquanto que a equacgédo funcional faz a unido desses conceitos, onde
teremos uma expressdo inicial na qual a sua solugéo vai ser uma fungéo.

As equagdes funcionais tem como componentes um numero finito de fungdes
e um numero finito de variaveis. Quanto as fungdes que sdo solugdes podem ser uma
especifica ou uma familia de solugdes.

Para resolver um problema de equacdo funcional sera necessario a utilizacéo
de alguma substituicdo, ou seja, em quase todos casos iremos utilizar o método da
substituicdo. Pois nenhuma teoria que envolva algum método de solugdo foi desen-
volvida, assim é necessario fazer algumas substituiches espertas para encontrar a
funcdo ou algum valor especifico, dessa forma segue algumas sugestdes apresenta-
das por Chaves (2022), onde temos as seguintes orientacoes:

e Substituir algumas das variaveis por -1, 0 ou 1

¢ Caso a equacdo tenha mais de uma variavel fazer uma substituicdo de modo a
transformar em uma equacéo de Unica variavel, fazendo x=zey=- z.

e Qutra maneira de fazer uma substituicdo sera y = - X para conseguir algum
cancelamento.

e Podemos colocar uma expressdo em funcdo de novas variaveis, caso tenha-
mos a seguinte situacdo 2f(f(x)) seria bastante interessante fazer n = f(x), dessa
forma teriamos a seguinte expressao 2f(n).

Por ultimo outra substituicdo esperta € utilizar alguma funcéo auxiliar fazendo
uma g(x) igual a alguma expresséo
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Com base nas sugestdes acima podemos conseguir resolver as equacées
funcionais, onde as principais sugestbes sdo a primeira e terceira, pois alguns
exemplosde equagdes funcionais pedem somente um valor especifico da fungéo.

Além desse conhecimento é importante ressalta que devemos ter uma base
boa com a resolucdo de sistema lineares pois ao fazermos uma substituicdo iremos
encontrar uma equacdo e quando fizermos outra substituicdo iremos encontrar outra
equacdo, dessa forma para encontramos a funcdo devemos saber resolver os siste-

mas de equacoes.

As questbes de equacOes funcionais aparecem com mais frequéncia em olim-
piadas matematicas, onde em cada pais ha presenca de uma olimpiada de matema-
tica. Dessa forma temos as principais olimpiadas nos seguintes paises:

Tabela 2- Olimpiadas matematicas

Olimpiada

Organizacao

Olimpiada brasileira de matematica
Competicao Elon Lages Lima de mate-
matica

Olimpiada Internacional de matemaética

Olimpiada Ibero-Americana de matema-
tica

Olimpiada de matemaética do cone sul

International Mathematical Competition
for University Students

Romanian master of mathematics

Asian Pacific Olympiad

Concurso universitario em matematica

de Galois-Noether

Olimpiada Iraniana de geometria

Brasil
Brasil

Cerca de 100 paises
Paises da américa latina, Portugal e
Espanha

América do sul

Estados unidos

Roménia

Paises asiaticos e América

Brasil

Ird

Fonte 2- Produzido pelo autor com base nos dados da (OBM, 2022)

Com o auxilio desse conhecimento prévio, e necessario ja conseguimos resol-
ver algumas questbes relacionadas a esse tema, para tal fato iremos resolver um
exemplo de equacdo funcional com uma e duas variaveis. Logo ap0s veremos a rela-

cao desse contetido com outros dois conceitos.



5.1 Exemplo de equacéo funcional com duas variaveis

Exemplo 2. (OBM 2003) Determine todas as fungdes f: R* — R* tais que,
paratodos x,y € R*.

X

FOFG) = Foy) = ~+2
y x

Solucéo:

Analisando esse problema podemos perceber que ndo faremos uma das vari-
aveis igual a zero, pois 0 zero ndo pertence ao dominio e também ndo pertence ao
contradominio. Como essa equacdo tem multiplicacbes e divisbes € interessante
substituir essas varidveis pelo nimero 1. Assim teremos a seguinte situacao.

Facax =1ey=1.

1 1
f(l)'f(l)_f(l'l)=1+I =
fA?-f)=1+1 =
f)?2-f1) =2 =

fA2-f1)-2=0

Analisando essa expressdo final podemos perceber que € uma equagéo do se-
gundo grau, para melhorar essa visualizagéo faga z = f(1), assim teremos:

7z2—7z—-2=0

Calculando as raizes da equacdo do segundo grau, onde iremos utilizar a se-
guinte formula de Bhaskara:

_—btVbhr— &

z oy (10)

Emquea=1,b=-1,c=-2

L —CEDENEDT-F T (=0

=
21
1+VT+38
Z = =
2
1+£3
zZ=——
2
Assim teremos a primeira raiz que sera zi =% =2a segunda raiz sera dada

2
1-3

por z; = _— = —1 dessa forma temos duas possibilidades para valores de (1), assim
2
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iremos verificar dois casos.

1°caso: f(1) =2
Facay =1
1 1) =
By /S P = >

X

1
fx) =x+—
X

2° caso: f(1) = —
Facay =1

x 1
f)-f)—flx-1)=—_+_ -
1 x

SUF) — fO) = x 4= -
X
—2f(x)=x+1 =
X
1

1
- fey=— G+ )
2 X

Para cada uma das possibilidades encontramos funcdes diferentes como solu-
¢do, mas devemos lembrar que essas solugdes na verdade sdo candidatos a solugdoda
equacéo funcional, por isso devemos verificar se as duas sao solugdes ou somenteuma.

1°. verificac&o do primeiro candidato a solugao:

fOfQ) —flxy) =



y x
7 = _
1 1 1 x y
(x+) G+)—(y+—)="+Z =
x y Xy 'y x
x 1 x
xy+—+z+—_xy_i=_+z =
y x xy Xy 'y X
x x
_+_y=_ X
y x ¥y X

X

Fazendo distributiva e alguns cancelamentos conseguimos perceber que a
igualdade é verdadeira assim para f(1) = 2 afuncdo f(x) = x + Y6 solucdo da equa-

cao funcional.

2°. verificacdo do segundo candidato a solucao:

x oy
fOfY)—flxy)y=—+t—- =
y X

1 1 1 1 1 1 Xy
——(x+-) 220+ ) " Dy+—)=-+=- =
2 x 2 y 2 Xy 'y x
1 x y 1 1 1 Xy
—(xy+—+"+ )+ _-(xy+ —)=—-+"= =
4 y x xy 2 xy y x
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1 X 1 X
TS U A | N
4 4y 4x 4xy 2 2xy y «x
2
1)(_+X)+_(xy+_)=_ Y =
4 vy x 3 Xy y x
1 1
Temosque f(x) =~ (x+ ;) ndo é solucio pois a igualdade ndo é valida. As-
sim a Unica solucdo da equacdo funcional fCOfly) — flxy) = §+% sera a funcdo

f(x)=x+ 1quando f(1) =2.
X
5.2 Exemplo de equacéo funcional com uma variavel

Exemplo 3. (Ibero) Ache todas as f tais que  (f(x))? - f( ~) = 64x para todo

x distintode -1, 0e 1.

Solucéo:

Para alguns valores basicos a equacao funcional ndo esta bem definida, con-tudo

iremos fazer a seguinte substituicdo:

1_
Facax = __
1+x

Ou seja, onde tem x iremos substituir por 1—x, _analisando separadamente
1+x

1—x
f (E) temos:

1= 1+%—1+x 2x

fF——H=f( ) f(_)—f(x)
1—x 1+x+1—
I+9 5% 1+ x

As operacdes realizadas acima envolveram o uso de fracdes, assim calculamoso MMC e
depois fizemos a divisao de fracdes para obter o resultado final. Com base na equacdo do

exemplo iremos fazer a seguinte mudan(;a.

(F(x))? -f( ) = 64x =
1—x B 64x I
TG = 0wy

Com base na substituicdo que realizamos e nessa operacdo da equacao funci-onal

escrevendo-a de outra maneira segue que:

1—-x ° 1_); 1-—x
G F—12 =6 ) 2

+1+x
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1-x_° 1—x
0d (m)) - flx) =64 - (1—+x) 11
Substituindo I em II temos o seguinte
64x 2 1—x
. =64 -
(m) f(x) (1+x) =
642 .- x2 1—x
Gooyr f® =64 ) =
64 - x? 1—x
GO ET >
3. (1 _* 2
() () =64x =
64 - x2
(FO)? =4—% =
1+x
3 1+x

f) = avx - —

Como encontramos uma Unica fungdo que seja candidata a solucao, temos as-

sim que a funcéo f(x) acima é solugéo da equagdo funcional (f(x))? f (1;’3 — 64x-

1+x

5.3  Valor numérico de uma equacéo funcional.

Alguns problemas de equacgdes funcionais estdo querendo encontrar um valor
especifico para aquela equacdo, nem é preciso encontrar a funcéo que seja solucéo.
Exemplo 4. (OBM/2002 — 12 Fase): Seja f uma funcdo real de variavel real

que satisfaz a condicdo: f(x) + 2f (M) = 3x parax > 0. O valor de f(2) é igual a

b

quanto?
Solucéo:

Neste problema iremos fazer algumas substituicdes, de tal modo a encontrar ovalor de
f(2) assim:
Facax = 2

2002
f(2)+2f(T)=3‘2 =

£(2) +2£(1001) = 6 I

A principio nenhuma informacéo sobre o valor de f(2) foi encontrada e ainda
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temos que surgiu f(1001) na Gltima equacdo. Analisando a equacdo da questdo po- demos
perceber que conseguimos outra substituicdo de modo a encontrar f(2) dessaforma:
Facax = 1001

2002
f(1001) +2f (7557

£(1001) + 2f(2) = 3003 Il

Com duas equacges e duas incognitas conseguimos resolver esse problema por sistema
de equac0es, fazendo I — 211

)=3-1001 =

f(2) +2f(1001) =6
{Zf(1001) +4f(2) = 6006
f(2) +2f(1001) — 2f(1001) —4f(2) =6 — 6006 =
—3f(2) = —6000 =
£(2) = 2000
Logo o valor de f(2) é igual a 2000.

5.4  Relacdo da equacéo funcional com equacéo diofantina.

Existe uma relacdo entre esses dois modelos de equacdes a funcional e dio- fantina,
pensando no problema de uma equacdo diofantina, temos que sua solucdo sera dada por dois
nameros inteiros, isso para a solucdo particular. Enquanto que a solucdo geral sera
representada por uma infinidade de nimeros pertencentes ao con-junto dos inteiros.

Quanto as defini¢bes de equacdes diofantinas temos que:

Definicdo 5.1 Sejam a, b, ¢ € Z. Aequacao ax + by = ¢ admite solu¢do no con-
junto dos inteiros <<= mdc(a,b) | c.
Definicdo 5.2 Seja (xo,y0) uma solucdo de ax + by = ¢, com mdc(a,b) = 1.

Entdo as solucdes x, y em Z sao:

{

X =xo+h teZ

y =Yo—a
O contetddo de equacdo diofantina ja& mais conhecido, onde o mesmo é traba- Ihado
dentro de algumas disciplinas da graduacdo. Além disso algumas questdes desse assunto ja

podem ser cobradas no ensino fundamental. Dado uma equacdo diofantina ax + by = ¢ temos
que essa equacdo é linear, e
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tera solucdo quando a definicdo 5.1 e definicdo 5.2 forem satisfeitas, analisando a solucdo
para x de uma equacgdo diofantina temos que é necessario ter um xo como solucao particular,
agora a solucdo geral podemos escrever como sendo uma funcdo definida dos inteiros nos
inteiros, onde teremos a seguinte lei de formacéo:

x(t) = xo0 + bt (11)

Assim iremos olhar para o conjunto imagem dessa lei de formacdo para encon-trar 0s
nimeros que serdo solucdo da equacdo diofantina. Dessa forma temos uma funcdo que é
solugdo de uma equacdo, estabelecendo uma relacdo com equacbes funcionais, toda essa
observacao feita para x € valida para y, logo teremos o seguinte
Y(t) = yo — at.

55 Relacdo das equacOes multiplicativas e funcdo de Mobius com equacdes fun-cionais.

Uma das equacgdes funcionais mais conhecidas sdo as chamadas equacdes funcionais
multiplicativas, que séo atribuidas ao matematico Augustin Louis Cauchy, onde essas sdo
definidas pela seguinte relacéo:

fG-y) =1 f) (12)

A sua solucdo sdo funcbes do tipo f(x) = x* V x € R*. Dessa forma conse- guimos

fazer uma relacdo entre as equacdes funcionais multiplicativas e funcdo de Mdbius, a funcéo
de Mdbius tem a seguinte definigdes:

Definicdo 5.3 Para n inteiro positivo, definimos:

1,sen=1
un) ={ 0, se p2|n para algum p primo
(=1, sen=p1-p2: .. pronde pr sdo primos distintos

Exemplo 5. Calcule o valor de u(48), u(8) e u(6) para verificar se a fungdo de
Mabius é multiplicativa, nesses valores.

Solucéo:

Para resolver esse problema devemos escrever cada um desses numeros em fatores
primos, para depois analisar em qual sentenca iremos encontrar o valor da fungéo, visto que a
funcdo de Mobius esta definida através de sentencas.

((48)=2-2.2-2-3=22.22.3=0

Como um dos nameros primos esta elevado ao quadrado, temos o resultado de u(48)
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w8 =2-2-2=22.2=0
Novamente um dos fatores esté elevado ao quadrado, sendo assim u(8) = 0
u6)=2-3=1

Para u(6) conseguimos escrever o nUmero 6 como a multiplicacdo de dois nd-meros
primos, dessa forma iremos utilizar a ultima sentenca da funcdo de Mdobius assim teremos
(-Dz=1.

Verificando se para esses valores a funcdo é multiplicativa temos que fazer a seguinte
analise.

u(48) = u(8) - u6) =
0=0-1 =
0=0

Logo para os valores do exemplo temos que a fungéo é multiplica, mas isso severificar
para toda a funcdo de Mobius, ou seja ela sempre sera multiplicativa. Outra funcdo muito
importante é a funcdo tau r(n) essa fungdo faz o calculo da quantidadede nimeros positivos
que sdo divisores n e essa propriedade é muito utilizada no en-sino fundamental, quando
queremos saber quantos divisores tem um numeros, a fun-¢do r(n) também é multiplicativa.

Definicdo 6.4 A funcéo tau é definida por:
r(n) =#{d e N:d|n}

Exemplo 6. Calcule r(12), r(4) e r(3) e verifique se a funcdo é multiplicativa para
esses valores:

Solucdo: iremos encontrar os divisores de cada um desse nimeros e depois verificar a
quantidade de divisores:
D+(12) = {1,2,3,4,6,12}

Logor(12) =6

D*(4) = {1,2,4}
Logor(4) =3

D*+(3) = {1,3}
Logor(3) =2
Verificando se essa funcdo € multiplicativa temos que:

r4-3)=r(4)-r3) =
6=2-3 =
6=6



Logo para esses valores a fungdo € multiplicativa, mas isso ndo se verificar
para todos 0s casos.

6 EQUACOES FUNCIONAIS NO ENSINO MEDIO.

Embora o contetdo de equacGes funcionais esteja ausente do ensino bésico, e
tdo pouco é estudado no ensino superior, ainda assim podemos perceber algumas
equacdes funcionais em defini¢cGes basicas a respeito de funcbes. Neste capitulo te-
mos a oportunidade de expor essas equacoes, e verificar como que iremos encontrara
sua solugéo, para que dessa forma possamos analisar a veracidade dessas afirma-coes.

6.1 Funcéo impar e equacgdes funcionais.

No capitulo 3 desse trabalho apresentamos algumas definicGes a respeito de
paridade de funcéo, nesse capitulo iremos olhar para essas definicbes como sendo
uma equacéo funcional. Na definicdo 3.8 temos o conceito que estabelece a proprie-
dade de funcdo impar, no contexto do ensino medio podemos enxergar essa definicao
somente como uma propriedade, no entanto podemos observar como uma equagao
funcional

f(x) = —f(—x)
6.1.1  Solucdo de uma equacdo funcional impar.

Vamos fazer uso das defini¢Ges basicas de como resolver uma equacao funci-
onal apresentadas no capitulo 5, para isso vamos substituir o valor de x = 0 na equa-
¢ao (8) assim teremos:

f) =-f(=x) =
f(0) =-f(=0) =
fO)+f0)=0 =
2f(0) =0 =
f(0)=0

Assim conseguimos uma informagdo muito importante de que f(0) = 0 logo
ire mos verificar essa propriedade para os polindmios, para resolver esse problema
de- vemos analisar essa equacdo com muito cuidado, pois a maneira de resolver esse
problema ndo é trivial.
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Faca f(x) = x* com r € N assim teremos:

x" = =((=x)") =

xT+(—x)r=0 =

x+(1)r-xr=0 =
x(1+ (1)) =0

Temos que x™ # 0 pois essa expressao nunca sera zero, assim para que essaigualdade
seja verdadeira.
1+(-1)r=0 =
(-1 = -1

Por fim, essa Ultima expresséo serd solugdo somente quando r for um natural

impar, assim as funcdes da forma f(x) = x" que serdo solucdo sera os polindmios de
grau impar.

6.2 Funcéo par e equacOes funcionais.

Funcéo par também esta relacionado ao conceito de paridade, que foi apresen-
tado no capitulo 3, onde na definicdo 3.7 observamos o conceito relacionado a essa
propriedade. Dessa forma temos a seguinte equacao:

flx) = f(=x) (1)

6.2.1  Solucdo da equacéao funcional par.

Para as funcdes par, iremos analisar a sua veracidade para os polinémios, em
que faremos a mesma substituicdo feita na solucdo da equacdo funcional impar. No-
vamente essa propriedade é vista no ensino médio somente como uma defini¢do, mas
analisando como uma equacéo funcional temos:

Faca f(x) = x* com r € N assim teremos:

X" = (—x)"
xT—(—x)"=0
xT—(—1)"-xr=0
x(1-(=D)=0

[T |

Novamente x™ # 0 pois essa expressdo nunca sera zero, assim para que essa



igualdade seja verdadeira.

1-(-1)r=0 =
1=(-1)

Dessa maneira, a Ultima equacdo serd verdadeira somente quando r for um
namero par, dessa maneira as fungdes da forma f(x) = x" que sera solucdo desse
problema sdo os polinbmios de grau par.

6.3 Funcdo inversa e equagdes funcionais.

Agora iremos trabalhar um caso particular de equacédo funcional no ensino mé-
dio, onde esse problema é mais conhecido como fungéo inversa, podemos perceber
essa relagdo entre as funcGes inversas e equagdes funcionais na definicdo 3.6 apre-
sentada no capitulo 3. Os problemas de funcéo inversa que os materiais propdem para
solucdo, envolve alguns passos apresentados no capitulo 5 a respeito da solu¢cdode uma
equacéo funcional.

FU1@) = x ou fI(F@) = x

Fazendo uma leitura do que essa propriedade diz, temos que a composicéo da
funcdo com sua inversa € igual a fungéo identidade. Para compreensédo dessa relacao
vejamos a solucdo de um exemplo.

6.3.1  Solucdo de uma funcdo inversa.

~ . -3 .
Exemplo 7. Encontre a funcéo inversa de f(x) ="~ analisando como uma
x+1

equacdo funcional.

Solucéo:

A primeira atitude nossa para resolver o problema sera substituir na definicao
3.6 assim teremos.

faE=3)=x =
x+1
-3 . . ~
Faga y = x_agora Iremos organizar essa expressao para encontrar o valor de
x+1




yx+1)=x-3 =

xy—x=-y—3 =

xy—-1)=-y—-3 =
—y—3
y—1

X =
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Fazendo as substituicfes temos que:

y-1

7y =

A funcéo que encontramos esté na variavel y mas pode ser facilmente transfor-
mada para variavel x fazendo x = y. Os problemas de funcdo inversa seguem as de-
finicbes bésicas de equacbes funcionais pois podemos observar a equacdo (9) da
definicdo de fungéo inversa como sendo uma equacdo, onde a solucdo desse pro-
blema serd uma funcdo. Logo podemos dizer que a definicdo de funcdo inversa é uma
equacéo funcional.

7 CONSIDERACOES FINAIS

Portanto, com base no desenvolvimento desse trabalho acerca das equagdes
funcionais, podemos perceber 0 quanto esse assunto € importante, pois a resolucao
dos problemas que envolve equacGes funcionais € um pouco complexa. Mesmo sendo
desafiador a resolucéo desses problemas percebe-se 0 quéo interessante eles sdo, pois
nos obriga a pensar um pouco mais e desenvolver estratégias afim de encontrar a
solucgéo, dessa forma aprimorando o desenvolvimento cognitivo do aluno.

Dentro da graduacéo pouco se percebe o estudo desse contetdo, as vezes que
observamos algumas equacgdes funcionais principalmente a aditiva, estava relacio-
nada a outros conceitos matematicos, visto que esse assunto estd presente em
olimpiadas matematicas. Contudo conseguimos mostrar através desse trabalho a
interdisciplinaridade desse contetdo com assuntos como equacdes e funcdes que estao
pre-sente na educacao basica, pois a introducdo desse assunto no ensino fundamental
emeédio além de trazer novos conhecimentos e desafios, pode proporcionar ha alguns
alunos a insercdo na matematica olimpica, trazendo novas oportunidades para 0s es-
tudantes.

Quanto aos objetivos, conseguimos mostrar as principais ferramentas para en-
contrar a solucdo das equacdes funcionais, sua relagdo com outros conceitos tais
como equacédo diofantina onde, podemos analisar sua solu¢cdo como funcdes, e fun-
¢Oes multiplicativas que tem uma relagdo com equacdes funcionais multiplicativas.

A respeito desse trabalho podemos verificar algumas contribuic@es na relacao
desses conteudos, visto que fizemos a analise do conceito de paridade das fungdes par
e impar, logo apds analisamos essa definicdo de tal maneira que fosse possivel
observar uma equacdo funcional, dessa forma apresentado uma solucdo para essa
equacdo funcional.

Sobre esse tema podemos perceber uma caréncia das pesquisas relacionadasas
equacbes funcionais em portugués. Como esse trabalho apresentou o assunto,
maneiras de resolver, exemplos e relacdo com outros conteudos, ainda assim pode-
mos ter algumas indagac6es sobre as aplicacdes das equacbes funcionais, e isso pode
ser problematica para pesquisas posteriores.

Dessa forma, conseguimos fazer a apresentacdo desse conteudo, que de certa
forma é desconhecido até na graduacdo. Contudo, fizemos algumas apresentacées e
relagdes desse assunto com conceitos basicos.
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