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RESUMO

Este estudo tem como objetivo, analisar de que forma & aplicacao de integrais duplas, auxilia no célculo
do volume de um sélido geométrico qualquer. Entretanto, este trabalho buscou apresentar um contexto
historico sobre integrais e tratou de conhecer os conceitos das integrais duplas, demonstrando
problemas envolvendo o calculo do volume de uma sélido geométrico, e por fim verificou aplicagGes de
integrais duplas no calculo do volume. Para tanto, foi realizado uma pesquisa bibliografica, através do
estudo aprofundado em livros baseados no assunto de integrais duplas. A partir do levantamento de
material, foi feito um referencial teérico mostrando algumas aplicacdes do célculo do volume através
do conceito de integrais duplas e uma breve analise sobre cada uma delas. Enfim, o estudo realizado
sobre o céalculo do volume através das aplicaces de integrais duplas, foi observado e analisado nesta

pesquisa.

Palavras chave: Integrais duplas; Volume; Aplicagbes de integrais.
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1 INTRODUCAO

Na matematica existem alguns procedimentos para calcular o volume de um
sélido geométrico qualquer, dentre eles sera destacado no presente trabalho o
conceito de integracdo dupla, visto no assunto de integrais. Com estudo deste
conteudo, este trabalho tem o intuito de verificar questdes envolvendo o volume de

sélidos geométricos, mostrando como sao feitas as solu¢des desses problemas.

Como bem nos assegura Leithold (1994), pode-se dizer que as integrais duplas
tem como uma de suas func¢des calcular o volume de uma figura qualquer, sendo essa
uma regido considerada no espaco R2. Neste contexto, fica claro que o uso das
integrais através deste método, possibilita o calculo do volume de um sdlido
geométrico. Ndo é exagero afirmar que este procedimento é muito eficaz para este
calculo, pois ndo é possivel ser calculado através de uma férmula pronta, tendo em
conta que esse processo pode resolver o problema do volume de um sélido com uma

curva bem acentuada.

Desta forma, este estudo verificou por meio de livros, informacgdes sobre de que
forma a aplicacdo de integrais duplas auxilia calcular o volume de um solido
geométrico qualquer. Sendo a sua principal referéncia o estudo sobre os conceitos de
integracao dupla para o céalculo do volume. Esse trabalho tem como objetivo principal,
verificar problemas relacionados ao céalculo do volume, feito a partir dos conceitos de

integracao dupla.

Na matematica basica em geometria, € ensinado resolver problemas
relacionados com volume, através de férmulas que sdo demonstradas e comprovadas
algebricamente. Com intuito de resolver questdes semelhantes, foi utilizado os

conceitos de integracao dupla neste estudo.

Portanto, verificou-se dados e informac¢des com o propdsito de responder ao
seguinte problema de pesquisa: de que forma a aplicacéo de integrais duplas auxilia

para o calculo do volume de um solido geométrico qualquer?

Conforme Avila (2006), as integrais duplas sdo uma versdo aprofundada do
conteudo de integrais simples. Trata-se inegavelmente de um procedimento feito em
um plano bidimensional, ou seja, depende de uma fungcdo composta por duas

variaveis.



O estudo tem seus objetivos muito bem estabelecidos, desde inicio busca
apresentar um contexto histérico de integrais e consequentemente procura-se
conhecer os conceitos de integracao dupla e o seu desenvolvimento na resolucao de
problemas envolvendo volume. Portanto, o estudo tem como objetivo geral analisar
de que forma a aplicacdo de integrais duplas, auxilia calcular o volume de um sélido
geométrico qualquer, como uma forma de solucdo para o célculo do volume, com a
finalidade de verificar a utilidade de encontrar volumes, a partir dos conceitos de

integracéo dupla.

Diante de um cenario da matematica dentro da geometria, onde seria muito
dificultoso calcular certos solidos geométricos, o estudo apresentado busca suprir
esses percalgos. Visto isso, essa pesquisa se justifica na analise da aplicacdo dos
conceitos de integracdo dupla, como uma alternativa de contribuicdo para o publico

académico, para encontrar o volume de um solido geométrico qualquer.

Para a realizacdo desse trabalho foi feita uma pesquisa bibliogréfica baseada
em livros, que foram resumidos nas partes do assunto estudado. Esse tipo de estudo
busca através de livros, um desenvolvimento de um contetdo mais dificil, de forma
gue o mesmo fique mais claro para leitor. A pesquisa que estuda os conceitos de

integracdo dupla tem o carater de classificacdo exploratéria descritiva.

O estudo foi desenvolvido com livros antigos e mais recentes, fazendo uma
juncéo do conteldo, e principalmente da sua origem e da sua aplicabilidade. De certa

forma, houve uma busca por um material que suprisse as necessidades da pesquisa.

O trabalho de conclusédo de curso esta estruturado em trés capitulos, sendo
que o primeiro tem a funcéo de falar sobre o contexto histérico de integrais, como
surgiram e por quem foram criadas, etc. No segundo buscou-se conhecer o assunto
de integrais duplas, mostrando as formas de resolugéo, conceitos de aplicabilidade e
teoremas que validam a formula de integracdo dupla. Por fim, o terceiro e ultimo
capitulo, foi feito um referencial te6rico com base em livros, mostrando aplica¢des de
integrais duplas, para o calculo do volume de uma regido limitada ou solido

geomeétrico, em que foram destacados alguns problemas dessa magnitude.



2 UMA VISAO HISTORICA SOBRE INTEGRAIS

A origem do célculo diferencial vem dos problemas de quadraturas realizados
por matematicos da antiguidade. Nao restam davidas de que durante décadas houve
varios estudos para a solucao do célculo de areas e volumes, o que resultou, hoje, em
um conceito de calculo ja bem estabelecido que conseguem resolver esses
problemas. Cabe apontar que, com o passar do tempo os métodos foram sendo

aperfeicoados e a realidade hoje mostra um quadro bem diferente.

Na década 1680 Leibniz realizou seus primeiros trabalhos com o calculo
diferencial. Em um dos seus estudos publicados sobre integrais ele mostrou que as
guadraturas sdo uma espécie de casos especiais do método inverso das tangentes,
enfatizando a relagdo inversa entre o célculo diferencial e integral no teorema
fundamental do calculo (BOYER,1974).

No século XVII ocorreram varios estudos que ocasionaram avangos do
conhecimento na area da matematica. Mas, o principal deles foi a invencao do célculo,
feita por Newton e Leibniz, um dos acontecimentos mais relevantes da historia para o
desenvolvimento da matematica. A partir dessa descoberta essa disciplina eleva seu

patamar a um estagio superior (EVES, 2011).

Segundo o autor Eves (2011, p. 443) "Leibniz deduziu muitas das regras de
diferenciacdo que os alunos aprendem logo no inicio de um curso de célculo.
A férmula da derivada enésima do produto de duas funcées € conhecida em geral por
regra de Leibniz". Portando, podemos destacar o grande feito de Leibniz, observando
gue ele estava muito a frente da sua época, ao demonstrar conteidos importantes

gue sao estudados até hoje.

A escrita simbdlica de uma integral nos dias atuais deve-se muito aos trabalhos
de Leibniz, pois ele diferentemente de Newton, publicou as nota¢cées do calculo
integral que sao utilizadas até hoje, enquanto seu rival pela descoberta do calculo
diferencial, ndo utilizou sequer nenhuma notagéo, em que ele apenas usou o plano

cartesiano para fazer suas demonstracdes (GAYO, 2012).

De acordo com Eves (2011), o célculo integral surgiu primeiro do que o calculo
diferencial, contrariando a disposicao feita desses assuntos atualmente em livros, em

qgue primeiramente é visto o conteldo de derivadas e posteriormente o de



integrais. Este mesmo calculo surge com intuito de resolver problemas a partir de um

procedimento somatério, no calculo de areas, volumes e comprimentos.

E importante destacar na historia do calculo, que o processo integragdo foi
propulsor nessa disciplina, para que houvesse um estudo mais aprofundado, e que
resultaria em novos temas muito relevantes para ela, como o assunto de derivadas e

entre outros.

Dessa forma podemos destacar, que nos dias atuais o calculo de integrais tem
contribuido em diversas &reas do trabalho, sendo a principal delas a engenharia, que
tem sua estrutura baseada no calculo. No entanto vale ressaltar também, a sua
importancia em pesquisas realizadas na matematica e no curso de formacéo de

professores dessa disciplina

3 CONHECENDO CONCEITOS DE INTEGRAIS DUPLAS

As integrais duplas decorrem do conceito de integral definida, e esse método
serve para calcular volumes, areas sobre uma superficie, massas, centroides de

regides mais gerais, entre outros problemas (STEWART, 2013).

3.1 INTEGRAIS DUPLAS SOBRE RETANGULOS

De acordo Craizer e Tavares (2002, p. 59) “A integral dupla é a soma de
infinitésimos, cada parcela sendo a multiplicacdo do valor da funcdo de um ponto da
regido de integracdo pela area de uma regido infinitesimal em torno desse ponto”.
Portanto, a demonstracdo desse procedimento € realizada de uma forma bem

detalhada como veremos a seguir.

Para compreendermos a interpretacdo geométrica das integrais duplas,

relembremos o conceito de integral definida, em que:

fbf(x) dx = rlli_r)goif(xi*) Ax



A partir dessa ideia, podemos calcular a area de uma figura, desde que f(x) >
0. Através dessa equacao que contém a soma de retangulos em varios subintervalos,

podemos destacar a seguinte representacéo (STEWART, 2013).
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Fonte: Stewart (2013)

Ao analisar o conceito de integral definida, podemos deduzir de forma
semelhante a interpretacdo geométrica de integrais duplas, mas agora calculando o
volume de um sélido (STEWART, 2013).

Considerando uma funcdo f de duas variaveis, positiva, temos que para
calcular o volume de um soélido S acima de um retangulo R, € necessario dividi-lo em

varios intervalos, em que:

Rij =[x, %) X [yi—n, v = {0 y) / %210 <% < %, yj1 Sy < yj}

Mostrando esses intervalos sendo dividido em subintervalos graficamente

temos:

i
I
|
|
|

0 a

b
=
-

Fonte: Stewart (2013)



Escolhendo pontos arbitrarios, podemos calcular a aproximacao do volume do

sélido S da seguinte maneira:

m n
V = sz(xij*’yij*) AA

i=1 j=1

Graficamente temos:

Fonte: Stewart (2013)
Logo, por definicdo: A integral dupla de f sobre um retdngulo R, existindo um limite €,

n

ﬂ flxy) dA = m,l,ilrgooiZf(xij*'yij*) AA

j=1

De acordo com Avila (2006), uma funcéo f quando for positiva e negativa em alguns
pontos, considerando a definicdo de integral dupla, teremos que a mesma sera
dividida em duas partes, em que havera um valor do volume calculado da parte
positiva e outro da negativa. Portanto, para calcular o volume V de um sdlido por

integral dupla, com f(x) = 0, temos:

V=£ff(x.y) dA

Nas integrais duplas, sao validas as seguintes propriedades:



1 [[iren +gwraa= [[ rayaa+ || gty da
R R R

2. ﬂ cf(x,y)dA= c ff f(x,y) dA, onde c é uma constante.
R R

Se f(x,y) = g(x,y) paratodo (x,y) em R, entdo

3. .fff(x,y)dA zf glx,y) dA
R

R

3.2 INTEGRAIS ITERADAS

As integrais duplas apesar de serem consideradas um conceito de um nivel de
dificuldade maior, na realidade a sua resolucédo néo é das mais complicadas, pois para
calcula-las, basta resolver o célculo de duas integrais simples consecutivas,
estabelecendo assim o método de integral iterada (CRAIZER e TAVARES, 2002).

O método de integral iterada, consiste em integrar uma funcao f(x,y),
primeiramente em relacdo a uma das variaveis e depois pela outra, considerando uma

constante a variavel que ndo estéa sendo integrada no momento (STEWART, 2013).

Dessa forma podemos escrever uma integral iterada da funcéo f(x,y), da

jabjcdf(x,y) dy dx = JabUcdf(x,y) dy] dx

seguinte maneira:

3.2.1 Teorema de Fubini

O teorema de Fubini, tem a finalidade de garantir a validade do processo de
uma funcdo f(x,y), em que o método das integrais iteradas vai obter os mesmos
resultados independentemente, de que seja feito primeiro a integracdo em relacéo a
X ouy (STEWART, 2013)



3.3 INTEGRAIS DUPLAS SOBRE REGIOES GERAIS

Até aqui vimos que para regides retangulares é possivel calcular o volume, mas
também é factivel encontrar volumes de solidos em regides ndo retangulares, ou seja,
em regides gerais do plano (CRAIZER e TAVARES, 2002).

As integrais duplas, além de integrar uma funcéo f sobre retdngulos, podem
também de uma maneira generalizada, integrar uma regido determinada em D, desde
que D seja limitada, podemos obter uma regido retangular R, em que é gerado uma
nova funcao F, com dominio em R (STEWART, 2013).

F(x,y) = {f(x: ) se (x,y) estaem D
V)= 0 se (x,y) estd em R mas ndo em D

¥ yi

0 T 0 T

Fonte: Stewart (2013) Fonte: Stewart (2013)

Portanto, se F for integravel em R, temos que integral dupla de f em D é dada por:

ﬂ flx,y)dA = ﬂ F(x,y) dA, ondeF é dada pela equacio anterior.
R

D

Com f(x,y) = 0 temos que o valor dessa integral dupla é o volume do sélido

abaixo da curva do gréfico de f. Portanto se [[, F(x,y)dA existir, entdo a

JI, f(x,y) dA também existe. Para essa situacéo existem dois tipos de integrais



duplas, as do tipo | e tipo Il (STEWART, 2013). As integrais do tipo |, € a regido entre

o grafico de duas funcdes continuas em X, em que:

D={(xy) /a<x<bh g1(x) <y =<g,(x)}

em que g1 e g2 sdo continuas em [a, b]. Exemplos:

L .1' A
Y=1ila[X) ¥ — g2l
b

| D [ I

| I I

| | =g} I

| y=gq,lx] I | I

I I . l I .
0l 4 B x 0 4 h X
Fonte: Stewart (2013) Fonte: Stewart (2013)

Para calcularmos as integrais duplas do tipo I, é utilizado a seguinte formula. Sendo f

uma regido continua em D do tipo I, temos:

D= {(X,y) / aSXSb' gl(x) SySgZ(x)}

Logo,

[[renaa= [ b | " ey dy dx

g1(x)

As integrais do tipo Il, sdo consideradas também por regifes planas e podem

expressas da seguinte forma.

D={(xy) /c<y<d h(y)<x=<hy()}

Séao exemplos de integrais do tipo Il os seguintes graficos:



di————— ) S

x=h(y) ) 5 [ x=hy) x=h(y) D | x=hyy)

A )

-

Fonte: Stewart (2013) Fonte: Stewart (2013)

Sabendo que hi e h2 sdo continuas, o método de calcular as integrais do tipo Il é

semelhante a do tipo I. Portanto,

[[ravaa= | ' | Y b y) dx dy
| .

h1(»)

Outras propriedades das integrais duplas:

[Jren +gwmraa= [[ rapdaa+ || geuyaa
D D D

[[ercevyan=c|[ rey as
D D

Uf(x,y) dA 2] g(x,y) dA

D D

D D

[ rey as =ff fxy) da +ff f(x,y) dA



4 METODOLOGIA

7z

Conforme Marconi e Lakatos (2003, p. 155) "A pesquisa, portanto, € um
procedimento formal, com método de pensamento reflexivo, que requer um tratamento
cientifico e se constitui no caminho para conhecer a realidade”. De forma que fica
evidente o contetdo abordado e a maneira de como esse material venha ser util para

o leitor.

Ao verificar os tipos de pesquisa podemos destacar, a pesquisa qualitativa onde
é feita uma analise que vai além dos nimeros e busca compreender variaveis dentro
de um contexto mais complexo, do que é estudado (GERHARDT e SILVEIRA apud
GOLDENBERG, 2009). E a pesquisa quantitativa que analisa seus resultados mais
rigorosamente, em que a base matematica € esséncia do estudo, com célculos
objetivos. (GERHARDT e SILVEIRA apud FONSECA, 2009).

Conforme citado acima, temos dois tipos de pesquisa, nesse estudo foi utilizado
0 método qualitativo, baseado em leituras de livros, ou seja, € uma pesquisa
bibliografica, onde é realizado uma revisao de literatura. A partir do problema a ser
resolvido nesse estudo, foi utilizado o raciocinio hipotético-dedutivo para a solugéo

dessa questao.

A pesquisa é feita de forma aplicada, em que busca resolver um problema
através do estudo de livros e etc. Esse tipo de atividade "[...] objetiva gerar
conhecimentos para aplicacao pratica, dirigidos a solucédo de problemas especificos."
(PRODANOQV, 2013, p. 51).

O foco central da pesquisa bibliogréafica, € a caracteristica exploratoria, levando
em conta que ela foi baseada em livros relacionados ao assunto. "Parte dos estudos
exploratérios podem ser definidos como pesquisas bibliograficas, assim como certo
namero de pesquisas desenvolvidas a partir da técnica de analise de conteudo” (GIL,
2008, p. 50).

A pesquisa é classificada como de forma exploratéria, onde ela engloba o
melhor aproveitamento dos conteddos encontrados para sua construcao, visto que
este seria 0 método mais eficiente. Tratando-se de uma abordagem bibliogréafica, este
estudo foi direcionado no aprofundamento dos contetdos encontrados em livros, afim

de solucionar o problema proposto nele.



Inicialmente para a construcéo deste trabalho, foi feito um quadro relatando as
possibilidades e maneiras de como poderia ser elaborado essa pesquisa. Logo em
seguida realizou-se as primeiras buscas de materiais acessiveis e que fossem de
acordo com tema abordado. E por fim com os materiais encontrados foi possivel

analisar e escolher o tipo de pesquisa a ser feita.

No entanto, o estudo apresentou uma revisao de aplicacdes de integrais duplas
para a solucao do volume de um sélido geométrico qualquer, onde as mesmas foram
encontradas em livros, com intuito de mostrar essas aplicagdes e consequentemente
analisa-las. Também, foi feito no primeiro momento todo um capitulo relatando sobre
0 contexto historico de integrais e logo em seguida foi construido outro descrevendo

como funciona os conceitos das integrais duplas.

Entretanto, essa pesquisa foi feita com o objetivo apresentar, conhecer e
verificar os conceitos de integracdo dupla desde a sua origem, e também mostrar a
solucédo do volume de uma figura geométrica através deste mecanismo. Sendo que
0 objetivo geral deste estudo, visa analisar de que forma a aplicacdo de integrais

duplas auxilia no céalculo do volume de um soélido geométrico qualquer.

5 REVISAO DE LITERATURA

Neste capitulo, sera feita uma revisdo de algumas aplicacdes de integrais
duplas no célculo do volume de uma regido. Essas aplicacdes foram encontradas em
livros de origem matematica, no entanto nesse estudo buscou mostrar as mesmas e

fazer breves comentarios sobre elas.

De acordo com Stewart (2013), é possivel determinar o volume do tetraedro
limitado pelos planos x+ 2y +z =2, x =2y, x =0 e z = 0, da seguinte maneira: A
Figura 1 mostra o tetraedro T limitado pelos planos coordenados x = 0, y = 0, pelo
plano vertical x = 2y epeloplano x + 2y + z = 2. Comooplano x+ 2y + z= 2
intercepta o plano xy (cuja equagédo é x = 0) na reta x + 2y = 2, vemos que T esta
acima da regiao triangular D no plano xy limitado pelas retas x =2y, x+2y =2 e

x = 0. (Veja a Figura 2.)



Figura 1 Figura 2

| Vi
{i0.0,2) x+2y=2
1 fouy=1—1/2)
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F Fonte: Stewart (2013)

(1. 3.0)

Fonte: Stewart (2013)

O plano pode x + 2y +z = 2 ser escrito como z = 2 - x - 2y, de modo que o volume

pedido esta sob o gréfico da funcdo z =2 - x- 2y e acima de

Portanto,

X

V= ﬂ(z—x—Zy)dA=Lljx_z(z—x—Zy)dydx
D 2

1 y=1-%
V= j 2y —xy —y*]” x % dx
0 y=

1 X X x% x
= .];) lZ—x—x(l—E)—(l—E) —x+7+Tl dx
1 x3 1 1
V=f(x2—2x+1) dx = ——x*+x| ==
. 3 .3

s 1
Logo, o volume desse tetraedro € igual a 3

Nesse problema podemos identificar que utilizando uma integral dupla é

possivel calcular o volume desse tetraedro. Também, é observado que somente a



partir das intersec¢des de planos apresentado na questéo € possivel gerar uma regiao

gue pode ser calculada o volume.

Na matematica € muito comum resolver o célculo do volume de um soélido
geomeétrico, principalmente de um sdlido platdnico como é tetraedro. Essa regido é
configurada por uma piramide de base triangular, onde o calculo do seu volume pode

resolver problemas matematicos e até mesmo na engenharia.
A partir de Leithold (1994), é visto o volume do solido limitado pela superficie
flx,y) =4 - % x% — iyz pelos planos x = 3,y = 2 e pelos trés planos coordenados.

Portanto para resolver esse problema temos a seguinte solucdo. A figura 3 mostra o

grafico da equacédo z = f(x,y) no primeiro octante e o solido dado.

X

Fonte: Leithold (1994)

Se V unidades for o volume do sélido, entao, por Teorema temos:

n
V= ||1A1||rEOZ fleuyd) A A
i=



Portanto, 21.5 é o volume do sélido limitado pela superficie f(x,y) = 4 — % x? — 11—6y2

pelos planos x = 3, y = 2 e pelos trés planos coordenados.

Nessa aplicagdo, € possivel novamente encontrar uma regido com a
interseccdo de planos e com uma superficie sendo definida. Assim, de uma forma
muito semelhante ao primeiro problema apresentado, a questdo é resolvida pelo

método de integracéo dupla.

Esse solido observado no problema visto em Leithold (1994), pode ser
considerado um formato de uma peca do ramo imobiliario, ou seja, o calculo do volume

dessa peca é de grande importancia para esse setor.

Segundo Guidorizzi (2001), podemos verificar o calculo do volume do conjunto
de todos (x,y,z) taisque 0 <x<1,0<y<1e 0<z<x*+y2 Ao analisarmos a

figura abaixo, podemos montar a integral dupla para resolver esse problema.

J (x2+vy?)dxdy

B

Fonte: Guidorizzi (2001)



OndeBéoretangulo 0 <x <1,0 <y < 1. Temos:

11 1 1

x3 1 1
ff(x2+y2)dxdy=f (x2+y*)dx|dy = f ?+xy2 0dy= f[§+ yz] dy
B o lo 0 0

Logo,

1
”1+ Z]d 1+y31 2 ff 24+ y%)dxd 2
—_ = —_ —_— = - b = =
YAy =13+t S|y = 3 (x*+yHdxdy = 3
0 B
Portanto o volume do conjunto de todos (X, y, Z) taisque 0 < x<1,0<y<1e0<
sz2+y2éiguaIa§.

Mais uma vez, podemos observar que aplicacdo é muito similar as duas
primeiras, o que mostra uma certa uniformidade nos problemas encontrados nesses
livros. O volume é encontrado ao fazer a integral dupla de uma regido encontrada por

uma intersecc¢éo de planos.

Desta vez, podemos comparar o solido visto em Guidorizzi (2001), com uma
peca ou construcdo utilizada em algum ramo da engenharia, apesar de ser um sélido
que tem formato bem estranho, pode serem encontradas constru¢cées ou pegas com

um formato semelhante, logo, para isso é notério a importancia do calculo do volume.

Temos em McCallum, Hughes-Hallett, Gleason, et al (1997), um exemplo de
aplicacao de integral dupla em volume, em que € possivel calcular o volume de um
edificio, cujo a largura tem 8 unidades e o comprimento 16 e tem um teto plano com
altura de 12 unidades num canto e 10 em cada canto adjacente. A figura mostra o

edificio com o teto inclinado.

Fonte: McCallum, Hughes-Hallett, Gleason, et al (1997).



Temos que, se colocarmos o canto mais alto sobre o eixo-z, o lado mais longo de eixo-
y e 0 mais curto ao longo do eixo-x, como na figura acima, entdo o teto € um plano
com z-interseccdo 12, e inclinagdo-x (—-2)/8= —1/4, e inclinagdo-y

(-2)/16 = —1/8. Portanto a equacgéo do planodotetoé z =12 — x/4 — y/8.

Para calcular o volume vamos integrar sobre o retadngulo 0 <x < 8, 0<y<16.

Escrevendo uma integral iterada temos:

16 8 1 1
Volume = f f (12 — =X — —y) dx dy
o Jo 4 8

entao,

v=[(12-tx-2y) dx= [z - Loy] —ee
= i 31X gy dx= X —3gX 8xy0— y

16 1 116
V= (88—y)dy = [88y — Eyz] = 1280
0 0

Assim o volume do edificio € dado por 1280 unidades cubicas.

O problema, apesar de ser semelhante aos outros, tem um pequeno aspecto
na sua resolucdo que é diferente dos outros, em que a equacado do plano z é

encontrada a partir do calculo das medidas do edificio.

Nessa aplicacdo, € nitida a sua relevancia para engenharia civil, pois varios
edificios sdo construidos, sendo necessério ser feito o célculo do volume dessa
construcéo pelos engenheiros, no entanto esse procedimento é muito importante para

esses profissionais montarem seus projetos.

Podemos ver em Craizer e Tavares (2002), mais um exemplo do calculo do

volume de uma regiédo limitada. Onde é realizado o céalculo da seguinte regiéo:
U= {(x,y,2)E R¥/ x?—-1<z<1-x%-1<x<10<y<1}

Como é uma regido limitada por dois graficos de funcdo, o seu volume pode

ser calculado pela formula da integral dupla. Temos entédo que:

V(U) = f f [(1—x2)— (x?—1)]dydx
x=—1Yy=0



V(U)=2f (1—x2)dx=§

-1
. L g ;. 8
Portanto o volume gerado por esses dois graficos € igual a 3

Nessa ocasido, 0 plano z estd entre duas equacdes, logo para resolver essa
questado de integral dupla € necessario fazer a diferenca entre essas duas equacoes.

Como podemos ver, esse capitulo fez uma revisdo de algumas aplicacdes de
integral dupla para solu¢éo do volume de soélidos geométricos. Portanto, concluimos
gue as solucdes feitas por estes conceitos de integral duplas séo eficazes para esse

calculo.

6 CONCLUSAO

O desenvolvimento desse estudo possibilitou uma analise sobre os conceitos
de integracdo dupla e varias reflexdes das suas utilidades no calculo do volume de
um sélido geométrico, além disso, também foi feito uma avaliacdo através da revisdo
de algumas aplicacdes, de como esse procedimento é importante para o calculo do

volume.

De um modo geral, o estudo buscou suprir algumas dificuldades encontradas
assunto de integrais duplas, mas especificamente direcionado para o célculo do
volume. Nos cursos mais avancados de matematica € possivel o uso dessa
metodologia para calcular o volume de um sélido geométrico, em que seria bem mais
complicado calcular por uma forma tradicional, entdo de uma maneira geral, os

conceitos apresentados facilitam esse calculo.

Dada a relevancia do tema, o trabalho pode ser usado para outros projetos de
pesquisa, em que se busque um maior aprofundamento sobre o assunto, e
consequentemente sirva como base para outras pesquisa envolvendo este objeto de

estudo.

Nesse sentido, esse estudo pode contribuir de uma forma muito significativa
para a comunidade académica, servindo de alicerce para proximas pesquisas e

também como um conteudo de conhecimento para esse meio.
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