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RESUMO

A matematica é uma ciéncia que nos apresenta um imensuravel mundo riquissimo de
numeros, formulas, axiomas, teoremas, formas, medidas, etc. Diante disso, VoS
apresento um teorema pouco conhecido, mas de uma dimensdo que merece destaque, €
0 chamado Teorema de Pick. O presente trabalho tem como objetivo principal
apresentar um processo para determinar a area de poligonos simples por meio da
Formula de Pick, trazendo ainda conceitos importantes e sua demonstracdo, para que
assim haja uma melhor compreensdo. Para tanto, o trabalho tem como metodologia um
estudo exploratério e bibliografico. Ao fim, mesmo sendo um estudo limitado foi

possivel uma abordagem de facil compreensdo atendendo ao propdsito.

Palavras chave: Poligono simples, Area, Teorema de Pick.

ABSTRACT

Mathematics is a science that presents us with an immeasurably rich world of numbers,
formulas, axioms, theorems, forms, measures, etc. Therefore, | present to you a little-
known theorem, but of a dimension that deserves to be highlighted, it is called Pick's
Theorem. The main objective of this work is to present a process to determine the area
of simple polygons through Pick's Formula, bringing important concepts and their
demonstration, so that there is a better understanding. Therefore, the work has as
methodology an exploratory and bibliographic study. In the end, even though it was a

limited study, an easy-to-understand approach was possible for the purpose.

Keywords: Simple Polygon, Area, Pick's Theorem.
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1. INTRODUCAO

E de grande importancia para o aluno e para o processo de ensino-
aprendizagem, a explanacdo dos conteudos de formas diferenciadas, inovadoras e

simples. Como afirma Sforni e Galuch (2006, p.5):

Aprender, portanto, ndo significa recitar um ndmero cada vez maior de
conceituagdes formais, mas elaborar modelos, articular conceitos de vérios
ramos da ciéncia, de modo a cada conhecimento apropriado pelo sujeito
ampliar-lhe a rede de informacdes e Ihe possibilitar tanto a atribuicdo de
significados como o uso dos conceitos como instrumentos de pensamento.

Na éarea da matematica, especialmente, hd um gigantesco leque de
informagdes que muita das vezes contelidos interessantes passam a ser menos utilizados
ou até mesmo despercebidos.

Desde o Ensino Fundamental I, os alunos se deparam com o contetdo de
poligonos e conforme vdo avancando os anos escolares 0s conhecimentos sobre o
assunto vao se aprofundando. Ao se depararem com o célculo de area desses poligonos,
principalmente os poligonos ndo simples, a didatica utilizada acaba sendo limitada pelos
livros, que por sua vez, ensinam apenas pela composi¢do ou decomposi¢do dos mesmos
utilizando férmulas especificas para cada parte dividida.

Remete-nos entdo o questionamento: Teria algum método simples, que o
professor possa estd levando para a sala de aula, que possa auxiliar o calculo de area
desses poligonos sem precisar fazer a fragmentacao da figura?

Dentro desse contexto, o presente trabalho tem como objetivo mostrar um
método para calcular a area de poligonos utilizando a formula do Teorema de Pick.

Inicialmente sera retratado um pouco sobre a histéria do matematico Pick,
até entdo pouco conhecido, mas que contribuiu muito na area da matematica, logo apds
sera apresentado seu teorema, o qual servira de base para esse trabalho, abordando ainda
conceitos importantes e sua aplicacdo. Por fim, uma descricdo e analise dos dados,

concluindo com algumas consideragdes.

2. OBJETIVOS



2.1. OBJETIVO GERAL
e Compreender e apresentar o Teorema de Pick, analisando o seu contexto e sua

relacdo no estudo de areas de poligonos simples.

2.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

e Conhecer e demonstrar o Teorema de Pick;

e Conceituar os principais elementos que envolvem a formula de Pick;

e Compreender a relacdo do Teorema de Pick para o calculo de areas de poligonos

simples.

3. METODOLOGIA
A pesquisa baseou-se hum estudo exploratério e bibliogréfico, compreendido por
GIL (p. 42, 2002) como uma “pesquisa com oObjetivo de proporcionar maior
familiaridade com o problema, com vista a torna-lo mais explicito”.
Realizaram-se diversos levantamentos de dados, fontes, videos, sites, informac6es
e pesquisas que colaboraram com o tema desse estudo. Buscou-se diversos estudos em
livros, teses, dissertagdes, artigos e outras publicagdes, objetivando aprofundar nossos

conceitos sobre esse assunto.

4. DISCUSSAO TEORICA

4.1. Um breve historico sobre Pick;

Segundo O’Connor (2005), George Alexander Pick foi um matematico
judeu que nasceu em 1859 em Viena, até aos onze anos foi educado em casa e em 1875
entrou para a Universidade de Viena, onde quatro anos depois se gradua em matematica
com qualificacdo para assumir tanto na area da matematica como fisica. Apds seu
doutorado ele pretendia se tornar um professor em Praga, para ter o direito de palestrar,
sendo assim, teve que escrever uma tese de habilitacdo, fazendo-o ingressar na carreira
e fazer suas palestras. Seus trabalhos sempre foram voltados para sua area: Algebra
Linear, Teoria Invariante, Calculo Integral, Teoria do Potencial, Analise Funcional e
Geometria. Foram de tamanha abrangéncia que até hoje ainda sdo utilizados, como

Matrizes Pick, Interpolacdo Pick-Nevanlinna e o Lema Schwarz-Pick, porém um de



seus trabalhos mais lembrado € o Teorema de Pick. Pick viveu no periodo da ditadura
Nazista, o0 que o levou a ser enviado para 0o campo de concentracdo tcheco de
Theresienstadt em Nordboehmen, local onde abrigava idosos, privilegiados e famosos

judeus, Pick morreu duas semanas mais tarde aos 82 anos.
5. Teorema de Pick

O Teorema de Pick € um teorema que nos apresenta uma formula para
calcular a area de um poligono simples por meio da contagem de pontos, € de simples
aplicacdo e acaba facilitando na resolugéo de problemas. Lima (2012, p.104) traz o

conceito da férmula desse teorema:

Formula de Pick. A area de um poligono cujos veértices sdo ndés de uma malha

quadriculada é dada pela formula:
A=B+1-1

em que B é o nimero de ndés da malha quadriculada, situados sobre o bordo do
poligono e | é o nimero de nos da malha quadriculada existentes no interior do

poligono.

5.1 Conceitos iniciais importantes
Para melhor compreensdo do Teorema de Pick, primeiramente precisamos

de alguns conceitos que servem de embasamento:

5.1.1. Malha quadriculada
A malha quadriculada é um plano composto por quadradinhos de mesmo

tamanho, que estdo na mesma distancia entre si.

Figura 1: Malha quadriculada.



Fonte da imagem: Produc¢&o da autora.

5.1.2. N6
Ao observarmos a malha quadriculada, vemos que ha pontos em que as retas

se cruzam, chamamos entdo esse cruzamento de no.

Figura 2: Representacdo de um né.
sNO
v

/

Fonte da imagem: Producéo da autora.

Temos ainda que 0 n6 pode ser:
e NO interno: Quando o nd se encontra dentro da figura;

e NO da borda: Quando o no fica na extremidade (contorno) da figura.

Figura 3: Exemplos de n6 interno e n6 na borda.



| Noda borda

Fonte da imagem: Producéo da autora.

5.1.3. Poligono simples e poligono néo simples

Um poligono é simples quando é formado por segmentos de retas simples e
fechados, em que ndo hé a intersecdo de dois lados ndo consecutivos e ndo ha buracos

Nno seu interior.

Figura 4: Representacdo de poligonos simples.

Fonte da imagem: Producéo da autora.

Ja um poligono ndo simples é quando ha a intersecdo ou buracos, chamamos

também de poligono complexo.

Figura 5: Representacao de poligonos ndo simples.



Fonte da imagem: Producéo da autora.

5.2. Aditividade do Teorema de Pick
Para entendermos a aditividade do Teorema, partimos de algumas
definigdes citadas por LIMA (2012) e RODRIGUES (2014):

I.  Triangulo fundamental: E um triangulo em que ao ser colocado na malha, possui

apenas os trés vértices e nenhum né interno.

Figura 6: Representacdo de tridngulos fundamentais.

AN

Fonte da imagem: Produc¢éo da autora.

. " . 1
Il. A areade um tridangulo fundamental é igual a >

IIl.  Todo poligono de n lados pode ser decomposto como reunido de n — 2
tridngulos justapostos, cujos vértices sdo vértices do poligono dado.

IV. A soma dos angulos internos de um poligono de n lados é igual a (n — 2)m.
Levando em consideracdo a definicdo anterior e que a soma dos angulos internos

de um triangulo é m, dai (n — 2)m.



V. Todo poligono cujos vértices pertencem a uma malha pode ser decomposto

numa reunido de tridangulos fundamentais, tomando como base a definicéao Il

Conheceremos agora uma propriedade importante do Teorema de Pick, a
aditividade. Basicamente se pegarmos um poligono e calcularmos sua area por meio da
férmula de Pick, ao justapor esse poligono em outros dois e aplicar a férmula de Pick
separadamente, ao somarmos essas duas &reas teremos 0 mesmo nUmero que

encontramos quando era apenas um poligono. Segue agora a demonstragao:

Considere £ um poligono e a sua area dada por Dk ((/):iB +1 -

1, onde B sdo os nos da borda e I 0s nés internos.

Figura 7: Poligono para representar aditividade.

Fonte da imagem: Producéo da autora.

Justapondo em dois poligonos P; e P,, onde se tem B,0s nds da borda e
1,08 nés internos do poligono P, , assim como B, 0s nés da borda e I, nds

internos de P,,aplicando a férmula de Pick obtemos:

Figura 8: Aditividade do Teorema de Pick.



Fonte da imagem: Producéo da autora.

Tomamos k como uma constante que representa os nds de intersecéo que

seriam nos de borda dos poligonos, temos entao:

I=L+1,+k (M;)

Como a constante k virou n6 interno, temos entéo a quantidade de nés da
borda de P, igual a B, —k e de P, igual a B, — k, repare também que na
intersecdo ocorreu de dois nds da borda, A e B, serem contados duas vezes, pois

pertenciam a borda de cada poligono sem a justaposicdo. Dessa forma temos:

B:BI+BZ_2
B=(B;—-k)+(B,—k)—2
B:Bl‘l'BZ_Zk_Z (MZ)

Substituindo M, e M, na férmula de Pick, temos:
Pick )= B+1-1= ~(B;+B,— 2k-2)+ (1 + L +k) -1

_ (Bl+322— 2k—2) b+ k) —1= (B1+B,— 2k—2-;211+212+2k—2)

_ (By42I;-2+By+21,—-2) _
2

2hL D+ — 1)

= Pick (P, ) + Pick (P,).



5.3. Demonstracdo do Teorema de Pick

Agora, tendo as informagdes supracitadas, faremos a demonstracdo do Teorema
de Pick conforme LIMA (2012):

Seja P um poligono cujos vértices pertencem a uma malha quadriculada,
indicaremos entdo por B os nds da borda e por I 0s nds internos. Supomos entao que

esse poligono pode ser decomposto por T tridngulos fundamentais que, como vimos

. . A L 1
anteriormente, a area de cada triangulo fundamental é igual a 2 » como temos T

i . . . 1
triangulos fundamentais , a area sera A(P)= 2 T.

Figura 9: Representacdo do poligono P com seus nos internos e da borda.

Fonte da imagem: Producéo da autora

Calculando a soma dos angulos internos dos T triangulos fundamentais que
compdem o poligono, temos:

Se=m.T (M3)
uma vez que cada a soma dos angulos internos de cada triangulo vale 7 radianos.

Figura 10: Representacdes do poligono P com seus angulos.

\

Angulos nos nés internos

Angulos nos nés da borda



Fonte da imagem: Producédo da autora

Note que ao redor de cada no interno se formam angulos de 27 radianos, dando
um total de 27l radianos. Considere agora B’ sendo o nimero de nés que formam os
vértices do poligono e B" o nimero de nds que estdo na borda mas que ndo sdo veértices
do poligono, temos assim que B = B’ + B"" . Observe que os angulos de B’ sdo angulos
internos e de acordo com a definicdo 1V (ja citada), teremos a soma dos angulos igual a
m(B' — 2), assim também sera a soma dos angulos de B" igual a B"" ,pois como o B"”
ndo sdo vértices do poligono seus angulos sdo rasos. Somamos agora 0s angulos
internos e os da borda, igualando-os a (M) temos que :

n.T =2nl+n(B' — 2)+ nB"”
n.T =2nl+n(B' + B") — 21

n.T =2nl+ B — 21w

T=21+B-2
Substituindo T em A(P):
A(P) :%T

A(P) :% (21+ B - 2)

AP =3B +1—1

Resultando assim na formula do Teorema de Pick.

6. CALCULANDO AREAS COM A FORMULA DE PICK

1. Calcule a area dos poligonos abaixo:
Poligono M

Nos da borda (B): 14
Nos internos (I): 6



MM)=%B+I—1

AM) = %(14) +(6)—1

AM) =7+6—1
AM) =12 u.a.

Poligono N

7. CONSIDERACOES

Nos da borda (B): 18
NOs internos (1): 37

A(N) =%B+I—1

A(N) = %(18) +(37) -1

AN) =9+37—-1
A(N) =45 u.a.

L o




Durante a construcdo do nosso trabalho, encontramos muitos materiais e
diferentes abordagens ao tema de estudo. Contudo, acreditamos que a nossa pesquisa,
mesmo considerando um estudo limitado, apresentou de modo bem didatico o Teorema
de Pick e sua abordagem para o calculo de areas de poligonos simples.

Dentro desse contexto, acreditamos que os objetivos da pesquisa foram
alcancados, pois a partir desse estudo conhecemos o Teorema de Pick, compreendermos
seus elementos e sua abordagem para o calculo de areas de poligonos.

E importante ressaltar, que o estudo desenvolvido carece de mais
profundidade a fim de detalhar com mais especificidades aspectos do Teorema de Pick.
Diante disso, recomendamos um estudo mais detalhado e com maior profundidade para

abordarmos com maior dominio as limitacbes do Teorema de Pick.
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