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RESUMO

O trabalho investigou o fenbmeno da ressonancia, que é um fenémeno dentre varios
fenbmenos naturais. Descrevendo por um modelo para o oscilador amortecido e forcado
que reproduza dentro dos limites aceitaveis as caracteristicas essenciais em razao
destes fendmenos que surgem com certa frequéncia no ensino de Fisica, o fenébmeno
da ressonéancia pode ser estudado a partir de contextos no ensino de Fisica, por
exemplo, ao fazer uma taca de vidro vibrar intensamente, podendo quebrar, quando
submetida a uma onda sonora de frequéncia especifica, ou quando um aparelho de
microondas funciona, fornecendo energia para o aumento da vibragcao das moléculas
de um alimento. Neste trabalho, investigamos o fen6meno da ressonancia em contextos
para o ensino de Fisica através do modelo mecanico para o oscilador amortecido e
forcado em seu regime de subamortecimento que € o Unico que possui 0s parametros
ligados a ressonancia. Para tanto, abordamos a resolu¢ao da equacéao diferencial que
rege a dindmica do modelo tanto de forma analitica quanto numérica, a fim de bem
caracterizarmos o fendmeno através de seu aumento de amplitude ou através de seu
fator de amplificacdo ou fator de qualidade Q. Assim, o fenémeno da ressonéncia surge
em varios outros contextos no ensino de Fisica, justificando-se sua importancia e sua
abordagem didatica. Com este modelo basico podemos caracterizar e compreender a
ressonancia contribuindo para o ensino-aprendizagem, por meio do incentivo a analogia
entre as grandezas mecéanicas do modelo e as grandezas de interesse nas demais

situacoes.

Palavras-chave: modelo mecanico; equagdes diferenciais; ensino de fisica; métodos

numeéricos.



ABSTRACT

The work investigated the phenomenon of resonance, which is one phenomenon among
several natural phenomena. Describing a model for the damped and forced oscillator
that reproduces, within acceptable limits, the essential characteristics due to these
phenomena that arise with certain frequency in Physics teaching, the phenomenon of
resonance can be studied from contexts in Physics teaching, for example. For example,
when making a glass cup vibrate intensely, which can break, when subjected to a
sound wave of a specific frequency, or when a microwave device works, providing
energy to increase the vibration of food molecules. In this work, we investigate the
phenomenon of resonance in contexts for teaching Physics through the mechanical
model for the damped and forced oscillator in its underdamping regime, which is the
only one that has the parameters linked to resonance. To this end, we approach
the resolution of the differential equation that governs the dynamics of the model
both analytically and numerically, in order to better characterize the phenomenon
through its increase in amplitude or through its amplification factor or quality factor
Q. Thus, the phenomenon of resonance appears in several other contexts in Physics
teaching, justifying its importance and its didactic approach. With this basic model
we can characterize and understand resonance, contributing to teaching-learning,
by encouraging analogies between the mechanical quantities of the model and the

quantities of interest in other situations.

Keywords: mechanical model; differential equations; physics teaching; numerical

methods.
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1 INTRODUGAO

Diante de varias aplica¢des que envolvem os fenébmenos naturais, o fenémeno
da ressonancia possui uma especial atengao quando se refere a problemas de enge-
nharia, aplicacées na biologia, quimica e outras ciéncias. A preocupacédo em adotar
parametros que se ajustem a estas aplicacoes aos problemas das vibragées localizadas
(NUSSENZVEIG, 2014) afirma que, para certos sistemas oscilatérios, quando estes
séo provocados por certas energias externas, faz-se necessario resolvé-la a partir de
alguns métodos das equacdes diferenciais que facilitam na resolugcdo e compreensao
desse fendmeno. No intuito de apresentar o modelo para o oscilador amortecido e
forgcado, ha a necessidade de abordar as competéncias elencadas em (BRASIL, 2002)
na area das ciéncias naturais em busca da contextualizagdo como versa os PCN+
no intuito de, observar, experimentar e investigar, também descrever as equacgdes
que regem a equacao de movimento do oscilador e por fim a aplicacao dos métodos

numeéricos de Runge-Kutta de 42 ordem e de Euler.

Com isso, através desta triade relativa as fases para compreensao dos modelos
explicativos e representativos como versa os Pardmetros Nacional Curriculares no
ambito das Ciéncias da Natureza, elas constroem um melhor entendimento quando
se trata de modelos fisicos e tem por interesse aplicar estas bases conceituais no
que concerne a observagao e investigagdo do fendmeno (ndo se trarda aqui bases
experimentais) em situagées com aspectos interessantes na natureza, como no caso
do fendmeno da ressonancia. Corroborando a estes modelos (FIGUEIREDO; NEVES,
2018) aponta o oscilador amortecido como um modelo matematico que descreve
uma trajetéria retilinea de uma particula oscilante quaisquer, que esta sujeita a um
determinado periodo e a uma forca atrativa sempre apontando para o ponto de equilibrio,
assim o entendimento matematico do oscilador é explicado por meio de um modelo

para o oscilador e resolvido por uma equagéo diferencial linear ndo-homogénea.

No que tange a concepgao das EDQO’s, as equagdes diferenciais tiveram seu ini-
cio pelo calculo diferencial e integral, desde John Wallis(1616-1703), Isaac Barrow(1630-
1677), Isaac Newton(1642-1727), Leibniz(1646-1716), Nicolaus Bernoulli(1695-1726) e
diga-se de passagem Daniel Bernoulli(1700-1782), que foi o pioneiro no estudo das
equacgoes diferenciais parciais. Para esta concepcao (EVES, 2011) contribui, afirmando

gue os matematicos mencionados, muito fortemente Newton e Leibniz, utilizavam-se de
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meios geométricos para uma compreesao visual e analitica no que tange o estudo de
maximos e minimos, tangentes a curvas, curvaturas de curvas e sobre as operac¢oes
envolvendo as propriedades do caculo diferencial e a partir destas concepgdes, de-
monstraram habilidades na resolugéao de algumas das equacdes diferenciais ordinarias

lineares.

Entdo percebe-se que as equacoes diferenciais tiveram como principio para
0 seu desenvolvimento, o entendimento da taxa de variacdo do movimento de uma
particula ao longo do tempo em uma trajetéria qualquer, esse era no caso uma relacao
muito estudada no século XVI porém ainda as equacdes diferenciais nao tinham
sido desenvolvida de fato. Assim (EVES, 2011) assegura que a fundamentagao do
célculo teve por concepg¢ao geométrica e algébrica, para que a partir das equacdes
algébricas resolvidas na época, outros matematicos pudessem expressar uma dada
equacéo diferencial que poderia servir como base para o entendimento de certas
situacdes fisicas ou fendmenos naturais. A equacao algébrica (1.1) desenvolvida por
Euler expressa a ordem da derivada e quando x=¢' transforma-se em uma equacao

diferencial com coeficientes constantes:

2"y 4 ay VgD 46,2 = f(x) (1.1)

y(n)etn + aly(nfl)et(nil) 4+ ...+ anet(O) = f(I)

A partir destas concepgdes analiticas as equagodes diferenciais, trazem em si
informagdes importantes que tem por objetivo transmitir a identidade de uma dada
funcdo desconhecida, para que com a interpretacao dela se chegue ao cerne de um
certo fenébmeno a ser compreendido, para isso usa-se métodos capazes de solucionar
tais equacdes diferenciais que no caso a ser considerado, sdo as equacodes do tipo
lineares ndo-homogéneas. Assim, diversos fénomenos naturais precisam ser explicados
e nesse intuito as equacodes diferenciais foram desenvolvidas por matematicos como
uma chave para que esse entendimento e com isso pudesse ser extratificada a partir

da equacao de movimento.

O modelo a ser descrito apresenta pontos interessantes a se investigar, que

Nno caso, 0s principais parametros que sao utilizados para compreender o fenébmeno
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da ressonancia descrito por diversas areas desde as aplicacées micrométricas, como
as moléculas, a medidas macrométricas, que sao feitas por estruturas maiores como,
pontes e edificios, que sdo estudadas na mecéanica dos fluidos. A compreensao fisica
desse fendmeno é apontada através da concepcéao do estudo das frequéncias ine-
rentes em certos materiais que possuem determinadas faixas de frequéncias trazidas
desde sua fabricacdo. Com isso o processo de compreensao do fendmeno dar-se pelo
conhecimento matematico, fisico e pode ser comprovada numericamente , onde precisa
ser entendido que uma dada frequéncia externa produzida por uma fonte continua ou
nao, combina ou se ajusta com a frequéncia natural do sistema, com isso obtém-se
uma certa aproximacao da frequéncia externa e natural, devido a frequéncia gerada
por uma for¢ca motriz e por consequéncia, desencadeia uma série de efeitos benéficos
ou maléficos, como por exemplo: a obtencdo da imagem de tecidos, musculos e or-
gaos ou tumores em um ser humano reproduzidos através da ressonancia magnética,
ou a destruicdo de pontes e edificios pelo fato de que a estrutura desses materiais
possuem uma cadeia de atomos, e por terem uma configuracdo geométrica, pode
haver o rompimento dessas ligacdes com a excitacao desses atomos, tendo portanto a
desestruturacdo deste material e também aplicacées na eletrébnica como os circuitos

ressonantes RLC.

A figura abaixo pode representar muito bem, os casos supracitados em sistemas
oscilantes, onde um sistema simples, massa-mola, apresenta oscilagdes periddicas e
no caso abaixo estdo desperezados o atrito e outras condi¢des externas, configura-se
entdo conforme figura (1), um sistema que segue oscilando indefinidamente ao longo

do tempo.

Al F

mg

Figura 1 — Sistema massa-mola vertical. Fonte: <https:/tikz.net/dynamics_spring/>
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my = mg — ky (1.2)

As forgas que agem no sistema massa-mola da figura (1) compde um oscilador
harménico simples em que na medida que o sistema oscila se aproxima do ponto de
origem, € necessario que haja uma for¢ca sempre oposta ao movimento unidimensional
na direcao vertical (y). A equacgao (1.2) € uma equacgao diferencial de 22 ordem linear
homogénea, onde os termos descrevem o comportamento do sistema oscilatorio

harménico simples e nesse caso, este sistema nao apresenta excitacdes externas.

} —> T
—"o ':_QSF
| <——
TYYTIY Ty m
' 7

Figura 2 — Sistema massa-mola horizontal Fonte:<https://tikz.net/wp-content/uploads/2022/02/dynamics_
spring-003.png>

Ja no caso da figura (2) acima, o conjunto do sistema massa-mola esta se

movendo horizontalmente, desprezando o atrito e forgas externas, a forca F atua como

uma forca restauradora que faz o oscilador aproximar-se cada vez da origem, segue

que:

mi+kr=0=|i=—wi (1.3)

Para o caso de oscilacbes com amortecimento, o sistema é expresso matemati-
camente por uma equagcao diferencial de 22 ordem linear homogénea, onde a expressao
m‘ng exprime a 22 lei de newton, a letra grega ~ representa o fator de amortecimento
que é adicionada ao sistema quando se tem atrito, e o fator £ nos informa sobre a forca

de restituicdo do oscilador:

dx Az dx Az x
Fp= -2} e B e I T Y
R0 TR e Vg T M e T TR
mz + vyt + kxr =0 (1.4)

Com a ideia matematica do oscilador harménico amortecido (1.3), ha muitas

aplicagdes interessantes no que concerne o estudo desde o movimento de particulas
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a corpos mais extensos. Com isso, as oscilacées sdo de grande importancia para o
ensino de Fisica, engenharias e ciéncias afins. No que tange a compreensao vibracional
das moléculas em sua estrutura (STOMP et al., 2007) investigam em seu trabalho,
a relacao entre o ganho de energia e 0s aspectos vibracionais por excitacao de
moléculas de agua. Por meio desse trabalho, podendo representar fisicamente um
tipo de oscilador. Os osciladores representam uma gama de aplicagdes, como por
exemplo o entendimento das vibragbes das moléculas de H,O como mencionado, em
que naturalmente apresentam trés tipos de vibracoes, as assimétricas, as simétricas
e de reflexdo. Quando uma certa quantidade de energia é fornecida a esta ligacao
fazendo vibrar como representado na figura (3) a molécula de agua passa a vibrar com
mais intensidade, assim (STOMP et al., 2007) asseguram que a vibracdo molecular
apresenta os trés tipos de estiramentos como citados acima, porém cita-se aqui os dois
tipos de vibragdes interessantes devido as suas caracteristicas, pois estas apresentam

vibragdes que acumulam mais energia, conforme figura abaixo:

0 AN
H H H H
Symmetric stretching Asymmetric stretching

Figura 3 — Vibragdo em um atomo de H-»O Fonte:<https://latex.org/forum/viewtopic.php?t=31355>

Tendo como exemplo uma taca de cristal, os efeitos vibracionais da estrutura es-
tao correlacionados a ressonancia ou a chamada frequéncia natural da substancia que
compde a taca de cristal. No exemplo investigado por (STOMP et al., 2007), os &tomos
que compdem a matéria viboram com uma frequéncia natural. Entdo, considerando este
exemplo interessante, para que uma taga rompa suas estruturas, é necessario que
uma determinada faixa de frequéncias atinja 0 mesmo nivel da frequéncia do material,
provocando vibragdes que foram forgadas pela frequéncia externa. Isso significa que

esses tipos de ondas demandam uma energia maior possivel.

Considerando uma forca externa em funcdo do tempo, como no caso das ondas
sonoras que sao emitidas de uma fonte qualquer, podem provocar uma alta excitagao
nas ligagdes moleculares quando a intensidade do som for grande. Assim, a estrutura

do material pode vir a quebrar devido a alta energia transferida. Outro exemplo sao
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as microondas emitidas pelo magnetron, que é um dispositivo que gera microondas,
causando um forcamento ao sistema que inclui particulas, conforme citado acima
no caso das vibragdes das moléculas de agua. Essas vibragbes causam o aumento
vibracional da molécula, fazendo com que oscile a medida que ha transferéncia de
energia da forca externa para o oscilador, promovendo o acumulo de energia a tal ponto
que o oscilador atinja 0 maximo de energia, resultando no aumento da amplitude. Os
osciladores constituem um importante campo de estudo na fisica, a partir da andlise
das vibracdes em engenharias e em ciéncias afins, e podem ser representados pela

seguinte equagao matematica que inclui o forcamento externo:

mi + fi + kx = F(t) (1.5)

A partir dessas ideias, aplica-las no ensino de Fisica com um teor analitico e com-
putacional requer contribui¢cdes de forma tricotdmica. Isso envolve a contextualizagao
no ensino de fisica, as aplicacdes das equacgdes diferenciais e a utilizagdo de métodos
numéricos para compreender graficamente e numericamente o fenémeno da resso-
nancia. O interesse principal € constituir a contextualizagdo como metodologicamente
aplicavel no ensino de Fisica, apresentando assim um conjunto de competéncias espe-
cificas de acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCN+). Esse processo
deve ser realizado de maneira sistematizada, proporcionando uma visao integrada,
sendo que essas competéncias ditas em (BRASIL, 2002) devem oferecer diretrizes
capazes de orientar a aplicacdo de modelos para a compreensao dos fenbmenos

naturais e aspectos tecnolégicos.

Com base no que foi expresso acima, o amplo interesse deste trabalho € integrar
o ensino de Fisica em articulacdo com outras disciplinas das ciéncias da Natureza
(BRASIL, 2002), buscando promover uma aprendizagem significativa. Pretende-se
abordar a ciéncia e a tecnologia por meio de modelos representativos e explicativos,
visando uma aprendizagem com uma abordagem interessante. Diante dessas consi-
deracoes, (BRASIL, 2017) destaca que o ensino de Fisica tem como objetivo propor
metodologias significativas que evidenciem a relevancia cientifica e tecnologica para
fins educacionais. Partindo dessas premissas, o objetivo principal deste trabalho &
compreender o fendmeno da ressonancia. Para isso, propde-se analisar o modelo

mecanico da ressonancia, baseado no oscilador harménico amortecido e forgcado. Foi
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realizada a resolucao analitica e numérica das equacdes diferenciais que descrevem a
dindmica desse modelo, buscando caracterizar bem o fendmeno por meio do aumento
de amplitude, do fator de amplificagdo ou do fator de qualidade Q. A descri¢cdo do
modelo do oscilador foi abordada por meio de dois métodos numéricos: o método
de Euler e 0 método de Runge-Kutta de 42 ordem. Esses métodos visam resolver
problemas reais por meio de simulacdes graficas e numéricas, apresentando relevancia

cientifico-tecnolégica ao integrarem-se a realidade do ser humano.

Nesse intuito, 0 ensino de Fisica traz abordagens interessantes que podem ser
analisadas por equacdes diferenciais, e em se tratando do modelo fisico para o oscilador
como representativo e explicativo conforme citado nos PCN+, se pretende conhecer
suas condi¢des de aplicacdo no meio cientifico e tecnoldgico por meio destas equacoes.
Assim, ocorreu-me ver em trabalhos ja produzidos que é possivel contextualizar o
fendmeno da ressonéancia e resolver por meio das equagdes diferenciais, ao aplicar o
modelo para o oscilador amortecido e forcado no regime de subamortecimento, sendo
gue a unica solugéo da equacao homogénea que aparece termos que oscilam é quando
as raizes da equacao caracteristica sdo complexas, isto é, quando o 25 ou v é menor
do que o wy, isto &, o Unico regime que no qual aparece termos de senos e cossenos na
solucao da homogénea, € o de subamortecimento pois consequentemente aparecem
termos oscilatérios sendo a unica chance de ter o fenémeno da ressonancia quando se
tem uma forca externa oscilando produzindo uma frequéncia externa w igual ao w, do

sistema.

Em consequéncia de tudo o que foi dito anteriormente em relacao ao papel da
contextualizagao no ensino de fisica foi feita uma abordagem das equacgdes diferenciais
via métodos numéricos para a aplicagdo no modelo fisico para o oscilador amortecido
e forcado, sendo que os métodos numéricos de Euler e de Runge-Kutta de 42 ordem
devem ser discutidos em vista a descri¢gdo da dinamica do modelo do oscilador harmé-
nico amortecido e forcado a fim de caracterizar bem o fenédmeno. Motivo pelo qual
a presente proposta de pesquisa buscara aprofundar os estudos teoricos e praticos
computacionais e reconhecer as praticas eficazes de ensino ao modelo fisico. Para
a instituicdo formadora, o Instituto Federal do Piaui, o produto do trabalho pretende
contribuir para as discussoes teérico-metodolégicos da disciplina de mecanica que

envolve os fluidos, oscilacées e ondas, do curso de Fisica.
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A partir dos conteudos expostos em sala de aula, podem ser melhor assimilados
quando se utiliza um modelo explicativo especifico da Fisica, isto é, quando ha a
promoc¢ao da construcdo das abstragcées encontradas nos conteudos de Fisica que
séo indispenséaveis ao pensamento cientifico e a vida (BRASIL, 2002). Assim, o de-
senvolvimento cientifico em razao da investigacao e compreensao, quando levado em
consideracao as competéncias especificas da Fisica, tem por finalidade sistematizar os
elementos envolvidos entre, o ensino de Fisica, as equagdes diferenciais e os métodos

numéricos em vista a compreensao dos fendémenos naturais.

No sentido de corroborar e comparar com as solugées analiticas, os métodos
numéricos sao técnicas matematicas que tem por objetivo resolver problemas reais
e simulados, com isso, Steven Chapra assevera que: "Os métodos numéricos sdo
técnicas pelas quais os problemas matematicos sao formulados, onde possam ser
resolvidos por operacao aritimética."(CHAPRA, 2011) e para Amos Gilat assevera que:
"Os métodos numéricos sao técnicas matematicas usadas na solu¢ao de problemas
matematicos que ndao podem ser resolvidos ou que sao dificeis de serem resolvidos
analiticamente."(GILAT, 2008).

Os métodos numéricos sao possibilidades de resolugdao de problemas que
apresentam dificuldades comuns de solucdes matematicas. Entre os conceitos apre-
sentados por Chapra (2011) e Gilat (2008) s&o perceptiveis no sentido de que o primeiro
considera os métodos numéricos como propulsores de resolugdo numeérica, enquanto o
segundo assevera no sentido de se utilizar estes métodos pela dificuldade de se resol-
ver analiticamente certos problemas descritos como nao-lineares. Concomitantemente
a estas defini¢cdes, os recursos computacionais permitem uma visualizagao da solucao
através das simulagdes computacionais e a partir disso, (ARAUJO; VEIT; MOREIRA,

2004) asseveram que:

"Dentre as varias possibilidades de uso da informatica no ensino de
fisica, optamos pela modelagem computacional, por acreditarmos que
seja a que melhor possibilita a interagdo dos estudantes como processo
e andlise do conhecimento cientifico, permitindo que conhegam melhor
os modeos fisicos e discutam o contexto de validade dos mesmos".
(ARAUJO; VEIT; MOREIRA, 2004, p.184)

Pensando nestas possibilidades os recursos computacionais ajustando no mo-

delo do oscilador amortecido e forcado pode ser um excelente instrumento de estudo.
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Tabela 1 — Comparativo entre métodos analiticos e numéricos.

Método Vantagens Desvantagens

Restrito para geometria
simples e Fisica
Usualmente restrita
para problema linear

Contribuem no
Analitico desenvolvimento
e na manipulacao algébrica

Nao tem restricao

para linearidade Erros de truncamento
Numérico A fisica complicada .. Problema de condi¢&o inicial
ou computacional pode ser clarificada Tempo computacional
A evolucéao temporal custos de computadores

pode ser obtida

" Informag0es claras geralmente estdo em forma de férmula.

O quadro acima informa o comparativo entre os métodos analiticos e numéricos
em que a modelagem computacional representa e configura-se como modelo de en-
sino no ambito do ensino de Fisica, bem como a possibilidade de compreensao dos
contextos vivenciados pelo entendimento da cientificidade dos modelos fisicos apre-
sentados. Assim estes recursos, abrem espacos largos para a resolugéo de fenémenos
e problemas que influenciam no dia-a-dia, com isso a modelagem computacional faz
com que as solugdes a partir da concepcao dos métodos numéricos, se tornem visuais

através das simulacdes.

Por ser interdiciplinar, o presente trabalho trata 0 modelo do oscilador amortecido
e forcado, como abordagem classica. Entdo a partir dai, através da concepgao dos
parametros envolvidos, terd como ponto de partida, o oscilador amortecido e forcado,
como funcional nos processos: analiticos e numéricos, com isso, teremos que responder
0 questionamento a seguir: "de que maneira o modelo para o oscilador amortecido
e forcado contribue para a compreensao do fendmeno da ressonancia?"A resposta
a esta questao parte-se da hipétese de que o modelo escolhido seja efetivamente
representativo e explicativo a partir da solu¢do analitica e grafica do modelo no regime
subamortecido para compreensao de uma gama de fenémenos naturais abordados na
fisica, uma vez que a dinamica representada por tal modelo serve como base para a

abordagem de fenbmenos naturais.

Com base nisso, o objetivo geral do trabalho sera em: compreender o fenémeno
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da ressonancia e consequentemente, a de ser seguido 0s seguintes passos: analisar
0 modelo mecéanico da ressonancia baseado no oscilador haménico amortecido e
forcado, resolver analitica e numericamente as equacgdes diferenciais que descrevem a
dinamica do modelo do oscilador harménico amortecido e for¢cado a fim de caracterizar
bem o fendmento através de seu aumento de amplitude ou através de seu fator de
amplificagdo ou do fator de qualidade Q, fazer analogia entre as grandezas descritas
no modelo mecanico e as grandezas descritas em outros modelos, como no modelo
eletromagnético que utiliza um circuito RLC e por fim avaliar a influéncia do fator de

qualidade para o modelo o oscilador amortecido e forcado.

Diante da proposta de pesquisa delineada neste trabalho, adotou-se a metodo-
logia de pesquisa bibliografica, conforme preconizado por (GIL, 2002). Essa escolha
foi motivada pela natureza qualitativa da pesquisa. A pesquisa bibliogréfica oferece a
vantagem de ampliar a abrangéncia do objeto de estudo, permitindo ao pesquisador
uma manipulacdo mais abrangente dos fendmenos de pesquisa do que seria possi-
vel ao investigar diretamente. Assim, para alcancar os objetivos estabelecidos neste
trabalho, foi necessario realizar uma busca criteriosa de materiais que corroborassem
e abordassem a tematica em questdo. Em consonancia com as diretrizes propostas
por (BARDIN, 2011), também foi empregada a analise de conteudo como ferramenta
metodoldgica. Este método proporciona uma compreensao mais profunda dos materiais

coletados, permitindo a extracao de significados e insights relevantes para a pesquisa.

Com auxilio da linguagem computacional Python foi verificado que as equacgdes
diferenciais determinam de forma qualitativa a solugéo acoplada e por fim foi analisado
o modelo mecanico. Assim as equagdes diferenciais, serdo resolvidas a partir de
problemas de valores iniciais e por consequéncia o entendimento das informacdes que
cada derivada traz nessas equacoes, isto €, quando estas informacdes sao extraidas
a partir delas sdo reconhecidas seu valor fisico, com isso teremos a concepcao dos

sistemas envolvidos.

Com isso, para se dar prosseguimento nessa pesquisa, serd necessario ir em
busca de artigos cientificos, livros e dissertagdes que trazem uma abordagem que
coadune ao tema da pesquisa. Em ordem, teremos que compreender e desenvolver
a parte analitica e computacional relativo ao fendmeno da resonancia tendo como

método computacional o de Runge-Kutta de 42 ordem e de Euler, em vista ao fenémeno
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da ressonancia.

Consequentemente, serao feitas as consideracdes e discussoes teoricas e
computacionais em relacao a compreensao do fenébmeno da ressonancia para cada
método, em virtude do oscilador harménico amortecido e forcado no regime de subar-
motecimento. Na sequéncia do trabalho, serdo exploradas as grandezas relevantes
para a ocorréncia da ressonancia, com isso contribuir de forma clara em relacao aos
fenbmenos de natureza fisica aos professores e alunos do curso de Licenciatura em

Fisica.
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2 FUNDAMENTAGCAO TEORICA
2.1 O PAPEL DA CONTEXTUALIZAGAO NO ENSINO DE FiSICA

2.1.1 A interdiciplinaridade das equacoées diferenciais nas ciéncias

Segundo o autor (JAPIASSU, 1976) em sua obra sobre a interdisciplinariadade,
afirma que se deve haver uma busca pela interacdo entre as disciplinas em seus
conceitos, diretrizes, de suas metodologias e de seus procedimentos, assim ele enfatiza
que considera o interdisciplinar no contexto das “Pesquisas orientadas” a convergéncia
de varias disciplinas com a resolucao de problemas, cujo o enfoque se dar em razao
de uma acao ou uma decisdao. Com isso 0 mesmo autor corrobora com o trabalho,
afirmando que:

(...) a caracteristica central da interdiciplinaridade consiste no fato de
que ela incorpora os resultados de varias disciplinas, tomando-lhes de

empréstimo esquemas conceituais de andlise a fim de fazé-los integrar,
depois de havé-los comparado e julgado. (JAPIASSU, 1976, p.32)

Nesse entendimento, a interdiciplinaridade se baseia no vinculo de conhecimen-
tos com outras areas, dessa maneira, quando tratamos sobre a interdiciplinaridade
nas ciéncias busca-se a convergéncia do saber entre elas, com isso as equacgdes
diferenciais s&o um meio de entendimento de fenébmenos naturais em que precisa
matematizar a natureza. Estas equagdes se mostram como importantes aliadas por
sua capacidade de investigar problemas fisicos, biol6gicos e de engenharias assim
(BOYCE; RICHARD, 2014) asseguram que em razao destas aplicacdes de serem
usadas para estes fins tendo como interessados também os ndo-matematicos, as equa-
cOes diferenciais permitem muitas das vezes solucionar problemas sobre fenébmenos
e processos naturais. Dependendo dos parametros a serem utilizados, em um dado
modelo matematico, podem haver situagdes em que o processo resolugao passe a ser
muito longo e variem em intervalos muito grandes ou até mesmo impossiveis. Para a
construcao de um modelo matematico em razdo de um problema fisico, se faz uso da

linguagem matematica, tendo modelos compativeis ao teor do problema.

As equacgbes diferenciais com parametros mais robustos e com termos nao-
lineares seréo longas ou de dificeis resolu¢des. Por assim tratar (BOYCE; RICHARD,
2014), asseguram que ha equacgdes nao-lineares que podem ser aproximadas por uma

equacao diferencial linear tendo como caracteristica principal a construcao de modelos
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matematicos em fung@o de um dado problema fisico e também equagdes diferenciais
nao-homogéneas lineares de segunda ordem que sao resolvidas, e uma das solugdes
que no caso a EDO de 12 ordem ¢ utilizada para resolver alguns métodos numéricos
dependendo das limitacdes que trazem estes métodos, sendo assim nesse caso se
faz necessario resolver a equacao diferencial e extrair solugdes acopladas, que nesse

caso ha de ser usada uma equagao nao-homogénea dita linear ndo-homogénea.

O intuito da compreensao dos aspectos formativos no que tange aos modelos
explicativos e representativos, nas orientagdes Educacionais Complementares aos
Parametros Curriculares Nacionais das Ciéncias da Natureza, Matematica e suas
Tecnologias PCN+, terdo questdes relativas a compreensao da teoria das equacgoes
diferenciais, dos métodos numéricos e do ensino de Fisica com isso, ha de ser capaz
de intervir e participar da realidade da humanidade. A partir de (BRASIL, 2002), temos
que através das leis, dos principios e dos modelos, o relacionamento da Fisica com as
outras disciplinas, tera por consequéncia uma articulagao representativa, onde buscara
entre elas resultados capazes de promover respostas aos fendmenos estudados, que

no caso o fendmeno da ressonancia.

Ao abordar os aspectos destacados desse fenébmeno, que incluem os para-
metros envolvidos e suas possiveis implicacdes no cotidiano, torna-se possivel gerar
conhecimentos interdisciplinares entre as ciéncias da Natureza. Isso se reflete, por
exemplo, na compreensao do grau de agitacdo das moléculas, nas interagdes subato-
micas ou em problemas estruturais com diversas aplicacoes praticas. Utilizando o
exemplo do modelo para o oscilador amortecido e forcado em regime de subamor-
tecimento (NUSSENZVEIG, 2014), é garantido que esse modelo seja considerado
representativo e explicativo, alinhando-se com as ideias apresentadas por (BRASIL,
2002). Este modelo contribui para a construcao do conhecimento cientifico ao buscar
identificar as causas por tras de certos fendmenos. Nesse contexto, as caracteristi-
cas do oscilador, como o fator de amortecimento, a equacéo diferencial que rege o
movimento, a transiéncia, a solucao particular e a frequéncia natural, sdo abordadas
implicitamente nas competéncias especificas do ensino de Fisica conforme orienta¢des
dos PCN+. De acordo com (BRASIL, 2002), essas competéncias englobam a represen-
tacdo e comunicacao, onde ocorre a analise e interpretacao de textos. Por meio dessas

habilidades, s&o elaboradas comunicacdes orais ou escritas, incluindo a explicacao de
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fendmenos naturais, promovendo uma compreensao mais ampla e integrada.

No que diz respeito a investigacdo e compreensao, conforme orientacdes de
(BRASIL, 2002), é recomendado reconhecer a natureza dos fenébmenos envolvidos,
situando-os no contexto mais amplo da Fisica. Isso implica identificar as grandezas
relevantes tanto nas oscilagdes mecanicas quanto nas eletromagnéticas, levando em
consideragao os parametros especificos em cada caso. No ambito dos modelos explica-
tivos e representativos no ensino de Fisica, € essencial reconhecer, utilizar, interpretar
e propor modelos para fendmenos ou sistemas naturais e tecnolégicos. Através desses
modelos, busca-se conhecer, interpretar e elaborar formas simplificadas que conden-
sem a complexidade do fenédmeno, proporcionando um entendimento mais acessivel.
Conforme (BRASIL, 2002), os modelos explicativos buscam elucidar fenémenos, como
€ 0 caso do fenbmeno da ressonancia, enquanto os modelos representativos tém o
objetivo de descrever esses fenbmenos, muitas vezes a partir da solugao geral de
equacbes diferenciais lineares ndo-homogéneas. Para alcancar a articulacdo, inte-
gracao e sistematizagdo dos fendmenos entre as ciéncias naturais, (BRASIL, 2002)
destaca a necessidade de relacionar conhecimentos disciplinares, interdisciplinares
e interareas. Isso implica construir uma viséo sistematizada das diversas interagoes
fisicas e compreender os diferentes niveis de explicagdo na fisica. Essa abordagem
pressupde que as competéncias especificas se originam de um processo histérico de

desenvolvimento, destacando a evolugao continua do entendimento cientifico.

Por meio destas concepcdes, a compreensao do fendmeno da ressonancia se
dar por meio da resolucao da equacao de movimento e com esta resolugao encontra-se
duas solugdes que sao acopladas, onde a partir da solugéo particular, usando a notagao
complexa, encontra-se a equacao da amplitude em fung¢éo da frequéncia, que no caso
se dar através da investigacao conforme modelo fisico, cujas situacdes problemas se
concentram em saber qual modelo matematico utilizar para um determinado sistema.
Diante disso, os PCN+ agregam valores a partir de modelos fisicos, e de fato ha a
arbertura no processo de construcao do saber quando se tem a teoria ligada aos
métodos computacionais, entéo inicia-se o reconhecimento da forma de pensar tendo
a maior possibilidade de assimilagdo nas situac¢des tedricos-praticos nessa perspectiva
possibibilitam construir estatégias com finalidades fisicas e tecnologicas (BRASIL,
2002).



23

Por assim dizer, para construir estratégias em vista ao entendimento sobre
o fendbmeno natural, deve-se interpretar e analisar as caracteristicas fisicas desse
fenbmeno, articulando com outras ciéncias Naturais, isto é, a relacdo da Fisica com
as outras ciéncias, nesse intuito, Feynman, Leighton e Sands (2008, p.51) contribui

afirmando que:

Para que a fisica seja Gtil as outras ciéncias de forma tedrica, além
de apenas na invencao de instrumentos, a ciéncia em questao deve
fornecer aos fisicos uma descrigdo do problema na linguagem do fisico.

Diante do exposto, para que se possa emitir juizos proprios sobre questdes que
descrevem problemas fisicos, Feynman assevera que é preciso que as ciéncias estejam
ajustadas ou em conssonancia, e para que a Fisica seja util em vista a convergéncia de
outras ciéncias naturais (BRASIL, 2002), contribui que, é preciso que haja uma posicao
critica sobre um determinado assunto e no caso a interdiciplinaridade faz constituir
estratégias para o enfrentamento da constante fragmentagcao das disciplinas, pois com
a identificacdo e o reconhecimento da natureza dos fenémenos envolvidos envolvendo
as disciplinas das ciéncias naturais, promove uma visao sistematizada dos diversos

tipos de interacdes fisicas e das diferentes naturezas de fendmenos da natureza.

A partir destas concepgdes, para se entender e resolver situagdes-problemas
que demandam conhecimento computacional a informatica € uma importante aliada,
dando uma gama de possibilidades no que se refere o ensino-aprendizagem. Conforme
(BRASIL, 2017) o guia dos livros didaticos relacionado a Fisica, contribui sobre o papel
da contextualizacao no ensino de Fisica, e aponta ser um diferencial considerar a
utilizacao de recursos computacionais como importantes tarefas associadas a andlise
de dados de um dado problema, pois fornecem uma dimenséo superior aos métodos
tradicionais. O documento assegura que o aprendizado precisa de exemplos relevantes,
com isso sendo uns dos métodos de ensino através dessa contextualizagao, a utilizagao
de recursos computacionais que executam a operacao de algoritmos através das
linguagens computacionais, fornecem estratégias que propde a inclusdo de midias em

sala de aula, assim:

Sao diversas as estratégias de ensino de Fisica possibilitadas pelo
avancgo da informatica. Ha aquelas que tiveram sua utilizagdo ampliada
com o uso de recursos multimidia como documentarios, filmes e/ou
animacoes, seja na discussao de novos conceitos, na exemplificacédo
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de conceitos ja abordados ou na apresentacao de situagdes-problema
a serem analisadas. (BRASIL, 2018, p.15)

Por meio destas possibilidades estratificadas pela informatica, a utilizacao de
simulacdes computacionais a partir dos métodos numéricos no ensino de fisica, pode
informar através da andlise dos parametros dispostos, os problemas fisicos pelos quais,
muitos dos métodos analiticos sao resolvidos e comparados aos métodos compu-
tacionais. No que concerne as simulagbes computacionais elas permitem visualizar
resultados graficos a partir dos problemas fisicos, assim ao utilizar os devidos métodos,
tornam-se conhecidas as correlagdes entre os parametros de entrada, as fungbes que
envolvem o modelo fisico e os parametros de saida e por fim os resultados compilados,
assim a interacao entre a ciéncia e a tecnologia, faz com que as simulacées compu-
tacionais tornem-se possiveis muitos dos problemas que envolvem um modelo fisico

podem ser analisados, assim corroborando com o trabalho:

As simula¢des computacionais sdo elaboradas sempre a partir de um
modelo fisico para o qual se busca dar significado, e envolvem, em dife-
rentes niveis, a interatividade entre o estudante e o simulador. (BRASIL,
2018, p.15)

Conforme supracitado, torna-se perceptivel a aplicabilidade das simula¢des com-
putacionais em razao dos modelos investigativos, no caso das solugdes por meio dos
recursos computacionais, e em consequéncia disso, pode trazer perspectivas diferentes
e interessantes a partir de situa¢des-problemas conhecidos. Os PCN+ esclarecem bem
esta questao ao afirmar que em primeiro lugar, a Informatica nao deve ser considerada
como disciplina, mas como ferramenta complementar as demais ja utilizadas na escola,
colocando-se disponivel para todas as disciplinas, principalmente no beneficio das cién-
cias Naturais. Entao diante disso, as potencialidades das ferramentas computacionais
surgem como importantes aliadas a Fisica, permitindo assim a compreensao do uso

dessas simulacoes.

2.2 EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Desde o final do século XVI para o século XVII, houveram transicées no que
tange aos formalismos matematicos para obtencao de solucdes através das derivacoes

de pontos em curvas e suas respectivas tangentes. Nesse propdésito (EVES, 2011)
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contribui com a histéria da matematica onde inclui Isaac Barrow (1630-1677) como
proeminente na matematica e este tinha o objetivo de calcular tridngulos infinitesimais
em uma curva quaisquer e conhecer as proporg¢des dos seguimentos até encontrar a
inclinacdo da reta tangente. Nesse sentido com o desenvolvimento do célculo, Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716) e Isaac Newton (1642-1727) foi os que mais contribuiram,

pois faltava mais rigor e um simbolismo mais geral para o célculo.

Entre 1687 a 1736 Isaac Newton publicou diversas obras, a de 1729 e de
1736 foram publicadas postumamentes, em 1711 Newton publicou os Fluxiones e 0s
Methodus differentialis, mas a ideia sobre os fluxos aconteceu em 1669 (EVES, 2011).
A notacdo y € devido a Newton e sua origem se dar através da concepc¢ao do fluente,
isto €, como a ordenada do ponto gerador é y (fluente) entdo o fluxo deste fluente é
denominado por ¢ ou § e a notagao moderna % ou ‘573 € devido a Leibniz. A ideia de
Newton sobre os fluxdes, surgiu com o intuito de entender a relacao dos fluentes e
seus fluxos, agora entender o problema inverso que é saber a relacdo desses fluentes
era equivalente a resolver uma equagéo diferencial afirma (EVES, 2011). O método de
Newton nasce em seu trabalho sobre os fluxos para os caso de aproximacgao de raizes

de funcoes.

Isaac Barrow (1630) que lecionava geometria em Gresham College de Londres,
tornou-se o primeiro ocupante da catedra lucasiana de Cambridge, como ele aceitou
o convite para ser capeldao de Carlos Il, em 1669 Sir Isaac Newton (1642-1727) foi
indicado por ele para ocupar o seu lugar. E na obra de Barrow sobre éptica, Lectiones
opticae et geometricae que aparece nuances da diferenciagdo, chamado de triangulo
diferencial, assim considera-se ele o primeiro a perceber que a diferenciacao e a
integragéo sdo operagdes inversas. A partir do nascimento do célculo diferencial Isaac
Newton (1642 - 1727) considerou problemas relevantes para a Fisica, iniciando com a

ideia dos fluentes até a concepcao das equacdes diferenciais, com isso Newton

Demonstrou habilidade extraordinaria na integracao de algumas equa-
¢Oes diferenciais. Seu trabalho inclui também um método (do qual uma
variacao é conhecida agora pelo nome de Newton) para aproximagao
dos valores das raizes reais de uma equagao numérica, algébrica ou
transcendente.(EVES, 2011, p.440)

A partir desses trabalhos, no século XVIl o estudo das equacdes diferenciais

teve por necessidade em promover acées no objetivo da fundamentacao geométrica,
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corroborando assim através da concepcao do calculo diferencial por Sir Isaac Newton
e Gottfried Wilhelm Leibniz no final do século XVII, entdao (FIGUEIREDO; NEVES,
2018) corrobora que na época teve por peocupagao em procurar meios de solucionar
problemas fisicos no objetivo de solucionar equacdes de forma explicita e por con-
sequéncia procurar novos métodos para a solu¢ao das equacgdes diferenciais lineares
que surgiram no final do século XIX com a expectativa de obter resultados e extrair

informacdes.

Entre os séculos XVII e XVIIl as equacdes diferenciais levavam em consideragao
seu desenvolvimento na geometria € mecanica tendo por consequéncia a mecanica
analitica, ja no século XIX houve um avanco no que diz respeito as solucoes gerais
e particulares, assim elas sado estudadas desde o século XVII com a intensdo de
solucionar problemas geométricos envolvendo o movimento de corpos e mecanicos
ondeestes movimentos era demonstrado através das equagdes de movimento que
nocaso hoje diz-se, funcdo horaria da velocidade e equacédo geral do espaco. As
equacobes diferenciais eram usadas para solucionar problemas de dois corpos porém
com mais de dois corpos havia a necessidade de aplicagées computacionais pois a
equacao diferencial que rege o problema é de dificil solu¢do. Com o passar dos séculos,
vieram problemas mais complexos que passou a recorrer a métodos numéricos para

eventos que cujos sistemas tinham propriedades nao-lineares.
2.2.1 Teorema da existéncia e unicidade

Teorema 2.2.1. Seja f : Q2 — R uma fungdo continua definida num aberto 2 no plano
(x,y). Suponhamos que a derivada parcial com relagdo a segunda variavel, f, : Q@ — R,
seja continua também. Entdo, para cada (z,,y,) € 2, existem um intervalo aberto |
contendo z, e uma unica fung&o diferenciavel ¢ : I — R com (z, ¢(x) € Q2), para todo

x € I que é solugao do problema de valor inicial (P.V.1).

Conforme (FIGUEIREDO; NEVES, 2018) o primeiro passo para a demonstracao
desse teorema € provar a existéncia e unicidade, a partir disso as condi¢des suficientes

de solugao do (P.V.l) sdo:
y' = flz.y) (2.1)

Y(Zo) = Yo (2.2)
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Lema 2.2.2. Sgja f : 2 — R uma fungao continua num aberto 2 do plano (x,y). Entao,
uma fungéo diferenciavel ¢ : I — R & uma solugéo do problema de valor inicial (2.1) e

(2.2) se e somente se for uma solugdo da equacgéo integral.

Para que uma equacéo diferencial valha suas propriedades conforme o (P.V.I)
(2.1) e (2.2) ela deve possuir uma solucao que deve ser Unica e que exista, provando
assim o teorema de Picard-Lindel6f. Com isso (FIGUEIREDO; NEVES, 2018) reitera
que a hipétese da continuidade na fungéo (¢) garante a existéncia dela mas nao garante
a unicidade de solugéo do (P.V.I) (2.1) e (2.2)

z) = yo + / " f(s.y(s))ds (2.3)

Demonstracéo. 1) Se ¢ é solugcao do problema de valor inicial (2.1) e (2.2) e através

da equacao integral (2.3) temos:

y(x) =y, + /fsy Yds = y(x /fsy

entdo pelo teorema fundamental do calculo , ¢ é solugdo da equagéo integral
(2.3) . 2) Reciprocamente, se ¢ : I — R é uma fung¢ao continua que é solugao da
equacao integral (2.3), entao pelo teorema Fundamental do Calculo, ¢ é diferenciavel e

€ também solucdo do problema de valor inicial (2.1) e (2.2). O

2.3 EQUAGCOES DIFERENCIAIS DE 22 ORDEM

Uma equacao diferencial de 22 ordem tem a seguinte caracteristica:

d2 dy

Para isso (FIGUEIREDO; NEVES, 2018) contribui afirmando que, sejam p,q, [ :
(a,b) — R fungbes continuas definidas num intervalo aberto (a,b), onde ¢ > 0 ou

—o00 < t < 400 assim a equacao diferencial linear de 22 ordem,
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x(to) = xg

(2.6)

z(to) = vo
Corroborando com os tépicos anteriores sobre a histéria e o desenvolvimento
das equacdes diferenciais (FIGUEIREDO; NEVES, 2018) identifica que conforme os
problemas ficavam cada vez mais relevantes sobre a mecénica, era necessario criar
métodos para problemas relevantes, e seus resultados ndao eram apenas fémulas mais

informacoes interessantes, assim

(...) a solugdo de um problema néo é apenas uma férmula ou uma
funcdo, mas antes, algo pleno de significado e de informagdes sobre o
fenébmeno que estamos considerando. (FIGUEIREDO; NEVES, 2018,
p.93)

Nesse intuito em um problema dado, deseja-se ndo somente encontrar um
resultado, mas sim compreender e interpretar a informacao trazida pela equacéao

diferencial.

Considerando aqui a equacdo homogénea tem-se:

T+pr+qr=0 (2.7)

Teorema 2.3.1. Se p, q e f sdo fungdes continuas em (a,b), entdo o problemas de valor
inicial (PVI) (2.5) e (2.6) tem uma, e somente uma, solugdo definida em todo o intervalo
(a,b).

Demonstragc&o. A ideia é transformar a equacdo num sistema pela introdugcédo das
variaveis, assim z1(t) = z(t) e z2(t) = x(¢). Simplificando a equagao (2.5) temos
T4+pt+qr=f=7i=—pis—qr+ f= 2y =—prs— qr; + f obtendo o seguinte
sistema
e (2.8)
Ty = —qr1 — pTo + f

Com a condicéo inicial (2.6) o resultado caird na condicao de existéncia e

unicidade, entao
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I (0)
ZL‘Q(O)

Zo

Vo

]

Agora, um conceito importante para a teoria das equacdes diferenciais, chama-
se Wronskiano, que nesse caso (FIGUEIREDO; NEVES, 2018) trata de forma que as
funcdes envolvidas séo linearmente independentes, isso quer dizer que nenhum vetor

pode ser expresso como combinacgao linear de outros.

Definicao Dadas duas fung¢des diferenciaveis ®,,®, : (a,b) — R o determinante

Wronskiano é dado da seguinte forma

Wion @)(0) = | 2.9)

Com esse formalismo, o conceito de Wroskiano esta ligado ao teorema da
existéncia e unicidade de uma equacao diferencial, se o Wronskiano for diferente
de zero em algum ponto, entao existe uma unica solucao para o (PVI) e através da

equacéao (2.9) tem-se o Wronskiano das funcées ¢, e ®,.

Diante disso tendo como efeito a independéncia linear e sendo o [®y, $5](t) # 0

tem-se a seguinte proposicao;

Proposicao 2.1 Sejam as fungdes ®,, ®, : (a,b) — R diferenciaveis cujo o Wronskiano

é diferente de zero em um ponto ¢, € (a,b). Entdo, ®, e ¢, s&o (.i

Demonstragcdo. Supondo por contradigdo, que ®, e &, sejam linearmente dependentes.

Entao, existem constantes a; e a, pelo menos uma delas diferentes de zero, tais que

Oélq)l(t) + Oég(bg(t) = O,Vt € (CL, b) (210)

Em particular, para t = t, temos o sitema

Cqu)l(t) -+ Oézq)g(t) =0
a1CI>1(t) + OZQ(I)Q(t) =0
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cujo o determinante é precisamente W [®,, ®,|(¢y) o qual & diferente de zero por

hipbtese, assim a; = a; = 0 0 que contradiz a hipoétese inicial. H

2.3.1 Equacoées diferenciais de 22 ordem com coeficientes constantes

Esse método tem por objetivo obter a solugdo geral de uma equacao diferencial
linear homogénea de forma que envolva a equacgao caracteristica associada a solucao

homogénea, assim

T+pr+qr=0 (2.11)

Como informado anteriormente o método consiste em achar solu¢des de (2.11) na

forma

z(t) = eM (2.12)

onde A\ é um parametro a determinar. Levando (2.12) em (2.11) e considerando

a primeira e segunda derivada como = = \e* e & = A\2e* sendo p e q constantes, da

N2eM L pheM 4+ geM =0 (2.13)

que da

N4pAtqg=0 (2.14)

A equacédo (2.14) é a equacgao caracteristica da equacao (2.11), assim ha trés
casos a considerar, dependendo do sinal a ser considerado, conforme (FIGUEIREDO;
NEVES, 2018), entao

caso 1: p? — 4¢ > 0. Nesse caso a equacgdo (2.11) tem duas raizes reais e diferentes:

pEVP —4e _ p VP4
2 2

T4+pi+qgr=0=A=p"—4¢g= )=

S (S 28 2 N S
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= N =—= —
2 2 2 2

o P VP4 p (p)2_2q:A2 g_ (p)Q_q

Consequentemente as solucdes de x(t) sdo z; = et e zy = e’?*

caso 2: p’>—4q = 0, resolvendo a equacgao caracteristica (2.14) encontra-se as seguintes

raizes

2
N
2 2
Como A = 0 entéo
p p
A=—=4+0=>)\=—-=
2 2

Consequentemente ha somente uma solug¢ao

To(t) = e 2! (2.15)

caso 3: Seja p? — 4¢ < 0. Nesse caso a equacgdo (2.14) tem duas raizes complexas
conjugadas:

M=—p+wel=—p+iv,onde p=5v=34q—p?

Consequentemente as solugdes de (2.11) abaixo, sdo linearmentes independen-

tes, assim

ZIJ1(t> — e—,u,tewt = e—,ut—l—wt

I'Q(t) — e—pte—il/t = e—ut—iut

A partir da equacgéo (2.11) também s&o soluc¢des

o, = %[wl(t) + x5(t)] = e *cosvt (2.16)
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P, = %[ml(t) + 29(t)] = e M cosvt (2.17)

Para termos as expressoes (2.16) e (2.17) pode ser usado a relacao de Euler,

Ccomo segue:

e = cosf + isend feR (2.18)

2.3.2 Meétodo de variacao dos parametros

Para obtermos solugdes adequadas no caso das equacgdes diferenciais de
segunda ordem linear ndo-homogénea, a ideia é utilizar este método com o propdsito
de expressar o produto da solugédo particular e uma fungdo desconhecida, assim
(FIGUEIREDO; NEVES, 2018) aponta esse método da seguinte forma

Supondo que se conheca um par , ¥y, V5, de solugdes ¢.i de (2.7). O método

consiste em encontrar funcdes a;(t) e as(t) tais que a funcéao

2(t) = an () W1 (1) + aa(t)Wa(t) (2.19)

onde a equagéao (2.19) é solucao de (2.5). Fazendo a derivagédo do produto em
(2.19), obtemos

T = Oél\:[}l + QQ\PQ + 021\111 + 022\112 (220)

Como a equacao (2.20) possui dois graus de liberdade, entdo nesse caso se

impde a condigdo abaixo

021\1’1 + 022\112 =0 (221)

logo a equacgao (2.20) se torna

jl':Oél‘Ijl +CY2\I}2+O
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T = 041‘1}1 + 042\1}2 (222)

Derivando entdo a equagéao (2.22) dara

T = Oél\]iil —+ 062‘;[}2 + 021\1}1 + 022\1}2 (223)

Com estes resultados, precisa-se que x(t) seja solucao de (2.5) levando as
equacoes (2.19), (2.22) e (2.23) a equagao (2.5) assim

Uy + Wy = f (2.24)

Montando um sistema em razao das equagdes (2.21) e (2.28) e resolvendo para

obter (dy) e (a»), tem-se

dl\Ill -+ 022\112 - 0
Uy 4+ aa Uy = f

101 4+ a1 Uy + da Wy + oWy = f (2.25)

Sabendo que o Wronskiano é dado por (2.9) entdo a solugéo da equagao (2.25)

b
! W W,]
W
2T W]

2.3.3 Meétodo dos coeficientes indeterminados

Visto o método de variacao de parametros por (FIGUEIREDO; NEVES, 2018)
este método surge com a necessidade de procurar a solu¢éo particular =, das equacdes
lineares de uma forma geral, a partir do tipo de funcao f(¢). Prosseguindo com a
notacao do autor (BOYCE; RICHARD, 2014), e exprimindo a equacéao dferencial ndo-

homogénea simplificada a partir de uma fungéao dada temos
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Teorema 2.3.2. A solugdo geral da equacdo ndo homogénea pode ser escrita na forma

z(t) = o(t) = 11 (t) + caza(t) + (1) (2.26)

Este teorema nos informa como responder a equacao diferencial nao-homogénea,
onde pode ser destacado trés passos em que (BOYCE; RICHARD, 2014)

1. Encontrar a solugao geral x(t) ou ¢(t) da equagao homogénea associada
2. Encontrar uma unica solucéo x,(t) da equagéo diferencial ndo homogénea

3. Somar as duas equacdes encontradas (z;, + ;)

Para encontrar a solugdo homogénea ou complementar (x.) é interessante
resolver pelo método de coeficientes constantes e para ser encontrado a solucéo

particular (z,) parte-se-4 do método de coeficientes indeterminados.

Segundo (BOYCE; RICHARD, 2014) este método consiste em possuir uma
hipotese inicial sob a forma da solug¢éo particular z,(¢) mas com os coeficientes ainda
indeterminados, asssim € substituido entdo a solugéo hipotética na equacao homogé-
nea conhecida i + p(z)z + ¢(x)x = 0 com isso tentar encontrar os coeficientes ndo
especificados, de modo que a equacao esteja de acordo com o teorema da existéncia
e unicidade. Caso néo seja possivel determinar tais coeficientes, significa que ndo ha
solucdo em relagdo a primeira hipétese levantada. Pensando nessas possibilidades de
utilizar tal método, pois 0 mesmo esta habilitado para resolver problemas que envolvem
equacoes de coefcientes constantes e o termo ndo-homogéneo pertence a uma classe

pequena de fungdes, como por exemplo o termo (Fycoswt).

Exemplo 1 encontre uma solugdo particular

& — 3% — 4o = 3e* (2.27)

Diante dessa equacéo, é necessario para que invoquemos 0 método, acharmos
a solucdo particular =, como o termo ndo homogéneo é uma fun¢do exponecial e que
essa fungéo é multipla dela mesma, entdo uma maneira bem intuitiva € supor que z, €

algum multiplo ! assim
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O coeficente (A) precisa ser determinado, assim derivando
i, (t) = 2Ae* e i,(t) = 4Ae*

Substituindo entdo na equacéo (2.27)

(4Ae* —2A3e* —4Ae%) = 3¢* = (4A—6A—4A)e* = 3¢® = —6Ae? = 3e* = —6AH = 3H

3 1 1
—6A=3=>A=—=—-=>A=—
- 6 2 >
i 5 i A L ot
Com isso a solugéo particular é | z,(t) = —35¢

Diante do exposto, para ser provado um argumento mais geral em que considera-

se casos e formas diferentes do termo ndo-homogéneo f(t).

Demonstragdo. Seja um fungdo f(t) onde representa uma classe pequena e finita

f(t) = Po(t) = Agt" + Ait" ' + .+ ay,

Ai + Bi 4+ Ca = Agt™ + Ait™ ' + ...+ A, (2.28)

Tp(t) = Apt" + At L+ A P+ At + A =

Reduzindo os termos internos

aln(n—1)Agt" .. 424, o] +bnAot ..+ Ap 1] +c[Agt + At A AL = apt" . ay,

Se c # 0 a solugdo da primeira equagéo € 4, = “ e as equagles restantes
determinam A, .....A,,, agora se c = 0 e b # 0 0 termo a esquerda do sinal de igualdade,

simplesmente tem grau (n — 1) para entdo garantir a forma da equagéo ai,(t) + b,



36

precisa-se escolher um polinbmio de grau (n + 1) isso quer dizer que, para satisfazer
as condicdes anteriores deve-se supor a equagao diferencial do tipo
z,(t) = t(Apt" + ... + A,)

O problema de determinar a solucéo particular de

Ai + Bi+ Cx = e™P,(t) (2.29)

Reduzindo como nos casos anteriores

Al?((t) + 2au(t) 4+ a?u(t)] + Ble* (a(t)] + au(t)] + Ce*u(t) = TP, (t)

Alii(t) + (2Aa + B)u(t) + o*u(t)] = P,(t) (2.30)

Determinando a solugdo particular pela equacgéo (2.30) tem-se aa? + ba + c,

entdo uma solugao particular da equacao (2.29) é:

2p(t) = e (Agt” + At" + .+ A,) (2.31)

]

Por outro lado e de forma analoga (FIGUEIREDO; NEVES, 2018) aponta que
o método consiste em determinar a solucdo particular z,(t) a partir do tipo de fungéo
f(t) que constitui a equagéo diferencial ndo-homogénea, com coeficientes b; a serem

determinados.
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2.4 NUMEROS COMPLEXOS

Os numeros complexos € um comjunto que € munido de duas operagdes, da
adicao e multiplicacdo que satisfazem certas propriedades, chamadas axiomas de
corpo, ou seja corresponde a dizer que cada par de elementos z,y € K sua soma
x +y € K e multiplicagdo x - y € K possuem uma relagao biunivoca. Partindo para
a ideia do corpo dos complexos segue 0 mesmo raciocinio tendo como ponto de
partida estas propriedades elencadas por (NETO, 2016) em que corrobora com o texto,
afirmando que, historicamente os numeros complexos foram aplicados a fim de se

resolver equagdes algébricas de grau dois e com coeficientes reais, do tipo.

2 4az+b=0; a,beR (2.32)

Que pode ser escrita na forma:

a2 o, a’?  a?
<z+§> =2z +az+Z=?—b
As solugdes da equacgéo (2.32) sao
a a? a a?
=—— — = =———4/—=0
a=—gtyg b 2773 4

No que se refere em relacao as raizes complexas, é considerada a solug¢ao do
. 2 . . , ~
tipo % —b < 0 pois no que se refere as propriedades dos nimeros complexos, a solugéo
€ denotada por C. A partir da equacgao (2.32) implicitamente possui duas operagdes a

de soma e produto em R, logo

Praz+b=(z—2) (2 —2)

Com isso, se z = a + ib € w = ¢ + id S&0 numeros complexos é definido a partir

dai soma e produto

Z+W=(a+ib)+ (c+id) = (a+c)+i(b+d) (2.33)

e o produto é dado por
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Z W = (a;b) - (¢ +1id) = ac + ibc + aid + i*bd = (ac — bd) + i(bc + ad) (2.34)

Com isso defini-se 0 médulo |z| do numero complexo = onde

|2]? == 2"z = (a — ib)(a + ib) = a* + b (2.35)

Entdo 2, e 2, sdo raizes reais e complexas de (2.4), e para o desenvolvimento
desse texto adotar-se-a as raizes complexas. Sendo assim as operacoes (2.33) e (2.34)
gozam das propriedades, comutatividade, associatividade, distributividade, existéncia
do zero, existéncia da unidade, existéncia do inverso aditivo e da existéncia do inverso
multiplicativo, com isso pode ser afirmado que C € um corpo com as operacoes (2.33)
e (2.34).

Segundo (NETO, 2016) considera um numero complexo ndo nulo na forma

z = +iy. Se £ é o seguimento de reta que liga 0 a z e 6 € 0 angulo que ¢ faz com o

eixo dos z (0 < 6 < 27) e pode ser escrito

T
0086:——£ SenezL—i

NEESaE VRS

cost = |a:7| = = |z| - cosl (%) senf) = |y_’ =y = |z| - send (%)
z

como z = x + iy substituindo em (x) e (xx) tem-se a expressdo chamada repre-

sentagao polar.

z = |z|cos 0 + i|z|sen 6 = |z|(cos 6 + isen 0) (2.36)
Topologicamente o plano complexo tem por principio todas as propriedades do
corpo dos reais, isto é tanto métricas como topoldgicas do plano R2.

Com base nisto, vale a pena ressaltar sobre a funcéo exponecial complexa, que

o exponecial definido por (NETO, 2016) € a fungdo complexa definida pela série inteira:

= 1 1 1
e =exp(z) = Z Ez” =142+ 522 + 67:3 + ... (2.37)
n=0
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Como a funcao cosseno é par e a fungéao seno € impar, deduz que estas séries
sao traduzidas pelas funcdes cosseno e seno, entdo pode-se utilizar as propriedades

das funcdes anteriores.

Segundo (NETO, 2016) quando exprimi-se a fungdo exponencial e” = cos t +
isent, se t € R onde as duas funcdes, cost € sen t sdo funcdes reais, periddicas de
periodo 27. Por outro lado, 0 conjugado de ¢, isto &, eit=e~ = cos t — sen t obtendo as
seguintes identidades:

(e(iz) _|_ e(fit))

—1
cost—2
1

sent = _z(e(w) + e(*it))

Sendo que, levando em consideracéo a exponencial exp(z) = e* = e® - ¢ como
os coeficientes da série que define a exponecialsao todos reais, isto €, © € R entéao
e’ € R. Afuncdo r € R — ¢ € R é chamada exponencial real enquanto a funcao

y € R — ¢ é chamada exponencial imaginaria.

A partir das propriedades dos numeros complexoz, pela equagéo (1.1) e pelas
coordenadas polares descritas acima pela equacao (2.36) tem-se a forma trigonomé-

trica

z=gx+iy=r(cosd +i0) =re” (2.38)

A partir dessa expressao com a equacgao (2.35) tem-se

r=|z| = Va? + y? (2.39)

e 0 argumento z € dado por

0=Argz= tg_l(y) (2.40)

z
Entao o produto de dois nimeros complexos definido anteriormente z; = ;e

€ 2y = 1pe'® é:

2129 = (rlewl) (rzei%) = rroet01t02 (2.41)
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ou seja 0 moédulo do produto é o produto dos mddulos e 0 argumento € a soma

dos argumentos.

Segue que, de forma semelhante que o mdédulo de um quociente € o quociente

dos modulos, e 0 argumento do argumento € a diferenga entre os argumentos.

2 _ reif _ (ﬁ) £i(01-0) (2.42)

29 roeif2 T

Segundo (NUSSENZVEIG, 2014) a interpretacédo de ¢ como rotagdo de um
angulo ¢ onde 6 = wt + ¢, € que a imagem de z(¢) no plano complexo descreve o0

movimento circular uniforme ao movimento hamonico simples.

2.5 OSCILADOR HARMONICO AMORTECIDO E FORGADO

Os osciladores sao instrumentos conceituais valiosos para compreender fené-
menos naturais e particulas com carater vibratério. Conforme destacado por Figueiredo
(FIGUEIREDO; NEVES, 2018), um oscilador harmbnico € um modelo matematico
que caracteriza o movimento de uma particula sob a influéncia de uma forca atra-
tiva, direcionando-a para a origem ou ponto de equilibrio. Corroborando com o texto
(NUSSENZVEIG, 2014) versa, que a partir da segunda lei de Newton, temos por repre-
sentatividade a equacgao das oscilagées harménicas, que a qual se tem por sistemas
conservativos ideais em que a energia mecanica se conserva pois considera-se aqui
oscilacoes livres. Assim as oscilagdes harménicas sdo modeladas com a seguinte

caracteristica:

mi = —kx = mi+kr=0 (2.43)
RS
A
wt
o1,
AT

Figura 4 — Oscilador haménico simples com mudanga de fase ¢. Fonte: <https://tikz.net/dynamics_oscillator/>
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Na equacéao (2.43) representa uma equacao diferencial homogénea linear, e
esta nos informa que os efeitos deste oscilador no sistema se dar apenas por uma
forca através do conceito de energia e esta é conferida pela lei de Hooke mencionada
acima, que expressa o movimento senoidal de um sistema massa-mola por exem-
plo, pois quase sempre ocorrem na natureza. Para ser tratado sobre as oscilagdes
periddicas, deve ser levado em consideracdo o conceito de energia num sistema, e
neste fim (FEYNMAN; LEIGHTON; SANDS, 2008) asseguram que, para ser verificado
a conservagao de energia tem por necessidade o cuidado de nao retirar ou colocar
energia no sistema, pois parte dela sai e outras vezes, parte entra. A partir dessas
consideragdes, com o passar do tempo o sistema vai perdendo energia até que oscile
em pequenos angulos, mas caso haja uma forca externa e faga com que o oscilador
torne a ter movimentos oscilatérios, devera ser considerado uma fungéao com derivadas

capaz de descrever o causador destas oscilagées.

A equacdo diferencial que descreve a equacao do oscilador harménico simples
possui parametros que surgiram através da 2° lei de Newton, a qual descreve de ma-
neira especifica como a velocidade muda sobre as diferentes influéncias chamadas de
forcas (FEYNMAN; LEIGHTON; SANDS, 2008). Para oscilagbes amortecidas forgadas,
segue o entendimento de que: sao forgas externas que atuam no sistema (por exemplo
no sistema massa-mola), causando mudangas na amplitude e na frequéncia. (BOYCE;
RICHARD, 2014) afirmam, que o oscilador forcado com amortecimento, € capaz de
obter um ganho maximo de energia na medida em que a forga motriz entra no mesmo
estado de frequéncia do oscilador, assim o sistema entra em ressonancia. Através
deste modelo fisico, a finalidade é entender os contextos que envolvem o oscilador
harménico amortecido e forgado, e por eles tem a pretensao de se estudar fenébmenos
fisicos e naturais como: o fendbmeno da ressonancia que é investigada nas engenharias

mecanica, civil e elétrica.

2.5.1 Oscilagcoes amortecidas

Na fisica experimental achasse diversos exemplos para os tipos de amorteci-
mentos, um deles € o péndulo simples em que considerando a resisténcia do ar, agua,
6leo ou a eletricidade, pois com isso tem suas oscilagdes amortecidas até que pare

de oscilar, outro exemplo séo as oscilagées em um tubo de um liquido, no caso de
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um tubo em U em que as oscilagées se amortecem devido a viscosidade do liquido e
outro exemplo pertinente é o som do diapaséo, onde as vibra¢des produzem um efeito
sonoro e com o tempo as particulas no ar param de oscilar devido ao efeito resistivo
das particulas. além disso para (NUSSENZVEIG, 2014) é interessante analisar o fen6-
meno da ressonancia a partir do amortecimento fraco, onde o fator de amortecimento
€ 25 = v < w, pois com o fator de amortecimento, sendo 25 <« w, a frequencia do
sistema w é muito préxima de w,, isto € w =~ w,. Com isso para oscilagdes resistivas

tem-se:

mi + px + kx =0 (2.44)

No campo das oscilacdes cujas as solucdes sao senos e cossenos (THOHNTON;
MARION, 2011) expde que as fungbes exponencias tratadas anteriormente neste
trabalho no tépico das fungdes trigopnométricas complexas, o autor diz que sao mais
convenientes a serem manipuladas e é geralmente a melhor forma representativa de
solugdo, com isso na secao (2.6) deste trabalho foram tratadas os tépicos da teoria
das equacdes diferenciais onde fora vistas as solugdes do tipo homogénea e particular

entdo:

IE(t) _ eiwt e .T(t)*1 — e—iwt

No caso especial para que haja o fenbmeno da ressonancia impreterivelmente o
sistema deve estar em seu regime de subamortecimento e nesse caso deve ser tratado
as solugbes do tipo seno e cosseno. Segundo (THOHNTON; MARION, 2011) assegura
que a fungéo de deslocamento em funcao do tempo z(¢) € R as duas exponenciais
sao complexas e a partir disso fora discutido a formula de Euler na secao que trata dos
corpo dos complexos assim:

et = cos(wt) £ i sen(wt)

Conforme equacao (2.44) o parametro ligado ao amortecimento € p e para

resolver essa equagéo dividi-se os membros por m entdo 2 entdo aparecera um fator

1 (%) significa o conjugado da solugéo x(t)
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Tabela 2 — Casos de amortecimento e seus parametros. Fonte (THOHNTON; MA-
RION, 2011) Adaptada

Amortecimento 15 Parametro de amortecimento
Subamortecido 3 < wp’ B
Critico B=wy B
Superamortecido 5 > wy" B—B—u?

" Para o caso de amortecimento fraco considera-se o parametro
de amortecimento como importante no caso do fenémeno da
ressonancia.

" Para o caso do amortecimento critico decai mais rapidamente
para tempos grandes em que o termo reduz o decaimento.

" Nesse caso as oscilagdes param rapidamente.

(25) que é o mesmo v de amortecimento e este caracteriza a magnitude da forgca de

amortecimento sendo este oparametro proporcional a forca de amortecimento.

=283

L 3 ou r
m

Sendo wy a frequéncia natural, sera tratada na secéo (2.8) sobre o fenébmeno

da ressonancia. Com essas notagcées (THOHNTON; MARION, 2011) deixa claro a

equacao de movimento para o oscilador amortecido:

i+ 287+ wir =0 (2.45)

A partir disso pode ser resolvida a equagdo de movimento com base nas
solugbes independentes x(t) e z,(t) diante disso quaisquer solu¢ao deve ter a forma
Cl.l’l(t) + CQiL'Q(t)

A frequéncia natural do sistema € equacionada da seginte forma

Para uma melhor visualizacao do parametro de amortecimento para os trés
casos de amortecimento pode ser observado na tabela acima, onde tem-se expresso
a fronteira entre o regime de subamortecimento e o de superamortecimento que é

o amortecimento critico, e este € um campo interessante de estudo, em investigar
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o minimo de energia para que o regime de subamortecimento passe para o regime

superamortecido, sendo que para este problema depende do efeito resistivo p.

Para discutir sobre os aspectos inerentes aos casos de amortecimento (NUS-
SENZVEIG, 2014) afirma que a equagéo (2.45) € uma equacao diferencial linear
homogénea de 22 ordem com coeficientes constantes e através dessa equagao pode

ser procurada uma solucao usando a notagcao complexa.

z(t) = e (2.47)

Para o amortecimento subamortecido segue que os coeficientes encontrados

foram solucionados pela equacéao caracteristica e tem a seguinte forma:

2(t) = e 7 (ae™" + be™™") (2.48)

Uma outra forma equivalente de se obter a equacao a seguir é fazendo

2(t) = Cett (2.49)

onde C & uma constante complexa arbitraria ent&o:

2(t) = C = Ae™® (2.50)

0 que d4, tomando a parte real

z(t) = Ae™P cos(wt + ¢) (2.51)

Segundo (NUSSENZVEIG, 2014) para o caso de amortecimento fraco 258 < wy

o fator de decaimento Ae=%* pode ser considerado como a amplitude de oscilagao
lentamente variavel e as curvas definem a envoltéria das oscilagdes.

Esse caso € estuturamente instavel, ou critico, porque qualquer vari-

acao do coeficiente de atrito , de p = 0 para p > 0, faz com que o

sistema caia no regime subamortecido, a seguir, em que as trajetérias

ainda oscilam, mas perdem amplitude, deixando de percorrer elipses.
DOERING; LOPES, 2012, p.55)

Entdo nesse caso ha um limite minimo quando se tem p > 0 com isso tem-se o
entendimento que para se obter o regime de subamortecimento depende do parametro

p (coeficiente de atrito).



45

_A_’f

Figura 5 — Representagéo grafica que definem as envoltérias no caso de amortecimento fraco. Fonte:(THOHNTON;
MARION, 2011)

Segundo (DOERING; LOPES, 2012) para o movimento oscilatério subamor-
tecido tem a seguinte notacdo matematica que envolve autovetores e autovalores e
ajustando os parametros para que estejam conforme o autor (NUSSENZVEIG, 2014) e
(THOHNTON; MARION, 2011) : 0 < in < g que é o caso 3 da subsecdo 2.5.1, nesse
caso, A = 3? — ¢ e os autovalores generalizados de A sdo complexos conjugados
—B + iw, comw = v/—A > 0; entdo tem-se

com isso a partir da equacao (2.48) a equagao diferencial homogénea referente

ao regime de subamortecimento é dado por

x(t) = e P(a cos (wt) + bsen (wt)) (2.52)

2.5.2 Oscilacoes forcadas

As oscilacoes forcadas, sao tipos de oscilagdes impedidas de obter oscilagcbes
periddicas livres, isto €, devido a uma forca externa ou motriz, o sistema é provocado a
ter variag6es no tempo até possuir amplificacées em seu sistema tendendo a se tornar
um sistema ressonante, fazendo assim maximizar a amplitude do oscilador e claro, se
e somente se w ~ wy, assim (FIGUEIREDO; NEVES, 2018) contribui afirmando que
as amplitudes ficam cada vez maiores devido ao ganho de energia fazendo assim o
sistema acumular energia, aspecto a ser tratado na se¢ao (2.5.3). Considerando um
sistema em situagao de oscilagdo harmédnica amortecida, um oscilador é caracterizado
por trés grandezas: a massa m, a constante elastica k e a constante de amortecimento

20, e através destas caracteristicas, uma for¢ca motriz tendo uma atuagéao sobre o
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corpo oscilante, podera estar sujeito a grandes amplitudes dependendo da frequéncia
provocada por ele, caso a forca motriz oscile na mesma frequéncia do oscilador
resultara em um fenémeno natural, tdpico a ser tratado na se¢éo 2.8 e se tratando da
influéncia para a causa do fenémeno da ressonancia, tera como ponto de partida o

fator de qualidade, a ser tratado na secéo (2.5.4).

Partindo da equacao (2.44) temos que, a forgca externa é representada conforme

abaixo:
mi + pi + kx = F(t) (2.53)
mi + pt + kx = f cos (wt)
. . mi  kr pt f wi  kr pr
mi = —kx—pi+f cos(wt) = =t cos(wt) = = + fo cos(wt)

i=-Li— "ot cos (wt)
m- m m

Segundo (BOYCE; RICHARD, 2014), considera que 23 = £ € descrito como o
fator de amortecimento e os parametros f, = % e wi = £ s&o constantes positivas e
representando respectivamente a amplitude da forgca motriz e a frequéncia natural do

oscilador tem-se a equacao de movimento das vibracoes forcadas € dada por:

i = 2B — wp + fo cos(wt) (2.54)

Assim a solucéo geral da equacéo (2.54) tem que possuir a seguinte forma que
resulta na composigao de duas solugdes acopladas, sendo z,(t) a solugdo homogénea

e z,(t) a solugdo particular:

z(t) = ax1(t) + bra(t) + A cos(wt) + B sen(wt) = xp(t) + x,(t) (2.55)

Com isso as duas parcelas a direita formam a solu¢ao da equacao homogénea

associada a equacao (2.54) e as duas parcelas restantes correspondem a solucao
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particular z,(t) da equagéo ndo-homogénea completa. Os coeficientes A e B s&o
encontrados substituindo na equacao (2.55). As solugdes z;(t) e z,(t) da equagao
homogénea dependem das raizes \; e )\, da equacdo caracteristica mA?+ S +k = 0 ja

apresentadas na secao (2) nos tépicos das equacoes diferenciais na subsecéao (2.3.1).

A solugéo forcada dita por (BOYCE; RICHARD, 2014), equivale a uma solugéo
que mesmo que o tempo aumente, ela ndo tende a desaparecer a saber a solugao
particular (x,(t) = A coswt + B senwt) j& em relagdo a solucdo transiente tende a
desaparecer a saber a solugdo homogénea (z;,) que possui um termo de decaimento

(e%).

A partir dessas definicdoes, um sistema que apresenta comportamento periédico
(27), é dito oscilatério, e quando € adicionado uma for¢ca motriz capaz de oscilar com
a mesma frequéncia do oscilador, diz-se entdo que a frequéncia do causador das

oscilagbes (w) esta aproximadamente igual a frequéncia natural do sistema (wy).

2.5.3 Energia do oscilador

Com as ideias trazidas por (BOYCE; RICHARD, 2014) sobre a transiéncia da
equacao homogénea e a solucao forcada dada pela solugéo particular, tem-se que na
presenca dessas oscilacoes forcadas ha a transferéncia de energia e a quantidade de
energia que entra e sai do oscilador € mensurada pelo balanco de energia definido por
(NUSSENZVEIG, 2014) a partir disso na interacéo entre a forgca motriz e o oscilador é

conceituado a partir da energia mecanica do oscilador no instante ¢ € dada por:

B(t) = %mx‘z(t) + %mﬁ(t) (2.56)

Como a energia nao é mais conservada no oscilador, a dissipagao ocorre em
outras formas de energia, como por exemplo a térmica (NUSSENZVEIG, 2014). Um
caso interessante € investigar a energia total amarzenada durante o processo de
oscilacao, nesse caso em amortecimento fraco com forcamento ao sistema no regime
de subamortecimento um caso a parte, pode ser investigado o minimo de energia
que o oscilador precisa para que saia do regime de amortecimento critico para o de

subamortecimento sendo que este é uma fronteira que separa dois regimes diferentes.

Conforme equacéo (2.56) a energia cinética do oscilador em um dado instante ¢
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€ dado por:

T(t) = §m$2(t) = §mw2A236n2(wt + ¢) (2.57)
T(t) = %mwQAQSenz(wt + ) (2.58)

A equacao (2.57) vem pelo fato do ajuste das condi¢des iniciais onde, pela forma
geral das oscilagoes livres z(t) = a cos(wt) + b sen(wt) e de uma forma geral pode ser
expressa como x(t) = A (wt + ¢), assim para i(t) = v(t) = —wA sen(wt + ¢), entéo

desenvolvendo resulta:

i = w?A? sen?(wt + @)

A energia potencial é dada por

1 1 1
U(t) = §kx2 = §kA20032(wt +¢) = EmWQAQCOSQ(wt + )

U(t) = %mszchSQ(wt + ¢) (2.59)

Somando membro a membro as equacgoes (2.57) e (2.59) obtem-se a energia

total do oscilador, que se conserva.

1 1 1 1
E=Tt)+U(t) = §mx'2 + 51{::102 = §mw2A2 sen® (wt + @) + émszQCOSQ(u}t + ¢)

Agrupando os termos

E = %mwQAQ(SGTLZ(OJt + @) + cos*(wt + ¢))
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Pela relagao fundamental da trigonometria sen?(wt + ¢) + cos?(wt + ¢) = 1 entéo

1
E = -—mw?A? -1
2
L 99
E = 5w A (2.60)

Logo com este resultado, a energia total é proporcional a amplitude ao quadrado
que é um parametro interessante para o caso do regime subamortecido e também o

quadrado da frequéncia.

Energia Cinética, Potencial e Total de um Oscilador Harmdnico

2.00 -
175 A

1.50 A

—— Energia Cinética

Energia Potencial
— Energia Total |
-—- Média Energia Cinética
== Media Energia Potencial
== Media Energia Total

Figura 6 — Grafico a energia total acumulada em um oscilador. Fonte: prépria

1.25 A

1.00 £==2=====zE=-=-f=-=3I=-=Z===c==

Energia

0.75 A

0.50 A

0.25 A

0.00 A

Tempo

O gréfico mostra as energias cinética 7'(¢) e potencial U(t) durante o periodo de
oscilagao correspondentes as curvas da posi¢ao x(t) e da velocidade v(t). Segundo
(NUSSENZVEIG, 2014) no instante em que o oscilador passa pela posi¢éo de equilibrio,
a energia cinética serad maxima, pois a velocidade do sistema serd méaxima, no entanto,
quando a magnitude do deslocamento € maxima, o oscilador terd energia potencial em
seu ponto maximo. Como as curvas da energia cinética 7'(¢t) de cor azul e a energia

potencial U(¢) de cor laranja sdo simétricas em torno do ponto de equilibrio, segue que

(2.61)

Para isso subdividir os intervalos das oscila¢des, sera necessario termos o valor

medio de uma fungéo f(¢) num intervalo 0 >t > 7 € definido da seguinte forma
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B B
f—;/o f(t)dt

Diante disso a energia cinética média por periodo € igual a energia potencial
média por periodo tendo como resultado a metada da energia total. Assim também

decorre que

1 [dz\? 1L o0 1 5
T=-m|— :E—U(x)zimwA—§mwAcos(wt+¢)

= %mwQ (A* — A%cos*(w z + ¢)) (2.62)
A energia potencial na equagao (2.59) os termos A%cos*(w z + ¢) estdo em

fungéo de z, segue que z? = A%cos*(w x + ¢).

Segundo (NUSSENZVEIG, 2014) conforme o oscilador vai armazenando energia
potencial e cinética nas posi¢des que se encontra oscilador, ou seja, quando U(z) sédo
zeros, a energia cinética 7'(x) s&o maximos, ou vice-versa, pois para uma energia total
dada (2.5.3), define imediatamente a energia cinética como da posicao do oscilador.
Assim, quando ocorre a transferéncia de energia da forga motriz f(¢) para o oscilador,
a quantidade de energia balanceada total que entra no sistema e que sai do sistema, é

dada por

T = —mw*(A? — 2%)

A energia mecanica do oscilador no caso em que a energia ndo é mais conser-

vada € dada por

Bll) = %ma’cQ(t) + %ka(t) (2.63)

Com isso a taxa de variacdo temporal da energia E(t) é dada por

dE
i mii + kxd = £(mi + kx)
k

Com isso pela equagéo (2.44) e pela relagéo wj = £
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dE

— = —pi? = —mfBi* (2.64)

Conforme equacéao (2.64) a taxa de dissipacao de energia mecéanica no oscilador
€ igual ao produto da forga de resisténcia pela velocidade i ao quadrado isso quer

dizer que a forca resistiva € oposta a velocidade em fungéao do tempo de oscilacao.

2.5.4 Fator de qualidade

O fator de mérito ou fator de qualidade, € uma grandeza fisica que mensura a
quantidade de energia armazenada em um oscilador pela energia dissipada por ciclo
de oscilagdo. Segundo (NUSSENZVEIG, 2014) o fator Q é dado pela relagao:

(2.65)

Q=2 Energia armazenada no oscilador
=27
Energia dissipada por ciclo

Em razdo da quantidade de energia armazenada no oscilador pode ser repre-

sentado a energia média como

AFE = T vET (2.66)

O E representa a energia média ainda armazenada no oscilador no instante
(t) durante as oscilacdes que corresponde a um intervalo de tempo AT = e 0

representa a taxa de decréscimo relativo da energia média por unidade de tempo.

Compreendido matematicamente a relacao da energia armazenada no oscilador
e a energia dissipada pela hipétese do armotecimento fraco e a energia dissipada em

um ciclo, o fator de qualidade pode ser representado da seguinte forma

. 27TE . 2T Wo

? 25

Entdo como dito anteriormente o fator de qualidade mede a quantidade de
energia armazenada no oscilador e € o responsavel pela eficiéncia do sistema que
€ produzida pela acao energética das oscilagdes provocadas por uma forca externa,
tendo como principio o pico da ressonancia e a largura da ressonancia associada. Por

meio do quociente entre a frequéncia natural do oscilador e o fator de amortecimento
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isso € de fato importante assim (NUSSENZVEIG, 2014) assegura que quanto maior
o fator de qualidade Q menor sera o amortecimento no oscilador assim o fator de
qualidade pode ser representado pelo tempo de decaimento (7,;) quando este oscila

em torno de E(t):

21Ty

Q= (2.68)

T

Considera-se até aqui o fator de qualidade como algo representativo no que
tange a taxa da energia mecanica média sob a quantidade de oscilacées por unidade
de tempo, em que quanto menor o amortecimento maior sera o fator de qualidade
e através dessa relacao pode ser investigado o limite minimo como dito antes em
virtude do regime de subamortecimento, com isso é introduzido a compreenséo do
fendbmeno da ressonancia através do modelo mecénico para o oscilador amortecido e
forcado. A fim de caracterizar bem o fendbmeno através do aumento de amplitude ou
através do fator de amplificacdo ou do fator de qualidade Q. Segundo (THOHNTON;
MARION, 2011) afirma que muitos dos propositos para se definir o fator de qualidade,
vem pelo fato de desejarmos uma ressonanicia muito aguda a partir do valor do fator
de qualidade como ja descrito na equacao (2.67) assim um Q grande indica que a

ressonancia é estreita.

O gréfico representado pela figura (7) a seguir, evidencia a largura da resso-
nanicia que quanto mais for reduzido o valor da constante de amortecimento (25) a
largura de ressonancia se torna mais estreita. Definindo previamente aqui a notagcéo

de Marion, adotar-se-a a sigla LCMM (Largura Completa na Metade do Maximo).
WA

LCMM =28

PN

Wy — /B &)0—|— /8

Figura 7 — Largura completa na metade do maximo (LCMM). Fonte:(THOHNTON; MARION, 2011)
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Conforme a figura, os pontos na metade do maximo, como foi definido anterior-
mente por (THOHNTON; MARION, 2011) evidenciam a regidao de subamortecimento
e sdo representados pela aproximacgao da frequéncia externa e a frequéncia natural
do sistema w ~ wy + 3, tendo como aproximagao da LCMM com o fator 25 com isso
a analise do fator de qualidade Q é interessante na compreeensao do fenébmeno da
ressonancia. Para uma notacao que nao fuja da compreensao simbdlica, o autor (NUS-
SENZVEIG, 2014) mostra que no amortecimento subcritico ou subamortecido se dar
através da notagao I < wy que no caso 1 = 5 = v = 2/ e conforme notagao grafica
LCMM = 2.

2.6 RESSONANCIA

A Fisica estuda os fenémenos naturais construindo modelos basicos que repro-
duzem, dentro de limites aceitaveis, as caracteristicas essenciais desses fendmenos.
Um desses fendmenos que surgem com certa frequéncia no ensino de Fisica € o da
ressonancia. Tal fenémeno esté presente, por exemplo, ao fazer uma taga de vidro vibrar
intensamente, podendo quebrar, quando submetida a uma onda sonora de frequéncia
especifica, ou quando um aparelho de micro-ondas funciona, fornecendo energia para

0 aumento da vibracdo das moléculas de um alimento.

O fenbmeno da ressonancia refere-se a quantidade de energia da forgca propul-
sora por ciclo e € igual a quantidade de energia mecéanica transformada em energia
interna para cada ciclo, assim tem-se uma condicdo de estado estavel, na qual as
oscilacoes prosseguem com amplitude constante. O oscilador por si ja possui uma
frequéncia natural (wp) caso seja tentado a vibrar com uma certa frequéncia (w), entao
para valores proximos de (wg) o0 oscilador respondera muito bem quando este é forcado
a uma frequéncia correta sendo assim a este estado de resposta dar-se o nome de

ressonancia.

Segundo (THOHNTON; MARION, 2011) diz que a propriedade mais relevante é
que a amplitude A de resposta é proporcional a amplitude da forga motriz ou externa
A « f, e 0 caso mais interessante apontado na sec¢ao anterior € quando o fator de
amortecimento é muito menor que a frequéncia natural do sistema, isté quando se tem
um amortecimento muito fraco (8 < wy), pois quanto mais o 3 é reduzido, a frequéncia

externa provocada por uma forga motriz periédica de periodo 27 € maior.
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(L1

(8]

Figura 8 — O quadrado da amplitude A% em funcgéo da frequéncia natural wo. Fonte: (THOHNTON; MARION, 2011)

Exemplos praticos podem ser aplicados como a recepgao de ondas de radio por
um circuito LRC em um radio qualquer, de modo que quando ajusta-se a frequéncia de
um radio para receber uma estacao a 90,1 MHz, vocé esta ajustando o circuito LRC
do radio de modo que sua frequéncia natural seja 90,1 MHz. (THOHNTON; MARION,
2011) explica que, como ha diversas radios distribuidas com frequéncias emitindo
sinais diferentes, ha somente uma que de fato forca uma corrente que emite o sinal

enviado e reproduza o som.

A partir dos parametros ligados as vibracdes forcadas se destaca a energia
transmitida da forca externa para o sistema oscilante, e € conveniente expressar
a solucdo particular ou solugéo estacionaria z,(t) por meio da notagdo complexa
z(t) = Rez(t), assim

P4+ Bitwi= %em (2.69)

Fazendo

2(t) = ze™" (2.70)

Derivando em funcéao de t

3 =iwz = 5 =ifw’z = —w?z

Substituindo as derivagdes na equacgao (2.69) resulta
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F E
2ows + 201w + z(—w?) = EO = zo(wj +ifw — w?) = EO (2.71)

Dai tem-se que
2(t) = Ae'@te) (2.72)
Da equacao (2.71) tem-se

Fo

m(w3 + ifw — w?)

F
zo(w§+iﬁw—w2) = EO = 20 =

Da equacao (2.69) tem-se

Fy
m(wi + ifw — w?)

AM) = Z20 =

Para obter o médulo A e a fase ¢ faz-se usa-se as expressodes (2.39), (2.40) e

(2.42) que resolvendo tem-se

f=——=T"n

3

2 = w2 — W+ ifw = rye'®

0 que da

ro = \/(Wg — w?)? + f?, tghy = m
0

Para que tenha-se a ideia do fendmeno da ressonancia a partir daqui, é esperado
que a frequéncia da forca externa aplicada (w) se aproxime da frequéncia natural (w,)
onde a amplitude A — ~ e w — w, seja suficientemente préximo, entdo a forma

equacionada da amplitude do fenbmeno da ressbénancia, € dado pela amplitude A(w) e

0 argumento ¢(w)

(2.73)
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- g
d(w) = —tg~! (wg _“’MQ) (2.74)
a solucao estacionaria € dada por
2p(t) = A(w) cos(wt + $(w))| (2.75)

Segundo (BOYCE; RICHARD, 2014), quando w esta em um valor intermediario,
tendo como consequéncia a frequéncia w ~ w, a amplitude pode atingir seu ponto
mAaximo e para encontrar esse ponto, a amplitude A(w) pode ser diferenciada em
relacdo a frequéncia (w) e igualar a zero, assim w = w,..- ENtdo a frequéncia maxima

€ dada por:

Wmaz = Wo (]- - %) (277)

Com isS0 0 Wy ~ wy quando o S é pequeno. Entdo segundo (BOYCE; RI-
CHARD, 2014) define o fendmeno da ressonancia quando para sistemas ligeiramente
amortecidos a frequéncia externa w se aproxima da frequéncia natural w, e esse efeito
€ mais nitido quando o fator de amortecimento /5 é reduzido. Com isso, (FIGUEIREDO;
NEVES, 2018) afirma que é facil determinar quando A(w,) possui seu valor maximo

quando w = w, entdo a frequéncia sera maxima.

Diante do que foi dito pelos autores (NUSSENZVEIG, 2014), (THOHNTON;
MARION, 2011), (FIGUEIREDO; NEVES, 2018) segue que no que diz respeito aos
efeitos da ressonancia, o caso mais interessante para um sistema € para o caso do
amortecimento fraco em que 8 < w € para que surja o efeito ressonante é necessario

que o sistema esteja em regime de subamortecimento, assim toma-se:

w — wo| K wy

Neste caso, faz-se:
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Wi — w? = (wo + w)(wp — w) = 2wp(wy — w)

De modo que as equagdes (2.73) e (2.74) ficam

F,
A%w)az(znim) kwg—uiy+%1 (2.78)
P(w) = —tg™ (5255527;55) (2.79)

Segundo (NUSSENZVEIG, 2014) a ponta tipica de ressonancia € dada por
A(w)?* e é associado a uma ressonancia estreira em que ponto maximo A2 _ é atingido

max

quando w =~ wy *+ .

A amplitude maxima A,,,, conforme A%(w) é dada por

Fo

Amam = A(WO) = mwoﬁ

(2.80)

Agora para descrever o faor de mérito ou qualidade compara-se a amplitude
maxima com o valor da amplitude A(w) no limite de baixas freqlencias quando w < wy

entdo:

-2 _q (2.81)

Com isso o fator de amplificagado produzido pela ressonanciia em relagao a
amplitude para w < wy é precisamente igual ao fator de qualidade do oscilador, isto
€ quanto mais estreita € a ressonancia, mais pontiaguda ela é. Pode ser exprimido
também a semilargura do pico de ressonancia nas oscilacdes forcadas, em que o fator
de amortecimento 5 é o inverso do tempo de decaimento das oscilacoes livres, e €

dado por:

Aw=p=— (2.82)

Conforme as equacdes (2.80), (2.81) e (2.82) a medida que o fator de qualidade

Q passa a diminuir, a ressonancia torna-se menos acentuada ou vice-versa.
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2.6.1 Contextos que envolvem o fendmeno da ressonancia

No artigo Resonance, Tacoma Narrows bridge failure, and undergraduate physics
textbooks ? baseado no desastre estrutural de uma ponte localizada nos Estados Unidos
da Ameérica, teve seu inicio de construcao no dia 23 de novembro de 1938 e inaugurada
no dia 1 julho de 1940. Porém no dia 7 de novembro de 1940, a ponte estava em
um estado de vibragdo, causada por ventos de aproximadamente 67km/h com 12
vibragbes/min. Este problema de engenharia vem ao longo do tempo sendo estudado
e os autores (BILLAH; SCANLAN, 1991) asseguram que o problema estrutural foi

caracterizado pelo chamado aerolastic flutter 3.

Nessa subsec¢io, destaca-se o entendimento de certos fendmenos que sao liga-
dos a ideia do fenbmeno da ressonancia, que no caso citado por (BILLAH; SCANLAN,

1991) fazem o seguinte questionamento:

As principais questdes neste caso sdo: Qual foi a natureza exata das
ocorréncias provocadas pelo vento em Tacoma Narrows, e podem ser
consideradas correctamente como casos de ressonancias? (BILLAH;
SCANLAN, 1991, p.118)*

Com este questionamento, os autores deixam claro quais motivos levaram a
ponte em Tacoma Narrows, viesse a obter oscilacdes periddicas que dependiam da
velocidade do vento e por isso era chamada de “Galloping Gertie”, nesse intuito o artigo
aponta os limites em considerar se este é ou nao € um exemplo associado somente
ao fenébmeno da ressonancia. Assim o artigo busca de maneira qualitativa o fenédmeno
da ressonancia em livros didaticos, que € discutido o classico oscilador amortecido e
forcado discutido nas subsecgdes (2.5.1) e (2.5.2) e conforme a equacédo de movimento
(2.54), onde os parametros m, 3, k e F(t) sao respectivamente parametros relevantes

para um sistema mecanico Inear do tipo forcado.

Nesse intuito (BILLAH; SCANLAN, 1991) deixa claro que os livros didaticos,
trazem somente que o problema da ponte de Tacoma Narrows foi resultante do fené-

meno da ressonancia, porém eles descrevem e provam resultados mais complexos e

Ressonancia, falha na ponte Tacoma Narrows e livros didaticos de fisica para graduagao
vibracOes aerolasticas, € uma area da Fisica e Engenharia que estuda as vibragdes no ambito das
interagdes entre as forgas inerciais, elasticas e aerodinamicas

4 The main issues in this instance are: What was the exact nature of the wind-driven occurences at
Tacoma Narrows, and, can they be considered correctly to cases of resonances? (BILLAH; SCANLAN,
1991, p.118)
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didaticos, pois envolvia dois aspectos importantes na engenharia, as oscilagées nos
vaos da ponte e as vibragdes forgadas causadas por vortex dos ventos na superficie

da ponte.

O colapso nao se deveu a forca bruta do vento, mas sim a uma resso-
nancia entre a frequéncia natural de oscilagao da ponte e a frequéncia
dos vortices gerados pelo vento que empurravam e puxavam alter-
nadamente a estrutura da ponte. (BILLAH; SCANLAN, 1991, p.120)
5

Figura 9 — Padrao de vértice sobre a segao giratéria do deck. Fonte: (BILLAH; SCANLAN, 1991, p.121)
6

Em suma os autores Billah e Scanlan, destacam que esse problema de fato nao
possuia somente parametros relacionados ao fenémeno da ressonancia e sim deve ser
aplicado outros parametros, que no caso a frequéncia dos vortices gerados pelo vento,
desestabilizando a estrutura da ponte, assim para os autores (BILLAH; SCANLAN,
1991) foi interessante investiga-lo no ambito das vibragdes aeroelasticas, tendo como

principio as vibragdes induzidas por vortex.

No trabalho de (STOMP et al., 2007) no que tange as vibracdes e as energias
absorvidas, entende-se que as moléculas possuem seus modos vibracionais natural-
mente estabelecidos, entdo pode ser dito que cada molécula de agua possui uma

frequéncia natural.

Conforme a figura acima (STOMP et al., 2007) afirma que as questdes vibracio-

nais das moléculas de agua, quando se refere ao alongamento simétrico e assimétrico,

5 The collapse was not due to the brute force of the wind but due to a resonance between the natural
frequency of oscillation oof the bridge annd the frequencyof wind-generated vortices that pushed and
pulled alternately on the brigde struture. (BILLAH; SCANLAN, 1991, p.120
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2.5 4 5
symmetric stretch bend asymmetric stretch

v,= 3280 cm™! v, = 1654 cm! v, = 3490 cm! -

Figura 10 — Os trés modos vibracionais da molécula de agua e suas frequéncias fundamentais na agua liquida:
alongamento simétrico (v1), flexdo (v2) e alongamento assimétrico (v3). Os atomos se movem nas
diregbes indicadas pelas setas. Fonte: (STOMP et al., 2007, p.3)

seus picos de absorcao sao semelhantes com cerca de 3000 nm, entdo os harmé-

nicos dessas vibracdes ocorrem em niveis de energia mais altos. Agora em relacao

as vibracgoes de reflexdo, acontecem em niveis mais baixo de vibragdo pois o com-

primento de onda é de 6000 nm. Observa-se entdo a partir dos modos de vibracao

que o alongamento simétrico e assimétrico os niveis de frequéncias possuem um valor

semelhante.

No que diz a respeito as vibracdes moleculares, (CAMPANONE; BAVA; MAS-
CHERONI, 2014) cita pontos importantes para compreensao da energia absorvida que
no caso considerado sao os harmdnicos dessas vibracdes que ocorrem em niveis de
energia mais elevados, (tendo como principio que as moléculas de agua nunca deixam
de vibrar) que duplicam ou triplicam a energia necessaria. Assim (CAMPANONE; BAVA;
MASCHERONI, 2014) contribui que a técnica experimental aplicada com uma frequén-
cia variavel permite uma maior eficacia na uniformidade de aquecimento e absorcao de
energia em alimentos e faz com que haja também melhor uma uniformidade de campo

da cavidade ressonante, assim:

As ressonancias sao definidas como valores de absorgdo maxima de
poténcia devido a interacdo das ondas incidentes através de ondas
transmitidas e refletidas dentro do material. Para sua aplicacéo, o es-
tudo do comportamento externo do produto deve ser complementado
também pelo conhecimento do comportamento interno. Isto requer con-
trolar o padrdo na cavidade e caracterizar os perfis desenvolvidos no
interior do produto. (CAMPANONE; BAVA; MASCHERONI, 2014, p.915)
8

As vibragdes moleculares em alimentos acontecem quando submetidas a for-

camentos periédicos (27) causados por um padrao de frequéncia, para que estas

8  The resonances are defined as values of maximum power absorption due to the interaction of the
incident waves through transmitted and reflected waves within the material. For its application, the
study of external behavior of the product should be complemented by the knowledge of internal
behavior as well. This requires to control the pattern in the cavity and to characterize the profiles
developed inside the product. (CAMPANONE; BAVA; MASCHERONI, 2014, p.915
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moléculas vibrem e absorvam o maximo de energia até que se tornem ressonantes,
como no caso das moléculas de agua que possuem pelo menos trés tipos de vibragdes.
As microondas citadas por (CAMPANONE; BAVA; MASCHERONI, 2014) sao emitidas
pelo magnétron que irradia e incide sobre o alimento causando a vibragdo nas molécu-
las presentes aquecendo o alimento e isso acontece quando ha absorcado maxima de
poténcia. Com isso a energia cinética das microondas se convertem em energia térmica
quando estas passam dentro do alimento, com isso, como a estrutura do alimento
possui uma frequéncia natural de vibracao e com o forcamento através do irradiacéo
das microondas, faz provocar o aumento de energia nas moléculas presentes, entao
uma quantidade de energia € acumulada dentro do alimento e por fim dependendo do
nivel de amortecimento do alimento havera uma maior eficiéncia no sistema a partir
de uma frequéncia externa operacional de 2,5 GHz, por exemplo um gréo de arroz
ou um alimento com geometria regular que nessa ocasiao o alimento consegue obter
uma temperatura desejavel a partir do fendbmeno da ressonéncia, tudo isso equivale a

uniformidade do gréao ou dos graos.

Para (GEEDIPALLI; RAKESH; DATTA, 2007) considera que com 0 movimento
giratério do prato faz com que os locais de aquecimento sejam de maneira uniforme
e faga com que todo o alimento seja aquecido pela irradiagdo. Este processo de
aquecimento leva em consideracao a diversos fatores e um deles € o fator volumétrico
do alimento, logo a plataforma giratéria € um importante método para o aquecimento

desses alimentos, com isso:

O carrossel ajuda a uniformizar as temperaturas em locais na diregao
radial. No entanto, para locais ao longo do eixo ndo ha alteragédo na
campos eletromagnéticos devido a mesa giratoria rotativa. O carrossel
é, portanto, ineficaz para aumentar a uniformidade do aquecimento
ao longo do eixo de rotacdo. O jogo entre os valores experimentais
e simulados é novamente considerado bastante bom. (GEEDIPALLI;
RAKESH; DATTA, 2007, p.6)°

A partir disso o que é abordado por (GEEDIPALLI; RAKESH; DATTA, 2007) para
que o alimento receba a energia cinética e a transforme em energia térmica com um

bom aproveitamento, é necessario que haja a rotacao do prato. Para que os objetivos

9 The carousel helps to even out temperatures at locations in the radial direction. However, for locations
along the axis there is no change in the electromagnetic fields due to the rotating turntable. The
carousel is, therefore, ineffective in increasing the uniformity of heating along the axis of rotation. The
match between the experimental and simulated values is again found to be fairly good.(GEEDIPALLI;
RAKESH; DATTA, 2007, p.6)



62

fossem alcangados por (CAMPANONE; BAVA; MASCHERONI, 2014) foi necessario
construir um divisor de poténcia e adaptar para minimizar as refexdes em direcao a
fonte gerada das microondas que pode causar erros de medigcdo. Outro exemplo pratico
de ressonancia pode ser representado em modelos mecanicos em que um pelotao de
soldados atravessam uma ponte cuja a marcha se dar na mesma frequéncia natural
da ponte, como na ponte em toda sua extensado héa varias distribuicées de frequéncias
naturais, pois a superficie e vaos da ponte nao séo uniformes, caso na marcha dos
soldados haja uma frequéncia que se aproxime da frequéncia natural da ponte pode
entdo entrar em ressonancia a ponto de romper as estruturas feitas de concreto armado,
por esta razdo os soldados andam em descompasso para que néo haja sitonia entre

as frequéncias externa e natural.

Agora envolvendo moléculas ultrafrias, um artigo recente de uma equipe de
Fisicos do Massachusetts Institute of Technology (PARK et al., 2023) publicaram na
revista Nature, uma descoberta para a compreensao da ressonancia na colisdo de
moléculas ultrafrias, com efeito dessas colisdes, houve o desaparecimento rapido de
uma nuvem de moléculas super-frias de sddio-litio (NaLi) assim, compreende-se que 0
campo magnético ajustou as particulas em ressonéncia, fazendo com que reagissem
mais rapidamente do que normalmente fariam. Com isso a partir de ressonancias

naturais, pode ser que, controle certas reagdes quimicas, assim:

Nossos resultados indicam que este novo tipo de ressonancia magnética
induzida por degeneracao pode ser onipresente na fisica molecular
ultrafria, oferecendo um novo e poderoso mecanismo para ajustar as
interagdes intermoleculares com campos eletromagnéticos externos.
(PARK et al., 2023, p.55) 1°

O artigo mostra que a taxa de perda é proxima do limite universal e isto implica
em uma uma perda ineldstica, no entanto observaram que as taxas de perda proximas
do limite universal estédo fora da ressonancia estreita. Com isso também, a ressonancia
de (NaLi + NaLi) Feshbach foi observada em um campo magnético especifico, neste
resultado, (PARK et al., 2023) ver que possivelmente ha um novo tipo de ressonancia

de Feshbach, que no caso essa ressonancia é dada em homenagem a Herman

10 Qur results indicate that this new type of degeneracy-induced magnetic resonance could be ubiquitous
in ultracold molecular physics, offering a powerful new mechanism for tuning intermolecular interactions
with external electromagnetic fields. (PARK et al., 2023, p.55)
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Feshbach em que considera sistema hamiltonianos, com mecanismo diferente daqueles

observados até agora em sistemas atdémicos ultrafrios.

2.6.2 Oscilacoes eletromagnéticas

Em pratica as teorias que envolvem circuitos elétricos, uma das mais impor
tantes € o eletromagnetismo, representando assim seus elementos a partir dos circuitos
do tipo RLC. Os componentes que configuram este tipo de cicuito sdo a: indutancia,
resisténcia pura e capacitancia pura, nesse intuito o estudo do fenémeno da ressonancia
se da através do ajuste dos valores que correspondem a idutancia e a capacitancia,
conforme (NUSSENZVEIG, 1997) que considera as oscilacdes amortecidas em um

circuito RLC conforme a lei de Kirchhoff:

Q r
GrRI+ L= =0 (2.83)

A partir da equacao acima, € derivado em relacao ao tempo (t) e dividindo por L,

tem-se:
d’L RdI 1
e ek R g 2.84
i Toa et Y (2.84)
chamando f = £ e wl = 75 = Tsel= 49 tem-se a uma equagao andloga:
’Q  ,dQ  Q ’Q  ,dQ  Q ’Q  RdQ Q &
L= 4R 42 —0=L— 4R 4+ %= L=—2 4222 2 20 (285
a g ey Ry e iy Ty Tie T 1 @)
tem-se
d2Q dQ 2 €0
— — = — 2-
72 +2p o + wyQ 7 (2.86)

Tomando ¢ = 0 por ser a equagao ()2.86) uma EDO de 22 ordem linear homogé-
nea, para resolve-la precisa levar em consideracao a notacdo complexa conforme (2.2),
entdo Q) = ac* e aplicando em ambos os termos da direita e esquerda da equacao,

tem-se

ar?eM + 28 eM + awieM = 0= ae(\? + 28\ +wi =0 (2.87)
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Conforme equacéo caracteristica e que a equagao acima seja satisfeita pode
ser feito
N+ 28 +wi =0
Para ser encontrado as raizes pode ser resolvido da pela equacéao de 2° grau,
onde
A = (28)* — dwi = 46% — 4w}

Encontrando as raizes da equacgao tem-se

—2B 4+ /4% — 4w} 2 V432 — 4w? 1
N — B 25 WO:—;:I: 52 “o _ (26:|: /Bz_wg)

2

= —% (Zﬁi\/52—w§> =—BE4/B*—wj

Considerando aqui para o caso de raizes complexas, descrita também no caso 3 para

oscilagcbes mecanicas conforme subsecao (2.3.1), tem-se

A=—B— /B2 —w? (2.88)

caso 1: Para raizes complexas § < wy

Definindo outro parametro devido a raiz obtida acima, tem-se

w? =wi - B2 (2.89)

Logo as raizes de (2.88) se reduzem em

A=—BE/—(w2—B2)=—BEvV-w?=p%iw (2.90)

Entao a solucdo homogénea é dada da seguinte forma;

Qn(t) = a ATt 4 g (=B (2.91)
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Recorrendo a forma complexa trigopnométrica cas constantes complexas, faz-se

_ Aeiqbe—ﬁteiwt + ée—i(be—ﬁte—iwt

deixando em evidéncia o termo é tem-se

i(wt —i(wt+o
Qh(t):Ae—ﬁt(e( O et ))

2

Como (ei(wt+¢)+25*i(wt+¢)> = cos (wt + ¢)

Entao

Qn(t) = Ae Plcos (wt + ¢)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)

Logo a partir da equacéo acima o fator de amortecimento § faz com que as

oscilagdes decaiam e a carga @, (t) seja modulada pela exponencial Ae=*t,

ou ainda considera-se na solucao abaixo a derivada em relagao a t conforme

equacao (2.84), entao:

[+ BI+wiI=0

Os elementos apresentados anteriormente sao vistos na subsecao (2.7.1).

Supondo § <« wy = w; & wy Nesse caso para o amortecimento fraco, da:

p w1

t T e
Qt) = / I(t")dt' = Re (A"Zﬁ : 6—) ~ Re (—%el%pt

)
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Segundo (NUSSENZVEIG, 1997) para se resolver a equacao acima, € necessa-
rio aproximar p = p, por iw; € as constantes A e ¢ sdo determinadas pelas condicbes

iniciais Q(0) e I(0) assim,

Q(t) = wée_gtsen (wit + @) (2.96)
1

é considerado na segdo (4.1.1) a seguinte notagdo —3 = 3 e w; = w que se
chama fator de amortecimento e a frequéncia externa que pode ser representado da

seguinte maneira:

2

Qt) = %e'gtsen (wit + @)

Para descrever a energia armazenada no capacitor e indutor, segue da seguinte

forma
Q* A? Bt 2 A? Bt 2
- ~ t
Uc e 2w%06 sen®(wit + @) 2w§C€ sen®(wit + @)
que da
LA?
U, = %L[z(t) = 2 cost (wit + ) (2.97)

Entao o total de energia amerzenada no circuito no instante t é

U(t) = Ua(t) + Us(t) = %LAQeBt (2.98)

mostrando que /5 € a taxa de amortecimento da energia tem-se

dUu
10
dt p
como a resisténcia pura no circuito, oferece uma energia dissipada através do
calor, da
dW

i RI*(t) = RA%e P'cos*(w, + ¢) (2.99)
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Entao a energia discipada no oscilador em um ciclo de oscilagéao é

2m

t+7 d t oL
/ d_V}f/dt/ R~ RAQeBt/ cos®(wit’ + ¢)dt’ (2.100)
t t

Por outro lado tem-se

t+28
/ cos2(wit + @)t = » (21) (2.101)
t

2 w1

Com isso a energia dissipada por ciclo € dada por

_ % RA2— . 2T (2.102)

w1

Em raz&o do fator de qualidade Q do oscilador, como descrita na subsecéo
(2.7.4) considera que quanto maior Q menor sera a perda fracionaria de energia por

ciclo, assim tem-se:

_ ZW%LAQe*B QW/%/LAZW 2L 2rLw;  w L

~ = = = = 2.1
ONTRAE T Ypatos=  RE . Rer | R (2.109)
Como 3 = £ da
_@
Q=57 (2.104)

Conforme o caso considerado para o amortecimento fraco, o fator de qualidade
leva a condicdo ) > 1 em circuitos elétricos da mesma forma que os sistemas
mecanicos como afirma (NUSSENZVEIG, 1997), assim com a investigacao e projeto,
em um artigo recém publicado na revista Nature, envolve a Machine learnig ' para
desenvolver um sistema de antena com tecnologia 5G pelo software CST MWS em
um determinado circuito elétrico ressonante (HAQUE et al., 2023). O fenbmeno da
ressonancia é descrito em circuitos elétricos RLC, e € medido pelo fator de qualidade
mencionado na secao 2.7.4 € equacao (2.81), onde quanto mais alto o valor do fator de
qualidade dentro dos limites aceitaveis na faixa de frequéncias, melhor sera a nitidez

do sinal.

1 aprendizado de maquina
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Assim o fendmeno da ressonancia no que tange ao circuito RLC (NUSSENZ-

VEIG, 1997), é dado a partir da impedancia complexa do circuito RLC

wC

tem-se que conforme a sec¢éo (3.4)

Z =z (z = [2]), e V =V, cos (wt) (2.106)

de forma que

I(t) =Re (Kewt) = Re (—ei(“’t_¢) = %cas (wt — ) (2.107)

que da

oV v

TR )

De acordo com o valor maximo da corrente em funcdo do tempo (NUSSENZ-

(2.108)

VEIG, 1997) assegura que a corrente média produzida para uma dada ddp de pico V,,
dada pelo gerador, varia de acordo com a frequéncia externa provocada pela tensao
(w). Entédo para w — 0, a reatancia do capacitor domina e no caso para w — o~ a

reatancia do indutor sera o dominante.

Com base nessas informac¢des (NUSSENZVEIG, 1997) afirma que {/—Z ocorre

1 1
wL=—=uWw="=2w=w=
wC

abye (2.109)

1
VLC
isto €, quando w = wy que no qual representa a aproximagao da oscilagao livre
do circuito, tem-se

Vin

Quando w ~ wy I,,,(w) pode ser estudado da seguinte forma através da equacao
(2.108)
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Rz (wh— 1 _pl (e, e ) _wk g (2.111)
wC ) R2\wy ° w - weC R '

Onde Q = % € o fator de qualidade associado a frequéncia angular wy, entao

Vin/R
[l

Com estas relagées (NUSSENZVEIG, 1997) contribui em que a energia eletro-

I, = (2.112)

magnética durante as oscilagdes livres cai com ¢~ e resultados analogos se encon-
tram na subsecéao (4.1.5), com isso pode ser calculado a queda de tensao através do

capacitor:

VCO,m=1,Xc = [—m (2.113)
wC

aplicando (2.108) em (2.113) tem-se

Vo = Y (2.114)

wRC\/l +Q (2 - %)2

e em ressonancia obtém-se

Vo = QVin, (2.115)

Logo (NUSSENZVEIG, 1997) conclui que para uma ressonancia estreita cujo o
pico é pontiagudo e o fator 25 de amortecimento é reduzido, o (Q > 1) e a amplitude da
tensao ressonante no capacitor € muito maior do que a amplitude da excitagao externa
Vi, uma aplicacdo do fator Q em razao do fen6meno da ressonéncia € o seletor de
frequéncias em um radio, em que através da rotagéo do seletor das freuéncias varia a
capacitancia e cuja a frequéncia w, estd em ressonancia com a frequéncia da emissora
de radio mostrando Q elevado. Do ponto de vista anterior sobre as grandezas descritas
pelo modelo mecanico e pelo modelo eletromagnéticos Nussenzveig (1997, p.198) faz

uma analogia entre estes dois modelos, assim:
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OSCILADOR MECANICO OSCILADOR L-C
ME 4 k=0 LT+ Lo =0
x,m,k,w%z% Q,L,%,woz\/%—c

Energia cinética ' = 3mv?  Energia magnética Uy, = $LI?
Energia potencial V' = ka? Energia elétrica U, = 2Q—2

Tabela 3 — Tabela com o comparativo das caracteristicas do oscilador mecanico e eletromagnético. Fonte: Nussenz-
veig (1997, p.198)

Com base nisto, os autores (HAQUE et al., 2023) investigaram através de
uma técnica de aprendizado de maquina (machine learnig) o melhoramento e o bom
desempenho de antenas Quasi-Yagi — Uda operando na banda n78 para aplicacbes
5G. Consideraram entao, a simulacao, medicdo e um modelo de circuito RLC para
avaliarem a antena. Segundo (HAQUE et al., 2023) aponta em seu estudo que a
antena projetada tem uma frequéncia operacional de 3,5 GHz, uma perda de retorno de
-43.45dB, largura de banda de 520 MHz, ganho maximo de 6,57 dB e uma eficiéncia de
quase 97%. Para isso, no trabalho dos autores utilizaram método de Machine learnig
de regressao supervisionada para criar uma previsao precisa da frequéncia e do ganho

da antena.

Com a aprendizagem de maquina os autores sugerem o uso do ADS '2 e do
CST para o desenvolvimento de algoritmos que fornecam previsdes para o projeto
da antena numa determinada banda de frequéncias e seja stisfatéria. No final com o

auxilio do CST MWS os autores asseguram:

No final, 141 amostras de dados sao coletadas por meio da simulagao
com o auxilio do CST MWS'3, e uma variedade de métodos de aprendi-
zado de maquina de regressao (ML) séo utilizados para prever o ganho
e a frequéncia de ressonancia da antena Yagi sugerida. (HAQUE et al.,
2023, p.10)4

Com os resultados, os autores detectaram que o desempenho incluindo a si-

mulagéo pelos softwares ADS e CST MWS, a medicao e desenvolvimento do circuito

2 Advanced Design System (ADS) para automagio eletronica <https:/www.mathworks.com/
matlabcentral/fileexchange/76183-keysight-advanced-design-system-ads-to-matlab-interface>

13 é um software especializado em simulagéo eletromagnética 3D para problemas de alta frequéncia.
Fonte: <https://www.mathworks.com/products/connections/product_detail/cst-microwave-studio.htmlI>
Acesso: 04. dez 23

4 In the end, 141 data samples are collected via the simulation with the aid of CST MWS, and a variety
of regression machine learning (ML) methods are utilized to predict the gain and resonant frequency
of the suggested Yagi antenna. (HAQUE et al., 2023, p.10)
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elétrico, obtiveram 6timas estratégias de aproveitamento para o aprendizado de ma-
quina para revisao do projeto onde foi comparado pela equipe os resultados medidos e
os que foram simulados pela maquina para calcular a frequéncia de ressonancia e o

ganho da antena Yagi-Uda.

2.7 METODOS NUMERICOS

Os métodos numéricos vem desde o século XX mais precisamente no final da
década de 40, com uma gama de versatilidades e disponibilidades de computadores
com softwares poderosos. (CHAPRA, 2011) assegura que desde essa época, houve
uma revolucado no uso desses métodos numéricos por mais que os custos fossem
altos com os computadores. Ainda hoje em pleno século XXI, ainda ha softwares
que demandam de altos custos, porém, ha outras possibilidades de se obter 6timos

resultados em softwares livres.(GILAT, 2008)

Segundo (CHAPRA, 2011) os métodos numéricos sdo técnicas matematicas
que usa algoritmos para a compreensao computacional de um problema fisico e surgem
de forma alternativa e necessaria quando pretende-se aproximar fungdes a partir de

um problema inicial, desta forma:

Os métodos numéricos sdo ferramentas extremamente poderosas na
resolucdo de problemas. Eles sdo capazes de lidar com um grande
ndmero de equagdes, ndo linearidades e geometrias complicadas que
nao sdo incomuns na pratica da engenharia e, em geral, sdo impossiveis
de resolver analiticamente. Dessa forma, eles aumentam enormemente
a capacidade de resolver problemas. (CHAPRA, 2011, p. 03)

A definicado de métodos numéricos por Chapra, mostra que os métodos numé-
ricos séo ferramentas que tem o objetivo de solucionar problemas de cunho lineares
e nao-lineares, sendo que por meio analitico uma determinada equacao diferencial
nao linear é impossivel ser resolvida, e estas equacdes tem por objetivo compreen-
der problemas das engenharias, ciéncia e tecnologia e principalmente das ciéncis

atmosféricas.

Na mesma intencdo em mostrar que os métodos numéricos séo ferramentas
computacionais capazes de solucionar problemas complexos, ha razées para estuda-lo,

com isso Gilat (2008, p.21) corrobora que:



72

Os métodos numéricos sao técnicas matematicas usadas na solugao
de problemas matematicos que nao podem ser resolvidos ou que sédo
dificeis de serem resolvidos analiticamente.

ou seja, os métodos numéricos sao possibilidades de resolucao de problemas
que apresentam dificuldades comuns de solu¢gdes matematicas. Entre os conceitos
apresentados por Chapra (2011) e Gilat (2008) sao perceptiveis as razdes pelas quais
devem ser usados métodos numéricos no sentido de que os dois autores consideram

como propulsores de resolucdo de equacdes diferenciais.

Os métodos numéricos como ja exposto, se configuram como técnicas matema-
ticas, que tém por objetivo resolver problemas reais e simulados, como por exemplo: a
influéncia do clima, desastres naturais ou estruturas da matéria em suas propriedades
moleculares, que com isso podem vir a ser problemas para sociedade uma vez que
podem resultar em situa¢des complexas de interagdo entre a natureza e o ser humano.
Para a consecuc¢ao do modelo fisico via métodos numéricos, tem-se a contextualizagéo

de instrumentos a serem utilizados nos PCN+.

Segundo assegura o documento (BRASIL, 2017) apresenta quatro possibilida-
des da contextualizacao no ensino de fisica que sao: resolucéo de problemas, atividades
experimentais, atividades investigativas e a utilizagdo de recursos computacionais. A
partir da conceituacao dos recursos computacionais onde € levado em consideracéao
0s métodos numéricos, 0 uso de recursos computacionais € uma estratégia relevante
para o ensino de fisica. Sera apresentado os seguintes métodos numéricos: Método
de Euler e o Método de Runge-Kutta de quarta ordem, em vista ao modelo para o

oscilador amortecido e forgado (YDRI, 2016).

2.7.1 Meétodo de Euler

Conhecido como método das tangentes, ele é capaz de aproximar solucdes de
equacodes diferenciais, € € uma técnica de solucao algoritmica de uma EDO de primeira

ordem, assim:

dy

%:f(f,y)

Entdo a primeira derivada fornece uma estimativa direta da inclinagdo em z,,,

onde a fungéo f(z,,y,) é a equagéo diferencial calculada em z,, e y,,. O método de
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Euler (CHAPRA, 2011) é um tipo de método chamado de passo unico, onde o valor
da fungao incremento é baseado na informagao em um anico ponto i. Os métodos de
passo unico podem ser descritos conforme (1.1). Para se ter uma precisdo com este
método, € necessario que atribuamos passos (h) pequenos como por exemplo 4 = 0.01
e quanto menor o niumero de passos, maior sera a quantidade pontos para o efeito da
suavizagédo da curva, entdo (BOYCE; RICHARD, 2014) denota que:

Yn+1 = Yn +fnh n:O7172"

Entdo graficamente tem-se:

y A
y(Xn+2)
numerical
_~solution
yn+2
yn+1
Yn
>
Xn Xn+1 Xn+2 X

Figura 11 — Solugdo numérica pelo método de Euler. Fonte: <https://www.freecodecamp.org/news/
eulers-method-explained-with-examples/>

Como o método de Euler ¢ iterativo, ou seja, a partir das aproximacoes realizadas
pelo computador, as solugdes ficam cada vez mais aproximadas e por cada passo
utilizado, as sequéncias de valores vy, y;, Y2, ..., y, S€ aproximam da funcéo ¢(t) nos
pontos xg, 1, o, ...., T, ... cONclui-se que com o método de Euler quanto menor o

numero de passos, melhor sera a aproximagao da fungéao desejada.

Ynt1 = Yn + (@0, yn)h (2.116)




74

2.7.2 Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem Classico

Carl David Tolmé Runge (1856-1927), propusera um método, partindo do método
de Euler, concebia entdo o método de Runge, em 1875, apesar dele ter recorrido ao
método de Euler e através das expansdes de Taylor, é parecido com a regra % de
Simpson (CHAPRA, 2011), e também com certa semelhang¢a ao método de Heun, tinha
em seu desenvolvimento multiplas estimativas da inclinagao para que se chegasse a
uma inclinacdo média melhorada e desejava-se aproximar a solugédo de uma equacao

diferencial de primeira ordem.

Através da expansao de Taylor, tem-se as seguintes aproximacoes:

4R (g
P4(:c)zzf <>(:1:—a)’“ (2.117)

Py(z) = f(a) + f'(a)(x —a) + f”2(!a) (x—a)®+...+

Generalizando esta ideia através das expancdes de Taylor, tem-se uma fungao
f(z) e esta € derivavel até ordem £, o objetivo destas expansdes é ter um polinémio
Py(x) de ordem k£ que mais esteja préximo de f(z) ao redor de a € a € um ponto

considerado:

_ - (ﬂi—a)nfn(a) (2_118)

n!

n=0

Com isso, o método de Runge (CHAPRA, 2011) utilizava-se de uma média pon-
derada para chegar a uma inclinacdo melhorada, assim esse método possui resultados
mais precisos. Tem-se entao a partir disso, que a expansao até a quarta ordem é a
mais satisfatoria para este trabalho e ha de perceber que com a utilizacdo da quarta
ordem, a solugéo analitica e numérica ao longo de um curva dada, esta conforme o

problema de valor inicial (PVI):

dy
%—f(at,y)

Dado o valor y,, em z,,, avaliamos o valor y,.; em x,,,usando o método de

Runge até entdo como segue.
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Conforme figura abaixo (YDRI, 2016) contribui que partir do ponto inicial (x,,, v,,)
prossegue-se em sucessivas aproximagdes, com inicio pela estimativa inicial k1, apés a
primeira estimativa prossegue para a segunda estimativa k, no meio do intervalo [z, /]
e para realizar o calculo de k, na metade do passo % tendo como referéncia a estimativa
ki, resultara em ky = hf(x, + ’5”‘, Yn + ’;—1) e assim por diante. Em relagédo a estimativa k5
terd como referéncia a estimativa k, resultando em f(z,,+2, y,+2k,). Ap6s, a estimativa
ks tem-se a estimativa £, em relacdo a k; que resulta em ky = f(x, + h,y, + hks) com

isso foi definido que cada estimativa estda mais proximo da exata:

h h
bzﬁﬁwn+§wn+§h%

yix) @ - -.

Figura 12 — Grafico representando a extrapolagdo pelo método de Runge-Kutta de 22 ordem. Fonte:(PRESS et al.,
2007)

Apos a segunda estimativa, tem-se:

h h
ks = hf (@, + 5 Yn + §k2)§

1 1 1 1
Yn+1 y+6h+3@+3@+6m+0()

Entao (PRESS et al., 2007) contribui que a partir de sucessivas aproximacgodes e

avaliagdes, o0 método Runge-Kutta de quarta ordem em todo seu processo, a derivada
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yix)

Figura 13 — Grafico representando aproximacdes pelo método de Runge-Kutta de 42 ordem. Fonte: (PRESS et al.,
2007)
€ avaliada uma vez no ponto inicial, duas vezes nos pontos meédios do ensaio e uma

vez no ponto final e a partir disso o valor final da funcao é calculado.

A partir da generalizacdo da ideia de Runge acima, houve corroborac¢des das
ideias de Martin Willhelm Kutta (1867-1944), com isso, com a contribuicdo de Kutta,
pode entao ser comparado com a expansao de Taylor, que neste caso sera utilizado o
de quarta ordem e consequentemente o objetivo do método € determinar as constantes
mais apropriadas. Para (CHAPRA, 2011), os métodos de Runge-Kutta (RK) alcancam
a acuracia de uma abordagem por série de Taylor sem exigir calculos de derivadas de

ordem superior, conforme demonstragéo a seguir:

(2.119)

kni + 2kno + 2kng + kn4)
6

Yn+1 :yn+h(
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3 METODOLOGIA
3.1 MODALIDADE DE PESQUISA

Diante da proposta de pesquisa apresentada neste trabalho, a metodologia
utilizada foi a pesquisa bibliografica de natureza qualitativa. Nesse sentido, (GIL, 2002)
assegura que a pesquisa bibliografica € um método de investigacdo que se baseia em
materiais disponiveis para consulta, sobretudo livros e artigos cientificos, tornando-
se fontes dos temas a serem explorados. De acordo com (GIL, 2002), a vantagem
da pesquisa bibliogréafica reside na abrangéncia do objeto de estudo, permitindo ao
pesquisador uma manipulagcéo de fenémenos de pesquisa muito mais ampla do que a

pesquisa direta.

Dessa forma, a fim de alcancar os objetivos deste trabalho, foi necessario buscar
materiais que corroborassem e abordassem a tematica. Em relacdo a (BARDIN, 2011),
foi realizada a analise de conteudo. O principal objetivo do trabalho foi compreender o
fenbmeno da ressonancia a partir de um modelo para o oscilador amortecido e forgado,

com o intuito de contribuir para o ensino de fisica.

Para compreender esse fenbmeno, foram estabelecidas correlacdes entre a
parte tedrica e computacional, especialmente no que diz respeito aos resultados
analiticos. Utilizando como referéncia livros sobre as aplicagbes dos métodos numéricos
de Euler e de Runge-Kutta de 42 ordem, foram definidos na linha de comandos os
parametros de entrada, declaracdes de controle e a execucao das fungdes de acordo
com as equagdes fornecidas. O objetivo foi expressar os parametros para a situagéao
fisica por meio do programa computacional Python, apresentando dados graficos e
numéricos do fator de mérito ou de qualidade, relacionados ao modelo fisico que

representa um dos fenémenos naturais.

Com o auxilio da linguagem computacional Python, procedeu-se a verificacao da
equacao diferencial que governa o oscilador amortecido e for¢ado, utilizando métodos
numéricos. Esse processo possibilitou a determinacédo qualitativa da solucao acoplada
da equacao diferencial linear ndo-homogénea. Por meio das linhas de comando, foram

realizadas comparacdes entre os fatores de qualidade e os fatores de amortecimento.

As equacdes diferenciais foram resolvidas empregando o método de separagéao

de variaveis e expressando o fator integrante para facilitar o raciocinio ao resolver
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através da equacao caracteristica. Esse procedimento conduziu a obtencéao de raizes
complexas, resultando na solu¢édo de problemas de valores iniciais. Consequentemente,
permitiu o entendimento das informagdes contidas em cada derivada dessas equagoes,

reconhecendo seu significado fisico.

3.2 INSTRUMENTOS DE COLETA DE DADOS

Com isso, a pesquisa deu prosseguimento através da pesquisa em artigos
cientificos como a revista Nature, livros proprios, livros encontrados na biblioteca
central do IFPI, dissertacOes e teses que trazem uma abordagem coadunada ao tema
da pesquisa. Em ordem, foi desenvolvido a parte analitica e computacional relativo ao

fendbmeno da resonancia

Consequentemente, foram realizadas as consideragdes e discussodes tedricas,
analiticas e computacionais do fendbmeno da ressonancia para cada método em virtude
do oscilador amortecido e forcado cujo os resultados foram favoraveis devido ao regime
subarmotecido previamente estabelecido, pois este regime foi o Unico que possuia
parametros perfeitos para a observacado do fenébmeno da ressonancia conforme a
literatura. Na sequéncia do trabalho, foram exploradas as grandezas relevantes para
a ocorréncia da ressonancia tanto para o ambito mecanico como eletromagnético,
com isso contribuir de forma clara em relagao aos fenbmenos de natureza fisica aos

professores e alunos do curso de Licenciatura em Fisica.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

No desejo de alcancar o objetivo geral que € - Compreender o fendmeno da
ressonancia, com o auxilio da linguagem Python - a partir da pesquisa qualitativa,
nesta pesquisa, obteve-se resultados: numéricos, graficos e analiticos que fossem
satisfatérios para que houvesse a devida compreensao do fendmeno da ressonancia
através das caracteristicas e do comportamento da oscilacado amortecida. Foi levado
em consideracao o regime de subamortecimento tendo como a forga externa, o agente
no sistema que o faz causar aumento na amplitude quando exatamente as frequéncias
se aproximam w =~ wy resultando no fenbmeno da ressonéancia, em vista o fator de

qualidade Q.

Com a atenuacgao do pico de ressonancia, a largura ficou cada vez mais estreita,
evidenciando o fenémeno da ressonancia no sistema com base na equacao de mo-
vimento do oscilador, assim obteve-se os resultados condizentes com a literatura em
relacao ao fator de amortecimento e ao fator de mérito Q. No que tange aos métodos
utilizados nas resolugdes das equacdes diferenciais, proporcionaram uma visao do tipo
de problema fisico, que no caso a descrigdo da solugao estacionaria ou particular, com
iSS0 no caso supracitado, entre as solugdes da equacao caracteristica a mais relevante
a0 caso 2/ < wy € a que possui raizes complexas. Analisando o modelo mecénico da
ressonancia verificou as caracterisiticas ligadas a atenuacéo do pico de ressonancia
e em relacao a energia do oscilador, que mede o total de transferéncia de energia da

forca externa para o sistema.

4.0.1 Discussao sobre a compreensao do fenémeno da ressonancia via oscila-
dor amortecido e forcado

Em vista as caracteristicas e os comportamentos das oscilagdes amortecidas
e forcadas para diferentes tipos de amortecimentos no caso abordado 25 < wy, para
que haja o fenbmeno de ressonancia, é necessario e suficiente que o sistema esteja
em regime de subamortecimento e para existir o regime subamortecido deve haver
soma de senos e cossenos (mostra-se como uma exigéncia matematica). Entdo para
isso um sistema deve ser considerado amortecido, quando seu fator de amortecimento
esteja entre 0 < 8 < 1 sendo maior que 1 o sistema ndo serd amortecido e sim

superamortecido, que ndo vem ao caso analisado. A outra caracteristica para que haja
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o fenbmeno de ressonancia, é que o sistema precisa de uma for¢ca motriz para que
esta, fornega energia ao sistema e produza oscilagdes forgcadas até que a frequéncia
externa seja muito préxima da frequéncia natural. Neste caso as oscilagbes forgcadas
possui vantagens e beneficios para um determinado sistema dependendo do grau
de aplicacao. Nos contextos abordados, o primeiro caso vem a tona ao desastre da
ponte de Tacoma Narrows, em que ventos geraram vortices na superficie da ponte
fazendo com vinhesse a torcer varias vezes e em relagdo a ressonéancia, foi em razao
dos vaos da ponte entrarem em ressonancia partir de uma forca externa f, cos(wt), na
tranferéncia de energia em um alimento e no caso da obtencgao da eficiéncia em uma

antena 5G através do Machine Learnig.

4.0.2 Discussao sobre a solucao analitica da oscilacao mecéanica amortecida e
forcada

Seguindo os principios das equacodes diferenciais, a solucao geral da equacgao
de movimento do oscilador resulta da combinagéo de duas solugdes - uma homogénea
e outra estacionaria. Essas solugdes atuam em dois planos: o real e o complexo. A
solucao particular, derivada de um elemento complexo, revela uma dependéncia tem-
poral, indicando que as oscilagdes nédo sao livres, mas sim amortecidas. Embora haja
resisténcia, que eventualmente interrompe as oscilagdes, um forcamento persistente
confere ao sistema um ganho de energia, aumentando sua amplitude ao longo do
tempo. Dessa forma, a solugao geral da equacgao diferencial da equagdo de movimento

do oscilador mecanico pode ser descrita como:

z(t) = e P[a cos(wt) + b sen(wt) + A(w)cos[wt + ¢(w)]] (4.1)

Para que tomemos um PVI, faz-se necessario possuir uma condic¢ao inicial, dai

as constante ae b, entdo z(0) = 1 e #(0) = v(0) = 0. Segue que substituindo-as:

z(0) = e7[a cos(w0) + b seno(w0) + A(w)cos[w0 +¢(w)]] = 1-[a-1+b-0+ A(w)cosp(w)]

z(0) = a + [A(w)cosp(w))] (4.2)
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como z(0) =1 entédo a + A(w)cosp(w) =1 = a =1 — A(w)cosp(w)

a=1— A(w)cosp(w) (4.3)

Derivando (4.1) tem-se

#(0) = v(0) = 0

9(0) = e [~ (a cos(wt) +b sen(wt)) — awsenwt + bwcoswt] — A(w)cos[wt +p(w)]] (4.4)

Pela condicao inicial v(0) = 0

v(0) = —f(a cosw(0) + b senw(0) + bw(0)] — [A(w)cos[p(w)]]

= [-f(a) + bw] — A(w)wsen [¢p(w)]] =0 = (4.5)

—B(a) + bw = A(w)wsen [p(w)]

De (4.3) substitui na equacao abaixo

bw = A(w)wsen [p(w)] + 5 [1 — A(w)cosp(w)]

A(w)wsen [p(w)] + 5 [1 — A(w)cosp(w)]

w

b= (4.6)

Através das condig¢des iniciais, as constantes (a) e (b) sdo determinadas, reve-
lando a natureza da equacéo diferencial. O comportamento resultante descreve um
movimento oscilatério amortecido e forgcado, apresentando uma oscilagao sutil. Isso
ocorre devido a combinacéo de fungdes senoidais e cossenoidais na trajetoria das

oscilagdes, com um decaimento constante ao longo do tempo.
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4.0.3 Discussao sobre a solucao numérica e analitica da oscilacao mecanica
amortecida e forcada para a compreensao do fendmeno da ressonancia.

Para as discussdes computacionais, utilizou-se dois métodos numéricos em
que se diferenciam no que diz a respeito a sua ordem. O propésito de ter escolhido o
método de Euler e ndo um outro método equiparado ao método de RK4 ou mais robusto,
foi pelo fato de sua histéria e importancia ao desenvolvimento das aproximacoes por
métodos numéricos. Seguindo uma ordem pelo grau de acuracidade, o método de
Runge Kutta de 42 ordem foi descrito a partir da linguagem computacional python, para

sistemas de oscilagdes acopladas, como anteriormente foi dito.

Com base nos parametros m , 5, f, e k partiu-se de valores iniciais iguais a 1.
Definiu-se primeiramente o passo, no caso h = 0.01 isso quer dizer que para garantir
uma melhor suavizagao grafica, pode-se diminuir os passos de i porém aumentara o
tempo computacional. Em relacdo a massa, sabe-se que ela define a inércia de um
corpo, quanto mais denso um corpo maior sera sua inércia e quanto menos denso um
COrpo menor sera sua inércia, assim pode ser definido m = 1kg. Em seguida defini-se
a constante de amortecimento 5 onde por definicdo sabe-se que (0 < 5 < 1), podendo
ser adotado o valor de amortecimento igual a 0,1 ml/s Ap6és defini-se o valor da forga
externa fy = 1 NV e em relacdo a constante elastica &£ sendo que, quanto mais aumentar
o valor de k£ mais dura sera a mola fisicamente e nos resultados computacionais, os
niveis de amortecimento diminui, entdo para garantir o amortecimento dentro dos

limites do amortecimento fraco adota-se £k = 1N/m.

O fendbmeno da ressonancia manifesta-se por meio de um pico atenuado, influen-
ciado pela absorcao de energia proveniente de uma fonte externa. Este comportamento
indica que o fator de qualidade (Q) experimenta um incremento a medida que a ener-
gia mecéanica se acumula no oscilador a cada ciclo de oscilagao, resultando em um
amortecimento reduzido. E relevante salientar que, nas instancias analisadas a seguir,
as oscilacdes foram determinadas empregando o método numérico de Runge-Kutta
de ordem 4 (RK4). A escolha criteriosa destes parametros visa posicionar o sistema
em um regime subamortecido. No grafico apresentado abaixo (Figura ??), observa-se
um pico atenuado decorrente do acumulo de energia em um instante t, induzido pela
quantidade de ciclos (27) por uma for¢a motriz. Utilizando o método numérico de RK4,

constata-se um aumento na amplitude quando w ~ wy. Isso implica que, com o ganho
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de energia, o sistema alcanga uma amplitude maxima de 7 metros, valor calculado
numericamente, correspondente a um fator de qualidade (Q) de aproximadamente
3,50. Com base nos resultados numéricos, a fim de viabilizar uma comparagao entre
0s métodos numéricos e analiticos, seguiremos as equacodes (2.90) e (2.103). Abaixo,
apresentamos um gréafico da amplitude em relacao a frequéncia angular, utilizando os

dados previamente definidos. A representagéo grafica € a seguinte:

Resposta em Frequéncia com 4 Fatores de Qualidade para Ressonancia

—— Q=045p=111

Q = 1.00, B = 0.50
—— Q=2.50,B =020
— Q=3.50,p=014

Amplitude da Resposta A%(w)

_-———-'“H_dﬂ;ﬂ‘ﬂ;H#ﬂﬂ__‘-___&_-“H‘H‘h‘h‘h‘“h“‘———-_

T T T T T T T T T
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
Frequéncia Angular (w/w_0)

Figura 14 — Amplitude de um oscilador harménico acionado para ilustrar a ressonancia com uma frequéncia natural
wo. Fonte: Proépria

wo 1 1
Q=25=70m 03> =@=35]

mwoy  1lkg-1lrad/s-0,14 0,14

-Anmr::

=T7,1429m = | Apar = 7,1420m | (4.7)

Assim, comparando o resultado analitico e o resultado numérico da amplitude
maxima e o fator de qualidade, valida a utilidade do método numérico para este modelo.

Dessa forma exibindo em tabela temos:

Com base na tabela contendo os resultados analiticos e numeéricos, € possivel
calcular o desvio relativo (D) entre o valor teérico e o valor numérico usando a seguinte

relacédo, considerando uma margem de erro inferior ou igual a 5% para as grandezas
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V; e V,, o valor tedrico ou analitico e o valor numérico respectivamente para ambas as

grandezas analisadas:

V-V,
Dp=—"—""" % 100% (4.8)
Vi
Entao
7,1429 — 7 0,1429 B
3,57 —3,50 0,07
Dp="——"—x100% = -— = 0,019 x 100% = 1
R 357 x 100% 3,57 0,019 x 100% , 9%
Parametros Resultado numérico Resultado analitico Desvio relativo

Amplitude maxima (A,,q.) 7m 7,1429 m 2,0%
Fator de qualidade @ 3,50 3,57 1,9%

Tabela 4 — Tabela com os resultados numéricos para os efeitos da ressonancia pelo método de Euler g = 0, 14.
Fonte: Prépria

O grafico abaixo ilustra os trés casos de amortecimento em relagdo a excitagao

ou estado vibracional da forga motriz.

Oscilagdes amortecidas para 0s trés casos y =Wy, Y < Wp € ¥ > Wp

Solugao Geral
---- Deslocamento (Critico)
—— Deslocamento (Subcritico)
---- Deslocamento (Supercritico)

Deslocamento x(t)

Tempo (t)

Figura 15 — Oscilagbes amortecidas para os trés casos v = wo, v < wo € v > wo. Fonte: Prépria

Ao analisar os resultados numéricos impressos tendo em vista os 3 casos de
amortecimento, pode-se observar como o percentual de energia acumulado varia ao
longo do tempo para cada caso, isto € um fato. Vemos que o caso supercritico em com-

paracao com os outros casos ha uma rapida dissipacao de energia, resultando em uma
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diminuicdo mais acentuada nos percentuais de energia acumulada ao longo do tempo,
ou seja, isto faz com que o sistema perca energia mais rapidamente em comparagao
com 0s outros casos e tem uma maior retengdo de energia relativa. No caso critico,
o sistema estd em transicdo entre o amortecimento subcritico ou subamortecido e
supercritico ou superamortecido, isto €, o sistema estando nesta condicao de transicao,
ha uma certa diminuicdo de energia fazendo com que a amplitude das oscilagdes
seja minimizada, o que, por sua vez, resulta em uma menor quantidade de energia
armazenada e dissipa mais rapidamente ao longo do tempo. Ja no caso subcritico
ou subamortecido a diminui¢cdo nos percentuais de energia acontece gradualmente,
diferentemente dos outros dois casos anteriores e ocorre devido a dissipagédo gradual
de energia devido ao amortecimento fraco quando p = 0.1 k—]\;% No entanto, a taxa de
dissipacao € menor do que no caso supercritico, permitindo que o sistema mantenha
oscilagbes significativas por um periodo mais longo. Conforme graficos e dados a

seguir:

N ---- Deslocamento (Critico)
15 1 i

1.0+ i 1Y

0.5 |

Deslocamento x(t)

0.0 r ===

>
>
B
>
D
N

D

)

r,‘ \\ ---- Deslocamento (Supercritico)
\

1.0 - LAY

0.5

Deslocamento x(t)

0.0 ==

Tempo (t)
Figura 16 — Visualizagio dos casos de amortecimento para o oscilador amortecido e forgado v = wo, v < wo €
v > wo. Fonte: Préopria
A partir da figura acima, é importante observar que, em geral, ao longo do tempo,

a energia total em todos os casos deve diminuir devido ao efeito do amortecimento e
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em especial 0 caso subcritico ou subamortecido que é um caso interessante para o
caso de ressonancia. Para isto, € importante notar a variacao percentual de energia
entre os casos que foi utilizada para analisar como a energia total do sistema esta
sendo dissipada ao longo do tempo devido ao amortecimento. Com base nos resultados
numéricos, segue abaixo os valores relativos a taxa de energia para cada oscilacdo em

seu respectivo caso ao longo do tempo nos 10 primeiros segundos, assim temos:

Tempo (s) E (%) Subcritico E(%) Critico E(%) Supercritico
0.00 100 100 100
0.50 96.15 63.15 38.09
1.00 95.32 61.21 34.95
5.00 75.07 1.52 3.10
10.00 49.56 0.01 0.13

Tabela 5 — Tabela dos resultados numéricos da analise da energia acumulada para os 3 casos de amortecimentos

p=0,10702%, p= 1072 e p= 3.5 = respectivamente. Fonte: Prépria

Com estes resultados observa-se que para cada caso, 0 que possui uma menor
perda de energia apds 10 segundos é aquele que o grau de amortecimento € muito
menor, assim neste caso, o oscilador quando excitado por uma forgca externa possui a
capacidade de armazenar energia e dissipar uma menor quantidade de energia com o
objetivo foi obter uma resposta significativa em situagées de ressonancia logo o regime

que apresenta estas caracteristicas é o regime subamortecido.

4.0.4 Avaliacao da influéncia do fator de mérito no modelo do oscilador amorte-
cido e forcado

O fator de qualidade tem como principal propdsito mensurar a eficiéncia de um
sistema ao receber uma quantidade especifica de energia. Sua influéncia no oscilador
se manifesta de maneira significativa, especialmente no que diz respeito a amplitude
maxima alcangada e a quantidade de energia armazenada. Para compreender essa
influéncia de maneira abrangente, foram realizadas comparagdes tanto analiticas
quanto numeéricas, visando avaliar a influéncia do fator de qualidade no desempenho
do sistema no sentido de verificar o poder de resolucdo numérica do método de Runge-
Kutta de 42 ordem. Ao realizar uma analise comparativa das diferentes frequéncias
externas atuando sobre o oscilador onde, w = w, € o fator de amortecimento é 5 =0, 1
a resposta da amplitude é maxima. Consideramos o amortecimento fraco para uma

analise comparativa entre os métodos analitico e numérico. A atenuagéao inicial do
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grafico azul na mesma figura ocorre devido ao efeito do amortecimento fraco, resultando
em um fator de qualidade mais elevado. Para 5 = 0.10 a A,,.. = 4,98m e o fator de
qualidade (Q) = 5,0.

Em relagéo ao grafico (17) abaixo, representa a amplitude em razdo da impulséo
da frequéncia, para isso a eficiéncia do sistema diz respeito a capacidade do sistema
armazenar energia. Para se calcular este fator faz-se pela equacéao (2.80) como g =
0, 1%% <L wy = 1%[ a representacao grafica e numérica satisfaz as condi¢des de
amortecimento fraco, neste caso o sistema acumula uma quantidade suficiente de
energia e dissipa uma menor quantidade de energia. Cada curva no grafico representa
um fator de amortecimento especifico, enquanto a variagao da qualidade do sistema é
expressa pelo fator de qualidade associado a cada curva. Observa-se que a medida
que o fator de qualidade aumenta, a eficiéncia do sistema melhora quando o pico da
ressonancia aumenta e esta representado por um ponto de cor vermelha em que a
amplitude € maxima, e isso € mais evidente em situagdes de amortecimento fraco.
Essa observacao reforca os conceitos discutidos anteriormente na fundamentacéao
tedrica sobre ressonancia e fator de qualidade. Sendo um 6timo indicador, o fator de
qualidade tem por caracteristica a analise do comportamento das oscilagdes quando

estas sdo excitadas.

Amplitude em Func&o da Frequéncia para Diferentes Coeficientes de Amortecimento

5 | —— B=0.1(Q = 4.98)
B=0.5(Q =0.71)
—— B=1.0(Q = 0.05)

Amplitude A(w?)

T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
Frequéncia (w/wy)

Figura 17 — Amplitude maxima causada pelo efeito da ressonancia em um oscilador acionado para ilustrar a
aproximacao da frequéncia externa w e a frequéncia natural wy. Fonte: Propria

A partir dos dados numeéricos, realizamos uma comparacado dos fatores de
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qualidade em diferentes situagdes de fator de amortecimento, o que resultou em
diferentes configuragdes para cada curva no grafico. Essa analise proporciona uma
compreensdo mais aprofundada, evidenciando que um fator de qualidade maior esté
associado a um fator de amortecimento menor, indicando uma eficiéncia aprimorada
do sistema. Esses resultados destacam que, para induzir o fendmeno da ressonancia,

S0 necessarios ajustes especificos nos parametros numéricos e fisicos.

No contexto numérico, tais ajustes referem-se a modificagdes nos principais
parametros desse fendbmeno, considerando as interacdes entre a forca motriz e o
préprio oscilador, responsavel pela transferéncia de energia, e o oscilador que a recebe.
Nesse cenario, tanto o fator de qualidade quanto a amplitude estardo maximizados,

sendo diretamente influenciados pelo fator de amortecimento fraco.

Os resultados foram obtidos utilizando a equacao da amplitude maxima em
funcdo da frequéncia ao quadrado, e a simulagéo da resposta do oscilador foi realizada
por meio dos métodos de Runge-Kutta de 42 ordem. A seguir, apresentam-se 0s

resultados numéricos conforme representados no grafico a seguir: (17).

Fator 3 Amplitude A,,., quando w = w, Frequéncia (ext) Fator Q Freq. Natural

0,1 5,00 m 1,00 rad/s 5,00 1,00 rad/s

Tabela 6 — Tabela com o comparativo da amplitude maxima com os resultados numéricos (RK4) quando w = wo
para os efeitos da ressonancia. Fonte: Prépria

Conforme discutido anteriormente, analisaremos agora, de maneira analitica, o
caso em que o amortecimento é fraco, pois é 0 mais interessante quando se trata do

regime subamortecido, entao:

_w 1 -
Q—26—072—5,0:> (4.9)

Em relagdo a amplitude maxima temos:

fo B 1 1
mwo2f  1kg-1rad/s-0,20 0,20

Appaz = =5m = | Apaz = 5,0m| (4.10)

Comparando o resultado analitico e o resultado numérico da amplitude maxima

e o fator de qualidade, mais uma vez valida a utilidade do método numérico para
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este sistema em que o software simula uma vibracédo externa forcada. Dessa forma

calculando o desvio relativo entre os dois resultados, temos:

5,0 — 4,98 0,02
=27 P 2 100% = —— = 0,004 x 100% = 0,4%

D
" 5,0 5.0

Em relagé@o ao desvio ao fator de qualidade temos:

9,0—-5,0
DR:57—0><100%:0%
Parametros Resultado numérico Resultado analitico Desvio relativo
Amplitude maxima (A,,q.) 4,98 m 5,0m 0,4%
Fator de qualidade @ 5,0 5,0 0%

Tabela 7 — Tabela com os resultados numéricos para os efeitos da ressonancia pelo método de (RK4) g = 0, 10.
Fonte: Prépria

Com base nos dados apresentados, verifica-se que, ao utilizar o método de
Runge-Kutta de 42 ordem, o erro relativo em relagdo a amplitude maxima é praticamente
insignificante, aproximando-se de zero. Esse resultado destaca a precisao do método
numérico RK4 nos célculos, conferindo uma acuracia adequada para sistemas fisicos,
como o oscilador amortecido e forcado. E importante notar que, nos outros dois casos
mencionados anteriormente, que ndo serdo utilizados para efeitos comparativos neste

trabalho, ndo se observou a ocorréncia do fenbmeno da ressonancia.

Fator 5 Amplitude A,,., quando w < w, Frequéncia (ext) Fator Q Freq. Natural

0,5 2,54 m 0,80 rad/s 5,00 1,00 rad/s

Tabela 8 — Tabela com o comparativo da amplitude maxima com os resultados numéricos (RK4) para os efeitos da
ressonancia. Fonte: Prépria

Fator 5 Amplitude A,,.. quando w > w, Frequéncia (ext) Fator Q Freq. Natural

1,0 2,00 m 1,20 rad/s 5,00 1,0 rad/s

Tabela 9 — Tabela com o comparativo da amplitude maxima com os resultados numéricos (RK4) para os efeitos da
ressonancia. Fonte: Propria

A partir dos dados mensurados, observamos que para diferentes interagdes en-
tre as frequéncias externa e natural, as amplitudes diminuem a medida que a frequéncia

externa aumenta, comprovando que quando w = wy, € o fator de amortecimento fraco
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no regime de subamortecimento, ocorrera o fendbmeno da ressonancia em um dado

sistema.

O método de Runge-Kutta de 42 ordem é empregado para resolver a equagao
diferencial do sistema, garantindo resultados precisos. Foi utilizado um numero de
pontos em um determinado subintervalo, assim o codigo em questao realiza uma
analise do comportamento de um sistema massa-mola amortecido em resposta a uma
forca externa senoidal. Os resultados sao apresentados de forma visual, conforme
o grafico (17) que relaciona a amplitude com a frequéncia, considerando diferentes
valores de coeficiente de amortecimento (5). Este método implementado na fungcao RK4,
recebe as condicdes iniciais, o vetor de tempo, as constantes do sistema (frequéncia
natural w, e coeficiente de amortecimento (), e o passo de integracéo h, que quanto
maior o passo mais suavizados serao os graficos. Ao aplicar o método de Runge-
Kutta de 42 ordem, o cddigo calcula a evolugao temporal do sistema ao longo do vetor
de tempo fornecido. Com isso, o resultado numérico é uma solucao aproximada da
equacao diferencial, permitindo analisar o comportamento do sistema para diferentes

condigbes iniciais e parametros.

Através das curvas geradas, fica notavel que o aumento do coeficiente de amor-
tecimento de (0.1, 0.5 e 3.50) resulta em curvas mais largas e em uma diminui¢cao
acentuada na amplitude maxima, tendo como referéncia o ponto vermelho. De fato,
isto reflete a influéncia do amortecimento na resposta do sistema, tornando-o menos
sensivel a frequéncia externa conforme o amortecimento aumenta. Cada curva no
grafico é destacada por um ponto vermelho, indicando a frequéncia em que a ampli-
tude € maxima e representando a ressonancia do sistema para a frequéncia externa.
Esses pontos sdo calculados numericamente conforme a equacéao diferencial dada,

proporcionando uma representacao visual da resposta ressonante do sistema.

Assim a andlise dos resultados numéricos é realizada para trés casos especi-
ficos de frequéncia externa: frequéncia de ressonancia natural (w = wy), frequéncia
abaixo da ressonancia (w < wy), e frequéncia acima da ressonancia (w > wp). O método
de Runge-Kutta permite avaliar a amplitude, a frequéncia externa, o fator de qualidade
(Q) e o tempo de pico para cada caso, fornecendo dados sobre o comportamento

dinamico do sistema.
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Uma caracteristica importante do método de Runge-Kutta, é a capacidade de
se adaptar a diferentes condic¢des iniciais e parametros do sistema. Isso é crucial para
a compreensao de como o sistema responde a diferentes frequéncias externas e como
o coeficiente de amortecimento influencia essa resposta. No cédigo em questao é
empregado para explorar o comportamento dindmico do sistema sob diferentes forgas
externas assim o método de Runge-Kutta de 42 ordem é uma ferramenta valiosa para
a analise dindmica de sistemas fisicos, como evidenciado no codigo. Sua precisao,
estabilidade e adaptabilidade contribuem para uma compreensédo aprofundada do
comportamento do sistema massa-mola amortecido em resposta a forcas externas

variaveis ao longo do tempo.

Expressando a aplicagcdo do método de Runge-Kutta de 42 ordem (RK4) na

equacao diferencial do sistema massa-mola amortecido temos:

dy

at "

dv

pri —26v — Wiy

ApGs é usado o método de RK4 que o qual aproxima a solugao das equagdes

da seguinte forma:

k’lzh"l}
0 =h-(=20v —wiy)

2
@:h(mé)

As atualizagdes das variaveis sdo entdo dadas por:
1
Yn+1 =Y + 6(]{71 + Qk'z + 2/{33 + /{34)

1
Un+1 =V + 6(61 + 262 + 263 -+ €4)
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Onde /4, (5, (5 e {4 representam as inclinagdes estimadas no processo de inte-
gragao numerica e ki, ks, k3 e k4, s&0 usadas para calcular as inclinagcdes da posi¢ao y

em relagéo ao tempo t.
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5 CONCLUSAO

Este trabalho apresentou uma abordagem elucidativa das oscilacées harmoni-
cas, visando compreender o fendbmeno da ressonéancia por meio da analise do modelo
mecanico ressonante fundamentado no oscilador amortecido e forcado. Os dados
numeéricos, extraidos dos graficos apresentados nos resultados e discussées, foram
analisados através de tabelas. O modelo exibiu resultados préximos aos analiticos,

sendo a precisdo maximizada pelo método de Runge-Kutta de 42 ordem.

Caracterizamos a ressonancia por meio das grandezas fisicas, tais como ampli-
tude maxima e fator de qualidade (Q), destacando a influéncia do fator de qualidade
nas oscilagdes. Concluimos que um maior fator de qualidade esta associado a uma
eficiéncia aprimorada do sistema mecénico. O estudo proporcionou uma analise abran-
gente do fendbmeno da ressonéncia, evidenciando a relevancia do fator de qualidade
em sistemas com vibra¢des naturais. A transferéncia de energia, induzida por uma
forca motriz, revelou que quanto mais energia um oscilador acumula, maior sera o pico
da ressonancia e seu fator de qualidade. Essa constatacao ressalta que os efeitos
da ressonancia estao intrinsecamente ligados ao contexto fisico, explorado em quatro
cenarios distintos durante a pesquisa. Esses cenarios incluem a ressonancia obser-
vada na ponte Tacoma Narrows, onde vibracdes aerolasticas causaram a destruicao da

ponte, e investigacdes sobre ressonancia em colisdes de moléculas ultrafrias.

Ao utilizar o método numeérico de Runge-Kutta de 42 ordem, medimos e compa-
ramos as oscilagdes induzidas por frequéncia externa. O método de RK4 demonstrou
menor margem de erro devido ao seu maior numero de interacdes e passos conside-
rados. A analise do modelo do oscilador mecénico proporcionou uma compreensao
aprofundada do fenédmeno da ressonéncia, explorando questdes nas ciéncias naturais
por meio de modelos explicativos e representativos. O estudo abrangeu contextos,
desde incidentes notaveis, como a ponte Tacoma Narrows, até aplicacdées modernas,

como o uso de aprendizado de maquina na otimizagéao de antenas 5G.
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APENDICE A - SCRIPTS DO PROGRAMA EM PYTHON
EXIBICAO DOS CODIGOS DAS OSCILAGCOES AMORTECIDAS E FORCADAS

Script para exibir graficamente e numericamente a amplitude maxima e o fator
de qualidade: Figura 14

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

#Funcao para calcular a amplitude maxima e o fator de qualidade (Q)
def calcular_amplitude_q(omega, omega 0, beta):
amplitude = 1 / np.sqrt((1 - (omega*+2 / omega 0x+2))*+2 + (2 = beta =
omega / omega_0) ==2)
Q = omega 0 / (2 * beta)

return amplitude, Q

#Equacao diferencial do sistema massa-mola amortecido
def equacao_diferencial(y, t, omega_0, beta):
dydt = y[1]
dvdt -2 « beta » y[1] - omega_0++2 = y[O0]
return dydt, dvdt

# Metodo de Euler para resolver a equacao diferencial
def euler(y0, t, omega 0, beta, h):
y_result = [y0]

for i in range(1, len(t)):
dydt, dvdt = equacao_diferencial (y_result[-1], t[i - 1], omega O,
beta)

y_next = [y_result[-1][0] + h = dydt, y_result[-1][1] + h = dvdt]
y_result.append(y_next)

return np.array(y_result)

# Parametros
omega_0 = 1.0
beta_values = [0.1, 0.5, 1.0] # Coeficientes de amortecimento para cada

curva

# Frequencias a serem consideradas
omega_cases = np.linspace (0.1 = omega 0, 2.5  omega 0, 100) # Variacao de

frequencia
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# Crie o grafico para diferentes valores de coeficiente de amortecimento e
frequencia

plt.figure(figsize=(10, 6))

plt.title (’Amplitude em Funcao da Frequencia para Diferentes fatores de
Amortecimento’)

plt.xlabel(’Frequencia ($\omega/\omega {0}$)’)

plt.ylabel (’Amplitude $A*{2}(\omega)$’)

# Calcule e plote as amplitudes para cada caso
for beta in beta_values:
amplitude_values = 1 / np.sqrt((1 - (omega_cases**2 / omega 0#*+2))++2 +

(2 = beta = omega_cases / omega_0) «+2)

# Encontre o ponto de amplitude maxima

max_amplitude_index = np.argmax(amplitude_values)

max_amplitude_omega omega_cases[max_amplitude_index]

max_amplitude_value amplitude_values[max_amplitude_index ]
# Calcule o fator de qualidade (Q)

Q_value = max_amplitude_omega / (2 * beta)

# Plotagem da curva
plt.plot(omega_cases, amplitude_values, label=f'$\\beta = {beta:.1f}$ (
Q = {Q_value:.2f}) ")

# Marque o ponto de amplitude maxima
plt.scatter (max_amplitude_omega, max_amplitude_value, color="red’,

marker="0")

# Exiba dados numericos
print(f’'—— $\\beta = {beta:.1f}$ —")

print(f’Frequencia Natural: {omega 0:.2f}")

# Caso \omega = \omega 0
omega_case = omega_0
y0 = [1.0, 0.0] # Condicoes iniciais [posicao, velocidade]
t = np.linspace (0, 30, 1000) # Tempo
h = t[1] - t[0] # Passo de integracao

solucao_euler = euler(y0, t, omega 0, beta, h)
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amplitude_value = np.max(np.abs(solucao_euler[:, 0]))
Q = omega 0 / (2 + beta)
print (f Amplitude para $\\omega = \\omega 0%: {amplitude_value:.2f},
Frequencia Externa: {omega_case:.2f}, Q: {Q:.2f}")
print(f’Tempo: {t[np.argmax(np.abs(solucao_euler[:, 0]))]:.2f} (Periodo
{2 « np.pi / omega_case:.2f}) ")

# Caso \omega < \omega 0

omega_case = 0.8 » omega_0

y0 = [1.0, 0.0] # Condicoes iniciais [posicao, velocidade]

solucao_euler = euler(y0, t, omega 0, beta, h)

amplitude_value = np.max(np.abs(solucao_euler[:, 0]))

Q = omega 0 / (2 * beta)

print (f Amplitude para $\\omega < \\omega 0%: {amplitude_value:.2f},
Frequencia Externa: {omega_case:.2f}, Q: {Q:.2f}")

print (f’Tempo: {t[np.argmax(np.abs(solucao_euler[:, 0]))]:.2f} (Periodo

{2 « np.pi / omega_case:.2f})"’)

# Caso \omega > \omega 0

omega_case = 1.2 » omega_0

y0 = [1.0, 0.0] # Condicoes iniciais [posicao, velocidade]

solucao_euler = euler(y0, t, omega 0, beta, h)

amplitude_value = np.max(np.abs(solucao_euler[:, 0]))

Q = omega 0 / (2 * beta)

print (f Amplitude para $\\omega > \\omega 0%: {amplitude_value:.2f},
Frequencia Externa: {omega_case:.2f}, Q: {Q:.2f}")

print(f’Tempo: {t[np.argmax(np.abs(solucao_euler[:, 0]))]:.2f} (Periodo

{2 « np.pi / omega_case:.2f})’)

print (f 'Maximo em $\\omega = {max_amplitude_omega:.2f}$ com Amplitude:

{max_amplitude_value:.2f}, Q: {Q_value:.2f}\n")

# Adicione uma legenda no canto superior direito
plt.legend(loc="upper right’)
plt.show ()
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Script dos casos de amortecimento. Figura (15)

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from scipy.integrate

import odeint

# Funcao para calcular a solucao analitica com amplitude e fase variaveis
em funcao da frequencia

def solucao_analitica(t, omega, beta, a, b, F_0, phi0):
A omega = F_0 / 2«m+somega * np.sqrt((omega — omega_0)+ betax*+2/4)

# Amplitude variavel em funcao da frequencia

phi_omega = np.arctan(beta / (2 « omega — omega_0))

# Fase variavel em funcao da frequencia
return np.exp(-beta « t) = (a » np.cos(omega = t) + b « np.sin(omega =

t)) + A_omega = np.cos(omega » t + phi_omega)

# Funcao para simular e plotar um caso
def simular_e_plotar(ax, t, x, label, cor, estilo):

ax.plot(t, x, label=label, color=cor, linestyle=estilo, Iw=1)

# Reduzindo a espessura para 1
ax.set_xlabel ("Tempo (t)")
ax.set_ylabel ("Deslocamento x(t)")
ax.legend(loc="best"’)

ax.axhline ()

# Criar uma figura maior para visualizacao

plt.figure(figsize=(10, 5))

# Parametros gerais

t = np.linspace (0, 25, 1000)
omega = 1.0

omega 0 = 0.999

FOo=1.0
m= 1

beta = 0.1

a, b=1.0, 2.0
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# Calculando a solucao analitica geral

sol_analitica_geral = solucao_analitica(t, omega, beta, a, b, F_0, 0.0)

# Plotar a solucao analitica geral

plt.plot(t, sol_analitica_geral, label="Solucao Geral", color="orange’,
linestyle="-", lw=1) # Reduzindo a espessura para 1
# Condicoes iniciais e parametros para o caso critico

Fator_amortecimento_crit = 1

k_crit =1

# Definindo a funcao para o caso critico
def f_crit(z, t):
X_crit, v_crit = z
f1_crit
f2_crit

v_crit

-k_crit = x_crit - Fator_amortecimento_crit = v_crit

return np.array ([f1_crit, f2_crit])

z_crit = np.array([a, b])
sol_crit = odeint(f_crit, z_crit, t)

x_crit, v_crit = sol_crit[:, 0], sol_crit[:, 1]

# Subplot para o caso critico
ax = plt.subplot(1, 1, 1)
simular_e_plotar(ax, t, x_crit, "Deslocamento (Critico)", ’red’, '==")

# Condicoes iniciais e parametros para o caso subcritico
Fator_amortecimento_sub = 0.07
k_sub = 1

# Definindo a funcao para o caso subcritico
def f_sub(z, t):
x_sub, v_sub = z
f1_sub = v_sub
f2_sub = —-k_sub * x_sub - Fator_amortecimento_sub * v_sub

return np.array ([f1_sub, f2_sub])

z_sub = np.array([a, b])
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sol_sub = odeint(f _sub, z sub, t)

x_sub, v_sub = sol_sub[:, 0], sol_sub[:, 1]

# Subplot para o caso subcritico
simular_e_plotar(ax, t, x_sub, "Deslocamento (Subcritico)", ’'black’, '=")
# Linha solida

# Condicoes iniciais e parametros para o0 caso supercritico
Fator_amortecimento_super = 3.5

k_super = 1

# Definindo a funcao para o caso supercritico
def f_super(z, t):
X_super, v_super = z

f1_super

v_super

f2_super -k_super = x_super - Fator_amortecimento_super = v_super

return np.array ([f1_super, f2_super])

z_super = np.array([a, b])
sol_super = odeint(f_super, z_super, t)

x_super, v_super = sol_super[:, 0], sol_super[:, 1]

# Subplot para o caso supercritico

simular_e_plotar(ax, t, x_super, "Deslocamento (Supercritico)", ’'green’,

—)

plt.title ("Oscilacoes amortecidas para os tres casos $\gamma = \omega 0%, $
\gamma < \omega 0% e $\gamma > \omega_03$")

plt.tight_layout ()

plt.savefig ("Solucao_Geral_vs_Numerica.png")

plt.show ()
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Script da figura 16

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

from scipy.integrate import odeint

# Funcao para calcular a solucao analitica com amplitude e fase variaveis
em funcao da frequencia
def solucao_analitica(t, omega, beta, a, b, F_0, phi0):
A omega = F 0O/ (2 «» m «~ omega) = np.sqrt((omega — omega_0) =+« 2 + beta
2 [/ 4)
# Amplitude variavel em funcao da frequencia
phi_omega = np.arctan(beta / (2 « omega — omega_0))
# Fase variavel em funcao da frequencia
return np.exp(-beta = t) = (a » np.cos(omega = t) + b = np.sin(omega =

t)) + A_omega « np.cos(omega = t + phi_omega)

# Funcao para calcular a energia total

def calcular_energia_total(x, v, k, m):
energia_potencial = 0.5 » k * x=*x2
energia_cinetica = 0.5 = m * v=+2

return energia_potencial + energia_cinetica

# Criar uma figura maior para visualizacao

plt.figure (figsize=(12, 8))

# Parametros gerais

t = np.linspace (0, 50, 1000)
omega = 1.0

omega_ 0 = 0.999

F 0=1.0
m= 1

beta = 0.1

a, b =1.0, 2.0

# Calculando a solucao analitica geral

sol_analitica_geral = solucao_analitica(t, omega, beta, a, b, F_0, 0.0)

# Plotar a solucao analitica geral

plt.plot(t, sol_analitica_geral, label="Solucao Geral", color="orange’,




36

38

40

42

44

46

48

50

52

54

56

58

60

62

64

66

68

70

72

linestyle="-", lw=1) # Reduzindo a espessura para 1
# Condicoes iniciais e parametros para o caso critico
Fator_amortecimento_crit = 1

k_crit =1

# Definindo a funcao para o caso critico
def f_crit(z, t):
X_crit, v_crit = z

f1_crit = v_crit
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f2 crit = —-k_crit = x_crit — Fator_amortecimento_crit = v_crit

return np.array ([f1_crit, f2_crit])

z_crit = np.array([a, b])
sol_crit = odeint(f_crit, z_crit, t)

x_crit, v_crit = sol_crit[:, 0], sol_crit[:, 1]

# Subplot para o caso critico

ax = plt.subplot(3, 1, 1)

ax.plot(t, x_crit, label="Deslocamento (Critico)", color="red’,
-, lw=1)

ax.set_xlabel ("Tempo (t)")

ax.set_ylabel ("Deslocamento x(t)")

ax.legend(loc="best’)

ax.axhline ()

# Condicoes iniciais e parametros para o caso subcritico
Fator_amortecimento_sub = 0.07
k_sub = 1

# Definindo a funcao para o caso subcritico
def f_sub(z, t):
Xx_sub, v_sub = z
f1_sub = v_sub
f2 _sub = -k_sub * x_sub - Fator_amortecimento_sub * v_sub

return np.array ([f1_sub, f2_sub])

z_sub = np.array([a, b])

sol_sub = odeint(f_sub, z_sub, t)

linestyle="
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x_sub, v_sub = sol _sub[:, 0], sol sub[:, 1]

# Subplot para o caso subcritico

ax = plt.subplot(3, 1, 2)

ax.plot(t, x_sub, label="Deslocamento (Subcritico)", color="black’,
linestyle="-", lw=1)

ax.set_xlabel ("Tempo (t)")

ax.set_ylabel ("Deslocamento x(t)")

ax.legend(loc="best’)

ax.axhline ()

# Condicoes iniciais e parametros para o caso supercritico
Fator_amortecimento_super = 3.5

k_super = 1

# Definindo a funcao para o caso supercritico
def f_super(z, t):
X_super, v_super = z

f1_super

v_super

f2_super -k_super = x_super - Fator_amortecimento_super =+ v_super

return np.array ([f1_super, f2_super])

z_super = np.array([a, b])
sol_super = odeint(f_super, z_super, t)

x_super, v_super = sol_super[:, 0], sol_super[:, 1]

# Subplot para o caso supercritico
ax = plt.subplot(3, 1, 3)
ax.plot(t, x_super, label="Deslocamento (Supercritico)", color="green’,

linestyle="—=", lw=1)
ax.set_xlabel ("Tempo (t)")
ax.set_ylabel ("Deslocamento x(t)")
ax.legend(loc="best’)

ax.axhline ()

# Calculo da energia para os tres casos
energia_crit = calcular_energia_total(x_crit, v_crit, k_crit, m)
energia_sub = calcular_energia_total (x_sub, v_sub, k_sub, m)

energia_super = calcular_energia_total(x_super, v_super, k_super, m)
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# Calculo do percentual de energia acumulada em relacao a energia total
percentual_energia_crit = (energia_crit / energia_crit.max()) = 100
percentual_energia_sub = (energia_sub / energia_sub.max()) = 100

percentual_energia_super = (energia_super / energia_super.max()) = 100

# Exibir os resultados numericos
print("Tempo (t)\tPercentual de Energia (Critico)\tPercentual de Energia (

Subcritico)\tPercentual de Energia (Supercritico)")

for i in range(len(t)):
print(f"{t[i]:.2f}\t\t{percentual_energia_crit[i]:.2f}\t\t\t\t{
percentual_energia_sub[i]:.2f}\t\t\t\t{percentual_energia_super][i

1:.26}")

Script da figura 17

N

N

D

(o]
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import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# Funcao para calcular a amplitude maxima e o fator de qualidade (Q)
def calcular_amplitude_q(omega, omega 0, beta):
amplitude = F_0 / 2«m+omega_0O+«np.sqrt((omega — omega_0)++«2 + 2xbeta
«x2/4)
Q = omega 0 / (2 * beta)

return amplitude, Q

# Equacao diferencial do sistema massa-mola amortecido
def equacao_diferencial(y, t, omega_0, beta):

dydt = y[1]

dvdt -2 + beta = y[1] - omega_0++2 = y[O0]

return dydt, dvdt

# Metodo de Runge-Kutta de quarta ordem para resolver a equacao diferencial
def rk4(y0, t, omega 0, beta, h):
y_result = [y0]

for i in range(1, len(t)):
k1_dy, ki_dv = equacao_diferencial(y_result[-1], t[i - 1], omega_O0,
beta)

k2_dy, k2_dv equacao_diferencial ([y_result[-1][0] + h/2 = ki1_dy,
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y_result[-1][1] + h/2 « k1_dv], t[i - 1] + h/2, omega_0, beta)
k3_dy, k3_dv = equacao_diferencial ([y_result[-1][0] + h/2 = k2_dy,

y_result[-1][1] + h/2 « k2_dv], t[i - 1] + h/2, omega_0, beta)
k4_dy, k4_dv = equacao_diferencial ([y_result[-1][0] + h « k3_dy,

y_result[-1][1] + h » k3_dv], t[i - 1] + h, omega_0, beta)

dydt
dvdt

(k1_dy + 2 » k2_dy + 2 « k3_dy + k4_dy) / 6
(k1_dv + 2 « k2_dv + 2 « k3_dv + k4_dv) / 6

y_next = [y_result[-1][0] + h = dydt, y_result[-1][1] + h = dvdt]
y_result.append(y_next)

return np.array(y_result)

# Parametros

omega_0 = 1.0

FO=1.0

m= 1.0

beta_values = [0.1, 0.5, 1.0] # Coeficientes de amortecimento para cada

curva

# Frequencias a serem consideradas
omega_cases = np.linspace (0.1 « omega_0, 2.5 » omega 0, 100) # Variacao de

frequencia

# Crie o grafico para diferentes valores de coeficiente de amortecimento e
frequencia

plt.figure (figsize=(10, 6))

plt.title (’Amplitude em Funcao da Frequencia para Diferentes fatores de
Amortecimento )

plt.xlabel( Frequencia ($\omega/\omega _{0}$) )

plt.ylabel (’Amplitude $A*{2}(\omega)$’)

# Calcule e plote as amplitudes para cada caso
for beta in beta_values:
amplitude_values = 1 / np.sqrt((1 - (omega_cases»+2 / omega 0»*+2))«x2 +

(2 « beta » omega_cases / omega_0) *+2)

# Encontre o ponto de amplitude maxima

max_amplitude_index = np.argmax(amplitude_values)
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max_amplitude_omega = omega_cases[ max_amplitude_index]

max_amplitude_value = amplitude_values[max_a

# Calcule o fator de qualidade (Q)

Q_value = max_amplitude_omega / (2 = beta)
# Plotagem da curva
plt.plot(omega_cases, amplitude_values, label

Q = {Q_value:.21})"’)

# Marque o ponto de amplitude maxima

mplitude_index]

=f'$\\beta = {beta:.1f}$ (

plt.scatter (max_amplitude_omega, max_amplitude_value, color="red’,

marker="0")

# Exiba dados numericos
print(f’ —— $\\beta = {beta:.1f}$ —")

print (f’Frequencia Natural: {omega_0:.2f}")

# Caso \omega = \omega 0

omega_case = omega_0

y0 = [1.0, 0.0] # Condicoes iniciais [posica
t
h
solucao_rk4 = rk4(y0, t, omega_ 0, beta, h)

np.linspace (0, 30, 1000) # Tempo

t[1] - t[0] # Passo de integracao

amplitude_value = np.max(np.abs(solucao_rk4][:
Q = omega_ 0 / (2 « beta)
print (f’Amplitude para $\\omega = \\omega 0$:

o, velocidade]

, 0]))

{amplitude_value:.2f},

Frequencia Externa: {omega_ case:.2f}, Q: {Q:.2f}")

print (f 'Tempo: {t[np.argmax(np.abs(solucao_rk4[:, 0]))]:.2f} (Periodo:

{2 « np.pi / omega_case:.2f})")

# Caso \omega < \omega 0

omega_case = 0.8 » omega_0

y0 = [1.0, 0.0] # Condicoes iniciais [posica
solucao_rk4 = rk4(y0, t, omega_ 0, beta, h)
amplitude_value = np.max(np.abs(solucao_rk4][:
Q = omega_ 0 / (2 « beta)

print (f Amplitude para $\\omega < \\omega 0$:

Frequencia Externa: {omega_case:.2f}, Q:

o, velocidade]

, 0]))

{amplitude_value:.2f},
{Q:.21}")
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print (f’Tempo: {t[np.argmax(np.abs(solucao_rk4[:, 0]))]:.2f} (Periodo:
{2 « np.pi / omega_case:.2f})’)

# Caso \omega > \omega 0

omega_case = 1.2 » omega_0

y0 = [1.0, 0.0] # Condicoes iniciais [posicao, velocidade]

solucao_rk4 = rk4(y0, t, omega_0, beta, h)

amplitude_value = np.max(np.abs(solucao_rk4[:, 0]))

Q = omega_ 0 / (2 « beta)

print (f Amplitude para $\\omega > \\omega 0%: {amplitude_value:.2f},
Frequencia Externa: {omega_case:.2f}, Q: {Q:.2f}")

print (f’Tempo: {t[np.argmax(np.abs(solucao_rk4[:, 0]))]:.2f} (Periodo:
{2 « np.pi / omega_case:.2f})’)

print (f Maximo em $\\omega = {max_amplitude_omega:.2f}$ com Amplitude:

{max_amplitude_value:.2f}, Q: {Q_value:.2f}\n”)

# Adicione uma legenda no canto superior direito
plt.legend(loc="upper right’)
plt.show ()
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