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RESUMO

As equacoes de Maxwell descrevem as leis fundamentais do eletromagnetismo e
sdo frequentemente apresentadas em sua forma vetorial. No entanto, ao serem
analisadas no contexto da Relatividade Especial, nota-se, uma aparente inconsisténcia
matematica nas transformacdes dos campos elétrico e magnético. Como as leis da
Fisica tém que ser as mesmas para todos os referenciais inerciais - principio da
Relatividade Especial, faz-se necessario introduzir o uso de tensores que naturalmente
as generalizam para uma forma covariante. Nessa forma, utiliza-se o tensor campo
eletromagnético, que combina os campos elétrico e magnético, este tensor € essencial,
pois garante a consisténcia matematica das leis do eletromagnetismo no contexto
relativistico. Assim sendo, o objetivo deste trabalho é apresentar as equacgdes do
eletromagnetismo em sua formulagédo covariante, na qual consiste em expressar as
equacdes usando quadrivetores e quadritensores. As equacgdes de Maxwell, neste
formalismo, representam uma generalizagédo para uma formulagao no espacgo-tempo
de Minkowski.

Palavras-chaves: equacdes de Maxwell; relatividade especial; formalismo covariante.



ABSTRACT

Maxwell’s equations describe the fundamental laws of electromagnetism and are often
presented in their vector form. However, when analyzed in the context of Special
Relativity, a mathematical inconsistency apparent in the transformations of the electric
and magnetic fields is noted. As the laws of Physics must be the same for all inertial
frames of reference - principle of Special Relativity, it is necessary to introduce the
use of tensors that naturally generalize them to a covariant form. In this way, the
electromagnetic field tensor is used, which combines the electric and magnetic fields.
This tensor is essential, as it guarantees the mathematical consistency of the laws of
electromagnetism in the relativistic context. Therefore, the objective of this work is to
present the equations of electromagnetism in its covariant formulation, which consists of
expressing the equations using quadrivectors and quadritensors. Maxwell’s equations,
in this formalism, represent a generalization to a Minkowski spacetime formulation.

Keywords: Maxwell’s equations; special relativity; covariant formalism.
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1 INTRODUGAO

A interacao eletromagnética, conforme descrita pelas equacdes de Maxwell,
possibilitou a unificagdo do eletromagnetismo e da Optica, mostrando que a luz € uma
onda eletromagnética [1]. Além disso, essas equacodes serviram de base para a teoria
da RE desenvolvida por Albert Einstein em 1905. A referida teoria se apoia em dois
postulados fundamentais: 1) As leis fisicas sdo as mesmas em todos os referenciais
inerciais; 2) A velocidade da luz no vacuo, ¢, € a mesma em todas as diregdes [1, 2].
Com a interligacéao do eletromagnetismo, notou-se que os campos elétrico e magnético
séo aspectos distintos de um campo fundamental, o campo eletromagnético [1].

As equacobes de Maxwell em coordenadas cartesianas, quando analisadas no
contexto da Relatividade Especial, observa-se uma inconsisténcia nas transformacoes
dos campos elétrico e magnético em relacao as transformacgdes de Galileu. Para
solucionar essas inconsisténcias nas transformagdes dos campos entre referenciais
inerciais, recorre-se ao calculo tensorial, que naturalmente as generalizam para uma
forma covariante. Em outras palavras, a descricdo matematica das leis da Fisica
torna-se independente dos referenciais e dos respectivos sistemas de coordenadas,
em concordancia com o principio da RE [3].

O trabalho esta organizado da seguinte maneira: capitulo um - Introdug&o. No
capitulo dois trata os tensores, sua definicdo e como eles se transformam sob uma
mudanca de coordenadas, incluindo os tensores contravariantes e covariantes. No
capitulo trés, apresenta as equacdes do eletromagnetismo em sua forma covariante.
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2 TENSORES

Neste capitulo, vamos introduzir o formalismo dos tensores. A abordagem que
adotamos é focar-nos na técnica de tensores, sem levar completamente em conta o
significado geométrico por tras da teoria. Ha duas abordagens distintas para o ensino
de tensores: a abstrata ou livre de indice (sem coordenadas) e a que usa indices, sendo
a mais comum em livros didaticos de relatividade. Quando se quer fazer um calculo
real com tensores, muitas vezes € preciso usar um sistema de coordenadas especifico
adaptado ao problema. Adotaremos a abordagem de indice convencional, que se
baseia em como os tensores se transformam sob uma mudancga de coordenadas [4].

2.1 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS E COORDENADAS

Vamos comecar trabalhando com tensores em n dimensdes. Um tensor é
um objeto definido em uma entidade geométrica chamada variedade diferencial. Em
termos simples, uma variedade é um conjunto de pontos que se assemelha localmente
ao R" [4].

Para simplificar, consideramos uma variedade n-dimensional A/ como um con-
junto de pontos, onde cada ponto possui um conjunto de n coordenadas (z!, 22, ..., ™),
e cada coordenada abrange um subconjunto dos reais, que pode variar de —oo a +o0.
E possivel que nem toda a variedade possa ser coberta por um sistema de coordenadas
nao degenerado, ou seja, um sistema que atribui um conjunto Unico de n niumeros
de coordenadas a cada ponto. As vezes, é (til usar sistemas de coordenadas com
pontos degenerados. Por exemplo, as coordenadas polares (R, ¢) no plano tém uma
degeneracao na origem, pois ¢ é indefinido nesse ponto. N6s, usamos coordenadas
que cobrem apenas uma parte da variedade, chamadas “coordenadas remendadas’[4].

2.2 CURVAS E SUPERFICIES

Diante de uma variedade, a nossa atengdo se concentra nos pontos e sub-
conjuntos de pontos que delimitam curvas e superficies de diferentes dimensdes.
Definiremos essas curvas e superficies parametricamente. Portanto, uma vez que uma
curva tem um grau de liberdade, depende de um parametro [4] . Designamos-a via
equacao paramétrica

¢ =2%u), (a=1,2,...n),

na qual v € um parametro e x'(u), 22(u), ..., #"(u) indicam n fungdes relacionadas a u
[4]. Da mesma maneira, um subespaco ou superficie de m dimensbes (m < n) tem



m graus de liberdade, depende de m parametros e é representada pelas equacdes
paramétricas

ot = 2%(ut,d?, . u™), (a=1,2,..,n). (2.1)

Quando m = n — 1, 0 subespaco é conhecido como hipersuperficie (variedade
n-dimensional com n > 2). Nesse caso,

os parametros n — 1 podem ser ignorados dessas n equagdes, para fornecer uma
equacao que conecta as coordenadas, ou seja,

f(zt,2? .. 2™ =0. (2.2)

De uma perspectiva diferente, mas equivalente, um ponto em uma variedade
tem n graus de liberdade. Se estiver restrito a uma hipersuperficie, um (n — 1)-
subespaco, entdo suas coordenadas devem satisfazer um vinculo, isto €

Isso é igual a equacéao (2.2) [4]. Assim, pontos em um subespaco m-dimensional
(m < n) devem atender a n — m vinculos

frm(zt 22, 2) = 0.

Uma opcéo a representacdo paramétrica (2.1) [4].

2.3 TRANSFORMAGAO DE COORDENADAS

Um ponto crucial sobre o calculo tensorial € que, quando fazemos uma afir-
macao sobre tensores, ndo desejamos que essa afirmacao seja verdadeira apenas
para um sistema de coordenadas, mas sim em todos os sistemas de coordenadas. E
importante entender como as quantidades se comportam ao mudarmos de um sistema
de coordenadas para outro [4]. Considerando a mudanca de coordenadas z* — 2/
dada pelas n equacobes

7" = foxt, 2?2 (a=1,2,..,n), (2.3)

as fs sao fungdes continuas diferenciaveis de Unico valor, pelo menos para certas
faixas de seus argumentos [4]. Portanto, nessa etapa, observamos a transformacgéo de
coordenadas como uma atribuicdo a um ponto da variedade, cujas coordenadas antigas



séo (x',2% ...,2"), e as novas coordenadas (2!, 2", ...,2'") [4]. Podemos expressar
(2.3) de maneira mais sucinta

7' — xl(Z(l’), (24)

2'*(x) representa as n fungbes f¢(x) [4]. Observamos a diferencia¢do (2.4) em relagéo
a cada coordenada z°. Temos uma matriz de transformacgéo n = n de coeficientes:

azll 817/1 8:17/1
ozl oz2 7t Oxn
oz’ 9Qx'? ox'?
oz’ _ Ozt oz 7 dan
[ e’ ] =@ . (2.5)
aa:/’n 81:/’71 81,/’”
ozl ox2 ' Oxn

O determinante J’ dessa matriz (2.5) é chamado de Jacobiano da transforma-
cao:

/ _ ax/a
Oxb

Vamos assumir que isto é diferente de zero para algum intervalo da coorde-
nada z°. Portanto, do teorema da funcéo inversa (estabelece a existéncia de uma
fungéo inversa para uma aplica¢do continuamente diferenciavel), podemos em principio
resolver a equacéo (2.4) exclusivamente para as antigas coordenadas x* e obter as
equacodes da transformacéao inversa

¢ = z%(2). (2.6)

De acordo com a regra de produto para determinantes, se definirmos o Jacobi-
ano da transformacgao inversa como,

- ’ 8x’b
entdo J = 1/J' [4]. As fungbes z'* = 2"*(x) e z* = x*(z’) ndo s&o apenas diferenciaveis,
mas também suaves, ou seja, podemos diferenciar as fun¢des quantas vezes for
necessario [4].

Em trés dimensdes, a equacao de uma superficie € dada por z = f(z,y); entéo,
sua diferencial total é definida como

of f
dz = ——dx
" Oz oy 8y
De forma analoga a partir de (2.4), podemos definir a diferencial total
o 0z’ oz oz'*
dx adm+82dx+ +8xd

para cada a indo de 1 a n. Podemos escrever isso de forma mais sucinta utilizando um
sinal de soma explicito:

dz's = da® (2.7)



Portanto, podemos escrever (2.7) usando Notacao de Einstein (Apéndice A)
simplesmente como

ox" da?.

dl’/a _

© Oxb

2.4 TENSORES CONTRAVARIANTES

Suponha que P seja um ponto sobre uma variedade e ~(u) uma curva dife-
renciavel parametrizada por u tal que P = ~(0) [4]. Seja (¢!, ...,2") um sistema de

Figura 1 — O vetor tangente a curva z* = z%(u) em P.

Fonte: D’Inverno, 2022.

coordenadas local na vizinhanga de P; podemos escrever a curva v em termos dessas
coordenadas dada por

x* = x%(u).

A derivada em u = 0 determina um vetor tangente a curva em P que € expresso
nessas coordenadas como

dx®
T = )
du (0)

Introduzindo um novo sistema de coordenadas (2!, ..., 2’") na vizinhanga de
P, observe a mesma curva v no sistema de coordenada z"*. Usando (2.4) podemos
escrever a curva y(u) como

2'(u) = 2" (x(u)).

Em termos dessas coordenadas, temos

. d.ﬁ(}/a
a ox'* [dab
™= [a_] [w@] :

la ax/a b
- 2]

Lembrando de que o indice repetido b é somado [4]. Definimos um vetor contra-
variante ou tensor contravariante de posto 1 em P como um conjunto de quantidades,




escrito como X nas coordenadas z* do sistema, que se transforma sob uma mudanca
de coordenadas de acordo com

_oxr
Coxb T
a matriz de transformacao € analisada em P [4, 5]. O vetor tangente a uma curva é
apenas um caso especial de (2.8). E relevante distinguir entre o objeto geométrico
invariante, como o vetor tangente, e sua representacdo em um sistema de coordenadas
especifico [4]. Isso € dado pelos n nimeros [dz®/du], no sistema de coordenadas z* e
os numeros diferentes [dz"*/du], no sistema z’* [4].

Generalizando a definicao (2.8) para obter tensores contravariantes de posto
superior. Um tensor contravariante de posto 2 é um conjunto de quantidades n?
associados a um ponto P, denotado por X no sistema de coordenadas z%, que se
transforma de acordo com

Xla

(2.8)

X/ab _ 8x/a ax,b cd
oxc Ox

As X'® sdo componentes do sistema de coordenadas z’*, as matrizes de
transformacéo sdo avaliadas em P e a lei envolve dois indices imaginarios c e d [4, 6].

2.5 TENSORES COVARIANTES

Seja ¢ uma fungao escalar diferenciavel (valor real) sobre uma variedade;
assim, em um ponto geral P na variedade, temos ¢(P) = k, onde k£ € um numero real.
Agora, no espacgo R? com as coordenadas euclidianas padrdo (z!, z%, ), a equacgao
¢(z") = k define uma superficie S e

Vo= (5 5 o)

Oxt’ Ox?’ Ox3
apresenta um vetor normal a superficie [4]. Sendo ¢ um campo escalar e (z!,..., z")
um sistema de coordenadas na vizinhanca do ponto P. Entdo, podemos escrever

¢ = p(x?), (2.9)

e por (2.1) a equagdo ¢(z*) = k define uma hipersuperficie S através de P [4]. A
derivada de ¢ define um vetor covariante em P normal a S dado por

N, = {(%] . (2.10)

ox®

O indice do vetor covariante N, esta abaixo, enquanto o vetor contravariante
T esta acima. A diferenca na posicao do indice € importante porque ele se transforma
de maneira diferente [4].



Introduzindo um sistema de coordenadas (z'%,...,2’") na vizinhanga de P.
Olhando para a mesma hipersuperficie, mas desta vez descrita em termos do sis-
tema de coordenadas z'*, € dada por ¢(z'*) = k. Neste sistema de coordenadas, as
componentes do vetor covariante sao

N = [%] . (2.11)

a Gmla

Da equacéo (2.6) z* pode ser pensado como uma fungdo de 2", e a equagao
(2.9) pode ser escrita de forma analoga

¢ = ¢(z"(2")), (2.12)
Diferenciando (2.12) em relagdo a x°, aplicando a regra da cadeia, conseguimos obter

op  0¢ Ox°

oz’ Oxe Oz’

onde [0z%/02"] é calculada em P. Portanto, ao trocar a ordem dos termos, o indice
ficticio e o indice livre (de b a a) resultam em

o6 Oz 99

ox'e  Ox'e Oxb’

de forma que por (2.10) e (2.11)

(),

a 81’/0‘

N — [axb 8gb} 7
P

@ ox'e Ozt

b
N = [‘% } Ny,
p

axla

Portanto, definimos um vetor covariante ou tensor covariante de posto (ordem)
1, como um conjunto de quantidades, denotado por X, no sistema de coordenadas z°,
associado a um ponto P, que se transforma de acordo com
Ozb
X:I = b
a:L./a
onde a matriz de transformacéo € avaliada em P [4, 5]. Da mesma maneira, definimos
um tensor covariante de posto 2 pela lei de transformacgéao

ab or'e O cd>

X dx¢ dx?

e assim segue para tensores de classificagdo superior [4, 7].
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3 FORMALISMO COVARIANTE APLICADO AO ELETROMAGNETISMO

O formalismo covariante do eletromagnetismo consiste em expressar as equa-
¢bes usando quadrivetores e quadritensores [8]. As equagdes de Maxwell sdo a base
do eletromagnetismo e séo representadas na forma diferencial.

1

V- = (3.1)
V-B =0 (3.2)
, OB
E = —-Z2= .
V x o (3.3)
S OE -

onde escrevemos as equacgoes de Maxwell em unidades naturaiscomc¢ =1, c € a
velocidade da luz.

Os campos E e B s&o definidos pela forca de Lorentz (que é a forga que atua
sobre uma carga ¢, que se move com velocidade v huma regido onde existem campos
Ee B) 9],

F=qE +qv x B.

A equacéao de continuidade (que expressa um principio de conservagao, no
caso, a conservagao da carga elétrica) [8],
% + divj = 0.
Para identificar as quantidades quadrivetores e quadritensores, comegaremos
por escrever a equagao de continuidade como,
o
# =0
De acordo com esta observagao (embora z/ seja um vetor contravariante, é
possivel observar que 9/9z7 é um vetor covariante. Geralmente, /927 é representado
por 9z ou 9;. E analogo, dx; por &’ )[8]. Podemos escrever a equagao (3.5) como:

(3.5)

oug" =0,

Essa sera a notagdo que utilizaremos a partir de agora. As quantidades representadas
por j* sao [8]:

J =P
jlzj:c
j2_jy



ou

onde j* é o quadrivetor corrente.

"=

(p,7),

Com p e j formando um quadrivetor, podemos agora combinar as equagées
(3.1) e (3.4) em uma Unica relagdo. Para alcancar isso, devemos observar que E e
B formam um conjunto de seis quantidades e ndo podem ser representadas como
quadrivetores. No entanto, ha a chance de serem acomodadas em um quadritensor
anti-simétrico [8]. Das equacodes (3.1) e (3.4), obtemos

0FE, N 0E, N oL,
ox dy 9. "
0B. 0B, O0E, .
dy T 9. ot f
0B, 0B. 0E,
0= or ot

0B, 0B, OB,

ox

dy

ot 7

Estas equacdes podem ser escritas de forma conveniente como:

alFlO + aQFQO + 83F30 —_ jO
OoF" + 0, F2! 4 933 = 4!
80F02 4 81F12 4 83F32 — j2
OF® + 0 F'? 4+ 0, F* = j°

ou, de forma concisa,

0 ™ = v, (3.6)

onde F*¥ é um tensor anti-simétrico, conhecido como o tensor do campo eletromagné-

tico, e € definido por [8],

0 -E, -E, —E,
pw_ | Bx 0 -B. B,
E, B. 0 -B,
E. -B, B, 0
Verificando as outras duas equacodes de Maxwell (3.2) e (3.3)
0B, n 0B, N 0B, 0
ox dy 0z
OE, 0E, 0B, 0
y 0z ot
OE, O0E, 0B, _ 0
0z ox ot
OE, OE, N 0B, 0
ox dy ot



Pode ser escrita como
O FP + PFN 4 PF? =0
80F23 + 82F30 + 83F02 =0
OFP + 0 F + P F" =0
80F12 + alFQO + 82F01 =0
ou, compactamente
OFM =0,
também pode ser expressa como
OPFH + OMF 4+ 9V FM =0,

A equacgéo acima € chamada de identidade de Bianchi [8].
Podemos obter das equagdes (3.2) e (3.3) os potenciais dos campos elétrico e
magnético [10, 11].

B=V x A, (3.7)
. . 04
E=-Vo—— (3.8)

¢ e A formam um quadrivetor
A = (A°, A) = (¢, A),

o quadrivetor A* € chamado de quadrivetor potencial [10].

Em relacdo a esse quadrivetor potencial, o tensor do campo eletromagnético
pode ser expresso como [10, 11],

Frv = grAY — ¥ AR, (3.9)

Analisando a equivaléncia entre a equacao (3.9) e as equacdes (3.7) e (3.8),
vamos calcular F°! [10],

F01:80A1_81A0
FOlzaOAx_al¢
DA, 06
a o, "

essa equagdo, em conjunto com F2 e F%, corresponde a equacao (3.8). Para F'%:

FOl —

_Emv

F12 281A2 —82A1
0 0

F2=24,— A,
3, v 9,

F? = (V x A), = —B.,



essa equacao, juntamente com F'? e F?3, corresponde a equagao (4.7).
Combinando as equagdes (3.6) e (3.9) obtemos

0, 0" A — 0,0" A = jb. (3.10)

Pela equacao (3.9), vemos que o quadrivetor A* ndo possui uma definicao
unica [8]. O F*¥ permanece invariante para uma transformacao de A*

Al AP 1 QRA,

onde A € uma fungao escalar. A transformacao que mantém os campos invariantes é
denominada transformacao de Calibre (Gauge)[8]. Em particular, a condicao de calibre
de Lorentz

d¢
V- A= e
que pode ser escrita, como
0,A" = 0.

O calibre de Lorentz simplifica a equacgao (3.10)
OA* = j#, (3.11)
onde O € o d’Alembertiano, definido como
82
— o

Observa-se que o operador d’Alembertiano € uma extens@o do operador lapla-
ciano no espaco 4D. A equacéo (3.11) pode ser escrita da seguinte forma:

0=V?

82
V2¢—@ =P
I I

Portanto, obtemos as equacdes de Maxwell com fontes em termos dos potenci-
ais que sao equagdes de onda eletromagnética.
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4 CONCLUSAO

A partir do célculo vetorial, foi possivel encontrar as Equagdes de Maxwell na
forma covariante, o que representa uma generalizagédo para uma formulagao no espago-
tempo de Minkowski. Por meio dessa abordagem, obtemos o campo eletromagnético,
que € um tensor de rank 2 anti-simétrico, cujas componentes sao os campos elétrico
e magneético. Assim, mostra-se no contexto relativistico que as transformacgdes dos
campos elétricos e magnéticos sao independentes dos referenciais inerciais. Observou-
se também que os campos sao invariantes por transformacdes internas denominadas
transformagdes de Calibre. Isso implica uma simetria inerente a eles. Como perspectiva
fazer uma analise do campo eletromagnético na métrica de Klein, encontrando as
possiveis solu¢des e comparando com a teoria eletromagnética padrao [12, 13].
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APENDICE A - NOTACAO DE EINSTEIN NO CALCULO VETORIAL

No calculo vetorial aprendemos que em um sé objeto é atribuido trés quanti-
dades: modulo, diregdo e sentido. Geralmente representado por uma seta, na qual o
tamanho equivale ao moédulo, o segmento de reta a direcao, e a orientagdo da seta ao
sentido. Uma grandeza vetorial é denotada como: V. E também comum apresentar
um vetor através de suas componentes num sistema de eixos cartesianos ortogonais
[9, 14].

Figura 2 — Vetor decomposto em eixos ortogonais

z

X l y

Fonte: Barcelos, 2010.

O vetor V pode ser escrito como
V =V,i+V,j+V.k,

onde (V,, V,, V,) sdo as componentes do vetor; (1,7, l%) base canbnica, e as bases sao
vetores unitarios, ou seja, possui médulo igual a 1. Considere dois vetores A e B
fazendo um angulo 6 entre si como mostra a Figura 2 [9]. O produto escalar entre esses

Figura 3 — Vetores A e B fazendo um angulo 4 entre si

—

B

—

A
Fonte: Barcelos.

vetores € uma quantidade escalar definida por

A-B = AB cosé.



O produto vetorial, A x B, & um vetor. Seu mddulo &
| Ax B |= ABsind.

Analisando o produto escalar e vetorial em relagcdo a soma, ambos satisfazem
a propriedade da distributividade, mas em relacdo a comutatividade, o vetorial é
anticomutativo [9].

Comutatividade:
(A-B)=(B-A),
(Ax B) = (—B x A)
Distributividade:
A (B+C)=A.B+A.C.
ffx(é—l—é):gxé—l—gx(j

Produto escalar entre os vetores A e B
A.B = (Ayi+A,j + A.k)- (Byi+ B,j + B.k),
A-B=A,B,+A,B, + A.B..
Produto vetorial entre os vetores A e B
Ax B = (Ay+Ayj+ Ak) x (Byi + B,j + B.k),
Ax B =(A,B. — A.B,)i + (A.B, — A,B.)] + (A, B, — A B, k.
O que nos da exatamente:
ik
AxB= A, Ay A, ; Ax B=-BxA.
B, B, B.

A Notacao de Soma de Einstein € um formalismo que permite omitir o somatario.
Considere um sistema cartesiano em trés dimensdes, dado com R = X; + Y; + 7,
agora o sistema sera representado por nimeros R= X161 + Xaés + X3¢3, desta forma,
ao invés de utilizar x, y, z, usaremos x1, xs, r3 OU 11, 12, T3, fazendo uso desta notacgao,
temos que:

(%aja l%) — (é17é27é3)7

(xvya Z) — (xla'rZaw?))'

Considerando



O somatério representa as trés partes de um vetor que sdo Xé; + Xoé5 + X3és.
Pode observar que os indices repetidos estao envolvidos na soma, podendo assim
utilizar a Notacao de Einstein R = X,é; indices repetidos indica soma, quando o indice
nao se repete € chamado de indice livre, ou seja, ndo tem somatério.

Delta de Kronecker: O delta de Kronecker (em homenagem a Leopold Kro-
necker) é uma funcao de duas variaveis, geralmente apenas numeros inteiros nao
negativos. A funcao é 1 se as variaveis forem iguais e 0 caso contrario [15, 16]:

0 se i#j
1 se i=j.

0i; = (i - €5) {

O delta de Kronecker possui a propriedade de renomear os indices. Para os
vetores unitarios de um sistema de coordenadas (¢, é5, é5) exige se que:

(1-€1) =(62-63) =(é5-€3) =1 e (é1-€3)=(é9-63)=(é1-63)=0.

Dados dois vetores A e B, o produto escalar e vetorial podem ser escritos da
seguinte forma:
Produto escalar em Notagéo de Einstein (observar o apéndice B.1)

A B = (A - (Bjéy),
Determinante de uma matriz (3 x 3)

Cn Cip Cis
C= [ Cij ] = Oy Oy Cas |,
C31 O3 Csg

Calculando a matriz

Cini Cip Ci Cii Cio
det(C) = | Cy Co Cag Cy Cx |,
U3 Csp Csg U311 Csy

Temos que:
det(C) = CY116122033 + C'1261236(31 + C'1361216132 - C(126(21033 - CY1161236(32 - C(1:’,61226131(-'6‘-1)

Simbolo Levi-Civita:

O simbolo Levi-Civita em homenagem ao matematico e fisico italiano Tullio
Levi-Civita, representa uma colecdo de numeros definido a partir do sinal de uma
permutacdo dos numeros naturais 1,2, ...,n, para algum inteiro positivo n. Simbolo



de Levi-Civita também chamado de simbolo de permutacéo, simbolo antissimétrico
ou simbolo alternado, que se refere a sua propriedade antissimétrica e definicdo em
termos de permutagdes [17]. Em trés dimensdes, o simbolo Levi-Civita é definido por:

+1 (1,2,3), (2,3,1), (3,1,2)
=14 -1 (2,1,3), (1,3,2), (3,2,1)
0 (17173)’ (3’273)7 (27273)7

ou seja, €, € igual a 1 se (4, j, k) for uma permutagéo par de (1,2,3), —1 se for uma
permutacao impar e 0 se algum indice for repetido. Usando a definicdo do Levi-Civita,
segue de (A.1) que

det(C) = €123C1102C53 + €331012C53C31 + €312C13C21Cso
+€913C12091Cs3 4 €132C11C23C 32 + €321 C13C22 11,

Isto &,
det(C) = Z Z Z €1k C1iC2;Csi,
i j k
E usando notacao de Einstein tem-se
det(C) = €;xC1;C2;Csy.

Produto vetorial em Notacao de Einstein.

/Y' ( X C_;) = ejklAiBjCk(Sih
/_f' (é X C_;) = EjkiAiBjCk7
Isso € um determinante:
Al Ay A
A (BxC)=| B, B, B
Cy Cy Cj

Portanto, obtemos o produto escalar, vetorial e triplo em Notacéo de Einstein.
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APENDICE B - PRODUTO ESCALAR, VETORIAL E TRIPLO EM NOTACAO DE
EINSTEN

Produto escalar entre os vetores A e B
A-B = (A:é) - (B;é;)
A delta filtra um indice

EB’:AZBI ou EEZAJBJ

Produto vetorial entre os vetores A e B

A (B x C) = (A4&5) - [(Bje;) x (Crey)]
A (B x C) = (Ai;) - [B;Cr(é; % &)
A (B xC) = (4:&) - (B;Crejméy)

A (BxC)=(4:&) - (;uB;Créy)

A (B x C) = ¢A;iB;Cy(é; - &)

A (B x C) = €144, B;Cibi

A (B x C) = €3 AiB;C.
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