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Resumo

Neste trabalho abordamos um conjunto de metodologias para a resolucao de Equacgoes
Diferenciais Parciais, com foco principal na apresentacao de uma metodologia alternativa,
o qual utiliza de um método de substituicao de variaveis por outras duas arbitrarias a fim
de facilitar a busca de solugao. Pela ampla aplicagao do tema de ondulatoéria, escolhemos
trabalhar com a Equacao da Onda mas nada impede a possibilidade de aplicacao desta
proposta em intmeras outras areas da Fisica e o tratamento da onda unidimensional por
conta da possibilidade de utilizagao também em casos de dimensoes superiores a uma. A
partir de uma situacao Fisica proposta, foi possivel executar a modelagem matematica
da equacao da onda, encontrada na maioria dos livros que abordam o tema. Partindo
da equacao diferencial foram propostas duas situagoes ao qual ela pode aparecer: como
problema homogéneo e nao homogéneo. Com base na pesquisa bibliografica exploratoéria
inicial foi possivel realizar a resolucao da equacao da onda unidimensional de trés formas:
a primeira, usando o método tradicionalmente encontrado em livros de Fisica, conhe-
cido como método de separacao de varidveis, com o intuito de mostrar como o método é
simples, porém limitado; na segunda utilizamos o arcabougo matemético adquirido du-
rante a leitura e reproducao dos calculos comprovando a eficidcia ao encontrar a Solucao
D’Alambert, que é uma solugao caracteristica muito conhecida para o problema e eficaz;
e por fim utilizamos novamente a substituicao de variaveis para resolver o problema nao
homogéneo o qual possibilitou reforcar a eficacia do método proposto ao encontrarmos a
solucao geral para a equacgao da onda.

Palavras-Chave: Métodos, Equagoes Diferenciais, Equacao da Onda



Abstract

This work has an approach of characteristics of the group to solve the Partial Diffe-
rential Equations, focusing mainly on present an alternative methodology, which consist
to variable method substitution any other arbitrary for the purpose of further a solu-
tion exploration. The broad application of the undulatory theme we chose to work with
the Wave Equation by to possibility the using of this proposal techniques on innume-
rable different Physics studies and the treatment one-dimensional wave because of the
potential using on situations with higher dimensions. From a physical situation propo-
sal, it was possible execute a mathematic working to find the feature equation this way
found in most books which deal with the theme and starting from the differential equa-
tion. Thus, it was two situations which it can appear: as an homogeneous problem or
non-homogeneous problem. To achieve these objectives was carried out a bibliographic re-
search of exploratory type at the beginning was possible realize the one-dimensional wave
equation solution on three times: first using the traditional method found on Physics and
Differential Equation books to show that the method is simple, but limited; second form
using the mathematic theoretical framework acquired during the study and reproduction
to prove the efficiency calculus by D’Alambert solution, that is a famous feature equation
on this kind of problems; and finally it has used again the replacement of variables to
solve the non-homogeneous problem which enabled to strengthen the effectiveness of the
proposed method by finding the general solution for the wave equation.

Key-words: Methods. Differencial Equation. Wave Equation.
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Introducao

Um dos temas da matematica que mais possui aplicacoes nas demais ciéncias sao as
Equagoes Diferenciais Parciais - EDP’s; areas como Fisica, Quimica, Biologia, Ecologia,
Sociologia e Economia representam algumas das abrangéncias (SIM@ES, 2014). Especi-
almente na Fisica, as EDP’s fazem parte de temas como mecénica, fluidos, eletricidade,
magnetismo, 6tica e ondas (SODRE, 2003), o qual para este, o caso unidimensional é ana-
lisado em detalhes neste trabalho. A matemética proporciona construir uma modelagem
consistente para descrever os diversos fenémenos fisicos (SIM(N)ES7 2014), possibilidade de
resolver iniimeros problemas e prever situagoes fisicas como encontrados em livros apli-
cados a Fisica (NUSSENZVEIG, 2002; MACHADO, 2004; ARFKEN; WEBER, 2007;
GRIFFITHS, 2011).

O presente trabalho tem como intuito principal apresentar um método alternativo para
a resolucao de Equacoes Diferenciais Parciais como descrita por Medeiros, Ferrel e Bia-
zutti (2005), com aplica¢do na equagao da onda unidimensional (GONDAR; CIPOLATTI,
2005), que embora alguns Fisicos autores nao utilizem tal método, é uma ferramenta ma-
tematica que abrange uma infinidade ainda maior de problemas, pois da a possibilidade
de resolucao de equagoes diferenciais com termo misto. Reunir os métodos tradicionais de
equacoes diferenciais que contribuem diretamente para encontrar as solugoes da equacao
da onda seja ela homogénea ou nao homogénea.

E de fundamental importancia conhecermos mais métodos de resolucdo pois propor-
ciona uma flexibilidade maior ao estudante/pesquisador na hora de resolver problemas,
sejam eles simples ou mais avangadas (ASSIS, 2015). Ondulatéria ¢ um dos estudos mais
abrangentes em Fisica, pois envolvem fenémenos dos mais variados tipos como: luz, ca-
lor, som, prapagacao de onda sismica entre outros, o qual podem ocorrer nas formas
unidimensionais, bidimensionais ou tridimensionais; consideraremos o fenémeno unidi-

mensional, pois a partir de uma aproximagao matematica é possivel resumir n dimensoes



para apenas uma, simplificando assim as equagoes.

A partir da exploragao de algumas das aplicagoes dos métodos Matematicos a Fi-
sica, através de uma revisao bibliogréfica, reprodugao dos calculos e provando o método
de resolucao de equacoes de forma analitica, reunimos os conceitos relacionados que sao
fundamentais lembrar para compreender o desenvolvimento do trabalho; bem como os
principais métodos de resolucao de equacoes diferenciais ordinarias e parciais analisamos
um método alternativo mais geral para equagoes com termo misto, utilizando de analogias
com as equacoes conhecidas da parabola, elipse e hipérbole bem como algumas proposi-
¢oes e exemplos. Por fim conceituamos as difinigoes principais sobre os fundamentos da
ondulatoéria, fazendo uma modelagem da equacao da onda unidimensional, em seguida
aplicamos as técnicas obtidas, reproduzindo a resolucao feita anteriormente por outros
autores para a equacao da onda homogénea (MACHADO, 2004). Analisamos a equagao
D’Alarbert tanto para o problema homogéneo (BRANNAN; BOYCE, 1994) como o nao

homogéneo.



Capitulo 1

Conceltos Basicos

O estudo das Equagoes Diferenciais Parciais (EDP) é de extrema importancia para
a Fisica, pois a maioria dos fenomenos fisicos podem ser descritos por estas equacoes,
tais como as Leis de Newton para o resfriamento dos corpos, dinamica dos fluidos, as
Equagoes de Maxwell do eletromagnetismo, deformagao dos corpos elasticos; também
fenomenos ligados & biologia como a propagacdo de virus, genética e a quimica (SODRE,
2003).

Abaixo apresentamos alguns exemplos de EDP com a forma usual gie encontramos
nos livros de Fisica e uma notagao matematica (SODRE, 2003):

Em estudos relacionados a corrente de calor observa-se, pela Lei de Fourier, tal corrente

sendo descrita da seguinte forma:

(1.1)

G- VT — (aT oT aT) |

ox’ dy’ 0z

Temos que q é a corrente de calor, k uma constante caracteristica do material ou
meio em que se propaga e V representando o operador gradiente da funcao, que sao as
derivadas parciais da fun¢ao da temperatura T em termos das coordenadas x e y (o qual
pode haver outra dimensdo como a z se a propagacao for tridimensional). Ainda em
estudos relacionados ao calor, temos a equagao do calor bidimensional como:

oT (T 0T
_e (2T, Ty 1.2
T <ax2 N ay2) (1.2)



*T  0°T

P e @ sao as derivadas

T
O qual 3t ¢ a taxa de temperatura com passar do tempo,

da propagacao em relagao as coordenadas do plano.

Um outro exemplo é a Equacao de Laplace Tridimensional
AU = Uyy + Uyy +u,, = 0. (1.3)

sendo A o operador laplaciano que nada mais é que a soma das derivadas de segunda
ordem da func¢ao em relagao as coordenadas x, y e z.
Alguns conceitos necessarios para entender de tais equagoes serao apresentadas nas

secoes seguintes.

1.1 Variaveis Independentes e Dependentes

Podemos classificar variavel independente como qualquer incégnita que pode assumir
qualquer valor possivel sem depender de outra variavel. Ja a variavel dependente ocorre

quando uma variavel depende da outra para definir seu valor.

Definicao 1.2: Quando uma variavel depende de outra, ou
outras, ela é dita dependente. Dizemos também que essa variavel
é¢ uma funcao das varidaveis da qual ela depende. Ela nao
pode assumir qualquer valor, pois depende de outras variaveis.
Sao exemplos de varidveis dependentes as seguintes funcoes:
y(x),z(x,y), h(x,y,2),x(y), y(x, z, 1), f(x,y)[..|(MACHADO,
2004).

Vamos tomar como exemplo uma funcao horaria da velocidade do movimento variado

para exemplificar. Seja:
v(t) =vo + at. (1.4)

a equacao que representa a velocidade de uma particula se movimentando com aceleragao
constante a, a partir de uma velocidade inicial vy, onde a variavel temporal t pode assumir
qualquer valor. Note que a incognita referente ao tempo assume um valor préprio que
independe das varidveis de aceleragao e velocidades envolvidas na equacao. O oposto
ocorre com a velocidade em questao, que é representada como v(t), onde v é a variavel

que depende de t para assumir um valor.



Podemos exemplificar uma variavel dependente correlacionada a duas ou mais incog-
nitas observando a figura 1.1 a seguir, exemplo de uma Equagao da Onda Harmonica
(NUSSENZVEIG, 2002) que ao sofrer a agdo de uma for¢a externa para iniciar a oscila-
¢ao, aparece durante a resolucao um incremento da forca a equacao geral de oscilagoes

harmonicas simples. A funcao fica dependente de duas variaveis.

y \;v(x,r) y(x, t+tAf) Ax = VAt

- " / 1 <.
~ ’
¥ “

Figura 1.1: Representacao de uma onda harmoénica com suas varidveis dependentes e
independentes. Fonte: (NUSSENZVEIG,2002,p.101)

Tal movimento é descrito pela funcao:
y(x,t) = Acos(kx + wt + ). (1.5)

Observar que a onda se propaga em duas coordenadas, x e y. A equagao descreve
a posicao y em que a onda se encontra, dependendo simultaneamente das incognitas x
(representante da posigao) e t (representante do tempo), o qual novamente as variaveis

independentes x e t podem assumir quaisquer valores possiveis.

1.2 Funcoes Continuas, Nao-Continuas e Classe de Con-
tinuidade

Uma funcao F : I € R — R é dita continua num ponto x = a se, e somente se,
711_1}}1 F(x) = F(a). Quando F(x) é continua para todo x pertencente a I dizemos simples-
mente que F é continua.

Da mesma forma, para uma funcao de duas variaveis F = F(x,y), dizemos que a mesma

é continua no ponto (x,y) = (a,b) se, e somente se:

lim  F(x,y) =F(a,b).

(x,y)—(a,b)



Quando F(x,y) é continua em todos os pontos de seu dominio, dizemos apenas que F é
continua. A mesma ideia acima pode ser aplicada para fungoes de trés ou mais variaveis.
Geometricamente, dizer que uma funcao de uma variavel F(x) é continua num ponto
P qualquer de seu dominio significa que naquele ponto nao ha nenhum “salto”, ou distan-
ciamento da curva caracteristica, definido assim por Hamilton (2001) como no grafico a

seguir:

y 1& : Yi
g
fixy /
fp) sPVE---- :
fixt - /: —
] X P *

Figura 1.2: Gréfico de fungao continua e nao continua, respectivamente. Fonte: (HAMIL-
TON,2001,p.60)

Dizemos que uma fungao ¢é de classe C™ quando ela é uma funcao derivavel até a ordem
n e tal derivada é continua (LIMA, 2010a), por exemplo, dada uma fungao f : I C R — R

que denotaremos por f(x) temos que:

* f’(x) é a funcao derivada primeira da funcao f(x). No caso de f'(x) ser uma funcao

continua dizemos que f(x) é de classe C!, ou simplesmente f € C!;

* £(x) a funcao derivada segunda da funcao f(x). No caso de f”(x) ser uma funcao

continua dizemos que f(x) é de classe C2, ou simplesmente f € C?;

* A definicao segue de maneira analoga até as derivadas de uma ordem n qualquer

comn € N.

Se f(x) possuir derivadas continuas até a ordem n, qualquer que seja n € N, dizemos
que f é infinitamente diferenciavel e que f € C*.

A classe de continuidade define até que ponto podemos derivar uma fungao e ela ainda
ser continua. Uma funcao pode ser de classe C°, significa que ela ¢ uma funcao continua,

mas a sua derivada nao é continua.



1.3 Classificagcao das Equacoes Diferenciais

Conhecer e classificar as equagoes diferenciais sao importantes, pois desta forma pode-
mos determinar de que forma é possivel resolver equagao, qual o método mais adequado,
ja que para determinados tipos de equacoes temos métodos especificos para resolvé-las.
Podemos classificar as equagoes diferenciais quanto ao tipo, ordem, grau e linearidade.

Equagoes que envolvem fungoes e suas derivadas sao denominadas Equacoes Diferen-
ciais. Quando as derivadas que aparecem numa equacao sao derivadas ordinarias, isto
é, derivadas de fungoes que dependem apenas de uma variavel, entao a equacao é deno-
minada de Equagao Diferencial Ordinaria (EDO). Em contrapartida, quando na equagao
diferencial aparecem mais de uma variavel independente, entao a mesma ¢ uma Equagao
Diferencial Parcial (EDP).

A Ordem de uma equagao diferencial é a maior ordem das derivadas que aparecem na
equagao. Ja o grau é o valor do maior expoente que eleva a fungao incoégnita ou qualquer

de suas derivadas (SODRE, 2003). Por exemplo, temos as seguintes equacoes:

d*x d?x

w + 5@ + 3Ix = COS(t);
o’u 0% w\?® ou
o+ (=] +—=0.
ox?  0x? oy oy

A primeira dessas equagoes é uma EDO de ordem 4, pois é a maior derivada da
equagao; e grau 1, por ser o maior expoente na qual a fungao incégnita x e suas derivadas
estao elevados. A segunda equagao é uma EDP de ordem 2, pois a maior derivada que
aparece na equagcao ¢ de 2% ordem, ¢ de grau 3 pois a derivada primeira de v com relagao a
y esta sendo elevada ao expoente 3, enquanto as outras derivadas de u e v estao elevadas
al.

Sao equagoes diferenciais lineares todas aquelas que sao de grau 1 na fungao incognita

e em suas derivadas, caso contrario, dizemos que a equagao diferencial é nao-linear.

d*u N d*u fu—0 = L
- 4 == = inear
dx? = dy?
aQ 82
ua_):; + EL; =0 = Nao-Linear



1.4 Regra da Cadeia, Teorema de Green e Teorema da
Funcao Implicita

Primeiramente vamos lembrar alguns resultados importantes do calculo, um deles é

a regra da cadeia, onde estao definidas abaixo os casos que utilizaremos no presente texto.

I - Sejam as fungoes f(x), e x = g(t) supostas derivaveis, neste caso temos uma fungao

composta h(t) = f(g(t)), cuja derivada pode ser escrita como:

dh _ df(g(t)) dg(t).

kb 1.
dt dx dt (1.6)

IT - Considere uma funcao dependente de duas variaveis z = f(x,y) onde x e y de-
pendem de um parametro t, isto ¢, x = x(t) e y = y(t). Suponha tais fun¢oes também
diferenciaveis. Neste caso, podemos encontrar a derivada da funcao z(t) = f(x(t),y(t))

com relagao a variavel t da seguinte forma:

dz _ of(x,y)dx  0f(x,y) dy
dt  ox dt dy dt’

(1.7)

III - Por fim, para o caso de termos uma fungao diferenciavel z = f(x,y) onde x =
x(r,s) ey =y(r,s) sdo fungoes diferenciaveis que dependem das variaveis r e s, podemos

: .. 0z 0z , < :
calcular as derivadas parciais a e 3s de forma analoga & do item anterior, onde teremos:
T s

oz _ 0f(x,y) ox N of(x,y) 0y

or ox Oor dy or’
0z _ df(x.y) ox  df(x.y)dy (18)

ds ox 0s dy 0Os’

Um outro resultado importante do célculo é o teorema de Green que nos mostra uma
estreita relacao entre a integracao numa regiao e a integracao na fronteira dessa mesma
regiao.

Teorema de Green: Sejam M e N fungoes de duas varidveis, como por exemplo x
e y, de tal modo que possuam derivadas parciais primeira continuas em um disco aberto

G no R2. Se uma curva C for fechada contida inteiramente em G, e se R for uma regiao



limitada por C, entdo (LEITHOLD, 1994):

oN oM

jgc M(x,y)dx + N(x,y)dy = JL <a — E) dxdy. (1.9)

@)

Figura 1.3: Representacao de grafico de uma regiao R limitada por uma curva fechada
orientada. Fonte: (LEITHOLD,2001,p.1101)

Uma outra ferramenta importante é o teorema da funcao implicita que nos mostra em
que condigoes uma das variaveis independentes de uma fungao f pode ser representada
como uma funcao das outras variaveis independentes de f, além disso, este teorema nos
mostra como podemos calcular a derivada de tal variavel independente em relacao as ou-
tras variaveis independentes. Vejamos abaixo a versao do teorema da fungao implicita

para o caso em que a fungao f depende apenas de duas variaveis.

Teorema (da Fungao Implicita): Considere uma fungio f = f(x,y) de classe C*

of
com k > 1 tal que f(x,y) =ce @(x, y) # 0, entdo y pode ser expressa como uma fungao

de x de classe C¥ e, além disso (LIMA, 2010b).

—af(x y)
d )
d?c ) =—§F— (1.10)



Capitulo 2

Algumas Técnicas de Resolucao de

Equacoes Diferenciais

2.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias

Iniciaremos nosso estudo com Equagoes Diferenciais de 1* Ordem descritas em Ma-
chado (2004), onde teremos uma fungao f dependendo de duas variaveis sendo x e y.

Podemos escrever tal equacao na seguinte forma:

dy B

Suponha que a fungao f(x,y) pode ser escrita como razao de duas outras fungoes:

f(x,y) =— 2.2
V=" Niy) 22)
Se substituirmos f(x,y), teremos:
dy _~ Mlx,y)
- _ _ 2.3
&x = Ny 23)
N(x,y)dy = —M(x,y)dx, (2.4)
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E assim podemos reescrever na seguinte forma:

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0. (2.5)

2x2 —

d
e supondo 4y _ f(x,y), teremos:

Utilizando como exemplo a fungao f(x,y) = I

% - QXQX_y. (2.6)
Reescrevendo:
xdy — (2x* —y)dx = 0, (2.7)
ou
(y — 2x*)dx + xdy = 0. (2.8)

No caso acima podemos dizer que y = y(x), porém isso nao é uma regra geral, pois
em outros casos pode ser melhor e mais facil considerar que x seja uma fungao da variavel

y, isto é, x = x(y).

2.2 Equacoes Diferenciais Separaveis

Podemos chamar de equagoes separaveis todas aqueles que tem tal caracteristica (MA-

CHADO, 2004):
F(x)G(y)dx + f(x)g(y)dy =0, (2.9)

pois podem ser colocadas na forma a seguir:

F(x) gly) .
) dx + W) dy =0. (2.10)
Podemos chamar os termos de:
M(x,y) = M(x) = %, (2.11)
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N(x,y) =Ny) = === (2.12)
Dessa forma, a equagao (2.10) pode ser escrita como:
M(x)dx + N(y)dy =0, (2.13)

Para resolver a equacao acima, basta que integremos em ambos os lados, resultando

em

JM(x)dx+JN(y)dy =c, (2.14)
Iremos resolver como exemplo a seguinte equagao:
dy

-— =2 2.1

Separando as variavei, como mostrado anteriormente:
1
—dy = 2xdx, (2.16)
y
ou ainda,
1
2xdx — 1jdy =0. (2.17)

Integrando ambos os termos respectivamente com suas variéveis integrantes:

1
JQXdX—Jgdy = JOdX, (2.18)
Resolvendo:
x*—Iny =, (2.19)

onde ¢ é uma constante qualquer:

Iny =x*—c. (2.20)

12



Utilizando a propriedade da exponencial para eliminar o In da funcao:
e, (2.21)
e finalmente temos:

y(x) = Ae*. (2.22)

onde esta é a solugao da equacao e A é uma constante a ser determinada.

2.3 Equacoes Diferenciais Lineares de Segunda Ordem
com Coeficientes Constantes

Uma EDO linear, homogénea de segunda ordem, com coeficientes constantes, sao

equacgoes do tipo:

d’y . dy
— 4+ b— = 0. 2.23
a s + i +cy (2.23)
ou simplesmente:
ay”’ + by’ +cy =0. (2.24)

onde a,b e c € R.
Para resolver esta equagao é comum verificarmos para quais valores de m a fungao

y(x) = e™* é solucao de (2.24). Note que:
'(x) =me™ e y”’(x) =me™. 2.25
Y

substituindo a (2.25) na (2.24):

am?e™ +bme™ 4 ce™* =0,

(am? +bm 4+ c)e™ = 0.
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como e™* #£ 0, Vx € R segue que:
am®+bm+c=0. (2.26)

esta equagao é denominada equagdo caracteristica da equagao (2.23).

As possiveis solugbes da equagao (2.23) dependem do valor do discriminante A =
b2 — 4ac da equacao 2.26: assim para A > 0 temos duas solucoes reais e diferentes, para
A = 0 temos uma solucao e se A < 0 temos duas solu¢oes complexas conjugadas.

Analisemos cada caso:

I - Para o caso A > 0, a solucao geral da equagao (2.23) poderéa ser escrito da forma:
y(x) = cre™* + coe™?. (2.27)

onde m; e my sdo solugdes da equagao (2.26).
IT - Se tivermos A = 0, sendo m a solucao de 2.26, entao a solugao geral da (2.23) sera

uma func¢ao da forma:
y(x) = c1e™* + coxe™>. (2.28)

III - Para A < 0 as solugdes de (2.26) serdo complexas conjugadas m; = o+ 1if3 e

my, = & — if3, onde a solugao geral neste caso sera:
y(x) = c1e** cos(Px) + coe™* sin(pPx). (2.29)

Para uma melhor explica¢ao de porque as equagoes (2.27), (2.28) e (2.29) sao solugoes da

(2.23), recomenda-se que o leitor verifique Brannan (1994).

2.4 Equacoes Diferenciais Parciais Simples

As Equacoes Diferenciais Parciais sao definidas pela existéncia de derivadas envolvendo
uma ou mais variaveis dependentes em ordem e/ou duas ou mais independentes (SIMOES,
2014).

Algumas das equagoes diferenciais parciais sao simples de resolver, pois apresentam-se

de tal forma que para resolvé-las basta que integremos em ambos os lados, como por
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exemplo:

3w~ F +x? + 2y, (2.30)
0z 9
&dx = |(x+x*+2y)dx (2.31)
2 43
zxy) = 5+ 5 +2yx+oly). (2.32)

onde a fungao sigma depende de y pois dessa forma ela se torna a "constante"na funcao,
que quando derivado em x ele se torna nulo desta forma nao alterando a funcao inicial.

Vejamos um exemplo um pouco maior, uma derivada parcial de segunda ordem.

=x"—e". (2.33)

u:
J& (%) dx = J(XQ —e')dx, (2.34)
3
%—’: - % —xe' + o(t) (2.35)
3
J%—?dt = J% —xe' + o(t)dt, (2.36)
x3t .
u = 5 —xe' + | o(t)dt + o(x). (2.37)

O termo o(t) | dt, onde o(t)t continua sendo uma fungao de t digamos p(t). Reescrevendo

temos:

u= %t —xe' 4+ B(t)t + alx). (2.38)

2.5 Meétodo de Separacao de Variaveis

O método de separacao de varidveis consiste em transformar uma EDP de n varia-
veis em n EDQO’s, uma para cada variavel independente, a partir da suposicao de que a

solugao da EDP seja um produto de n func¢oes de uma variavel, uma para cada variavel
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independente, como exemplo considere a EDP:

Lz y) _ozxy)

I oy (2.39)
considerando que a solugao da EDP acima seja do tipo:
z(x,y) = X(x)Y(y). (2.40)
teremos:

XYY = —(X(x)V(y)) 2.41
X& X)ry)) = @ X))yl (2.41)

oX(x) oY (y)
W = X (2.42)

x dX(x) 1 dY(y)
X0 dx Yy dy (249)

Observamos que, na equagao acima, os termos estao separados em variaveis x de um

lado e y do outro, essa igualdade s6 é possivel para todo x e y apenas se a equagao for

ela mesma uma constante, logo:

x dX(x)
X(x) dx
1 dY(y)

Y(y) dy

o (2.44)

resolvendo primeiro (2.44); separando assim apenas a primeira equagao do sistema, temos:

1

J%dx =

InX(x) =

InX(x) =

16

c
;dx, (2.45)
c
J —dx, (2.46)
clnx + ky, (2.47)
Inx® 4k, (2.48)
etk (2.49)
ek1xe. (2.50)



ou seja, a funcao de X(x) é escrita como:

X(x) = Cyx°©.

onde a constante C; é uma outra forma de representar a constante kf.

Resolvendo agora a (2.44), separando:

1
—— dY(y) = cdy,
Yy oY Y
1
—dy = ch,
J Y(y) Y
InY(y) = cy+ky,
Yiy) = e
Y(y) = e*2ev.
a funcao Y(y) é:
Y(y) = CqeY.

onde a constante Cy ¢ uma outra forma de representar a constante e*?

(2.51)

(2.57)

Desse modo a solugdo da EDP (2.39) ¢ o produto das equagoes (2.51) e (2.57), assim:

z(x,y) =
z(x,y) =

c c
C1X CQQ y,

DxCecY.

onde D é uma representagao do produto de constantes C;Cs.
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Capitulo 3

Método das Curvas Caracteristicas

Nesta sessao veremos um método mais geral, abordado por Medeiros (2005) que po-
demos utilizar na resolucao de equagoes diferenciais parciais de 2* ordem. Veremos que
as equacoes diferenciais de segunda ordem, podem ser classificadas em trés classe: EDP’s
elipticas, parabolicas e hiperbolicas (ARFKEN; WEBER, 2007).

Considerando um operador diferencial abaixo:

0*u 0*u 0*u

Tu=a— +2b —. 1
u=ag5+ axay+cay2 (3.1)

Tal operador tem como dominio o conjunto das funcoes de classe C?, elas possuem uma
funcao incognita w(x,y) no R? onde sdo acompanhadas por fungoes reais a(x,y), b(x,y)
e ¢(x,y), o qual (x, y) pertencem ao conjunto QO C R? Note que T ¢ um operador linear
para todo par de funcoes u e v € C? e todo par de coeficientes reais «, B € R vale a

propriedade:

Tloow+ Bv) = aTu+ BTv. (3.2)

podemos associar uma funcao F qualquer definida num conjunto R™ tal que cada um de
seus pontos (x,y,d,m, k) possua um numero real F(x,y,d,1,«). Denomina-se equacao

diferencial de segunda ordem quase linear, uma equagao do tipo:

(3.3)

ou 0
Tu:F<x,y,u, by u).

' 3y

Considerando uma curva y no R?, sem auto-interseccoes podemos escrever simbolica-
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mente o Problema de Cauchy, ' que consiste em determinar uma fungao solucao w(x,y)
para o sistema abaixo, onde s@o conhecidos os valores de u(x,y) e suas derivadas na curva.

Onde com base na (3.3) temos (MEDEIROS; FERREL; BIAZUTTI, 2005):

Tu=F
u(x,y) em vy; (3.4)
a—LL (& a—u em
ox Jy Y
Yix=¢¢(t) ey = w(t). (3.5)

Faremos uma adaptacao da notagao representando todas as incognitas em questao em
ou Ou

relacao a t, ja que u, ™ e —y sao conhecidas em y portanto escrevemos as seguintes
funcoes:

G(t) = u(x,y); (3.6)

ou
Ut) = — 3.7
(1) = 5 (xy); (37)

ou
V(t) = — . 3.8
(t) 2 (x,y) (3.8)

. ou ou
Reescrevendo: Conhecemos sobre vy as fungoes u, I @ e consequentemente G(t), U(t), V(t)
u V

e F(b(t), w(t), G(t), U(t), V(t)). Assim conhecemos sobre y as funcoes, ‘Z_t e i_t e as

derivadas segundas de u(x,y):

Utilizando a Regra da Cadeia temos:

QU _oudx oudy _ow, ow
dt oxdt odydt 92 ox0y
dv._d9Vdx oVdy o*u , d%u
at ~ oxat "oyat  axay? Toay® (39)
aa2u+2b ou +662u_F X ua_ua_u
ox? 0x0y oy? A dy

Para sabermos se tal sistema tem solucao determinavel precisamos obter o determi-

!Problema de Cauchy sdo equacdes sujeitas a condicdes iniciais para encontrar a solucdo, o qual de
acordo com o valor das variaveis e condigoes, o problema é modelado em torno do ponto (SILVA, 2016).
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nante D a partir de uma matriz A3 obtida no sistema de equagoes 3.9:

¢ w0
a 2b ¢

Assim, pela Regra de Sarrus, temos:
D=cp”—2bdp'w’ + aw’. (3.11)

De tal sistema de equagoes (3.9), obtemos tais condigoes a partir do determinante D:

o Se D # 0, a solugao do sistema pode ser determinada pela regra de Crammer

o Para D = 0 o sistema é impossivel ou é possivel e indeterminével, neste caso utiliza-
remos um método para modificar a equacao Tu = F, a fim de facilitar sua solugao.
Para isso precisaremos introduzir o conceito de curva caracteristica.

Definicao: Denomina-se curva caracteristica de Tu = F aquela cujo o determinante é
igual a 0, isto ¢ cdp? — 2bdp’w’ + aw’ = 0; caso contrario a curva nao é caracteristica.
Medeiros (2005) propoe primeiramente que:

[-Se a#0em vy as curvas caracteristicas sao solugao da seguinte EDO:

dy 2 dy
— | —2b|— =0. 12
o) -2 () +e=0 (312)
IT = Se ¢ # 0 as curvas caracteristicas sao solugoes da seguinte EDO:
c ax 2—2b ax +a=0 (3.13)
ay dy =0. .

IIT - Se a = ¢ = 0 as curvas caracteristicas sdo:

x =Yy = cnst. (3.14)

Como exemplo, podemos tomar alguns exemplos Fisicos como as equagoes que descre-
vem o movimento transversal numa corda elastica, transferéncia de calor, um problema

de origem estacionaria e um modelo da Fisica Matematica.
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Exemplo proposto («):

’u  %*u
Tu=———. 3.15
h oy?  ox? (3.15)
Temos: a =—1,b=0ec =1. Como a # 0, as curvas caracteristicas satisfazem
equagao (3.12):
oy 2
— | = 1=0. 3.16
(5) + (3.16)
E facil ver que:
y==+x+k. (3.17)
onde k é uma constante.
Exemplo proposto (f3):
02 02 02
Tu=ot 4ot 4 08 (3.18)

ox? oxdy  0y?

a=b=c =1 assim pela (3.18):

(2—2)2 —2 (2—2) +1=0, (3.19)

Sendo:

<g—z — 1)2 = 0. (3.20)

Onde y = x + k, sendo k uma constante qualquer. A familia de curvas caracteristica é

y=x-+k:
Exemplo proposto (y):
0’u  0%u
Tu=—+—=F 21
YT e Ty (3.21)
Observe quea=c=1eb =0:
oy 2
— 1=0 3.22
(3) + (3.22)

Onde as solugoes vao ser y = +ix, ou seja, nao possui curvas caracteristicas reais.
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Exemplo proposto (0):
Tu=~—. (3.23)

Sendo a=1eb=c =0 pela (3.12):

()

Isto é, y = k possui apenas uma familia de solugoes caracteristicas e esta familia é
composta por apenas uma constante.

Em alguns outros casos podemos utilizar uma mudanga conveniente para uma forma
canonica do operador T, onde poderao permitir que as equagoes diferenciais parciais de
segunda ordem sejam classificadas em trés categorias. Considerando inicialmente a forma

quadratica dada por:

Q(&,M) = a&? 4+ 2b&n + cn’.

O discriminante b? — ac é fundamental para nos mostrar a forma da equacao, pois
se b? —ac > 0 entao Q(&,m) representa uma hipérbole, uma pardbola se b> —ac =0 e
elipse se b? — ac < 0, tal classificacao sera adotada de forma analoga para as equacoes
diferenciais.
Considerando a equacao abaixo:
0*u 0%u 0%u

Tu= a(my)wﬂb(x,y)axay +c(x,y)@- (3.24)

i Se b%(x,y) — a(x,y)c(x,y) > 0 temos uma EDP hiperbolica.
ii Se b2(x,y) — a(x,y)c(x,y) = 0 entdo temos uma EDP parabolica.
iii se b%(x,y) — a(x,y)c(x,y) < 0 EDP eliptica teremos.

Aplicando nos exemplos anteriores eles se classificam como: o« hiperbodlico, 3 parabo-
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lica e y é eliptica e elas podem ser representadas pelas seguintes formas candnicas:

(o Qu_2u_
Ox2 gy2 ’
ou 0°u
B e (3.25)
Codu o
LY e Ty

Baseada nas proposicoes anteriores podemos concluir que em caso de equacao hiper-
bolica, temos duas familias de solugoes, apenas uma em caso das parabdlicas e nenhuma
curva caracteristica real nas elipticas.

Utilizando uma transformagao similar para as seguintes fungdes o = &(x,y) e f =
n(x,y). Suponha as funcoes & e n sao de classe C! e o determinante Jacobiano diferente

de zero, isto é:

o ot
J(x, B) = det %8_% £0
ox 0y

O objetivo é escrever a equagao (3.3) em relagdo as novas variaveis « e 3. Pela regra

da cadeia temos:

au_auaoc 6u% au_a_uaoc au%

ou _ Jugdx  Ou o i it ) 3.26
ox  dxox 0pox <3y dxdy 0B dy (3:26)
%u 9%*u 02
E as derivadas de segunda ordem: u’ v e LL:
ox? "~ 0y? 0x0y
0*u 0 /ou)ox 0 [/ou) 0p
P a(a)a*%(a) ' (3:27)
0 /[O0udx Ouof\Oox O [Ooudox Ouodp) op
= (=) =+ [+ =) =2 3.28
da (aocax T ax> ox T ap (aocax T 6x> %’ (3:28)
| Qw o)’ Ou 0adp  dudla udp  d%w dadB .,
ox? \ 0x 0x0f 0x Ox 0 0x®> 0P 0x2  0«0f Ox Ox
o%u (B\° dudlx dudp
* W(a) 3o 3B o (3:30)

2u % [dx\’ 02u do dP dudlax  udp\ d%u [IB\’
——=— (= +2 )2 () [ =) . (331
ox?  d0«x? (ax) * (aocaﬁ ox ax)+ (60( ox? * a3 6x2)+6[52 (ax) (3:31)
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Analogamente temos:

%u % (x> 0%u du d dudZew  dud? 0%u (9B\°
Ou_ 0w (dxT ) (Ou Q0B (Oudia  OuOTBY 0w (OB g o)
oy?  0u2 \ 0y dxdp oy dy oo 0y?  9f3 dy? 0% \ dy

E por fim:

0%u 0 /ou) o 0 op
oxoy ﬁ(@) aﬁ( )ax 339
0 /O0udx O0uodf 0 /O0udx O0uodf) op
= — (== S P 34
aoc<aoc6y+aﬁay) x 3B <6a6y+aﬁay) ’ (339
:92%%+yuwm+%m +@¥5+¥u%%@m

0?0y Ox  0x0P 0y Ox Q0w Oxdy 0B 0xdy OxOf3 oy Ox

0’udBop Ou %«  du %P
t o — o
020y 0x Qdaoxdy Of3 0xdy

(3.36)

Assim:

0xdy 020y dx 0odp

0’u  *udado d%u (aocaB 9B aoc) 2(au 0’ ou 0°P )+62u6(5 B

Ox 0y  0x dy Qo 0xdy + 9B Oxdy /) P2 oxdy’

(3.37)
Multiplicando as equagoes (3.31) por a, (3.32) por ¢ e a (3.37) por 2b e somando as

3 equacoes resultante e fazendo:

G 0x 0 da\?
0x 0 0 a 030 0x 0
B = (1—"‘—B p(2%0B  0BOxy | 0x0P (3.38)
0x 0x x ay ox E)y oy oy
op 9B o P
C= 2b——
(ax) * 0x 0y e (ay
A equagao (3.3) se transforma em:
u 2 u au ou
A — +2B C — =H .

Calculando o discriminante B2 — AC verifiuemos que B> — AC = J?(b? — ac) onde ]
¢ 0 jacobiano e b? — ac ¢ o discriminante de (3.3). Isso mostra que as caracteristicas da
funcao nao modificam, ou seja, antes e depois da mudanca de variaveis ela continua sendo
respectivamente hiperbolica, parabdlica ou eliptica:

Nosso intuito agora é mostrar que existe uma transformagao o« = &(x,y) e B =n(x,y)
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tais que a equagao (3.39) tenha:
e Hiperbolico quando A =C =0¢e B # 0;
e Parabolicose A=B =0e C #0;
e Elipticocom B=0e A #0e C#0.

Mostraremos aqui o caso hiperboélico e os casos parabélico e eliptico serao abordados
no apéndice, ja que nosso intuito é estudar especificamente a equacao da onda que por
sua vez é hiperbolica. Com efeito suponto a # 0 as familias de curvas caracteristicas sao

obtidas pela equacao (3.12), o qual o caso ¢ # 0 é similar. Sejam:

&x,y) =ci; nlx,y) =co. (3.40)

tais familias e considere as mudangas de variaveis & = &(x,y) e B = n(x,y). Pelo

teorema da fungao implicita temos:

0§
dy _ ax
— = =F. 3.41
oy
Substituindo a (3.41) na (3.12) obtemos:
o (25) 4 op2B0E  (2EY (3.42)
ox ox dy dy, '

Pela equacao (3.38); segue que A = 0, analogamente temos:

on 2 on on on 2
— 2b—— — ] =0. A4
a (6x> + ax oy +c oy 0 (3.43)

provando que C=0. Sendo assim, para o caso hiperbdlico, a equagao (3.39) se reduz a

0%u ou ou
=L —, = |- 44

seguinte forma:

Para mostrar que a equagao (3.44) pode ser escrita na forma candnica (3.25); basta

realizar a mudanca de varidvel:

X=a+pBeY=a—p (3.45)
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Resolvendo:

u 0 (du
d0dp  0x \op /)’

_ 0 (BudX  dudy
~ Qx \dXO0p dYoR/)’
oY
Sabendo que: %zle%:—l, temos:
w0 (u du
dxdB  da \0X Y/’

derivando agora em relagao a « de acordo com as coordenadas:

Pu 0 (u )X, D (u du
dxdp 9X \oX dY/dx QY \dX Y
Sabendo que: a—X =1le a—Y =1:
ox oo
o’u  2*u  2%u 0’u  2%u

dadp X2 0XdY Taxay ave

Portanto a equagao (3.44) fica:

o’u  o%u ou ou
b Y VO T
X2~ dY? ( b ax’aY)

ou seja, na forma canoénica (3.25);.
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Capitulo 4

Ondas

Estamos rotineiramente em contato com intiimeros tipos de ondas, cada uma se mani-
festando de formas diferentes, por exemplo, ao escutar uma radio, acender lampadas, até
mesmo quando saimos na rua durante o dia e sentimos o calor do Sol, ou avistar os obje-
tos e pessoas ao nosso redor; a nossa visao e audicao sao 0s nossos sensores naturais que
nos ajudam a ler e interpretar os intimeros comprimentos de onda que nos cercam. Uma
definigao satisfatoria ¢ dada por Griffiths (2011):"uma onda ¢ um distirbio de um meio
continuo que se propaga com uma forma fixa e velocidade constante". Acrescenta ainda
que dependendo do meio que a onda se propaga ela pode ser dispersa, isto é, modifica a
velocidade e o tamanho, ela pode se espalhar dependendo das dimensoes; desconsiderando
estas condigoes para as do tipo estacionéria.

O fendmeno da ondulatéria é uma das ideias mais amplas que se aplica em todos os
ramos da Fisica, com a possibilidade de utilizagao em inimeros contextos. Existem duas
classes que definem a forma da propagacao dessa onda, o qual é o ponto chave para a
delimitagao dos problemas relacionados; as ondas mecanicas sao aquelas que necessitam
de um meio para se propagar, como a agua ou um gas; ja as ondas eletromagnéticas,
que ¢é a classificacao de onda que permeia o meio em vivemos se estendendo até o limite
do universo, nao necessitam de um meio para se propagar, sendo assim, a informacao
pode ser levada pelo véacuo, através do espago, de baixo da agua ou gas (FEYNMAN;
LEIGHTON; SANDS, 2008).

Primeiramente vamos relembrar algumas defini¢oes e tipos de ondas baseada nos au-
tores Machado (2006) e Nussenzveig (2002), vamos tomar como base para definir as ca-

racteristicas e grandezas a ilustragao abaixo:
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Figura 4.1: Grafico da representagao de ondas transversais que representam crista(a),
vale(b) e inicio e fim (c¢) de comprimento de onda(A) e periodo (T). FONTE: (MA-
CHADO,2006,p.282)

v' O Comprimento de onda é representado por A e define dois pontos iguais de maximos
que sao chamados de crista, ou dois minimos chamados de wvale; consecutivos em

uma onda que possui a mesma configuragao espacial;

v' O periodo T refere-se ao intervalo de tempo para completar um ciclo da onda, ou

seja, a diferenca entre dois pontos consecutivos;

v A quantidade de vezes que a onda passa por um mesmo ponto é representada por

V= T a frequéncia angular por w = 27v;

s
v" O ntimero de onda é k = ~ que representa a quantidade de unidade de compri-

mentos de onda que atinge a mesma fase;

v A altura maxima que uma onda alcanca na coordenada y do plano é chamada de

Amplitude e é representada pela letra A;

v As ondas se classificam em duas categorias: Transversais, que se propagam perpen-
dicular a direcao da perturbacao que a originou como na Figura 4.1; Longitudinal,

a perturbagao ¢ no mesmo sentido de propagacao da onda como na Figura 4.2;

v' Ondas sao chamadas de estacionarias quando seus pontos de maximos e minimos

nao se movem com o passar do tempo.
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Figura 4.2: Uma ilustracao de como ocorre a propagacao de uma onda longitudinal ao

longo de uma mola que em a) esta relaxada e nas demais a propagacao esta em diferentes
instantes. Fonte: (NUSSENZVEIG,2002,p.98)

Equacgoes de ondas surgem como modelo matematico para descrever diversos fendme-
nos fisicos importantes, que mesmo ocorrendo em ambientes bidimensionais ou tridimen-
sionais podemos fazer uma aproximacao utilizando o modelo para casos unidimensionais.
Vamos considerar uma oscilagao unidimensional, homogénea, em uma se¢ao transversal

de uma barra cilindrica, elastica e reta suficientemente fina, uma onda longitudinal como

na figura abaixo.

-----

—» T

.....

Figura 4.3: Barra cilindrica elastica com sua posicao de referéncia, elemento | de deslo-
camento de uma segao transversal. Fonte:(GONDAR,2006,p.46)

O eixo de simetria da barra coincide com a abscissa do plano cartesiano, de modo que
cada posicao de referéncia esteja sempre associado & um numero real x. Utilizando 1(x)

uma fracao da barra compreendido entre x e x+Ax, sendo u(t, x) a fungao do deslocamento
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da oscilacdo em que x é posicao e t o tempo teremos que em r(t,x) = x + u(t,x) e
analogamente r(t,x + Ax) = x + Ax + u(t,x + Ax). Baseado nestes dados, podemos

iniciar a modelagem da equacao da onda.

4.1 Modelagem da Equacao da Onda

Se 1(x) é um elemento da barra que se compreende entre r(t,x) e r(t,x + Ax) temos

que a variacao de r é:
Ar(t,x) =7(t,x + Ax) — r(t,x) = Ax + u(t, x + Ax) —u(t, x). (4.1)

Como para Ax muito pequenos o proprio r(t,x) descreve o deslocamente 1(x), temos

pela Segunda Lei de Newton:

0%r

F(t,x) = ma—XQ(t,x). (4.2)
onde m pode ser descrito em funcao da densidade volumétrica da barra p = nvl com

V = AAx (A sendo area da secgdo transversal e Ax a largura). Dessa forma podemos

reescrever da seguinte maneira:

2

o0°r
F = pAAX—— ) 4.
(t,x) = pA X3 (t,x) (4.3)

Iniciamos a descrigao do modelo com a consideracao apenas da tensao T, consequéncia
das interacoes moleculares, desprezaremos todas as eventuais forcas externas, sendo T(t, x)
e T(t,x+ Ax) as tensoes respectivas a r(t,x) e r(t,x + Ax). A forca resultante assim sera

a diferenca entre as tensoes final e inicial.

F(t,x) = T(t,x + Ax) — T(t,x). (4.4)
Note que:
oT(t,x) .. T(t,x+Ax)—T(t,x)
ox Al}glo Ax (45)
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Como estamos trabalhando com pequenas deformacoes, onde Ax << 1 assim:

oT(t,x)  T(t,x+ Ax) —T(t,x)

~ ) 4.6
0x Ax (4.6)
Portanto:
oT(t

T(t,x +Ax) —T(t,x) = %Ax. (4.7)

Assim, temos que:

0%u oT
i - _ 4.

Pela Lei de Hooke ! temos que a Tensao pode ser dada pelo Moédulo de Young vezes
a area e a derivada w,(t, x).

T(t,x) = EAZ—;L(’L, X). (4.9)

E
Derivando a equacio (4.9) em x e igualando com a 4.8 temos, chamando — de a*:

0%u 0%u
0%u 0%u

onde a é uma constante que tem dimensoes de velocidade.

Baseada na equagao diferencial (4.11), caracteristica da onda, podemos abordar alguns
métodos de resolugao para encontra a solucao. Iniciaremos nas segoes seguintes com
as formas de resolver a equagao quando ela aparece na forma homogénea: utilizando o
método de Separacgao de Varidveis que é o método mais tradicionalmente abordado pelos
livros de Fisica; o método das curvas caracteristicas na mesma equagao homogénea para
obter a Solucao D’Alambert. Em seguida resolveremos a equacao da onda nao homogénea

a fim de obter uma solugao ainda mais geral.

1A Lei de Hooke é uma forca de resisténcia que se opoe a 22 Lei de Newton, quando existe uma mola
com um objeto preso & uma de suas extremidades. A féormula mais conhecida para esta lei é: ma = —kX,

onde k é a constante elastica da mola e x é a distancia que a mola foi comprimida ou esticada do repouso
(TTPLER; MOSCA, 2000).
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4.2 Solucao Pelo Método de Variaveis Separaveis

O tipo de solucao neste caso é deduzida a partir de uma equacao homogénea, onde nao
aparece um termo de derivada mista e nenhuma acao de forga externa como, por exemplo,
problemas de movimento harmoénico simples (NUSSENZVEIG, 2002). Podemos resolver
a equagao da onda (4.11) utilizando o método de variaveis separaveis, que consiste em
escrever a funcao u(x,t) como produto de duas fun¢des: uma dependendo de x e uma de
t (MACHADO, 2004).

Fazendo:

ulx, t) = X(x)T(t). (4.12)

vamos substituir na equag@o (4.11) temos:

) a? B 62
& XGT(] = X T(e)L (1.13
Resolvendo:
0 [0 _ oo
@ | x0T | = 5| Siximien]. (4.14)
L0 [0X(x) oT(W)] 9 [X(x) aT()
&{—ax T(t) + X(x) ax] _ at[ ST 4+ X0 ] (4.15)

como as derivadas de X(x) em relagdo a t e T(t) em relacdo & x sdo 0 podemos ja

instantaneamente escrever a derivada segunda como:

5, 02X(x)
0x?

0°T(1)

a —_—
ot?

T(t) = X(x). (4.16)

Como X e T dependem de apenas uma variavel, as derivadas passam a ser ordinarias
ao invés de parciais, assim:

, d2X(x)
dx?2

_d*T(t)

X(x). (4.17)

Separando todos os termos que tem x de um lado e t do outro e sabendo que, sendo
a igualdade valida, podemos supor que ambas sao iguais a um mesmo valor qualquer

diferente de zero, pois u(x,t) = X(x)T(t) # 0; assim igualaremos ambas a funcao & um
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constante —k?:
a? d?X(x) _ 1 d*T(t) _ 2 (4.18)
X0 & T av | |

Resolvemos de forma separada as equacoes da seguinte maneira:

a’ d*X(x)
X ae - K (4.19)
(§]
1 aTit)

Primeiramente, resolvendo a (4.19):

a? d?X(x)
—K? 4.21
X(x) dx2 ’ (4.21)
d?X(x) k?
o EX(X) = 0. (4.22)
2
Substituindo — = w? equacio caracteristica sera:
a
m’+w?’=0=m=+w. (4.23)
Assim a solugao geral desta equagao é dada por:
X(x) = axcos(wx) + B sin(wx). (4.24)
Tomando as seguintes proposicoes:
x = Acosd; (4.25)
B = Acos?d. (4.26)
Substituindo na (4.24) temos:
X(x) = A cos(wx — §). (4.27)
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Agora, resolvendo a (4.20):

1 9%T(t)
W —K2, (4.28)
aQaTt (Qt) +K°T(t) =0. (4.29)

A equacdo caracterfstica é n? + k% = 0 ou seja n = %k, assim:

T(t) =y cos(kt) + esin(kt). (4.30)
Fazendo:
v = Bcos(d); (4.31)
€ = Bsin(¢). (4.32)
Assim, a (4.30) torna-se:
T(t) = Bcos(kt — ). (4.33)

Substituindo as (4.33) e (4.27) na (4.12) a solucdo u(x,t) fica:
u(x,t) = D cos(wx — 8) cos(kt — ). (4.34)

As constantes D, w, k, 8 e ¢ podem ser encontradas a partir das condigoes iniciais
definidas. O método descrito é simples, pois chegamos com base em uma substituicao
e é facil ver como vai ser a solugao. A maioria dos livros didaticos de Fisica e EDP’s
aplicadas a Fisica utilizam deste método, pois além de ser pratico, ele descreve a maioria

dos fenémenos ondulatorios.

4.3 Equacao da Onda Homogénea e a Solugao D’Alambert

Quando nao ocorre interacao de forcas externas dizemos que a equacao ¢ homogénea,
pois nao aparece uma funcao ao qual depende a resolucao dos problemas. Utilizando

a técnica do Capitulo 3, partindo da equagao (4.11), iremos apenas utilizar uma outra
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notacao para derivadas parciais com o intuito de ficar visualmente melhor:

a Uy — U =0
u(0,x) = f(x) (4.35)
ue(0,%) = g(x)
02 02 0
a notagao utilizada equivale a Uy, = a—XLQL, Ui = a_tl; eu = a—? Considerando a > 0
sem perder generalidade.

Para determinar qual o tipo da EDP, vamor verificar o valor de b2—ac, para a equacao

(4.35);. Vejamos que:
0?—a’(—-1)=a®>0. (4.36)

sendo assim, temos uma EDP Hiperbolica. Como a # 0 que as curvas caracteristicas de

(4.35)1: satisfazem a equagao (3.12), entao

a? (dt)2 —1=0, (4.37)

dx
2

(%) = é, (4.38)
% = % (4.39)

d 1
Et( = (4.40)

separando e integrando temos que:

at = £x +c. (4.41)

onde ¢ é uma constante qualquer. Note que a equacao acima forma duas familias de
curvas caracteristicas: ¢ =x —at e c =x + at.

Fazendo a mudanca de variavel:

x =x—at; f=x+at. (4.42)

temos A = C =0 e B # 0 pois a equagao ¢ hiperbolica (pelas equagoes (4.41) e (4.42)).
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Para encontrar o valor de B utilizemos a equagao (3.38)2, sendo esta a segunda equagao

do sistema:
dx 0B dx 0B 0P dx dx 0B
B = a®—— — L ) 1= 4.4
aaxax+0(ax6t+axat) ot ot (443)
B = a’—(—a)a, (4.44)
B = 2d% (4.45)

Assim, temos que a forma canénica da equagao é 4a2u“5 =0, como 4a? # 0, temos:

Uxp = 0. (446)

Resolvendo com o propésito de encontrar a solugao vamos integrar em ambos os lados:

ou?
Ja(xaﬁdoc = J()doc, (4.47)
ou
% = f(B). (4.48)

Integrando novamente agora em funcao de 3 temos:

ou
| 5528 = [r(era. (4.49)
w(e B) = w(B)+ bl (4.50)

Retornando para as variaveis x e y temos:
u(x,y) = d(x — at) + w(x + at). (4.51)

Agora nos resta utilizar as condigoes iniciais para descobrir a solugao de u(x,t) de
D’Alambert para a equagao da onda homogénea unidimensional.

Primeiramente verifiquemos que:

2 _dpax _do

x  dadx  do (4.52)
Analogamente:
dw _ 0w (4.53)
ox OB’ '
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Calculando u(t,x), temos pela regra da cadeia:

odp(x — at ow(x + at
wlt) = 20bat)  ubirat)

dd(x —at) 0 dw(x + at) %

Utilizando as equagoes (4.52) e (4.53):

u(t,x) = W(—a) + Wu.
Fazendo u(0,x) = g(x):
0d(x — a0) dw(x+alb)
O Dea+ T = gx),
0 0
R

Neste momento, as derivadas acima passam a ser ordinarias, assim:

—ad’(x) + aw’(x) = g(x).

De u(0,x) = f(x) vem que:

éd(x —al) + w(x+ald) = f(x),
d(x)+w(x) = f(x).

derivando a equacgao acima em relacao a x temos:

¢'(x) + w'(x) = f'(x),

portanto:

Analogamente:
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(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)
(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)



Substituindo a 4.63 na u; da 4.59:
—alf’(x) —w'(x)] + aw’(x) = g(x),

@) = 5ogbe) + 500

Integrando a equagao acima no intervalo de xy a x, obtemos:

JX w'(x)dx = JX Lg(x)d)H—JX %f’(x)dx,

X0 X0 2a X0
w(x) —w(xy) = %J g(&)d£+§[f(><)—f(x@)],
wix) = 50+ 50 | glEdE+ wix) - i)

B = 0= 500 5o | a(E)d—wix) + il).
d(x) = %f(x) — % J:O g(&)d& — wixg) + %f(xo).

Assim a solucao u(x,t) = ¢(x — at) + w(x + at), fica:

wix.t) = %f(x Cat)— & JH g(£)dE — w(xg) + %f(x +at),

X0
Lembrando as seguintes regras de integrais:
b

E’ f(x)dx = Jc f(x)dx + J f(x)dx,

a C
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(4.68)
(4.69)
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(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)
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temos:

x+at
u(x,t) = %[f(x —at) + f(x + at)] + %J g(&)dé. (4.77)
x—at

conhecida por solucao de D’Alambert para a equacao da onda homogénea.

Analisando a parte Fisica vemos que a solucao da onda vai depender das condigoes
iniciais, onde f(x) pode ser tomado como uma funcao inicial da posi¢ao, mais comumente
visto nos livros didaticos como xy que representa a posigao inicial; aparece também a
funcao g(&) o qual aparece nas condigoes como a g(x) que equivale a derivada primeira de
t, sendo assim a velocidade inicial do sistema, mais comumente vista como vy (velocidade
inicial). Portanto temos que, de acordo com as condigbes iniciais obtemos uma solugao
diferente; por exemplo, se tivermos uma onda com velocidade diferente de zero vamos
obter uma solugao que depende da movimentacao dessa onda.

Embora baseado em condigoes iniciais nao seja muito facil identificar logo de cara
como seré a solugao, existem livros que preferem abordar inicialmente condigoes igualada

a zero para que possamos substituir sem carregar uma fun¢do como em Brannan (1994).

4.4 Solucao da Equacao da Onda Nao Homogénea

Numa onda unidimensional, sujeita a atuagao de uma forca externa em casos como
osciladores harmonicos ou osciladores forgados, existe um termo a mais na equagao o qual
fara com que a solugao seja um pouco mais complexa, podemos verificar problemas assim
em livros como Nussenzveig (2002), com tratamento mais matematico em Gondar (2005).

Vamos resolver agora o problema de Cauchy para equagoes nao homogéneas com as

consigoes iniciais a seguir:

a’u, — uye = G(x,t)
u(x,0) = ¢(x) (4.78)
ue(x,0) =P(x)

onde a G(x,t) esta atuando como uma forga externa.
Considerando um ponto (1, s) € R? vamos associar estes pontos & uma regiao M C R?

de modo que a equagao esteja contida dentro de M, limitada pela regiao M* que é a uniao
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de M com a sua borda representada aqui pela curva C' que pode ser definida pela soma

de cada segmento de reta da regiao. Vamos observar a partir da figura:
A t=1x+a(s-r)
. r a

H s .......................................... -' (H Zl"a s)

(a*(r +s),0)
g

g — e R X
@*r-s),0) ' t=Lxta(+s)

Figura 4.4: Ilustragao da regiao M delimitada pela curva C' com a transformacao de x e
t em r e s. Fonte: Autoria Propria

Para resolver precisamos integrar duas vezes a funcao G(x,t) na fronteira da regiao

M*, sendo assim:

JJ G(x,t)dM* = JJ a’U,, — u dM™, (4.79)
M~ M~

Veja que a curva C é formada pela uniao das trés retas Cy, C; e Cy. Pelo Teorema de

Green expresso na se¢ao 1.4, a integral em (4.79) fica:

JJ G(x,t)dM* = % a’u,dt + u dx = ﬁ; a’u,dt + udx. (4.80)
. C CoUC1UC,

ou seja, podemos fazer a somatoria das integrais dos segmentos de reta da curva C,

separadamente temos em C:

a?(r+s)
J u(x,0)dx = J u(x,0)dx. (4.81)
Co a?(r—s)
Em C; temos:
(a2r,a?s) 1
J a’u,dt + u dx = J a’u, (——dx) + u¢(—adt), (4.82)
Cy (a2(r+s),0) a
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Pela regra a seguir:

Assim:

Em C,, obtemos:

of of
df(x,t) = —d —dt. 4.83
(a?r,as)
J a’udt + u dx = —aJ du = au(a’®(r+s),0) — au(a’r, as). (4.84)
C (a2(r+s),0)
(a?(r—s),0) 1
J a’u, dt + uedx = J a’u, (—dx) +u(adt), (4.85)
Co (a?r,as) a
(a?(r—s),0)
J a*udt + uedx = aJ du = au(a®(r —s),0) — au(a’r, as). (4.86)
C, (a?r,as)

Somando as (4.81),(4.84)

JJM* G(x,t)dM*

a2
JaQ(r—s)

e (4.86) e igualando ao primeiro termo da 4.80:

(r+s)

we(x,0)dx + au(a?(r +s),0) — 2au(a’r, as) + au(a®(r —s), 04.87)

Isolando u(a?r, as) temos:

u(a®r, as)

= %[u(a2

1 a?(r+s)
(r+s),0)+u(a®(r—s), O)]+—J
2a a?(r—s)

1
t(x'a O)dX_%

JJM* G(x,t)dM*.
(4.88)

Para trocar as varidveis utilizadas voltando para x e t, modificando também os limites

de integragao vamos utilizar:

\

a(r+s)=+ix+t => a’(r+s)=x+at

a(s—1)=—2Ix+t => a’(r—s)=x—at (4.89)
Ix=t—a(s—7) => x=at+a*(r—s)

ix=—t+alr+s) => x=—at+a*(r+s)

Fazendo os limites de 0 a t ser representado por w e sendo usado os do grafico de 0 &
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as e o limite que varia entre as retas utilizarmos a letra v:

1 x+at
u(x,t) = E[u(x +at,0) +u(x —at,0)] + %J ue(x,0)dx (4.90)
x—at

1 as p—aw+a?(r+s)
— —J J G(x,t)dM*.

2a 0 aw+a?(r—s)

Usando as condigoes iniciais de (4.78) e as equagoes (4.89); e (4.89), a equagao (4.90)

se reduz a:

1 1 x+at 1 t px+a(t—w)
u(x, t) :—[cl)(x+at)+cl>(x—at)]+—J ll)(E,)dE,——J J G(v,w)dvdw.
2 2a x—at 2a 0 Jx—a(t—w)
(4.91)
Concluimos que esta solugao, embora possua no inicio apenas um termo a mais, sendo
uma fungao externa, a equagao u que também dependente das mesmas varidveis, os casos
homogéneo e nao-homogéneo apresentados tem uma distingao na forma de resolugao,
tornando o célculo um pouco mais complexo, necessitando assim de substituicoes de

variaveis que possibilitaram simplificar mais a execucao das contas para obter a solucao.
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Consideracoes Finais

Como demonstramos no decorrer do trabalho, as equagoes diferenciais parciais sao
ferramentas poderosas para modelar problemas que descrevem fenomenos nas demais
areas cientificas (SILVA, 2016); na Fisica Ondulatoria, nés apresentamos e aplicamos o
método alternativo para encontrar as solugoes da equagao da onda unidimensional no
caso homogéneo e nao-homogéneo. Para tal, reunimos os conceitos acerca do método
tradicional de resolver as equacoes. Assim, a partir do contetido produzidos nesta pesquisa
proporcionamos aos estudantes/pesquisadores interessados no tema a possibilidade de
uma maior flexibilizade para assimilagao do contetido, um novo ponto de vista para obter
solugoes para os problemas em ondulatoéria.

Propuzemos trés formas de resolugao para a Equagao da Onda Unidimensional no
Capitulo 4, obtendo trés formas de solugoes diferenciadas sendo duas para equagoes ho-
mogéneas, o qual um dos métodos é o mais comumente utilizados em livros texto na se¢ao
(4.2) e a outra uma metodologia alternativa que resolve o mesmo problema na se¢ao (4.3);
a terceira forma foi para o caso nao homogéneo que baseado em Sodré (2003), adaptamos
a0s casos mais gerais com também a # 1.

Utilizamos bibliografia acessivel com livros de curso de matematica e fisica, disserta-
¢oes e artigos disponiveis em bibliotecas de universidades e na internet, reproduzimos os
calculos e comprovamos a veracidade das solu¢oes propostas de acordo com as respectivas
curvas caracteristicas e método adequado.

No capitulo 1 pudemos ver que conceitos mesmo parecendo ser triviais, sao de fun-
damental importancia para sabermos se realmente compreendendo o que esta sendo dito
de fato na linguagem matematica. Teve como objetivo principal atingir os nao tao ini-
ciantes em disciplinas de calculo como também relembrar e/ou revisar para uma melhor
compreensao do texto.

Algumas das intmeras técnicas de resolugao de equacoes diferenciais esta presente no
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capitulo 2, o qual além da abordagem contém comprovados e demonstrados dos calcu-
los das EDO’s e EDP’S, contendo apenas os principais métodos utilizados nos capitulos
posteriores como por exemplo o método de resolugao da equagao (4.18) que esta sendo
apresentado de forma mais detalhada na segao (2.2).

De acordo com a proposta descrita, pudemos ver que o capitulo 3 propoe de fato uma
metodologia mais geral para resolver equagoes diferenciais parciais, pois utilizando da
substituicao de variaveis na equagao 3.3 pudemos resolver de forma eficaz a equagoes na
secao 4.3.

Se nos aprofundarmos mais na leitura em temas como Optica e Movimentos Oscilato-
rios, poderemos verificar a aplicacao das defini¢oes aqui apresentadas sobre ondulatoria
em termos como comprimento de onda, periodo, os tipos de ondas ou no caso avan-
cado a utilizacao de solugoes caracteristicas que resolvem equacgoes diferenciais parciais
ou ordinarias, equacoes essas que descrevem um determinado movimento de acordo com
suas condigoes iniciais, no livro de Nussenzveig (2002) aparecem casos como Movimento
Harmoénico Simples e Oscilagoes Forcadas-Amortecidas que possuem solugoes bem dis-
tintas. No capitulo 4 foi possivel mostrar que nao s6 os conceitos basicos do Capitulo 1
sao necessarios na hora de resolver problemas em Fisica, também necessitamos de uma
abrangéncia de conhecimentos acerca da matemética e técnicas de resolucao de equacoes

diferenciais.
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Apéndice A

Caso Parabodlico e Eliptico Para o

Método de Curvas Caracteristicas

Para o caso parabolico utilizamos:

0%u ou Jou
- L - =
aBQ <a767u7 acx7 aB)

Usando a equagdo (3.13) sendo a e ¢ nao nulos podemos fazer b?> = ac e substituir

b2 /x> ox
— (=) —9p (= —
2 (5) 2 (5) re=o

em C:

. . . b
Deixando a derivada isolada, colocando — e sabendo que a derivada agora é ordinéaria
a

(2)--

. . . . 0
Sendo a equagao caracteristica d(x,y) = k nos permite calculara derivada a—y deste
X

escrevemnos:
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modo:

2 dy
ox Oy ox

onde % # 0.
oy

Sendo A = 0 podemos calcular B pela 3.41 substituindo b? = ac obtemos:

0x0f3 0x0f 0B Jx b20x 0P

B=a—-" st il il et

“ox ox * (ax oy * 6x6y> * a 0y dy

0x box o bop
_ ST 2y (2 2T A2
B a<ax+aay) <6x+aay> (A4.2)
- dy b
Pela equacao A.1, *-a sendo o« = ¢ temos que B = 0. Calculando C pela 3.38:
c= (2% 20 (A.3)
U 0x oy '

Concluindo: A =B =0 e C # 0 a forma canonica do caso parabdlico é:

ou au>

— = (oc, B,u, — (A.4)

o’ 0B

No caso eliptico, b> — ac < 0 utilizaremos a (3.12) e obtemos uma solugao como:

O(x,y) =k ou 0:1(x,y) +1i02(x,y) = x+ 1

. . (J0) .
Sendo « e (3 numeros reais e considerando I e 3y nao nulos temos:
X Y

odp\° 0 A GRS

00

Admitimos que
0x

(S

@‘ diferentes de 0 as derivadas de 0, e 05 sdo:

2 a0, 20, 2020, o0,
ox  0x ox’ dy dy oy
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Fazendo a transformagao o« = 01(x,y) e B = 03(x,y), o Jacobiano J(«, ) é:

~ 00,00, 00, 00,
Jlo B) = ox 0y 0y Ox

Pela equacgao de Cauchy-Riemann sao:

691 692 ) 691 _692

x oy oy ox

00 00, .00,
L — = F+i—.
080 oy I +1 oy

00\
Ha76)=‘<5g) #0

Retornando as variéveis anteriores o e [3 reescrevendo em termos de A(x,y), B(x,y) e

C(x,y) como ja definimos anterior na (3.41) obtemos sabendo que neste caso A = C e

B =0:
oo\ 2 dox dx o\ B\? OB 3P B\ 2
i €WH— = =) = - M — -
“(ax) ! baxay“(ay) C‘(ax) * baxby“(@y)

aaaa+b(ao¢%+a_o¢@> L BB

a&@ ox oy 0y 0x 0x 0y

oo

o
Sendo b? — ac < 0 A sera nulo apenas nos vetores % ou 0 assim para A e C nao
x Y

nulos a forma candnica no caso eliptico é:

o’u  J*u ou ou
T _F uthadithed A.
902 | 0p? ( B aoc’a[s) (4.6)
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