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RELACOES E APLICACOES DOS NUMEROS DE FIBONACCI

Eduardo Rocha Batista®
Anna Karla Barros da Trindade?

RESUMO

A sequéncia de Fibonacci surgiu a partir da solugdo para o problema de como sucedia
numericamente a reproducdo de coelhos. Também conhecida como os numeros de
Fibonacci, essa sequéncia de numeros apresenta diversas aplicacdes, tanto na area da
matematica como também na arte, natureza e arquitetura. Esse trabalho tem por objetivo
fazer uma abordagem tedrica sobre as relacdes e algumas das diversas formas de
aplicacbes do nimero de Fibonacci. O artigo inicia-se com um breve relato da vida e
obras de Leonardo de Fibonacci, com destaque para sua obra principal, Liber Abaci. Na
sequéncia serd abordado a definicdo formal, exemplos, relacdo com o nimero de ouro,
relacdo com triangulo de pascal e suas aplicagdes no ambiente escolar.

Palavras-Chave: Sequéncia; Fibonacci; AplicacGes; Relacoes.

ABSTRACT

The Fibonacci sequence arose from the solution to the problem of how rabbits
reproduced numerically. Also known as Fibonacci numbers, this sequence of numbers
has several applications, both in the area of mathematics and also in art, nature and
architecture. This work aims to provide a theoretical approach to the relationships and
some of the different forms of application of the Fibonacci number. The article begins
with a brief account of the life and works of Leonardo de Fibonacci, with emphasis on
his main work, Liber Abaci. Next, the formal definition, examples, relationship with the
golden number, relationship with Pascal's triangle and its applications in the school
environment will be discussed.

Keywords: Sequence; Fibonacci; Applications; Relations.
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1 INTRODUCAO

Na minha experiéncia como discente de matematica e de docente (Estégios e
Residéncia), constatei que uma questdo bastante evidenciada por muitos alunos é com
relacdo a aplicabilidade de certos conteudos trabalhados pelos professores em sala de
aula, sendo comum os questionamentos: Professor, para que vamos estudar este
assunto? Onde este assunto vai ser usado em que na minha vida? No decorrer do curso
de Licenciatura em Matematica, tive varias disciplinas relevantes. Dentre estas, uma que
foi muito importante foi a Historia da Matematica, nela tivemos a oportunidade de saber
um pouco mais sobre o contexto historico da Matematica e conhecer grandes nomes de
matematicos, desde épocas mais antigas até a atualidade. Nela, fomos instigados a
apresentar seminarios sobre algum tema da Matematica. Decidi entdo falar sobre a
Sequéncia de Fibonacci, que no inicio ndo sabia de praticamente nada. Comecei entdo a
estudar o tema e gostei muito. Percebi que o conteldo era vasto e tinha possibilidades
de mostrar inimeras aplicacOes praticas. Além disso, percebi que ndo é um tema téo
conhecido e explorado no ensino basico. Estas razdes foram os impulsos que me levou a
escolher tema: RelacGes e Aplicagdes dos Numeros de Fibonacci.

Para falar sobre esta tematica, é necessario em primeiro ponto trazer a definigcdo
do que seria a sequéncia de Fibonacci. Segundo Lessa (2020) “Uma sequéncia numérica
é uma funcéo f, definida no conjunto dos nimeros naturais, ou inteiros positivos tal que:

f:n - f(n) = a, onde o n é chamado de indice e a, 0 enésimo elemento da
sequéncia, ou termo geral.” Onde os elementos de uma sequéncia estdo na forma: ( a1,
az, as, a4,

as, ..., an). Tratando-se da sequéncia de Fibonacci consiste em uma sequéncia
composta por uma sucessdo infinita de nimeros nos quais obedecem a um padrdo em
que cada elemento subsequente é a soma dos dois anteriores.

Segundo De Almeida (2013) a sequéncia de Fibonacci apresenta extensa
aplicabilidade em diversas areas do conhecimento, ela € muito importante devido as
suas propriedades e relacfes com a natureza, e por isso torna-se de grande interesse para
alunos dos ensinos Fundamental e Médio. Partindo de um problema bem simples a sua
resolucdo despertou interesse mutuo entre diversos matematicos da época e também nos
dias atuais.

Em consonéncia Pacheco (2021) traz que o trabalho de Fibonacci colaborou para
a difusdo do sistema de numeracdo Indu - Arabico pela Europa Ocidental, além de
reunir muito do conhecimento matematico produzido, até aquele momento. A relacao
mais notoria da sequéncia de Fibonacci € com o nimero ouro onde prova-se que as suas
aplicacBes vao além do mundo que é a matematica.

O contetido apresentado neste artigo é direcionado a professores do Ensino
Fundamental Séries Finais e Ensino Médio que desejam aprofundar seus conhecimentos
sobre os numeros de Fibonacci e, finalmente, utilizd-los em suas aulas. Em
consequéncia a isto espera-se que o trabalho possa despertar curiosidade e também
causar maior proximidade com a disciplina matematica, por parte dos discentes.

O trabalho em questdo parte da indagacdo: Quais as aplicacdes e influéncia da
sequéncia de Fibonacci no mundo e na matematica? Dessa forma tem-se por objetivo
geral abordar as aplicacBes dos numeros de Fibonacci de forma exemplificativa e
apresentar algumas similaridades com outras relacfes e sequéncias matematicas, assim
como mencionar exemplos de atividades para serem trabalhadas em sala de aula. De
forma especifica objetiva-se com o artigo:



e Apresentar, brevemente, a histéria de vida do Leonardo
Fibonacci e suasobras;

e Definir a Sequéncia de Fibonacci;

e Mostrar exemplos e relagdes basicas da sequéncia de Fibonacci;

e Expor sugestdes de como pode ser trabalhada em sala de aula a
Sequéncia deFibonacci.

Para chegar a resposta da pergunta norteadora, adotou-se uma metodologia que
se constituiu de pesquisa metodoldgica, bibliografica exploratéria, de abordagem
qualitativa com método descritivo. As principais fontes dos artigos sdo dissertacfes de
mestrado apresentadas ao Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional - PROFMAT. As plataformas on-line utilizadas foram Google Académico,
repositorio da Universidade Federal de Santa Catarina, dispondo de artigos cientificos,
revistas e livros disponiveis na lingua portuguesa desde o ano de 1991 a 2023.

Para alcancar os objetivos e responder ao que foi questionado, estruturou-se o
trabalho em capitulos, como descrito logo abaixo:

O artigo inicia-se trazendo um apanhado da histéria de Fibonacci, fazendo
mencao a suas principais obras. Neste capitulo objetivou-se conhecer um pouco da vida
do matematico Fibonacci, suas principais contribuicdes matematicas.

No terceiro capitulo é abordada a Sequéncia de Fibonacci, tema central do
trabalho, como continuacao é tratado de forma individual algumas aplicacbes, exemplos
e relacbes da sequéncia de Fibonacci, ira se abordar as aplicacbes da sequéncia,
destacando aplicagdes no mundo material e mostrar algumas das inimeras apari¢es na
natureza. Neste capitulo objetiva-se mostrar algumas aplicacdes de tal sequéncia,
evidenciando o quanto tal assunto esta relacionado com o mundo.

No quarto capitulo sera apresentado uma série de atividades didaticas que podem
ser desenvolvidas com alunos do Ensino Médio com a sequéncia de Fibonacci. Neste
capitulo almeja-se apresentar atividades didaticas, evidenciando seus objetivos, pré-
requisitos, recursos a serem utilizados, tempo de duracdo e como as mesmas devem ser
desenvolvidas. Também, busca-se enfatizar 0 quanto tal assunto € interessante para ser
abordado em sala de aula.Por fim faz-se uma breve consideracao.

2 LEONARDO FIBONACCI

Neste capitulo buscou-se falar um pouco do contexto historico, onde foram
destacados aspectos sobre a vida de Fibonacci e suas obras.



2.1 CONTEXTO HISTORICO E OBRAS

Imagem 1: Fibonacci

Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm41/quemefib.htm

Segundo Maretto (2021), Leonardo de Pisa era considerado o matematico mais
notavel da idade media e foi o primeiro matematico italiano reconhecido como um
grande matematico europeu.Também conhecido por Leonardo Bigollo ou Leonardo
Pisiano por viajarmuito em busca de conhecimento. Conforme Livio (2008) “Bigollo”
significava “viajante” ou “homem sem importancia” nos dialetos toscano e veneziano,
respectivamente. O ano de seu nascimento é um ponto de discordia para diversos
autores. Para Frazédo (2022) ele nasceu em 1.170 na cidade de Pisa, na Italia.

Imagem 2: Localizacao da cidade de Pisa — Italia

Fonte: http://www.educ.fc.ul.pt/icm/icm99/icm41/quemefib.htm

Filho de Guglielmo dei Bonacci, um aventureiro mercador, Leonardo Fibonacci
acompanhou as atividades do pai no porto de Pisa, cidade onde nasceu, que mantinha
grande influéncia no comércio do Mediterraneo. Inserido nas das atividades de
comércio do seu genitor, Fibonacci teve acesso a matematica hindu e arabe, esta que era
empregada no comércio oriental. De acordo com Eves (2004), Fibonacci recebeu parte
de sua educacio em Bejaia, norte da Africa, onde seu pai desempenhava uma funcéo
alfandegaria, atividade esta que despertou o interesse do mesmo pela aritmética.

Almeida (2014) cita que um dos professores de Fibonacci era mugulmano e por
ele foi apresentado o livro do matematico Persa Alkhowarizmi sobre algebra, técnicas
de célculos indo-arabe e sistemas de numeracdo. Em sua escrita Eves (2004) fala que
Leonardo fez diversas viagens pelo Egito, Sicilia, Grécia e Siria e teve a oportunidade
de conhecer os métodos matematicos orientais e arabes.
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Fibonacci era

tdo talentoso que chamou a atencdo do imperador Frederico II:

Os talentos de Fibonacci chamaram a atencdo do patrono do sabér, o imperador
Frederico 1l, com o consequente convite para participar de um torneio
matematico na corte. Jodo de Palermo, um membro do séquito imperial, propds
trés problemas. O primeiro consistia em achar um nimero racional x tal que x2 +
5 e x2 =5 fossem ambos quadrados de nUmeros racionais. Fibonacci deu a
resposta x = 41/12, que é correta, uma vez que (41/11)2 +5 = (49/12)2 e (41/11)2
-5 = (31/12)2. Essa solucdo aparece no Liberquadratorum. No segundo problema
pedia-se que achasse uma solugdo da equagdo clbica x3 + 2x2 + 10x = 20.
Fibonacci tentou provar que nenhuma raiz da equagéo pode ser expressa

irracionalmente na forma Va + vb ou, em outras palavras, que nenhuma raiz
pode ser construida com régua e compasso. Obteve entdo uma resposta
aproximada que, expressa em notagdo decimal, é 1, 3688081075 e que é correta
até a nona casa. A resposta aparece, sem nenhuma discussdo anexa, num
trabalho de Fibonacci intitulado Flos (floracdo ou flor) e tem provocado alguma
perplexidade. O terceiro problema, também registrado nesse Gltimo trabalho, é
mais facil e pode ser encontrado no Exercicio 8.4. (EVES, 2004, p.293).

A importancia de Leonardo para a matematica perpassa varias das areas da
disciplina. VVé-se que Fibonacci ao longo da sua vida viajou para muitos outros paises e
nesses conforme Almeida (2014), ele estudou sobre os diversos sistemas de numeragéo,
em torno do ano de 1.202 retornou para Pisa. De volta a Italia Leonardo escreveu varios
livros, como mostra Ferreira:

Fibonacci escreveu cinco obras: quatro livros e uma que foi preservada como
carta. Os quatro livros de Fibonacci:

»  Liber abacci (1202): Foi revisto em 1228. Foi neste livro que Fibonacci
falou pela primeira vez sobre o problema dos coelhos.

*  Practica geometriae (1220): Onde descreve seus conhecimentos sobre
Geometria e Trigonometria.

+  Flos (1225): Neste Manuscrito Fibonacci apresenta as solucdes de trés
problemas que lhe tinham sido colocados por Jodo de Palermo, um membro da
corte do imperador Frederico Il.

«  Liber quadratorum (1225): E o maior livro que Fibonacci escreveu, no qual
aproxima raizes cubicas, obtendo uma aproximagao correta até a nona casa
decimal. (FERREIRA, 2007, p. 10).

O Livro do Calculo (O Liber Abaci) escrito em 1.202 foi a primeira obra de
Fibonacci que apresenta varios problemas, dentre eles se destaca o crescimento
hipotético da reproducdo da populacdo de coelho o qual originou a sequéncia de
nameros de Fibonacci (MARETTO, 2021). E ainda hoje cria-se novas aplicacdes,

elucidado por Boyer:

Sem ddvida o problema no Liber Abaci que mais inspirou aos futuros
matematicos foi 0 seguinte: Quantos pares de coelhos sdo produzidos num ano,
comegando com um s6 par, se em cada més cada par gera um novo par que se
torna produtivo a partir do segundo més? (BOYER, 1974, p. 186).



Imagem 3: Liber Abaci

Fonte:
https://www.bing.com/images/search?g=liber+abaci&qpvt=liber+abaci&form=1GRE&first
=1

Na obra Practica geometriae (1220) se demonstra uma técnica bastante avancada
na época para a resolucao de problemas algébricos com geometria e emprego da algebra
para resolucdo de problemas geométricos. Cinco anos depois, Jodo de Palermo propds
um desafio para Pisa com trés problemas e as respectivas solugdes foram descritas no
livro Flos. No mesmo ano foi publicado a sua obra O Libre Quadratorum traduzindo
para o portugués: O Livro dos Quadrados, que alcanca resultados precisos até a nona
casa decimal através das raizes cubicas.

A fama de Leonardo Fibonacci e de sua sequéncia ndo é a toa, com séculos de
estudos tem-se hoje vérias propriedades e relagdes entre os termos dessa sequéncia;
muito importante também sdo as varias aplicagdes que foram e sdo encontradas como
comprovacgdes da existéncia dessa sequéncia numérica na natureza.Fibonacci faleceu,
provavelmente, no ano de 1250 e foi enterrado em um cemitério em Pisa, perto da
Catedral. No fundo desse cemitério, encontra-se uma estatuade Fibonacci.

Imagem 4: Estatua de Fibonacci no cemitério de Pisa

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Ficheiro:Leonardo_da_Pisa.jpg
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3 SEQUENCIA DE FIBONACCI

A expressdo NUmeros de Fibonacci descreve a sequéncia de numeros que
formam o seguinte padrdo: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, Nela, cada elemento da
sequéncia, a partir do terceiro, é gerado pela soma de seus dois antecessores, neste
capitulo sera definido como se d& a construgdo de tal sequéncia, além disso procurou-se
mostrar de onde se originou este estudo por Fibonacci, na época.

3.1 RELACAO ENTRE A REPRODUCAO DE COELHOS E A SEQUENCIA DE
FIBONACCI

O problema hipotético apresentado no capitulo 12 do Livro do Célculo escrito
por Fibonacci, que teria sido o “pontapé”, é:

Uma pessoa tem um par de coelhos recém nascidos, num lugar cercado por
todos os lados por um muro. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a
partir desse par em um ano se, supostamente, todo més cada par da a luz a um
novo par, que é fértil a partir do segundo més? (ALMEIDA, 2014, p.2).

Segundo Maretto (2021) esse problema bastante conhecido e aprofundado pelos
matematicos contribuiu muito para o0 mundo matematico.Para solucionar tal problema
Fibonacci teria utilizado o contetdo sequéncia numéricas, veja como seria uma das
possiveis solugdes:

No momento onde se tem o tempo zero, s existia um par de coelhos jovem. No
primeiro més, esse par de coelhos ja estaria adulto e fértil. No proximo més, esse
primeiro par gera outro par, tendo-se assim 2 pares. No terceiro més, o par adulto gera
outro par jovem, enquanto que o par de filhotes se torna fertil. Logo, fica-se com 3
pares. No quarto més, cada um dos dois pares gera um par jovem e o terceiro par se
torna adulto e fértil. Seguindo esta linha de raciocinio, nos demais meses 0 nimero de
pares serd 5, 8, 13, 21, 34 e assim sucessivamente, como se pode ver na Figura 1,
abaixo:

Figura 1: Esquema de reproducéo dos coelhos

1 par de Coethos

1°Més 1 par de Coethos
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Z Mbs a 2 pares de Coethos
3 Mis 41 . 3 pares de Cocthos
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ST T T A A 13pare s Coaon
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Fonte: FERREIRA, 2007.



A solucdo deste problema ria uma sequéncia que tem vérias aplicacdes na
natureza e € recheada de inimeras propriedades interessantes, que serdo mostrados mais
adiante. Esta € a sequéncia conhecida como Sequéncia de Fibonacci.

3.2 DEFINICAO DA SEQUENCIA

Segundo Almeida (2014), ap6s o problema da reproducdo de coelhos pode-se
definir resumidamente como a soma dos dois nimeros anteriores da sequéncia, definida
como a sequéncia recursiva. Logo se tem:

Fn=Fni+Fh2,comne N en =2,

Formando a seguinte sequéncia 1,1,2,3,5,8,13,21,34... que também sdo
conhecidos como 0s numeros de Fibonacci. Zahn (2011) traz que essa sequéncia
recebeu 0 nome de Fibonacci no século XIX, pelo matematico francés Edouard Lucas
(1842-1891). E este por sua vez, posteriormente, criou outra sequéncia a partir da de
Fibonacci.

3.3 EXEMPLOS E RELACOES DA SEQUENCIA

Inicialmente utilizados para modelar o problema sobre crescimento de uma
populacdo de coelhos, os Numeros de Fibonacci sdo utilizados para modelar situagcdes
em diversas areas como matematica, estatistica, biologia, arquitetura, medicina,
economia, entre outras. Com os Numeros de Fibonacci ja definidos, algumas relac6es
de grande importancia serdo expostas.

3.3.1 As Abelhas

Segundo Farias et. al. (2020) a sequéncia de Fibonacci possui uma grande
ramificacdo de aplicacBes que pode ser encontrada nos elementos naturais do planeta
como animais, plantas, galhos, flores, orelha humana e também dispde relacdo com a
proporcao aurea. Um exemplo e a reproducdo de abelhas do sexo masculino da espécie
apis.

O mesmo autor cita exemplo da aplicacdo da sequéncia de Fibonacci na
linhagem familiar de um zangdo. Uma vez que o0 zangdo tem um progenitor que é a
abelha fémea e a mesma tem progenitores (macho e fémea) pode-se estabelecer a
sequéncia da seguinte forma: a abelha macho tem apenas um progenitor (fémea),
consequentemente ele tera um casal de avos (macho e fémea) e trés bisavds sendo um
macho e duas fémeas, aplicando essa analise obtém-se a sequéncia de Fibonacci
descrita na Figura 2.



Figura 2: Arvore genealdgica da abelha macho
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Fonte: FARIAS et. al., 2020.

3.3.2 O Numero Ouro e a Espiral Aurea

No mundo matematico a sequéncia de Fibonacci tem suas aplicacbes em
diversas areas e a sua conexao com o niumero de ouro é um destaque. O nimero de ouro
€ namero irracional, simbolizado por ® e esta presente em diversas areas como na
arquitetura, na muasica, nas obras de artes, na natureza entre outras, o seu valor é
aproximadamente 1,618 (ALMEIDA, 2014).

Para demonstrar a relacdo do ndmero ouro com a sequéncia de Fibonacci, €
necessario um retangulo aureo cujo valor da razéo de sua largura e do seu comprimento
é 1,618. Ao dividirmos esse retangulo formando a primeira parte em um quadrado de
lado igual a largura do retangulo e com a diferenca da largura e comprimento do
retangulo inicial cria-se a largura do segundo retangulo e o seu comprimento € igual a
largura do retangulo inicial (Figura 3), a continuacdo desse processo resulta em novos
retangulos aureos conforme a Figura 4 (PACHECO, 2021).

Figura 3: Retangulo aureo dividido em um quadrado e um novo retangulo

Fonte: PACHECO, 2021.



Figura 4: Sequéncia de retangulos &ureos

Fonte: PACHECO, 2021.
A construcdo de um espiral aurea acontece com etapas:

Primeiro um quadrado de lado | = 1. Em seguida, colocamos dois desses
quadrados um ao lado do outro, obtendo um retdngulo com dimensdes 1 e 2.
Agora, no lado maior, construimos um quadrado de lado 2. Note que, o
resultado é um retangulo de lados 2 e 3. No lado de medida igual a 3,
construa um quadrado de lado 3, cujo resultado é um retangulo de lados 3 e 5.
Ao dar continuidade ao procedimento acima, formaremos outros quadrados de
lados 5, 8, 13, 21 e assim por diante, onde cada lado doquadrado é igual ao
maior lado do quadrado anterior (MARETTO, 2021, p.8).

O processo de criacdo da espiral aurea envolve a aplicacdo cuidadosa da
proporcdo aurea para formar uma sequéncia de retangulos que, quando conectados,
resultam em uma espiral elegante e harmoniosa. Este fendbmeno matematico transcende
os limites da abstragdo, conectando-se a beleza e a ordem presentes no tecido
fundamental da natureza e da arte.Nota-se a sequéncia de Fibonacci nos resultados dos
lados, 1,1,2,3,5,8,13,21... e com ajuda de um compasso, pode-se tracar um quarto de
circulo nesses respectivos quadrados (Figura 5) (MARETTO, 2021).

Figura 5: Espiral Aurea
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Fonte: MARETTO, 2021.



Na natureza essa espiral é encontrada em varios ambientes e se faz perceber em

diversos animais, objetos e até mesmo no corpo humano.

Imagem 5: Espiral Aurea na Natureza

Fonte: MARETTO, 2021.
3.3.2.1 NO CORPO HUMANO

Quando aplicada ao corpo humano, a propor¢do aurea pode ser observada em
diversos elementos anatdmicos, contribuindo para a percepcao de beleza e equilibrio. A
ideia por tras disso é que as partes do corpo que estdo em proporcdes aureas Sao
percebidas como esteticamente agradaveis.

Um exemplo classico € a divisdo do corpo humano em segmentos de acordo com
a proporcdo aurea. Se considerarmos a altura total de uma pessoa, a divisdo em
segmentos como a altura do umbigo até os pés e a altura do umbigo até a cabeca pode
seguir a proporcao aurea, criando uma harmonia visual. Da mesma forma, a divisao dos
membros, como a relacdo entre o comprimento do braco e do antebraco, pode ser
aproximadamente proporcional a phi.



Figura 6: Espiral Aurea no corpo humano

Fonte: http://pegasus.p ortal.nom .br/proporcao -aurea-e -sequencia- de-fibonacci/

Figura 7: Proporc¢do aurea no corpo humano

Fonte: https:// www.raciociniocristao.com .br/2014/05/ digitais -criador


http://pegasus.p/
http://www.raciociniocristao.com/

Além disso, a propor¢do aurea também pode ser associada a caracteristicas
faciais, como a localizag&o dos olhos, nariz e boca. Acredita-se que rostos que seguem
essas proporgdes sdo percebidos como mais atraentes.

Imagem 6: Espiral Aurea na face humana

s

Fonte: http://www.c riacionism 0.com.br/2017/06/a -natur eza-num erica-e-0s-C
odigos.html

E importante notar que a aplicacdo estrita da proporgdo aurea ao corpo humano
pode variar e que a percepcao da beleza é subjetiva, variando culturalmente e ao longo
do tempo. Apesar disso, 0 conceito da propor¢do aurea continua a ser uma influéncia
significativa em muitas disciplinas artisticas e de design, buscando alcancar uma
estética equilibrada e agradavel.

3.3.2.2 NA ARTE E CONSTRUCOES

Muitos, dos grandes, artistas utilizaram a proporcdo aurea em suas obras com o
objetivo de alcancar harmonia, beleza e perfeicdo. A ideia é que a divisdo de uma figura
ou espaco de acordo com a proporcao aurea resulta em uma composicdo visualmente
atraente e equilibrada aos olhos do observador. Segundo Neto (2013) um exemplo de
arte € a famosa pintura Monalisa do pintor italiano Leonardo da Vinci, o nimero de
ouro nas relagBes entre seu tronco e cabeca e também entre elementos do rosto.



Imagem 7: Monalisa

Fonte: FREITAS, 2008.

Com relacéo a arquitetura, com mesmo objetivo que nas artes, muitos arquitetos
usaram em suas construcdes a proporcao aurea. Lauro (2005), menciona que um dos
mais famosos exemplos é o Partenon, construido no século V a. C pelo arquiteto e

escultor Fidias.

Imagem 8: O Partenon

Fonte: VAZ, 2008.

E importante notar que a aplicacio rigorosa da proporgdo aurea nio é uma regra
inflexivel, e muitos artistas e arquitetos escolhem intuitivamente seguir ou desviar dela
com base em suas visdes e intengdes criativas. A proporgdo aurea é uma ferramenta, ndo
uma formula rigida, e seu impacto na estética € muitas vezes subjetivo, variando de

acordo com o contexto cultural e as preferéncias individuais.



3.3.2.3 EM ANIMAIS E PLANTAS

Na flor de um girassol (cabega) as sementes sdo acomodadas de tal maneira que
sigam um padrdo, este segue a sequéncia de Fibonacci. Esta espiral impede que a
semente do girassol se amontoe fora, ajudam a planta sobreviver.

Imagem 9: A Espiral Aurea e a Sequéncia de Fibonacci

Fonte: file:///C:/Users/akbtr/OneDrive/%C3%81rea%20de%20Trabalho/14.pdf

Petalas de algumas flores e outras plantas também podem estar relacionadas ao
Leonardo. Se vocé examinar cuidadosamente o nimero ou a disposicdo das pétalas em
uma flor que ainda tem todas as suas pétalas intactas e ndo perdeu nenhuma, descobrira
que o numero de pétalas de uma flor, para muitas flores € um niimero de Fibonacci.

Em alguns animais pode-se observar claramente a espiral de Fibonacci.

Imagem 10: Animais que tem algo associado com a sequéncia

B

Fonte: file:///C:/Users/akbtr/OneDrive/%C3%81rea%20de%20Trabalho/14.pdf



O antilope e o camaledo sdo exemplos notaveis desse fendmeno. No caso do
antilope, se seus chifres continuassem crescendo indefinidamente, isso levaria a
formacdo da espiral de Fibonacci. Por sua vez, no camaledo, ao observar o rabo
contraido desse animal, também se evidencia uma das representacbes mais precisas
dessa mesma espiral.

Imagem 11: Antilope e camaledo

Fonte: FREITAS, 2008.

O Nautilus ¢ um molusco que se origina no sudoeste do Oceano Pacifico. Sua
concha exibe uma representacao precisa da espiral aurea.

Imagem 12: Nautilus Marinho

Fonte: FREITAS, 2008.

Esses padrGes ndo ocorrem por acaso. A relacdo &urea é considerada uma
solucdo eficiente e otimizada para o crescimento e desenvolvimento, fornecendo uma
estrutura que maximiza a eficiéncia na utilizacdo de recursos, como luz solar e espaco.
A presenca da relacdo &urea na natureza é fascinante e destaca a harmonia
matematica subjacente a diversidade e complexidade dos seres vivos. Ela continua a
intrigar cientistas, artistas e observadores da natureza, demonstrando que a beleza e a
ordem podem ser encontradas em toda parte, desde as menores estruturas até os padroes
mais amplos da vida.



3.3.3 O Triangulo de Pascal e a Sequéncia de Fibonacci

O tridngulo de Pascal ou como também € conhecido o triangulo aritmético, é
representado por um arranjo geométrico triangular formado por nimeros binomiais
infinitos correlacionados entre si. Em sua composicéo tem-se linhas e colunas, de cada
linha o seu primeiro e Ultimo ndmero é de valor igual a 1, cada linha 0,1,2,3... tem um
elemento cujo os valores sdo 1,2,3,5... respectivamente, na linha de nimero 2 o seu
elemento é o resultado da soma dos dois anteriores (SANTIAGO, 2016).

Figura 8: Representacéo do Tridngulo

1 1 1 2 K 1 1 1 1 I L
1 & 3 4 5 =} 7 8 9

1 3 6 10 15 21 28 36

1 4 10 20 35 56 84

a 5 15 35 70 | 126

1 6 21 56 126

1 7 28 84

1 =} 36

Fonte: SANTIAGO, 2016.

A diagonal do triangulo de pascal é chamada de diagonal aumentada, onde a
soma dos seus numeros na diagonal resulta na sequéncia dos numeros de Fibonacci
conforme representa a Figura 8. Pode-se notar que os resultados da soma desde a
primeira diagonal até sétima sdo, respectivamente, 1,1,2,3,5,8,13. Provando, assim, que
a soma de cada diagonal € um nimero de Fibonacci (DE ALMEIDA, 2016).

Figura 9: Diagonal aumentada
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Fonte: DE ALMEIDA, 2016.



Representativamente temos a sequéncia de Fibonacci da seguinte forma:
Fi=F>=1, F3=2, F4=3, Fs=5, Fs=8 e assim sucessivamente (MARETTO, 2021).

3.3.4 Teorema de Zeckendorf (Relacdo dos Numeros Inteiros com o NUmero de

Fibonacci)

O matematico Edouard Zeckendorf, nascido na Belgica, ficou conhecido por
desenvolver estudos sobre a sequéncia de Fibonacci. Quando membro da Real
Sociedade de Ciéncia de Liége no ano de 1957, publicou ao menos vinte artigos sobre a
teoria dos nimeros elementares. Na sequéncia de Fibonacci ao realizar a soma dos seus
termos ndo subsequentes e dessemelhantes é possivel representar 0os nimeros inteiros
positivos de uma unica forma (MARETTO, 2021).

Como ja mostrado no trabalho, a sequéncia de Fibonacci é 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,
34, 55... Atribuindo indices aos termos dessa sequéncia temos: F1=1, Fo=1, F3=2, F4=3,
Fs=5, Fe=8, F7=13, Fs=21, Fo=34, F10=55.

Usando apenas os termos iniciais da sequéncia pode-se demonstrar o teorema de
Zeckendorf. Pode-se mostrar que:

4 = FutFo (3+1 = 4)
6 = Fs+F2 (5+1 = 6)
7=Fs+Fa(5+2=7)
9 = Fe+F (8+1 = 9)
10 = Fe+Fs (8+2 = 10)

Certamente, foram apresentados alguns exemplos que ilustram as observacdes e
relacGes da sequéncia de Fibonacci tanto na natureza quanto na matematica. Contudo,
essas constatacfes nao se limitam aos casos mencionados. Inimeras outras situacdes
revelam essa mesma conexao de maneiras fascinantes.

4 APLICACOES DA SEQUENCIA DE FIBONACCI NA SALA DE AULA

A sequéncia de Fibonacci € bastante conhecida no ambito escolar de nivel
superior, e hd grande caréncia de como abordar esse tema em outros graus escolares,
como o ensino fundamental e quando abordado é de maneira superficial (De Almeida,
2016).E notéria a existéncia da sequéncia de Fibonacci no dia a dia e grande é a sua
importancia no mundo da matematica por esta razdo torna-se plausivel que desde o
ensino fundamental seja trabalhado esse tema na sala de aula. Em sala de aula esse tema
se torna bastante atrativo para os alunos com atividades interativas e ludicas, devido ao
seu apelo visual (FARIA et al., 2020).

Durante o estudo notou-se que a sequéncia de Fibonacci estd presente nas mais
diversas areas da matematica, por exemplo, geometria, algebra e aritmética. Nos anos
finais do ensino fundamental, apds os alunos terem contato introdutorio sobre tal
contedo é essencial aplicar atividades que desenvolvam habilidades que estdo
presentes na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (Pacheco, 2021).



N&o é diferente para o Ensino Médio. Introduzir o ensino da Sequéncia de
Fibonacci no Ensino Médio ndo apenas enriquece o curriculo matematico, mas também
oferece beneficios educacionais significativos aos estudantes. Além de ser uma
excelente ferramenta para estimular o pensamento critico e a resolu¢do de problemas
pode-se explorar a relacdo entre os termos consecutivos da sequéncia. Assim, os alunos
sdo desafiados a observar padrBes, formular hipoteses e deduzir propriedades
matematicas. Esse processo incentiva o raciocinio l6gico, habilidades essenciais que
extrapolam o &mbito matematico, sendo aplicaveis em diversas areas da vida cotidiana e
em futuros estudos académicos.

4.1 SUGESTAO DE COMO TRABALHAR A SEQUENCIA DE FIBONACCI
NO ENSINO FUNDAMENTAL SERIES E FINAIS

Ao integrar a Sequéncia de Fibonacci ao curriculo do Ensino Fundamental,
pode-se proporcionar aos estudantes uma experiéncia de aprendizagem envolvente,
estimulando o pensamento critico, o raciocinio légico e o desenvolvimento de
habilidades matematicas fundamentais. Este subcapitulo busca apresentar sugestdes
praticas e inovadoras para explorar a Sequéncia de Fibonacci em sala de aula,
transformando-a em uma aliada pedagogica valiosa e inspiradora para os alunos.

Com relacdo a Introducdo da Sequéncia de Fibonacci, sugere-se ao “professor
que se comece por explicar o que é a Sequéncia de Fibonacci, em seguida mostre os
primeiros termos da sequéncia e destaque a regra de formacdo. Importante neste
momento inicial o uso de recursos visuais, como cartes ou blocos coloridos, para
representar os nimeros da Sequéncia de Fibonacci. E sempre importante trazer algo que
chame atencdo dos discentes, lembre-se que as pessoas aprendem de “n” formas. Os
alunos podem criar padrées visuais interessantes ao organizar esses elementos.

Apoiando, tem-se que:

A maior parte das informacdes que absorvemos vem pelo sentido da visdo. Seja
observando um objeto ou lendo um texto, via de regra, sdo os olhos que nos
conectam ao mundo exterior e nos permitem assimilar novos conhecimentos.
Por isso, os estimulos visuais sdo tdo importantes na sala de aula, eles ndo
apenas despertam o interesse e a curiosidade dos alunos, mas podem ajudar os
estudantes a reterem melhor o contelido (DESAFIOS DA EDUCACAO, 2014,

p. 1).

Para alunos mais avancados, introduza a ideia de programacéo, permitindo que
escrevam codigos simples para gerar os termos da Sequéncia de Fibonacci ou criem
padrdes visuais usando linguagens de programacdo de blocos.Incentive, em seguida, 0s
alunos a realizar pesquisas sobre a histéria da Sequéncia de Fibonacci, seu criador, e
como ela é aplicada em diferentes areas, como naarte, arquitetura e computacao.

Uma aula interessante seria com a utilizacdo de materiais manipulaveis ou/e
materiais de arte. Para esta aula peca aos alunos para criarem a Sequéncia de Fibonacci
usando materiais manipulaveis, como palitos de dente, copos, ou até mesmo blocos de
construcdo. Isso ajuda a tornar a abstracdo matematica mais tangivel. Explore também,
como a Sequéncia de Fibonacci esta presente na natureza, por exemplo, na disposicédo
de sementes em um girassol, na espiral de uma concha ou na forma de uma pinha.
Incentive os alunos a criar desenhos ou arte inspirada nesses padrfes naturais.

Em um outo momento desafie os alunos a identificar padrées na sequéncia. Por
exemplo, peca que destaquem numeros pares, impares ou que encontrem outras relagdes
interessantes entre 0s termos. Encoraje os alunos a explorarem propriedades
matematicas da Sequéncia de Fibonacci, como a razao entre 0s termos consecutivos se
aproximando do numero aureo (phi).



N&o esqueca de propor problemas do mundo real que possam ser resolvidos
usando a Sequéncia de Fibonacci. Isso destaca a aplicabilidade da mateméatica na
resolucdo de problemas préticos.

Para que o0 aluno possa construir o conhecimento sera necessario que, diante
do enunciado de um problema, ele conheca cada expressdo verbal utilizada.
Em seguida devera ser capaz de traduzir cada dado apresentado verbalmente
em dados concretos do mundo em que ela vive. Por Gltimo precisaré entender
as relagOes Idgicas constantes do problema para entdo relacionar os dados
entre si e realizar as operagBes necessarias a solugdo. Tudo isto supde o
desenvolvimento de certas capacidades do aluno as quais poderdo ou néo
estar presentes (CARRAHER, 1991).

A caminhada do aluno na escola vai além de sé aprender coisas; ela pede que ele
saiba desvendar os desafios apresentados. Quando ele se depara com um problema,
precisa ndo sO entender as palavras usadas, mas também captar o significado delas no
contexto geral.

Depois, ele precisa mostrar que sabe transformar as palavras em coisas reais que
fazem sentido para ele. Cada informac&o que aparece nas palavras se torna como um elo
que precisa ser entendido e traduzido para algo que faca sentido na vida dele. O
estudante se torna quase como um tradutor, pegando ideias dificeis e transformando em
coisas concretas que tenham a ver com a vida dele. A escola, ent&o, se torna um lugar
onde o aluno forma ndo s6 o conhecimento, mas também quem ele é, sempre mudando
e melhorando.

Ao abordar a Sequéncia de Fibonacci dessa maneira, 0s alunos ndo apenas
compreendem 0s conceitos matematicos, mas também percebem a presenca da
matematica em varias disciplinas e aspectos da vida cotidiana. Essa abordagem
interativa ajuda a despertar o interesse dos alunos, promovendo uma aprendizagem mais
significativa e duradoura.

4.2 SUGESTAQ DE COMO TRABALHAR A SEQUENCIA DE FIBONACCI NO
ENSINO MEDIO

No contexto do ensino médio, apos explorar a progressdo aritmética (P.A.) e a
progressdao geométrica (P.G.), é pertinente revisitar alguns conceitos relacionados a
sequéncia de Fibonacci, previamente abordados em séries anteriores. Ap0Os apresentar a
sequéncia de Fibonacci no quadro e recordar o procedimento para encontrar Seus
elementos subsequentes, é recomendavel desafiar os alunos a representarem, de forma
algébrica, a lei de formacéo dessa sequéncia.

Em seguida, os estudantes podem ser incentivados a identificar algumas
propriedades da sequéncia e expressa-las de maneira algébrica. Nesse ponto, o professor
pode expandir o conhecimento, mencionando aplicagdes adicionais da sequéncia de
Fibonacci e estimulando os alunos a realizar pesquisas e trabalhos abordando diversos
aspectos, como a histéria, as propriedades e as relac6es entre 0s elementos da sequéncia,
além das aplicac@es préaticas no cotidiano deles.

Explore recursos como videos, livros, filmes e questdes que envolvem a
sequéncia de Fibonacci, pode ser altamente benéfico para despertar o interesse dos
alunos ndo apenas na propria sequéncia, mas também em tépicos matematicos de forma
mais abrangente.

De Oliveira (2013), sugere uma atividade em que os alunos possam exercitar e
comprovar de maneira ludica a aplicacdo da sequéncia de Fibonacci. A atividade sugere
que o aluno forme uma parede de tijolos, em que o comprimento da parede é duas vezes
maior que a largura que possui. Na Figura 10, tem as primeiras construgdes.



Figura 10: Parede com tijolos
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Fonte: De Oliveira, 2013.

A questdo que os alunos devem responder €: em quantas maneiras é possivel
formar uma parede de 4u.c e se € provavel descobrir um padrdo na
sequéncia?Atividades como esta, levam o aluno a pensar e problematizar o contetdo.
Lembre-se de adaptar as atividades de acordo com o nivel de compreensdo e interesse
dos alunos, tornando o aprendizado da Sequéncia de Fibonacci uma experiéncia
envolvente e educativa.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste estudo, foi possivel ndo apenas evidenciar, mas também explorar de
maneira aprofundada a notavel relevancia da Sequéncia de Fibonacci. Ao analisar sua
estrutura Unica, tornou-se evidente que essa sequéncia se destaca de maneira singular no
vasto panorama das sequéncias numéricas, revelando uma intrincada teia de relacdes
com outros tépicos matematicos. Um exemplo fascinante dessa interconexao é a notavel
ligacdo da Sequéncia de Fibonacci com o triangulo de Pascal, destacando-se como um
elo precioso entre diferentes dominios matematicos.

Além das suas complexas relacbes matematicas, identificou-se uma
multiplicidade de aplicacfes préaticas e relagdes concretas com o mundo real para a
Sequéncia de Fibonacci. Desde a modelagem de crescimento populacional em biologia
até a aplicacdo em arquitetura e arte, essa sequéncia revela sua versatilidade
surpreendente. E dada a natureza extraordinaria dessa sequéncia numérica, € imperativo
apresenta-la aos alunos do ensino basico.

Dessa forma, propbe-se uma abordagem didatica simples, cuidadosamente
alinhada aos temas previamente estudados pelos alunos. Essa estratégia visa
proporcionar uma introducdo fluida a Sequéncia de Fibonacci, fornecendo uma base
solida para a compreensdo das suas caracteristicas intrinsecas e aplicacdes inimeras. A
integracdo desse conteddo ao curriculo ndo s6 enriquece o aprendizado matematico, mas
também fortalece a conexao entre teoria e pratica, estimulando a curiosidade dos alunos.
Ndo ha duvida de que o estudo aprofundado da Sequéncia de Fibonacci trara
beneficios inestimaveis ao despertar do interesse dos alunos pela matematica.

Ao promover um ambiente educacional que valoriza a investigacdo e a
compreensdo pratica, esse estudo estimula o raciocinio matematico, cultivando
habilidades criticas e a percepcdo da aplicacdo real dos conceitos em situagdes do
cotidiano. Assim, a inclusdoda Sequéncia de Fibonacci no ensino basico ndo apenas
enriquece o curriculo, mastambém contribui para a formacdo de estudantes mais
engajados e conscientes da vastiddo e relevancia da matematica em suas vidas.



Para finalizar, o estudo sobre o tema foi extremamente gratificante,
proporcionou uma significativa ampliacdo do meu conhecimento. Dada a abrangéncia
desse assunto, reconheco que ha diversos pontos que ndo foram abordados nessa escrita
e andlise. No entanto, acredita-se que o que foi discutido possa se tornar uma fonte
relevante de pesquisa para aqueles interessados em explorar tais topicos.

Espero que as sugestdes possam ser efetivamente aplicadas em salas de aula
pelos professores. Acredito firmemente que estas possuem uma riqueza consideravel e
oferecem a oportunidade de estabelecer uma conexdo entre a Matemética e 0 mundo
concreto. Almeja-se, assim, inspirar futuros trabalhos que explorem este tema, desta vez
com a implementacdo prética das atividades em ambientes educacionais e a analise dos
resultados obtidos.
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