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Resumo

Grafeno, um alótropo do carbono de espessura atômica, cuja rede possui formato

hexagonal, tem se tornado nos últimos anos um material bastante explorado tanto no que

se refere a estudos teóricos como experimentais, sendo que este último se deve a trabalhos

pioneiros por pequisadores britânicos em 2004. Tomando estruturas de tamanho finito

a partir de cortes em grafeno, pode-se obter as chamadas nanofitas de grafeno (GNRs

- do inglês Graphene Nanoribbons) cuja propriedades podem variar conforme o tipo de

borda e a largura dessas estruturas. Nesse contexto, o presente trabalho tem como fina-

lidade estudar de forma teórica as propriedades de transporte em nanofitas de grafeno.

Desse modo, este estudo ganha forma por meio da pesquisa bibliográfica, sendo necessário

para tal, a explanação das propriedades básicas do carbono e dos seus processos de hi-

bridização. Tendo em vista as dimensões nanométricas do grafeno, tornou-se necessário o

uso da mecânica quântica para definir algumas de suas propriedades e algumas posśıveis

aplicações. Usamos um pacote livre em liguagem de programação Python, denominado

Kwant, para construir estruturas nanométricas e obter relação de dispersão e condutância

para nanofitas de grafeno com diferentes larguras e bordas. Os resultados obtidas são

condizentes com aqueles reportados na literatura, onde verificamos que as propriedades

de condução em nanofitas dependem de suas dimensões e tipos de borda.

Palavras-chave: Carbono, grafeno, nanofitas, relação de dispersão, condutância.
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Abstract

Graphene, an allotrope from carbon of atomic thickness, whose lattice is hexa-

gonal, has become in the last years a material quite exploited both in theoretical and

experimental studies, thanks to pioneering works by British researchers in 2004. Taking

finite-sized structures from graphene cuts, one can obtain the so-called graphene nanorib-

bons (GNRs) whose properties may vary depending on the type of edge and the width

of these structures. In this context, the present work has the theoretical study of the

transport properties in graphene nanoribbons. Thus, this study gains form through bi-

bliographic research, being necessary to do so, the explanation of the basic properties

of carbon and its hybridization processes. Considering the nanometric dimensions of

graphene, it became necessary to use quantum mechanics to define some of its properties

and some possible applications. We used a free package Python programming language,

called Kwant, to construct nanometric structures and to obtain dispersion and conduc-

tance relation for graphene nanoribbons with different widths and edges. The results

obtained are consistent with those reported in the literature, where we verified that the

properties of conduction in nanoribbons depend on its dimensions and types of edge.

Key-words: Carbon, graphene, nanoribbons, dispersion, conductance.
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1.2 Configuração eletrônica do carbono no estado fundamental. . . . . . . . . . . . 6

1.3 Representação da combinação dos orbitais 2s e 2p, para formação dos orbitais sp. 7
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dispersão nos vértices da zona de Brillouin [32]. . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.3 (a) Rede cristalina hexagonal (na forma de favo de mel) feita de duas redes
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5.1 Dispersão eletrônica para nanofitas zigzag com N = 6. . . . . . . . . . . . . . . 38
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5.10 Condutância em função energia E estabelecida por uma diferença de potencial

∆U entre os leads esquerdo e direito para uma nanofita armchair semicondutora,

N = 46. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43



Sumário

Agradecimentos v

Resumo vii

Abstract viii

Lista de Figuras viii

Introdução 1

1 Hibridização em estruturas de carbono 5
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Introdução

O carbono, devido à flexibilidade de suas ligações, é o elemento básico de toda a

qúımica orgânica. Sistemas à base de carbono apresentam um variado número de diferen-

tes estruturas com uma grande variedade de propriedades f́ısicas. Assim como o diamante

e o grafite, que são conhecidos desde épocas remotas, outras estruturas descobertas re-

centemente, como fulereno e nanotubos, têm atráıdo a atenção de pesquisadores em todo

o mundo [1, 2]. Essas estruturas apresentam-se na forma 3-D (diamante e grafite), 0-D

(fulerenos) e 1-D (nanotubos). Grafeno é o nome dado a uma monocamada plana de áto-

mos de carbono em uma rede hexagonal bidimensional e é a base para produzir a maioria

dos outros materiais graf́ıticos de todas as dimensionalidades, como pode ser mostrado na

Fig. 1.

Estudos teóricos no grafeno remontam desde o trabalho de Wallace em 1947, em que

utiliza-se o modelo tight-binding como primeira parte da solução das bandas de energia

do grafite, pois este é constitúıdo de planos hexagonais ligados fracamente entre si [3].

Acreditava-se desde então que estruturas bidimensionais como o grafeno eram imposśıveis

de existirem de forma isolada na natureza até a descoberta em 2004 pelos cientistas

russos, Konstantin Novoselov e Andre Geim, ambos da Universidade de Manchester, na

Inglaterra [4]. Esses pesquisadores usaram uma técnica extremamente simples, usando

fita adesiva para esfoliar camadas de grafite e obter monocamadas de grafeno. Essa

descoberta alavancou a pesquisa cient́ıfica referente a esse fantástico material, podendo

ser encontrados estudos das mais diversas propriedades. No ano de 2010, Geim e Novoselov

foram agraciados com o prêmio Nobel de F́ısica pelo feito [5, 6].

De todos os alótropos de carbono, grafeno tem um interesse particular na indústria

da nanoeletrônica, pois é um dos materiais mais promissores para a fabricação de dispo-

sitivos eletrônicos devido às suas excelentes propriedades térmicas, ópticas e elétricas. A

alta mobilidade de elétrons a temperatura ambiente (em torno de 10.000 a 15.000 cm2/Vs
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Figura 1: Grafeno é uma estrutura bidimensional que dá origem a outros materiais à base de

carbono para todas as outras dimensionalidades. Pode ser cortado para gerar fulerenos (em

0-D), enrolados como nanotubos (em 1-D) ou empilhados para produzir grafite (3-D) [1].

em substrato de siĺıcio) e um forte efeito de campo elétrico que torna a densidade de

portadores de cargas ajustável, no intervalo de n < 104cm−2, torna o grafeno um forte

candidato para futuras aplicações em transistores de efeito de campo de alta velocidade

(FET - Field Effect Transistor). Os transistores de efeito de campo a base de grafeno

mais estudado são os que possuem dois contatos (Source e Drain) conectados a nanofitas

(fitas de grafeno) entre dois dielétricos denominados Back gate (contato inferior) e Top

gate (contato superior) sendo controlado através de 4 conectores.

O grafeno também é proṕıcio para a produção de fotodetectores, uma vez que sua

absorção de luz é cerca de 2,3% da luz branca incidente sobre o alótropo. Esse fato é

consequência do grafeno possuir uma estrutura de banda única. Os fótons absorvidos

pelo grafeno, em grande parte, geram pares de elétrons e buracos. Assim os portadores de

carga poderiam ser multiplicados e submetido a uma diferença de potencial produzindo

uma corrente detectável através de uma amostra. No entanto, tais pares não contribuem
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na produção de corrente no dispositivo, uma vez que possuem tempo de vida curto. Porém

uma foto corrente pode ser detectada na interface grafeno-eletrodo. Um pequeno campo

elétrico, que pode ser intensificado pela voltagem de gate, é gerada pela diferença entre

a função trabalho do eletrodo e o ńıvel de Fermi, produzindo, assim uma separação de

pares.

Em relação à sua transmitância, o grafeno deixa passar 98% da luz, sendo trans-

parente e em sua maioria com propriedades semicondutoras, assemelhando-se ao óxido de

ı́ndio e estanho, materiais utilizados nas células solares, conhecidas também como células

fotovoltaicas. Tais células são compostas de camadas de semicondutores capazes de pro-

duzir um campo, perpendicular as camadas, quando exposto à luz. No entanto, o ı́ndio e

o estanho são materiais raros e de elevado custo, o que torna a produção de células solares

muito caras. Assim as propriedades elétricas, óticas e mecânicas do grafeno, ligados a sua

abundância o tornam um substituto promissor, não apenas para o ı́ndio e o estanho mas

também para diversos outros materiais.

Apesar do grafeno ter um comportamento metálico, pode-se obter, usando algumas

técnicas espećıficas, nanofitas de grafeno com propriedades semicondutoras de diversos

formatos, podendo ser usados em circuitos ou na fabricação de nanodispositivos, tais

como anéis quânticos [7], pontos quânticos [8, 9] e transistores [10].

Simulações de transporte de carga dentro de dispositivos baseados nesta nova tecno-

logia exploram técnicas estabelecidas para estruturas de baixa dimensionalidade [11, 12].

O fluxo de corrente através de uma nanofita formada entre dois contatos metálicos tem

sido estudado usando várias técnicas.

O presente trabalho trata-se de uma pesquisa teórica com o objetivo de estudar

as carateŕısticas básicas do grafeno e, principalmente, obter resultados para o processo

de transporte quântico em nanofitas de grafeno usando cálculos numéricos com a ajuda

de um pacote livre com linguagem de programação Python (conhecido como Kwant) que

vem sendo recentemente usado por vários pesquisadores.

Para alcançar os objetivos traçados, dividimos o trabalho da seguinte forma: o

Caṕıtulo 1 é voltado para o elemento carbono e para o processo de hibridização sofrido

por seus orbitais na formação de suas estruturas. No Caṕıtulo 2 são estudadas as pro-

priedades eletrônicas do grafeno, determinando a relação de dispersão da energia usando

a abordagem tight-binding e a descrição do comportamento dos elétrons em baixas ener-
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gias. O Caṕıtulo 3 é dedicado para as nanofitas de grafeno onde são verificadas como

a relação de dispersão dessas nanofitas dependem de alguns fatores geométricos como a

dimensão e o tipo de borda. O Caṕıtulo 4 será apresentado o modelo e a metodologia

empregada para estudo das propriedades eletrônicas das nanofitas submetidas a uma di-

ferença de potencial. Os resultados são apresentados no Caṕıtulo 5, onde são discutidos

à luz da teoria estudada. Por fim, este trabalho encerra-se com as considerações finais e

perspectiva de trabalhos futuros no Caṕıtulo 6.



Caṕıtulo 1

Hibridização em estruturas de

carbono

O quarto elemento mais abundante no universo e o sexto na crosta terrestre, o

carbono, é um elemento conhecido desde a pré-história. Mais conhecido em sua forma

simples como o carvão e em suas três formas alotrópicas, o grafite, o carbono amorfo e

o diamante. Devido à capacidade que possui de formar ligações com ele mesmo e com

outros elementos, o carbono é um dos elementos mais versáteis da tabela periódica em

termos de números de compostos que podem ser criados. Neste caṕıtulo descreveremos os

três tipos de hibridização, ou seja, o processo pelo qual orbitais subatômicos se combinam

para formação de novos orbitais de menor energia.

1.1 Orbitais atômicos: processo de hibridização

O carbono é um elemento não-metal, tetravalente, de número atômico 6. A sua

união com outros elementos ocorre pela chamada ligação covalente (compartilhamento

de elétron entre átomos) [13], mas uma caracteŕıstica muito importante que ocorre com

alguns átomos e que faz com que o carbono forme diversas ligações é a capacidade da

formação de orbitais h́ıbridos. A hibridização é um processo pelo qual orbitais atômicos

se combinam para formação de novos orbitais de menor energia total. Um orbital nada

mais é que uma região espacial onde um elétron com um determinado valor de energia,

tem maior probabilidade de ser encontrado. As órbitas atômicas e os ńıveis de energia

são representados pelas letras s, p, d, e f . A Figura 1.1 apresenta as formas espaciais dos
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orbitais mais simples s e p.

Figura 1.1: Forma dos orbitais s e p.

O orbital s possui apenas uma única configuração espacial com simetria esférica,

enquanto o orbital p dá origem a três configurações: px, py e pz por conta das três

configurações de alinhamento com os respectivos eixos espaciais.

No estado fundamental (energia mais baixa) a configuração eletrônica do carbono

é dada por 1s22s22p2 (Fig. 1.2). Os dois elétrons presentes no orbital 1s estão fortemente

ligados ao núcleo e, portanto, não estão dispońıveis para formação de ligações qúımicas,

por outro lado, os quatro elétrons de valência (2s e 2p) são os principais responsáveis pelas

ligações qúımicas. Esses elétrons serão rearranjados de tal forma que as ligações qúımicas

irão induzir um decréscimo da energia do sistema. Esse processo de rearranjo é conhecido

como hibridização, onde apenas os elétrons 2s e 2p são afetados.

Figura 1.2: Configuração eletrônica do carbono no estado fundamental.
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Nas subseções seguintes apresentaremos o processo de formação dos orbitais através

da hibridização tipo sp, sp2 e sp3 e as posśıveis estruturas de carbono originadas desses

orbitais.

1.1.1 Hibridização sp

A primeira forma de hibridização que iremos descrever é a sp, onde os elétrons da

última camada não se encontram emparelhados, isto é, não estão relacionados com elétrons

de spin inverso, como ocorre com os quatro primeiros. Nesse caso, há a combinação do

orbital 2s com um orbital 2p, por exemplo, 2px como é mostrado na Figura 1.3.

Figura 1.3: Representação da combinação dos orbitais 2s e 2p, para formação dos orbitais sp.

A função de onda resultante da combinação entre os orbitais 2s e 2p é alongada

na direção x positiva ou na direção x negativa como mostrado na Fig. 1.3. Essa forma

assimétrica na função de onda é desejada para formar uma ligação qúımica. O átomo

de carbono forma ligações de modo mais simples com elementos que possam suprir sua

camada com dois elétrons, como exemplo obtemos a molécula de dióxido de carbono

(CO2), representado na Fig. 1.4, que a fim de minimizar o efeito de repulsão, os orbitais

h́ıbridos organizam-se na forma linear onde cada ligação forma com a vizinhança um

ângulo de 180◦.

Figura 1.4: Forma estrutural da molécula de dioxido de carbono, CO2.
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1.1.2 Hibridização sp2

A hibridização do carbono tipo sp2 ocorre quando ele apresenta uma ligação dupla

e duas ligações simples, ou seja, uma ligação do tipo π e três ligações sigma σ. Neste

processo, o orbital 2s combina-se com dois orbitais 2p originando três novos, os quais se

organizam de forma trigonal plana como representado na Fig. 1.5, isto é, um dos elétrons

emparelhado no subńıvel 2s, ganha energia e pula para um subńıvel vazio 2pz (Fig. 1.2),

nesse processo os átomos se alinham de maneira planar formando entre os orbitais, ângulos

de 120◦ [14].

Figura 1.5: Representação da combinação dos orbitais 2s e 2p, para formação dos orbitais

h́ıbridos do tipo sp2.

Um exemplo de hibridização sp2 é o poliacetileno (HC=CH), um poĺımero orgânico

com alta condutividade elétrica, como mostrado na Fig. 1.6, onde átomos de carbono

formam uma cadeia zigzag com um ângulo de 120◦.

Figura 1.6: poliacetileno (HC=CH), os átomos de carbono formam uma cadeia zigzag com um

ângulo de 120◦. Todas as ligações entre os átomos são ligações do tipo σ, um orbital π por

átomo de carbono se forma no plano.
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1.1.3 Hibridização sp3

Como os sistemas em geral tendem para estados de menores energias, as ligações

formadas dos subńıveis h́ıbridos sp3, constitúıdos também da excitação de elétrons, for-

mam a maioria das ligações. É comum nas moléculas onde o carbono realiza 4 ligações σ

com outros quatro átomos (independente do elemento), como, por exemplo, na molécula

de metano (CH4). Possuem forma tetraédrica onde cada ligação forma ângulo de 109,5◦-

Fig. 1.8

H

H

C

Figura 1.7: Representação esquemática da geometria tetraédrica do metano.

Na molécula do metano, por exemplo, cada elétron da camada sp3 do carbono reage

com os elétrons de cada átomo de hidrogênio, formando, assim, quatro ligações covalentes

do tipo σ, como ilustrado na Fig. 1.8. Quando um átomo de carbono se liga a outros

quatro átomos através de ligações σ, recebe inicialmente energia do meio exterior, fazendo

com que um dos elétrons localizados no subńıvel s seja deslocado para o orbital vazio do

subńıvel p. Em seguida os três orbitais do subńıvel p se unem-se ao orbital do tipo s,

resultando em 4 novos orbitais, denominados horbitais h́ıbridos sp3, como mostrado na

Fig. 1.8.

Os nanomateriais formados pelo processo de hibridização do carbono possuem uma

rica caracteŕıstica, o polimorfismo na formação de vários alótropos, como é o exemplo do:

fulereno (0D), o terceiro alótropo mais instável após o diamante e o grafite; os nanotubos,

que são constitúıdos de uma ou mais fitas de grafeno enroladas (1D); o grafite e nano-

diamantes (3D) e, por fim, as nanofitas de grafeno (2D). São exemplos selecionados devido

às suas incŕıveis versatilidades e diferentes propriedades f́ısicas e qúımicas. Nos próximos



10

Figura 1.8: Representação esquemática da formação do orbital h́ıbrido sp3.

caṕıtulo iremos focar no grafeno e consequentemente em nanofitas obtidas a partir desse

alótropo que, devido à estrutura hexagonal formada pelos átomos de carbono, implica

que a ligação qúımica entre eles é formada pela hibridização sp2 dos orbitais sp. Também

ficará mais claro a definição de ligação σ e π.



Caṕıtulo 2

Propriedades eletrônicas do grafeno

Neste caṕıtulo estudaremos a rede hexagonal do grafeno e sua relação de dispersão,

comentaremos sobre os pontos de Dirac e finalizaremos com as diversas possibilidades de

abertura de gap de energia para posśıveis aplicações tecnológicas.

2.1 Orbitais na rede do grafeno

Como foi descrito na Introdução, grafeno é uma rede bidimensional de átomos de

carbono arranjados periodicamente em uma rede do tipo “favo de mel” (Fig. 2.1) [15].

Essa estrutura atômica é definida por dois tipos de ligações, do tipo σ e π, formadas a

partir da hibridização sp2, como descrevemos no Caṕıtulo 1. As ligações σ são fortemente

covalentes e determinam a estabilidade energética e as propriedades elásticas do grafeno.

Figura 2.1: Rede hexagonal do grafeno [15].

11
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Em termos de orbitais, o átomo de carbono possui quatro orbitais de valência (2s,

2px, 2py e 2pz, aqui escolhemos z na direção perpendicular ao plano da rede), os orbitais

s, px e py combinam para formar os orbitais σ (ligante ou ocupado) e σ∗ (antiligante ou

desocupado. O orbital remanescente pz está situado fora do plano da rede hexagonal e as

interações laterais entre os orbitais pz vizinhos dão origem aos orbitais π (ligantes) e π∗

(antiligantes), Fig. 2.2(a).

Figura 2.2: Orbitais de valência do carbono. (a) Os três orbitais σ no grafeno dão origem

a estrutura bidimensional e os orbitais π são perpendiculares ao plano. (b) Bandas π e

σ próximas ao ńıvel de Fermi. (c) Relação de dispersão nos vértices da zona de Brillouin

[32].

Analisando a estrutura de bandas, podemos ver que as bandas σ ligantes e antili-

gantes são separadas por um gap de energia relativamente grande (∼ 12 eV), mostrada na

Fig 2.2(b), e, portanto, as suas contribuições para as propriedades eletrônicas próximas à

energia de Fermi (EF ) são normalmente desprezadas. Por outro lado, os orbitais π ligan-

tes e antiligantes descrevem o comportamento eletrônico em baixas energias
”

tanto para o

grafeno [3] quanto para o grafite [16], pois estes produzem bandas de valência e condução

que cruzam o ponto de neutralidade de carga (ńıvel de Fermi do grafeno não-dopado) nos

vértices do hexágono da zona de Brillouin como mostrado na Fig 2.2(c).

2.2 Rede rećıproca

Algumas redes caracterizam-se como rede de Bravais, tornando mais fácil seu es-

tudo. Uma rede de Bravais é um arranjo infinito e ordenado com tal forma e orientação

que parece exatamente o mesmo quando visto por qualquer ângulo. Podemos definir ma-
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tematicamente como o conjunto de todos os pontos obtido pelos vetores posições ~R, dado

na forma:

~R = n1~a1 + n2~a2 + n3~a3, (2.1)

onde, n1, n2 e n3 pertencem ao conjunto dos números inteiros. Diz-se que ~a1, ~a2 e ~a3 são

os geradores da rede.

A célula unitária do grafeno não é uma rede de Bravais, ou seja, não possui a

capacidade de definir, para um só śıtio, vetores de base que possam ser combinados line-

armente para gerar novos śıtios da rede, tornando necessário estudarmos a célula unitária

como uma rede triangular delimitadas pelos vetores ~a1 e ~a2, portanto, a célula unitária do

grafeno é composta por dois śıtios, a partir de onde podemos criar vetores que descrevem

todo o sistema.

A estrutura do grafeno formada de hexágonos pode ser obtida matematicamente

através de uma estrutura de rede triangular formada pela composição de dois átomos A e

B, identificados na Fig. 2.3(a) pelas cores vermelho e azul, respectivamente. As posições

dos átomos de cores azul podem ser obtidas pela posição de um átomo unitário somado

aos vetores ~a1 e ~a2, o mesmo pode ocorrer para os átomos de cores vermelhas.

Figura 2.3: (a) Rede cristalina hexagonal (na forma de favo de mel) feita de duas redes

triangulares, uma a partir do átomo A (vermelho) e outra a partir do átomo B (azul), ~a1

e ~a2 são os vetores da rede triangular e δi, i = 1, 2 e 3, são os vetores que localizam os

primeiros vizinhos de um átomo da rede.

Em coordenadas cartesianas (eixos representados na Fig. 2.3(a)), os vetores ~a1 e

~a2 são representados por:

~a1 = a

(√
3

2
,
1

2

)
e ~a2 = a

(√
3

2
,−1

2

)
, (2.2)
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onde a =
√

3acc com acc ≈ 1, 42 Å (distância entre dois carbonos adjacentes no grafeno).

Entretanto é importante se utilizar de uma nova rede, denominada rećıproca, pois

somente através dela podemos estudar as estruturas cristalinas e analisar as regiões for-

madas pelos sucessivos vizinhos de um ponto qualquer no espaço rećıproco, denominada

Zonas de Brillouin (ZB).

Os vetores da rede rećıproca ~b1 e ~b2 estão relacionados com os vetores da rede real,

~a1 e ~a2 pela definição:

~ai ·~bi = 2πδij, (2.3)

onde δij é a delta de Kronecker (δij = 1 para i = j e δij = 0 para i 6= j) [17].

Portanto, conhecido os vetores primitivos da rede hexagonal, os vetores da rede

rećıproca são determinados pelas seguintes expressões:

~b1 = 2π
~a2 × ẑ

(~a1 × ~a2) · ẑ
= b

(
1

2
,

√
3

2

)
, (2.4)

~b2 = 2π
ẑ × ~a1

(~a1 × ~a2) · ẑ
= b

(
1

2
,−
√

3

2

)
, (2.5)

com b = 4π/(3acc) = 4π/a
√

3. Esses vetores são mostrados na Fig. 2.3(b), onde des-

tacamos a primeira zona de Brillouin. Observamos que a ZB também possui a forma

hexagonal1. Encontramos dois pontos não equivalentes que não podem ser conectados

por nenhum dos vetores da rede rećıproca, denotados por ~K e ~K ′ e localizados por:

~K =
4π

3a

(√
3

2
,
1

2

)
e ~K ′ =

4π

3a

(√
3

2
,−1

2

)
, (2.6)

esses são chamados pontos de Dirac, cujo nome ficará mais claro adiante.

Uma vez conhecido todos os aspectos geométricos da rede hexagonal, principal-

mente no que tange à rede rećıproca, podemos considerar a descrição da f́ısica dos elétrons

π no grafeno, que determinam todas as propriedades de transporte de portadores de carga

essenciais em regime de campos elétricos externos relativamente baixos, usando o modelo

tight-binding.

2.3 Modelo tight-binding para o grafeno

Nessa seção iremos empregar a descrição matemática tradicional baseada na apro-

ximação tight-binding simples para primeiros vizinhos [12].

1Consequência da rede de Bravais triangular.
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Os vetores que localizam os átomos vizinhos mais próximos de um determinado

átomo, no espaço real (Fig. 2.3(a)), são dados por

~δ1 =
a

2
(1,
√

3), ~δ2 =
a

2
(1,−

√
3) e ~δ3 = −a(1, 0). (2.7)

O Hamiltoniano para o grafeno pode ser escrito da seguinte forma

Ĥ = t
∑
i

∑
j

a(~ri)b
†(~ri + ~δj) + b(~ri)a

†(~ri + ~δj), (2.8)

onde t(≈ −3eV ), chamamos de energia de hopping, que descreve a energia associada ao

salto de um elétron entre os orbitais. Os operadores a (a†) e b (b†) são os operadores de

criação (aniquilação) que atuam sobre as subredes A e B, respectivamente.

O primeiro termo ab† na Eq. 2.8 representa a criação de um elétron em um śıtio

A simultaneamente à aniquilação de elétron em B, ou seja, temos uma transferência de

um elétron de um śıtio B para um śıtio A e, por analogia, o segundo termo da mesma

expressão descreve o tunelamento de A para B.

O Hamiltoniano dado pela Eq. 2.8 está no espaço real, o próximo passo é migrar

para o espaço dos momentos com o intuito de encontrar a relação de dispersão da energia

E(k), isso é feito por meio de uma transformada de Fourier definida como

a(~r) =
1√
Nc

∑
~k

ei
~k·~ra(~k) (2.9)

b(~r′) =
1√
Nc

∑
~k′

ei
~k′·~r′b(~k′), (2.10)

onde Nc é o número de células unitárias. Substituindo as Eqs. 2.9 e 2.10 no Hamiltoniano

(Eq. 2.8), teremos

Hk =
t

Nc

∑
i,j

∑
~k,~k′

[ei
~k·~rie−i

~k′·(~ri+~δj)a(~k)b†(~k′) + e−i
~k·~riei

~k′·(~ri+~δj)a†(~k)b(~k′)]

=
t

Nc

∑
i,j

∑
~k,~k′

[ei(
~k−~k′)·~rie−i

~k′·~δja(~k)b†(~k′) + e−i(
~k−~k′)·~riei

~k′·~δja†(~k)b(~k′)]. (2.11)

Usando a identidade

δ~k~k′ =
1

Nc

∑
i

e±i(
~k−~k′)·~ri , (2.12)

onde δ~k~k′ é a função delta de Kronecker no espaço rećıproco, teremos

Hk = t
∑
j

∑
~k,~k′

[δ~k~k′e
−i~k′·~δja(~k)b†(~k′) + δ~k~k′e

i~k′·~δja†(~k)b(~k′)]

= t
∑
j

∑
~k

[e−i
~k·~δja(~k)b†(~k) + ei

~k·~δja†(~k)b(~k)]. (2.13)
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Para o estado quântico de uma part́ıcula,

|Ψ(~k)〉 = (Aa†(~k) +Bb†(~k))|0〉, (2.14)

onde |0〉 é o estado de vácuo e que a(~k)|0〉 = b(~k)|0〉 = 0. Tomando a equação de

Schrödinger

Hk|Ψ(~k)〉 = E|Ψ(~k)〉, (2.15)

teremos, na forma matricial,

 0 S∗AB(~k)

SAB(~k) 0


 A

B

 = E

 A

B

 , (2.16)

com

SAB(~k) = t
∑
j

e
~k·~δj . (2.17)

Portanto, as bandas de energia podem ser determinadas a partir de (2.16), ou seja,

E2(~k) = |SAB(~k)|2 = t2|ei~k·~δ1 + ei
~k·~δ2 + ei

~k·~δ3|2, (2.18)

onde tomamos j = 1, 2 e 3 em (2.17). Substituindo os vetores ~δ1, ~δ2 e ~δ3 definidos em

(2.7), finalmente encontramos a relação de dispersão

Es(~k) = st

√√√√3 + 2 cos(
√

3kya) + 4 cos

(√
2

2
kya

)
cos

(
3

2
kxa

)
(2.19)

com s = ±1. Tal relação nos dá a estrutura de bandas do grafeno e descreve duas regiões

permitidas para cada sinal da energia, conhecidas como banda de valência e de condução.

A banda de valência, que corresponde à energias negativas (s = −1), abrange os estados

ocupados por elétrons. Por outro lado, a banda de condução, com valores positivos da

energia (s = 1), está completamente vazia. A correspondente autofunção pode ser escrita

como

|ψ(k)〉 =

 1

−s SAB(~k)

|SAB(~k)|

 (2.20)

Portanto, é importante destacar que a função de onda de Bloch do grafeno tem

fase e amplitudes diferentes entre os śıtios da subrede A e B. Essa intŕınseca estrutura de

fase determina várias propriedades do grafeno, por exemplo, a tunelamento de Klein [18].

No espectro de energia 2 representado na Fig. 2.4, é posśıvel observar que as duas

bandas se tocam dentro de uma região denominada Zona de Brillouin. Há, na realidade,

2Gráfico feito com o software MATHEMATICA.
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Figura 2.4: Espectro de energia para a folha de grafeno com hopping entre os primeiros e

segundos vizinhos.

um conjunto de seis pontos no espaço dos momentos para os quais a relação acima se

anula, mas estes se reduzem a apenas dois não equivalentes, ~K e ~K ′, como já citado

antes. Estes pontos estão localizados nos vértices da primeira zona de Brillouin como está

representado na Fig. 2.4.

2.4 Pontos de Dirac

Uma das caracteŕısticas mais interessantes relativas ao grafeno diz respeito à f́ısica

nas proximidades dos pontos ~K quando tomamos o limite para baixas energias. Podemos

visualizar esse aspecto escrevendo Es(~k) para pequenos momentos em torno do ponto ~K,

isto é, tomando ~k = ~K + ~q [12], com ~q � ~K o momento relativo a ~K. Efetuando tal

substituição e desprezando os termos de maior potência em ~q, a relação de dispersão toma

a forma

E ∼= ±vF q (2.21)

onde vF = 3ta0/2 é a velocidade de Fermi.

Esses pontos são chamados pontos de Dirac e, nas regiões mais próximas a esses

pontos, denominados de cones de Dirac. Essa nomenclatura tem origem em um campo

da f́ısica teórica, onde relação de dispersão linear surgem como soluções da equação de

Dirac para férmions sem massa. De fato, para cada cone, um Hamiltoniano de Dirac sem

massa pode ser obtido como um Hamiltoniano efetivo para estados próximos aos pontos

de Dirac [19].



18

Como foi colocado na seção anterior, o grafeno possui dois átomos por célula uni-

tária, devido a isso temos o surgimento de novas variáveis que são análogas ao spin de

um férmion, mas chamado de pseudospin. Alguns efeitos não usuais podem ser explicados

por meio dessa descrição efetiva, tais como o tunelamento de Klein, isto é, a perfeita

transmissão de uma part́ıcula através de uma barreira eletrostática de altura e compri-

mentos arbitrários, para uma incidência normal [18]. Um outro efeito que também pode

ser explicado usando equação de Dirac é o anômalo efeito Hall quântico semi-inteiro, isto

é, o deslocamento por 1/2 na posição dos platores com respeito a uma sequência usual,

devido a presença de ńıveis de Landau em E = 0.

2.5 Abertura de gaps no grafeno

Os materiais conhecidos dividem-se em três categorias: condutores (são meios ma-

teriais que permitem facilmente a passagem de cargas elétricas), semicondutores (sólidos

geralmente cristalinos de condutividade elétrica intermediária entre condutores e isolantes)

e isolantes (materiais nos quais não há facilidade de movimentação de cargas elétricas).

A utilização de materiais isolantes ou condutores está diretamente ligada às suas propri-

edades de condução elétrica. Os semicondutores, entretanto, são bastante utilizados na

eletrônica por possúırem a capacidade de conduzir eletricidade apenas para certos valores

de d.d.p. (diferença de potencial) aplicados às suas extremidades e por serem capazes

de retificar a corrente apenas em uma direção. Em comparação a materiais já utilizados

como o siĺıcio e o arseneto de gálio, e por ser considerado um semicondutor, o grafeno é

um forte candidato a substituto desses dois componentes, pois além de um amplo número

de caracteŕısticas, ele possui mobilidade de elétrons 130 vezes maior que a do siĺıcio; e 25

vezes a do arseneto de gálio.

Apesar de suas impressionantes propriedades, o grafeno ainda não é bem adequado

para aplicações na eletrônica digital devido a duas propriedades intimamente relacionadas:

a ausência de um gap de energia (uma abertura na relação de dispersão, ou seja, uma faixa

proibida de energia) e as dificuldades de confinar portadores de carga usando potenciais

eletrostáticos.

Um número vasto de métodos tem sido proposto na literatura para contornar essas

dificuldades:
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• Empilhamento de camadas de grafeno [20, 21]: colocando camadas de grafeno em-

pilhadas pode induzir gap de energia no sistema resultante.

• Dopagem qúımica [22]: a absorção de moléculas pelos orbitais p em uma forma

padronizada, permite a formação de heteroestruturas com gaps de energia.

• Gaps de energia induzidos por tensões mecânicas [23] e defeitos padronizados [24].

• Gaps de energia induzidos por confinamento lateral [25, 26]: fitas de grafeno tem

um gap devido ao confinamento lateral de portadores de carga, que varia conforme

a largura dessa fita.

Nesse trabalho trataremos em particular desse último item, estudando as propriedades de

nanofitas de grafeno analisando a relação de abertura de gap de energia com a largura e

o tipo de borda de tais nanofitas.



Caṕıtulo 3

Propriedades eletrônica em nanofitas

de grafeno

No caṕıtulo anterior vimos que o grafeno em sua forma básica não possui gap

de energia, ou seja, não age naturalmente como um semicondutor, caracteŕıstica funda-

mental na produção de dispositivos eletrônicos. Entretanto, uma das maneiras práticas

para superar esse obstáculo é a produção de nanofitas. Os portadores de carga em uma

superf́ıcie quase unidimensional (confinamento quântico), ocasionando uma quantização

das funções de onda dos elétrons nas nanofitas de grafeno (aqui denominaremos GNRs -

do inglês Graphene Nanoribbons), o que leva ao aparecimento de gap de energia. Esse

gap depende da largura e da forma das bordas a qual a nanofita é formada. O tipo de

borda resultante é essencial para determinar as suas propriedades eletrônicas, visto que

elas possuem implicação no comportamento dos elétrons do tipo π.

Nos últimos anos foram descobertos vários métodos de produção de nanofitas de

grafeno com largura de entre 10 a 100 nm, largura essa para obtenção de valores signifi-

cativos na abertura do gap de energia. Essas nanofitas podem ser obtidas através de um

conjunto de técnicas: corte de nanotubos de carbono ao longo da direção longitudinal do

tubo por sonificação em solvente orgânico [27]; esfoliação de nanofitas por forças eletros-

táticas, ou seja, separação de planos a partir de grafite [28]; aquecimento por efeito Joule

e irradiação com feixes de elétrons [29]; e por litografia, utilizando feixes de ı́ons seguido

por ataque com plasma [30]. A Fig. 3.1 mostra alguns resultados das técnicas citadas.

As técnicas aqui citadas abrem a possibilidade de miniaturização de dispositivos

eletrônicos com base em grafeno, permitindo deste modo aproveitar as propriedades do

20
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Figura 3.1: (a) Esquema de um processo de abertura de nanotubo para fabricação de

nanofita, abaixo temos imagens de AFM de nanotubos puro, parcialmente aberto e to-

talmente aberto, respectivamente [27]; (b) Imagem AFM de nanofitas de grafeno em

substrato Si/SiO2 [28]; (c) Imagem de alta resolução de uma amostra temperada, a for-

mação de bordas do tipo zig-zag e armchair bem definidas [29] e (d) Imagens SEM de

dispositivos feitos por técnica de litografia e gráficos de condutância das nanofitas como

função de uma voltagem de gate com comprimentos de W = 24 e 49 nm para diferentes

temperaturas [30].

sistema à base de grafeno e as consequentes vantagens da dimensão finita desses sistemas.

3.1 Bordas armchair e zigzag

Como colocado anteriormente, uma das formas de obter nanofitas de grafeno é

tomando cortes na folha de grafeno como mostrado na Fig. 3.2(a). As nanofitas de

grafeno são classificadas como armchair ou zigzag, dependendo do tipo de borda ao longo

de seu comprimento, cada uma possui propriedades próprias e distintas.

A estrutura atômica das nanofitas com bordas armchair e zigzag está represen-
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tada na Fig. 3.2(b) e (c), assim como suas correspondentes células unitárias. Seguindo

a convenção proposta por Nakada et al. [31], GNRs com bordas armchair e zigzag são

classificados pelo número de d́ımeros N através da largura da nanofita. Iremos deno-

tar com N -aGNR e N -zGNR as nanofitas do tipo armchair e zigzag, respectivamente

[32]. Também é assumido que átomos de carbono com ligações pendentes na borda estão

ligados por átomos de hidrogênio, pois estes não contribuem com estados eletrônicos pró-

ximos à energia de Fermi. Essas idealizações no formato das bordas não correspondem a

observações experimentais, onde GNRs possuem alto grau de imperfeições nas bordas.

direção armchair

direção zigzag

Figura 3.2: (a) Direções armchair e zigzag a partir de uma rede hexagonal do grafeno.

Nanofitas com bordas armchair e zigzag são mostradas nos esquemas (b) e (c), respecti-

vamente.

As bordas em nanofitas de grafeno confinam as funções de onda eletrônica ao

longo da direção perpendicular do eixo da fita. Suas propriedades eletrônicas podem

ser obtidas impondo condições de contorno apropriadas à equação de Schrödinger dentro

de uma aproximação tight-binding baseada nos orbitais π [31, 33] ou em uma equação

bidimensional de Dirac com uma velocidade efetiva da luz (∼ 106 m/s) [34].

Como iremos discutir na próxima seção, a presença de bordas introduz novos es-
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tados que não estão presentes no grafeno. Estes estados surgem devido às condições de

contorno das bordas

3.2 Propriedades eletrônicas das Nanofitas

O confinamento quântico dos elétrons com respeito ao caso do grafeno, visto no

caṕıtulo anterior, induz uma discretização dos vetores de onda na direção confinada e

quebra o spectro de energia em subbandas para ambas nanofitas, aGNRs e zGNRs. A

Fig. 3.3 mostra as direções de confinamento eletrônico definidos como a e z no espaço

real para nanofitas zigzag e armchair, respectivamente [35].

Figura 3.3: (a) Rede hexagonal do grafeno com duas direções de confinamento eletrônico

(~a e ~z) para nanofitas zigzag e armchair, respectivamente. (b) A primeira zona de Brillouin

é enrolada na primeira zona retangular de Brillouin (vermelho), definido pelas direções ~a∗

e ~z∗ [35].

A Fig. 3.3(a) mostra a célula unitária do espaço real com vetores ~a e ~z. Por outro

lado, a Fig. 3.3(b) representa o dobramento da primeira zona de Brillouin no grafeno em

um primeira zona de Brillouin retangular. Essa zona de Brillouin retangular corresponde,

no espaço rećıproco, a célula unitária constrúıda a partir dos vetores ~a e ~z no espaço real.

Consequentemente, as energias dos estados π do espectro de energia do grafeno

podem ser projetadas ao longo das direções ~a∗ e ~z∗, predizendo, portanto, a estrutura de

banda dos estado π de ambas as nanofitas (aGNRs e zGNRs) com larguras suficientemente

grandes [35].
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O principal resultado obtido da aproximação do desdobramento da zona de Bril-

louin é que a aproximação linear do grafeno em torno dos pontos de Dirac K e K ′ é

preservado e estão localizados em k = 0 para aGNRs e k = ±2π/3 para zGNRs. Em

resumo, como feito para o grafeno no caṕıtulo anterior, o modelo tight-binding para pri-

meiros vizinhos descreve propriedades para baixas energias com um grau de aproximação

suficientemente altos para muitas aplicações e grandemente empregados para estudo de

propriedades de transporte em nanofitas de grafeno [31, 36].

Projetando a relação de dispersão do grafeno em cada direção armchair zigzag

dada, é posśıvel obter a forma mostrado na Fig. 3.4

(a) (b)

Figura 3.4: (a) Relação de dispersão para a nonofita do tipo zigzag. (b) Relação de

dispersão para nanofita do tipo armchair [32].

3.3 Modelo tight-binding para nanofitas

O modelo tight-binding é um dos mais usados para estudar as propriedades eletrô-

nicas do grafeno. No entanto, esses estudos foram aplicados às nanofitas apenas no ano

de 1996, por Nakada et al [31], com o intuito de verificar os efeitos dos tipos de bordas

em nanofitas de grafeno.

As Nanofitas são definidas como heteroestruturas unidimensionais, ou seja, en-

quanto possuem periodicidade ao longo de uma direção, são limitadas ao longo da outra.

O que torna necessário a substituição do somatório aplicado sobre os śıtios da rede, como

é feito para o grafeno em sua forma mais simples, por um somatório sobre as linhas e
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Figura 3.5: Estruturas de nanofitas de grafeno com (a) bordas zigzage (b) bordas arm-

chair. O retângulo tracejado representa a célula unitária.

células unitárias. Assim, para encontrarmos o espectro de energia podemos considerar

que as linhas de átomos são periódicas e infinitas.

Usaremos novamente o método tight-binding para obter a estrutura de bandas das

nanofitas, para isso definimos a célula unitária como o retângulo com linhas tracejadas

mostrados na Fig. 3.5. Cada célula tem 2N átomos, onde N é o número de linhas zigzag

para a nanofita zigzag e o número de linhas de d́ımeros para as nanofitas armchair.

Da Fig. 3.5 pode-se escrever o Hamiltoniano para os dois tipos de nanofitas, iremos

analisar cada uma separadamente.

3.3.1 Nanofita zigzag

Vamos supor que a nanofita zigzag, Fig. 3.5(a), possui M células unitárias e N

linhas do tipo zigzag, o Hamiltoniano para esse tipo de sistema é dado por:

H = −t
M,N∑
m,n

{|a,m, n〉〈b,m− 1/2, n|+ |a,m, n〉〈b,m, n+ 1|+ |a,m, n〉〈b,m+ 1/2|+ h.c.},

(3.1)

onde h.c. significa a parte conjugada do Hamiltoniano (hermitian conjugate), m representa

as células na direção longitudinal e n o śıtio da célula unitária. Logo, |a(b),m, n〉 é o orbital

2pz no átomo da subrede A(B) que está na posição n da célula unitária m definida pelo

vetor ~Rm = m~az Como só temos simetria translacional no eixo zigzag as constantes α e

β serão função de ~k e n.
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Figura 3.6: Estrutura de bandas para nanofitas zigzag de diferentes larguras (a) N=5,

(b) N=25 e (c) N=75.

A função de onda é escrita com

|Ψ〉 =
1√
M

M,N∑
m,n

ei
~k·~Rm{α(~k, n)|a,m, n〉+ β(~k, n)|b,m, n〉} (3.2)

Seguindo o mesmo procedimento feito para o grafeno no Caṕıtulo 21:

Eα(k, n) = −t{β(k, n)2 cos

(
kaz
2

)
+ β(k, n+ 1)}; (3.3)

Eβ(k, n) = −t{α(k, n)2 cos

(
kaz
2

)
+ α(k, n− 1)}. (3.4)

Com as condições de contorno α(k, 0) = 0 e β(k,N + 1) = 0, as Eqs. (3.3) e (3.4)

são resolvidas numericamente para obter a estrutura de bandas para nanofitas zigzag de

diferentes larguras, como se observa na Fig. 3.6, nota-se claramente nesta figura que

as nanofitas zigzag apresentam um comportamento metálico, a banda de condução e a

banda de valência se tocam em dois pontos, como foi previsto da dobradura da zona

de Brillouin, mas uma discrepância notável surge: uma banda plana no ńıvel de Fermi

(E/t = 0) aparece e se torna mais plana nas regiões de 2π/3 < k < π e −2π/3 > k > −π

assim quanto a nanofita fica mais larga. Esta banda é originada pelos estados de borda

[12, 31].

Para estudar a nova banda plana no ńıvel de Fermi, vamos fixar E = 0 na Eq.

(3.3) e (3.4)[12] e resolver as equações para obter uma expressão para as constantes α e

beta em cada śıtio da rede:

1Uma descrição mais detalhada pode ser encontrada no trabalho de Wakabayashi et al. [37].
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α(k, n− 1) =

[
−2 cos

(
kaz
2

)]N−n+1

α(k,N); (3.5)

β(k, n+ 1) =

[
−2 cos

(
kaz
2

)]n
β(k, 1) (3.6)

Para que a função de onda possa convergir em cada śıtio da rede de uma folha semi-

infinita é necessário que |2 cos
(
kaz
2

)
| ≤ 1. Esta condição define uma região de posśıveis

valores 2π/3 ≤ |kaz| ≤ π, como foi mostrado na Fig. 3.6. Porém, o mais interessante é

calcular kaz = π nas Eqs. (3.5) e (3.6). Isso nos leva a uma função de onda totalmente

localizada na borda zigzag, apenas α(k,N) e β(k, 1) são diferentes de zero. Quando o

valor de kaz muda de π para 2π/2, a função de onda penetra gradualmente na nanofita,

mas sempre decaindo de uma linha zigzag para outra por um fator de −2 cos(kaz
2

) o que

vai gerar um perfil de decaimento exponencial para nanofitas muito largas [38].

3.3.2 Nanofita armchair

Supondo que a nanofita armchair, Fig. 3.5(b), possua M células unitárias e N

d́ımeros do tipo armchair, o Hamiltoniano para esse tipo de sistema é dado por:

H = −t
M,N∑
m,n

{|a,m, n〉〈b,m− 1/2, n|+ |a,m, n〉〈b,m, n− 1|+ |a,m, n〉〈b,m, n+ 1|+ h.c.},

(3.7)

seguindo a mesma metodologia usada nas nanofitas zigzag, teremos a seguinte

equação:

Eα(k, n) = −t{β(k, n)e−i
kaa
2 + β(k, n− 1) + β(k, n+ 1)}; (3.8)

Eβ(k, n) = −t{α(k, n)e−i
kaa
2 + α(k, n− 1) + α(k, n+ 1)}, (3.9)

que junto com as condições de contorno α(k, 0) = 0, β(k, 0) = 0, α(k,N + 1) = 0 e

β(k,N + 1) = 0 podem ser resolvidos para obter a estrutura de banda da Fig. 3.7.

Podemos ver que o sistema é metálico, Fig. 3.7(a) e (c), ou semicondutor, Fig.

3.7(b) dependendo da largura da nanofita. O sistema é considerado semicondutor quando

se abre um gap de energia para kaa = 0; por outro lado, ele será metálico. Este compor-

tamento pode ser estudado como solução anaĺıtica em kaa = 0 : α(k, n) = A sin( pπ
N+1

n)

e β(k, n) = B sin( pπ
N+1

n) onde p = 1, 2, 3, ..., N e A e B são constantes [39]; substituindo

nas Eqs. (3.8) e (3.9) obtemos o valor das auto energias no centro da zona de Brillouin:
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Figura 3.7: Estrutura de bandas para nanofitas armchair de diferentes larguras (a) N = 5,

(b) N = 25 e (c) N = 47

E = ±
{

1 + 2 cos
(

pπ

N + 1

)}
, (3.10)

que para o caso metálico (E = 0) leva à relação pπ/(N + 1) = 2π/3, fixando assim as

larguras N = 3m−1(m inteiro), para as quais as nanofitas armchair são metálicas [31, 39]

Como foi mostrado, os dois tipos de bordas (zigzag e armchair) mudam de forma

não trivial as propriedades eletrônicas das nanofitas. Estas novas propriedades não po-

deriam ser previstas com uma simples projeção sobre os eixos zigzag ou armchair. Uma

outra abordagem do problema, diferente do método tight-binding mostrado até agora, é

usar a equação de Dirac como foi feito por Brey et al. [34]. Cálculos ab initio mostraram

que, para as nanofitas com bordas zigzag, aparecem gaps devido magnetização das bordas

[40].

Como a dependência das propriedades eletrônicas do grafeno se encontram no

confinamento quântico e na variação de sua largura, é posśıvel termos três classes de fitas

com comportamento bem definido. Essas classes, denominadas famı́lias, podem definir

o parâmetro N em três grupo de valores: N = 3p + 1, N = 3p e N = 3p + 2, onde p

é um número inteiro. Tais famı́lias determinam se uma nanofita possui comportamento

metálico ou semicondutor. Assim, temos os gaps de energia ∆a expresso na forma:

∆a =


0 , N = 3p− 1,

2t
[
1 + cos

(
3p

3p+1
π
)]

, N = 3p,

2t
[
1 + cos

(
3p+1
3p+2

π
)]

, N = 3p+ 1.

(3.11)
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Determinando também um valor máximo de gap para o primeiro grupo e mı́nimo

para o último. Além disso, podemos, através do parâmetro N , calcular a espessura tanto

da nanofita armchair (Wac) como zigzag (Wzz), que é dado em termos da constante de

rede a, pelas expressões:

Wac =

√
3

2
(N − 1)a armchair, (3.12)

Wzz =
(

3N

2
− 1

)
a zigzag. (3.13)

Um entendimento sobre a dependência das dimensões nas propriedades de trans-

porte de estruturas de grafeno podem ser vistas como um primeiro passo para o desen-

volvimento de dispositivos eletrônicos baseadas no grafeno.



Caṕıtulo 4

Metodologia computacional e

sistemas mesoscópicos

Neste caṕıtulo trataremos de propriedades de transporte em nanofitas de grafeno,

introduziremos o modelo numérico, mostrando como é calculado os coeficientes de trans-

missão. Os resultados numéricos que serão apresentados no próximo caṕıtulo foram rea-

lizados utilizando-se o Kwant1 [41], programa para cálculo de propriedades de transporte

em sistemas tight− binding. Finalizaremos o caṕıtulo apresentando o cálculo da condu-

tância para algumas nanofitas de grafeno.

4.1 Transporte em sistemas mesoscópicos

Sistemas mesoscópicos são definidos como aqueles em que as dimensões são in-

termediárias entre as escalas microscópica e macroscópica. Estes são muito maiores que

objetos microscópicos como átomos, por exemplo, mas não tão grande o suficiente para

serem ’ôhmicos’ [42].

Dizemos que um condutor possui comportamento ôhmico se suas dimensões são

muito maiores que essas três escalas de comprimento: (1) comprimento de onda de de

Bloglie, que está relacionada com a energia cinética do elétron, (2) o livre caminho médio,

que é a distância que um elétron viaja antes que seu momento linear seja modificado e

(3) o comprimento de relaxação de fase, que é a distância que um elétron viaja antes que

1Pacote em linguagem Python de livre acesso que está dispońıvel para download em:

http://http://Kwant-project.org/.

30
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sua fase inicial seja destrúıda. Estas escalas de comprimento podem variar muito de um

material para outro e depende de outros fatores como, por exemplo, temperatura, campo

magnético, etc [42].

Geralmente, uma amostra relativamente grande de um semicondutor convencional

não é livre de impurezas e de defeitos. Dessa forma, a aplicação de uma voltagem em

tais sistemas induz uma corrente que consiste em elétrons atravessando o material em um

regime difusivo (Fig. 4.1(a)). A part́ıcula colide várias vezes, ao longo do material, com

quaisquer tipos de centros espalhadores que possam encontrar pelo caminho. Neste tipo

de espalhamento, a condutividade é determinada tanto pela estrutura eletrônica como

pelos espalhamentos em defeitos.

Figura 4.1: (a) Transporte difuso, l é o livre caminho médio. (b) Transporte baĺıstico.

Os avanços tecnológicos, nas últimas décadas, têm permitido a fabricação de dis-

positivos cujas dimensões são menores que o livre caminho médio l e nessas condições

temos o transporte baĺıstico, Fig. 4.1(b). Nesse regime a condutância não depende das

propriedades de espalhamento, apenas da estrutura de banda e a geometria do dispositivo

[43]. Por não existirem processos de espalhamento, a não ser com as bordas do sistema,

muitos acreditaram que não deveria existir resistência em um dispositivo baĺıstico, levando

a uma resistividade nula. Entretanto, percebeu-se que as propriedades de transporte em

tais sistemas são completamente diferentes daquelas presentes em dispositivos ôhmicos.

Propriedades locais, tais como resistividade e condutividade, não podem ser definidas

nesse contexto. Somente propriedades não locais, tais como resistência e condutância,

levam a uma descrição que está de acordo com os resultados experimentais.

Como foi colocado no caṕıtulo 2, em baixas energias, os portadores de carga no

grafeno comportam-se como part́ıculas de Dirac sem massa“com velocidade da luz”efetiva

da ordem de 106 m s−1. Existe uma desordem intŕınseca (zitterbewegung2) nesse sistema,

2Tipo especial de transição inter-banda com criação virtual de pares elétron-buraco em materiais [44].
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levando a um regime de transporte pseudodifusivo, onde, mesmo na ausência de quaisquer

processos de espalhamento (regime baĺıstico), existe uma condutividade mı́nima da ordem

de e2/h [44].

Como a resistência de um semicondutor macroscópico está diretamente ligada ao

número de centros espalhadores no sistema, podemos nos questionar se um dispositivo

baĺıstico que, por definição, os portadores de carga não são espalhados por defeitos, im-

purezas ou fônons, deveria apresentar alguma resistência. De fato, para um condutor

macroscópico, a condutância é dada por:

G = σ
W

L
, (4.1)

onde L e W são as dimensões de um condutor bidimensional, como mostrado na Fig.

4.2 e σ é a condutividade do material e independe das dimensões da amostra. Se tal

comportamento ôhmico fosse válido para L tendendo a valores cada vez menores, então

esperaŕıamos um crescimento indefinido para a condutância ou, de forma análogo, uma

resistência, R = 1/G, cada vez mais próxima de zero.

Figura 4.2: Condutor bidimensional (cor cinza) de comprimento L e espessura W conec-

tado a dois contatos (S e D) aos quais é imposto uma diferença de potencial V .

É experimentalmente verificado que a condutância tende a um valor fixo quando L

torna-se muito menor que o caminho livre médio. Portanto, a conclusão é que realmente

existe uma resistência elétrica não nula em dispositivos baĺısticos e que o comportamento

ôhmico não é mais válido em tais escalas, levando a existência de novas propriedades de

transporte.

Medidas realizadas recentemente com grafeno crescido sobre uma superf́ıcie de
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carbeto de siĺıcio [45] obtiveram comportamento baĺıstico sobre uma escala maior que

10 micromêtros. Isto significa que elétrons no grafeno propagam-se sobre tais largas

distâncias coerentemente e, portanto, exibem comportamento baĺıstico.

O formalismo mais comumente usado para descrever as novas propriedades re-

lacionadas ao transporte eletrônico em tais escalas (mesoscópicas) é conhecido como o

formalismo de Landauer. Nas próximas seções discutiremos brevemente alguns aspectos

importante de tal formalismo.

4.2 A fórmula de Landauer

Considere um dispositivo de forma arbitrária, representado por um quadrado na

Fig. 4.3, conectado a dois reservatórios de elétrons (contatos), S e D, através de dois

leads (conectores). Se os potenciais qúımicos dos reservatórios, µ1 e µ2 forem distintos,

que pode ser alcançado facilmente através da aplicação de uma diferença de potencial,

V = (µ1 − µ2)/e, por uma bateria, o sistema entrará em desiquiĺıbrio e uma corrente I

pode ser detectada através dos leads. O problema fundamental é relacionado ao cálculo

do valor da corrente.

Figura 4.3: Um dispositivo acoplado a dois contatos (S e D) através de dois conectores

(leads). A aplicação de uma diferença de potencial, V = (µ1 − µ2)/e, faz com que os

elétrons atravessem o dispositivo, com probabilidade T , gerando uma corrente elétrica.

Os conectores são basicamente os quânticos ideais. Dessa forma, o confinamento na

direção y leva a uma quantização da componente do vetor de onda nessa direção, ky = kn

(apresentamos um exemplo na seção 3.3 no contexto do grafeno). Assim, o estado em um

dado conector é a superposição de todos os modos posśıveis
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Ψ =
∑
n

cne
iqnxΛn(y), (4.2)

onde qn é a componente do vetor de onda na direção x para uma dada energia E. As

funções Λn, satisfazem as condições de contorno impostas pelo confinamento na direção y

e são ortonormais:
∫W
0 Λ∗nΛn′dy = δn,n′ . Os coeficiente cn são números complexos.

A aplicação de uma voltagem V entre os contatos faz com que os portadores de

carga desloquem-se para regiões de menor potencial qúımico (admitindo que µ1>µ2, de S

para D). Dessa forma, admitindo que a probabilidade de transmissão através do dispo-

sitivo seja T , a corrente elétrica pode ser calculada através da corrente de probabilidade

dos estados no conector 2 (somente os elétrons que são transmitidos contribuem para a

corrente).

A corrente total é a soma das correntes de cada modo. Assim, para a corrente

devido a transmissão do modo n, no conector 1, para o modo m, no conector 2, segue

Jn→m =
h̄

m
Im (ψ∗m

d
dx
ψm), (4.3)

onde Im refere-se à parte imaginária. Assim, desde que

ψm = tnme
iqmΛm(y), (4.4)

onde tnm é o coeficiente de transmissão no modo n para o modo m, tem-se

Jn→m =
qmh̄

m
tnmt

∗
nmΛm(y)Λ∗m(y). (4.5)

A corrente elétrica é In→m = e
∫W
0 Jn→mdy onde e é a carga elétrica. Portanto,

devido à ortonormalização dos Λ’s, temos:

In→m = e
qmh̄

m
Tnm. (4.6)

Desde que kmh̄/m = (1/h̄)(dE/dqm) e assumindo que os portadores de carga são

férmions e, portanto, devemos multiplicar o resultados por 2 (devido a contribuição do

spin), temos:

In→m =
2e

h̄

dE

dqm
Tnm. (4.7)

A corrente total é dada pela soma das correntes de todos os modos, no conector 1,

para todos os outros modos no conector 2: I =
∑
n

∑
m In→m.
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Assumindo condições de contorno periódicas na direção x podemos converter a

soma em qn(
∑
n) em uma integral

∫
dqm/2π,

I =
∑
n

2e2

h

∫ dE

dqm
Tn ⇒ I =

∑
n

2e2

h

∫ µ1

µ2
TndE. (4.8)

Assumindo que Tn seja aproximadamente constante sobre o intervalo µ1 > µ2,

temos

I =
2e2

h

∑
n

Tn

(
µ1 − µ2

e

)
⇒ I =

(
2e2

h

∑
n

Tn

)
V, (4.9)

sendo V a diferença de potencial entre os contatos. O fator de proporcionalidade entre I

e V é a condutância

G =
2e2

h

∑
n

Tn (4.10)

A Eq. (4.10), conhecida como a fórmula de Landauer, permite a análise das pro-

priedades de transporte de sistemas mesoscópicos através de cálculo de transmissões. Em

particular, para um sistema quântico baĺıstico (Fig. 4.1), a transmissão é 100% eficiente,

ou seja, Tn = 1. A condutância é, portanto

G =
2e2

h
M, (4.11)

onde M é o número total de modos transversais ocupados no canal. Assim, guias de

onda de elétrons possuem resistência não nula, mesmo na ausência de impurezas, fônons

e defeitos de rede. Tal resistência, conhecida como resistência de contato, tem origem nas

reflexões que surgem quando o pequeno número de modos transversais no guia de onda é

combinado com o gigantesco número de modos dos contatos [46].

A quantização da condutância, Eq. (4.11), foi demonstrada experimentalmente no

contexto de contatos de pontos quânticos (QPC - do inglês Quantum Point Contacts).

Para um fio quântico de espessura W razoavelmente grande, o número de modos propa-

gantes pode ser escrito como M = kFW/π, onde kF é o vetor de onda de Fermi. Assim,

o número de modos é proporcional à espessura do sistema. Os resultados experimentais

em semicondutores foram publicados em 1988 [47]. Os contatos de ponto quânticos foram

utilizados para criar uma constrição. Dessa forma, o decréscimo da espessura W da cons-

trição levava a um decréscimo na condutância em passos discretos de altura 2e2/h. Isso

é exatamente o que se espera de Eq. (4.11), desde que M é um inteiro. Embora W varie

continuamente o número de modos M varia em passos discretos.
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O resultado apresentado em Fig. 4.4 não somente demonstra a existência de uma

resistência de contato, mas também que condução é transmissão. Além disso, enfatiza a

realidade dos modos transversais no contexto de condutores de pequenas espessuras [48].

Figura 4.4: (a) Set-up experimental. A partir de um contato do tipo ponto quântico

(QPC), fluxo de elétrons são detectados. (b) Condutância de uma constrição, destacada

no canto superior esquerdo da figura, como função de sua espessura (controlada por uma

voltagem de gate), Vg. Degraus de múltiplos inteiros de 2e2/h são claramente viśıveis [48].

4.3 Metodologia computacional

A f́ısica da matéria condensada está habituada a obter as soluções para a dis-

persão, pois sua solução produz diretamente outras caracteŕısticas f́ısicas importantes,

como a condutância e várias propriedades de transporte. Entretanto, para sistemas mais

complicados são utilizadas simulações numéricas. Assim, um dos primeiros e mais po-

pulares algoritmos que foram desenvolvidos foi o recursivo da função de Green (RGF).

Rapidamente se tornou uma ferramenta para verificar, estender ou mesmo substituir a

abordagem anaĺıtica. No entanto, outros problemas de dispersão surgem naturalmente

em outros contextos, tornando necessário o desenvolvimento de vários programas com

foco diferente.

Aqui, usaremos o Kwant, um pacote livre que usa linguagem de programação

Python, que escreve programas curtos, criado com o objetivo de ser um programa flex́ıvel

e de uso fácil para cálculos numéricos de transporte quânticos, além de ser uma caixa de
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ferramentas de alto desempenho para a simulação de sistemas f́ısicos de qualquer dimen-

sionalidade e geometria que pode ser descrita por um modelo de tight-binding. É capaz

de produzir simulações de metais, grafeno, isolantes topológicos, efeito Hall quântico, su-

percondutividade, spintrônica, eletrônica molecular, para citar poucos de uma infinidade

de aplicações.

De maneira geral, Kwant foi desenvolvido para [41]:

• resolver problemas de espalhamento de uma forma robusta e altamente eficiente;

• exibir um alto grau de inter-operabilidade com outros pacotes e algoŕıtimos a partir

de qualquer parte do código;

• auxiliar, de forma fácil, uma expressiva gama de sistemas tight-binding.

A forma de escrita de um hamiltoniano no Kwant se aproxima muito de como

o escrevemos manualmente, o que facilita bastante as operações, já que as definições

de um sistema f́ısico equivalem a escrever um programa Python simples que opera com

conceitos f́ısicos, tais como treliças, formas, simetrias e potenciais. É esperado com o

desenvolvimento desse pacote que pesquisadores se concentrem mais na f́ısica e executem

no programa os cálculos complexos ou considerados fora de alcance.

Neste trabalho simulamos nanofitas do tipo armchair e zigzag, onde nas extremi-

dades esquerda e direita possuem leads (contatos metálicos semi-infinitos por onde são

injetados/retirados portadores de carga, fazendo, assim, que tenhamos um fluxo de cor-

rente elétrica) para analisar a condutância desses sistemas.



Caṕıtulo 5

Resultados e Discussões

Neste caṕıtulo serão apresentados alguns resultados numéricos da relação de dis-

persão, assim como para a condutância de nanofitas tipo armchair e zigzag com diferentes

larguras W que, como foi definido no caṕıtulo 3, serão tratadas em termos do número de

d́ımeros, N .

5.1 Dispersão eletrônica

Inicialmente, plotamos a relação de dispersão eletrônica para nanofita zigzag com

N = 6, como pode ser visto na Fig. 5.1.

− 4 − 3 − 2 − 1 0 1 2 3 4

m om entum  [ (lat t ice constant )^ -1]

− 4

− 3

− 2

− 1

0

1

2

3

e
n

e
rg

y
 [

t]

Figura 5.1: Dispersão eletrônica para nanofitas zigzag com N = 6.

Na parte superior, encontra-se a rede hexagonal gerada pelo Kwant, destacando os

38
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leads nas laterais (região vermelha). A região de espalhamento é a central.

Quando aumentamos a largura da nanofita, Figs. 5.2 e 5.3, percebemos que os dois

pontos de degenerescência se matêm praticamente fixos e não ocorre abertura de gap de

energia. Essa propriedade foi discutida na seção 3.3.1, onde mostramos que nanofitas do

tipo zigzag sempre apresentam comportamento metálico com gap nulo.
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Figura 5.2: Dispersão eletrônica para nanofitas zigzag com N = 9.
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Figura 5.3: Dispersão eletrônica para nanofitas zigzag com N = 22.

Agora, plotamos para relação de dispersão para nanofitas do tipo armchair com

diferentes valores de N , como foi feito anteriormente para nanofitas zigzag.
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Figura 5.4: Dispersão eletrônica para nanofitas armchair com N = 5.
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Figura 5.5: Dispersão eletrônica para nanofitas armchair com N = 6.

Podemos observar na Fig. 5.4 o comportamento metálico da nanofita, pois não te-

mos gap de energia para k = 0. Verificamos claramente que nas proximidades desse ponto

temos uma relação de dispersão linear, E ∼ k. Para essa faixa de energia os portadores de

carga se comportam como férmions de Dirac sem massa, estaremos, portanto, no domı́nio

“ultrarelativ́ıstico”.

Quando inserimos mais uma linha de d́ımeros do tipo armchair, ou seja, fazendo

N = 6 (Fig. 5.5), as propriedades da nanofita mudam, abrindo-se um gap de energia

e esta passa a ter um comportamento semicondutor. Essas propriedades são as mesmas
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Figura 5.6: Dispersão eletrônica para nanofitas armchair com N = 9.
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Figura 5.7: Dispersão eletrônica para nanofitas armchair com N = 22.

apresentadas por [34] onde mostra que GNRs com largura N = 3p − 1 (p é um número

inteiro) são metálicos e que os outros casos (N = 3p e N = 3p+ 1) são semicondutores.

Fazendo a largura de uma nanofita semicondutora aumentar (comparando os grá-

ficos das Figs. 5.5, 5.6 e 5.7), é posśıvel ver que o gap de energia torna-se cada vez menor,

fazendo com que tenhamos uma forma de ajuste nessa faixa proibida, sendo um papel fun-

damental no desenvolvimento de dispositivos eletrônicos. Esse resultado está condizendo

com os trabalhos reportados por Brey et al. [34].
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5.2 Condutância

Aqui, iremos apresentar apenas os resultados da condutância para nanofita arm-

chair, uma vez que esta pode apresentar tanto um caráter metálico como semicondutor.

Apresentamos o resultado para a condutância G (em termos de unidade e2/h) como função

da energia de Fermi E tanto para aGNRs metálicas como semicondutoras.

A condutância G da nanofita metálica (Fig. 5.8) em função da diferença de poten-

cial U exibe uma região de mı́nimo, isto corresponde a condutividade mı́nima aproxima-

damente e2/h no ponto de neutralidade de cargas, ou seja, E = EDirac, onde e e h são a

carga elétrica e constante de Planck, respectivamente.
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Figura 5.8: Condutância em função energia E estabelecida por uma diferença de potencial ∆U

entre os leads esquerdo e direito para uma nanofita armchair metálica, N = 23.

Plotamos o gráfico da condutância para duas nanofitas semicondutoras, uma com

largura dada por N = 21 (Fig. 5.9) e outra com largura de N = 46 (Fig. 5.10). Como

são semicondutoras, em baixas tensões a condutividade é nula por ainda não ter iniciado

o processo de condução (próximo ao ponto de neutralidade de carga). Quanto maior a

largura da nanofita, percebemos que os modos de condutividade aumentam.

O notável comportamento da quantização da condutância e um valor mı́nimo para

a mesma em sistemas metálicos possibilitam um novo campo de pesquisa na F́ısica, como
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Figura 5.9: Condutância em função energia E estabelecida por uma diferença de potencial ∆U

entre os leads esquerdo e direito para uma nanofita armchair semicondutora, N = 21.

destacamos no caṕıtulo 4.
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Figura 5.10: Condutância em função energia E estabelecida por uma diferença de potencial

∆U entre os leads esquerdo e direito para uma nanofita armchair semicondutora, N = 46.



Caṕıtulo 6

Conclusões e Perspectivas

Desde as primeiras descobertas em 2004, o grafeno tem sido um campo de intensa

pesquisa, tanto teórico como experimentalmente, pois apresenta fenômenos relacionados

à propriedade de transporte não usuais, tornando-se um sistema fascinante para estudos

fundamentais em f́ısica da matéria condensada bem como oferecendo a oportunidade de

fabricação de futuros dispositivos eletrônicos. Em resumo, neste trabalho, estudamos as

propriedades eletrônicas de nanofitas de grafeno, onde fizemos um levantamento bibliográ-

fico sobre a descrição f́ısica da rede hexagonal, determinamos a relação de dispersão para

o grafeno. Estudamos as caracteŕısticas básicas das nanofitas de grafeno, usando cálculos

numéricos com a ajuda de um pacote para Python (Kwant) para determinar a relação de

dispersão para fitas de diferentes larguras, das quais foram identificadas com o número de

d́ımeros N na direção transversal da nanofita. Verificamos que, para alguns valores de N ,

abre-se um gap de energia, fazendo com que uma nanofita de carbono metálica passe a

se comportar com propriedades semicondutoras. Analisamos a condutância de nanofitas

como função do potencial aplicado entre dois terminais. A condutividade nos fornece

uma importante informação sobre as propriedades de transporte em nanoestruturas. É de

importância fundamental e prática o controle de elétrons nessas estruturas no sentido de

miniaturizar e tornar mais eficientes dispositivos eletrônicos e circuitos. Portando, acre-

ditamos que os resultados apresentados, aqui, possam contribuir para estudos futuros,

usando a mesma abordagem computacional, para desenvolver sistemas com geometrias

diversas com o intuito de propor dispositivos baseados nas propriedades peculiares das

nanofitas de grafeno.
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Apêndice

Neste apêndice colocamos o programa, em linguagem Python, que usamos em nosso

trabalho para gerar as estruturas de nanofitas, assim como para o cálculo da relação de

dispersão e condutância das mesmas.

from math import pi, sqrt, tanh

import kwant

import scipy.sparse.linalg as sla

from matplotlib import pyplot

# Define a rede cristalina do grafeno

sin_30, cos_30 = (1 / 2, sqrt(3) / 2)

graphene = kwant.lattice.general([(3 / 2, cos_30), (3 / 2, - cos_30)], [(- 0.5, 0), (0.5, 0)])

a, b = graphene.sublattices

def make_system(L=30, W=40, d1=-2, d2=2, pot1=0, t=1, pot=0):

# Define a regi~ao de espalhamento

# Regi~ao de espalhamento com a forma de um retângulo

def circle(pos):

x, y = pos

return - L <= x <= L and - W <= y <= W

sys = kwant.Builder()

# Define os potenciais

# Potenciais com a forma de barreiras

def potential(site):

(x, y) = site.pos

if d1 <= x <= d2 and - W <= y <= W:

return pot1

else:
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return 0

sys[graphene.shape(circle, (0, 0))] = potential

sys[graphene.neighbors()] = - t

sys.eradicate_dangling()

# Define os leads

# Lead da esquerda

sym0 = kwant.TranslationalSymmetry(graphene.vec((- 1, - 1)))

def lead0_shape(pos):

x, y = pos

return (- W <= y <= W)

lead0 = kwant.Builder(sym0)

lead0[graphene.shape(lead0_shape, (0, 0))] = - pot

lead0[graphene.neighbors()] = - t

lead0.eradicate_dangling()

# Lead da direita

sym1 = kwant.TranslationalSymmetry(graphene.vec((1, 1)))

def lead1_shape(pos):

x, y = pos

return (- W <= y <= W)

lead1 = kwant.Builder(sym1)

lead1[graphene.shape(lead1_shape, (0, 0))] = - pot

lead1[graphene.neighbors()] = - t

lead1.eradicate_dangling()

return sys, [lead0, lead1]

def compute_evs(sys):

# Compute some eigenvalues of the closed system

sparse_mat = sys.hamiltonian_submatrix(sparse=True)

evs = sla.eigs(sparse_mat, 2)[0]

print(evs.real)

def plot_conductance(sys, energies):

# Compute transmission as a function of energy

data = []
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for energy in energies:

smatrix = kwant.smatrix(sys, energy)

data.append(smatrix.transmission(0, 1))

pyplot.figure()

pyplot.plot(energies, data)

pyplot.xlabel("Energia [t]")

pyplot.ylabel("Condutância [e^2/h]")

pyplot.grid(True)

pyplot.show()

def plot_bandstructure(flead, momenta):

bands = kwant.physics.Bands(flead)

energies = [bands(k) for k in momenta]

pyplot.figure()

pyplot.plot(momenta, energies)

pyplot.xlabel("momentum [(lattice constant)^-1]")

pyplot.ylabel("energy [t]")

pyplot.grid(True)

pyplot.show()

def main():

pot = 0

pot1=0

sys, leads = make_system(pot=pot)

W=40

d1=-2

d2=2

# To highlight the two sublattices of graphene, we plot one with

# a filled, and the other one with an open circle:

def family_colors(site):

(x, y) = site.pos

if d1 <= x <= d2 and - W <= y <= W:

return ’gray’ if site.family == a else ’white’

else:
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return ’gray’ if site.family == a else ’white’

# Plot the closed system without leads.

kwant.plot(sys, site_color=family_colors, site_lw=0.1, colorbar=False)

# Compute some eigenvalues.

compute_evs(sys.finalized())

# Attach the leads to the system.

for lead in leads:

sys.attach_lead(lead)

# Then, plot the system with leads.

kwant.plot(sys, site_color=family_colors, site_lw=0.1,

lead_site_lw=0, colorbar=False)

# Finalize the system.

sys = sys.finalized()

# Compute the band structure of lead 0.

momenta = [-pi + 0.02 * pi * i for i in range(101)]

plot_bandstructure(sys.leads[0], momenta)

# Plot conductance.

energies = [0.01 * i for i in range(-50, 50)]

plot_conductance(sys, energies)

# Call the main function if the script gets executed (as opposed to imported).

# See <http://docs.python.org/library/__main__.html>.

if __name__ == ’__main__’:

main()
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