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RESUMO

A Geometria Fractal ¢ um campo recente da matematica que se propde a estudar a geometria
da natureza, considerada "sem forma" pela Geometria Euclidiana, que recebe maior énfase no
curriculo da Educagdo Basica. Caracterizando-se como qualitativa de carater exploratorio, a
presente pesquisa objetivou analisar como a Geometria Fractal pode ser abordada no Ensino
Médio e contribuir para o ensino de contetidos ja previstos no curriculo. A partir de
levantamento bibliografico acerca da evolugdo da Geometria Fractal, suas caracteristicas e
aspectos dos fractais de autossemelhanca exata Conjunto de Cantor, Poeira de Cantor, Curva e
Ilha de Koch, Esponja de Menger, e Triangulo e Tapete de Sierpinski, foram evidenciados
caracteristicas destes que se relacionam com contetidos previstos no curriculo de Matematica
e suas Tecnologias, e elaborando, por fim, sugestdes de atividades que podem ser
desenvolvidas em turmas de Ensino Médio. Dentre as habilidades previstas para a etapa do
Ensino Médio na 4area de matematica, foram identificadas quatro habilidades da Base
Nacional Comum Curricular (BNCC) que abrem margem para o estudo da Geometria Fractal.
Além disso, evidenciou-se que os fractais de autossemelhanga exata destacados nesse estudo
sdo construidos a partir de figuras e solidos da Geometria Euclidiana, o que permite o seu
estudo partindo de conhecimentos prévios dos alunos. Dessa forma, ¢ possivel estudar as
relagdes geométricas dos fractais de autossemelhanca exata (comprimento, perimetro, area e
volume) a partir de conhecimentos que os alunos ja& construiram a respeito de objetos
euclidianos. O estudo da Geometria Fractal, quando assim realizado, oportuniza a revisdo e
reforco de conteudos da etapa do Ensino Fundamental e o desenvolvimento de um
pensamento matematico mais complexo, objetivo da etapa do Ensino Médio como estabelece
a BNCC. Nessa perspectiva, a Geometria Fractal tende a potencializar o ensino da matematica,
agucando o pensar matemdtico dos alunos e os sensibilizando a abrangéncia dessa area do

conhecimento.

Palavras-chave: ensino médio; curriculo de matematica; fractais de autossemelhanca exata.



ABSTRACT

Fractal Geometry is a recent field of mathematics that aims to study the geometry of nature,
considered "formless" by Euclidean Geometry, which receives greater emphasis in the Basic
Education curriculum. Characterized as qualitative and exploratory in nature, this research
aimed to analyze how Fractal Geometry can be approached in High School and contribute to
the teaching of contents already provided in the curriculum. From a bibliographic survey on
the evolution of Fractal Geometry, its characteristics and aspects of the exact self-similarity
fractals Cantor Set, Cantor Dust, Koch Curve and Island, Menger Sponge, and Sierpinski
Triangle and Carpet, characteristics of these that relate to contents provided in the
Mathematics and its Technologies curriculum were highlighted, and finally, suggestions of
activities that can be developed in High School classes were elaborated. Among the skills
expected for the High School stage in the area of mathematics, four skills from the National
Common Curricular Base (BNCC) were identified that open up space for the study of Fractal
Geometry. Furthermore, it was shown that the fractals of exact self-similarity highlighted in
this study are constructed from figures and solids of Euclidean Geometry, which allows their
study based on students' prior knowledge. In this way, it is possible to study the geometric
relations of self-similarity fractals (length, perimeter, area and volume) based on knowledge
that students have already constructed regarding Euclidean objects. The study of Fractal
Geometry, when carried out in this way, provides an opportunity to review and reinforce
content from the Elementary School stage and to develop a more complex mathematical
thinking, which is the objective of the High School stage as established by the BNCC. From
this perspective, Fractal Geometry tends to enhance the teaching of mathematics, sharpening
students' mathematical thinking and making them aware of the scope of this area of

knowledge.

Keywords: high school; mathematics curriculum; self-similarity fractals.
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1 INTRODUCAO

A presente pesquisa tem como tema o ensino de Geometria Fractal na disciplina de
matematica. A Geometria Fractal ¢ um objeto de estudo recente na matematica, surge
propriamente formalizada no fim do século XX, e ainda nao chegou aos cursos de formacao
inicial de professores, que trabalham majoritariamente a Geometria Euclidiana.

A Geometria Fractal, conhecida como a geometria da natureza, estd presente em
diversos padrdes, como nas estruturas das plantas, nas ramificacdes dos raios elétricos, na
fisiologia animal, nas formag¢des de nuvens e nas ramificacdes de bacias hidrogréaficas, entre
outros. Essa area da matematica se propde a estudar formas que a Geometria Euclidiana
tradicionalmente considera como “sem forma”. A inclusdo da Geometria Fractal no ambiente
escolar ¢ uma abordagem enriquecedora, pois fomenta o espirito investigativo dos estudantes,
estimula sua sensibilidade e criatividade, além de reforgar a compreensdo de que a
matematica estd intimamente ligada a realidade, oferecendo explicagdes para seus diversos
aspectos.

Dessa forma, surge a seguinte questdo: como a Geometria Fractal pode ser abordada
na educacdo basica, com énfase no ensino médio, e de que forma essa abordagem pode
contribuir para o estudo de contetidos ja estabelecidos no curriculo dessa etapa educacional?

Seguindo essa perspectiva, a Geometria Fractal como objeto de estudo pode se
estabelecer como uma forma de enriquecer o processo de ensino e aprendizagem, garantindo
um maior engajamento dos estudantes para aproxima-los da disciplina e incentiva-los a se
dedicarem ao seu estudo.

O trabalho com Geometria Fractal pode influenciar direta e positivamente na
motivagdo dos alunos para se engajarem com topicos ja presentes no curriculo se abordada em
contraposicdo as propriedades da Geometria Euclidiana. Pode também ser estudada em
carater interdisciplinar junto a outras disciplinas como a Fisica e a Biologia. Espera-se que ao
entrar em contato com os chamados “casos patoldgicos” e “monstros da matematica”, os
fractais, os estudantes possam aprimorar a propria visao de mundo, nao sé desenvolvendo a
habilidade de lidar com o aspecto logico e rigoroso da matematica, mas também estando, a
partir de entdo, atentos e preparados para identificar os padrdes e caracteristicas das diversas
manifestagdes da natureza, consolidando uma experiéncia significativa que devera nao
somente ter influéncia dentro do contexto proprio da formacgdo académica de cada um, mas
também nos mais diversos dmbitos de suas vidas.

Neste trabalho, foi realizada uma pesquisa bibliografica sobre a evolucdo da
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Geometria Fractal, de suas caracteristicas e propriedades elementares, além de um estudo dos
fractais de autossemelhanca exata Conjunto e Poeira de Cantor, Curva e Ilha de Koch,
Esponja de Menger, Triangulo e Tapete de Sierpinski para evidenciar aspectos que se
relacionam com o curriculo de matematica do Ensino Médio. A partir desse estudo, foram
elaboradas sugestdes de atividades para o ensino médio, que tem como objeto os fractais

anteriormente citados e trabalham contetdos ja previstos no curriculo desse nivel de ensino.

1.1 JUSTIFICATIVA

A Geometria Fractal ¢ um campo de estudo relativamente novo. Caracteriza-se como
uma geometria que se configura em um nivel de complexidade totalmente diferente daquele
da Geometria Euclidiana, pois estuda os padrdes encontrados nas manifestacdes da natureza e
nas construcdes que por muito tempo foram consideradas “casos patoldgicos” e “monstros da
matematica” e rejeitadas.

A abordagem da Geometria Fractal quando feita na ultima etapa da Educacdo Bésica
tem o potencial para motivar os estudantes a se dedicarem ao estudo da matematica por conta
de suas caracteristicas singulares e, por seu objeto de estudo se constituir de manifestagdes
que podem ser vistas e, muitas vezes, manipuladas, para promover mudangas na percepcao de
mundo dos alunos, desenvolvendo suas capacidades de investigagdo e de identificagdo de
padrdoes matematicos.

Dessa forma, esta pesquisa foi realizada na perspectiva de contribuir para a divulgacao
da Geometria Fractal, para que mais docentes possam conhecé-la e integra-la as suas praticas.
Tal integracdao tem potencial para promover um impacto positivo na formacao dos discentes
ao motiva-los no estudo da matematica, aprimorando suas visdes de mundo, desenvolvendo
suas capacidades investigativas e de identificagdo de padrdes, habilidade matematica tdo
estimada, e contribuindo para o aprimoramento da qualidade do ensino publico e

consequentemente da vida em sociedade.

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo geral

Analisar como a Geometria Fractal pode ser abordada no ensino médio e como pode

contribuir para a aprendizagem de conteudos previstos no curriculo.
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1.2.2 Objetivos especificos

e Realizar levantamento bibliografico sobre a Geometria Fractal, suas caracteristicas e
as propriedades elementares dos fractais de autossemelhanga exata Conjunto ¢ Poeira
de Cantor, Curva e Ilha de Koch, Esponja de Menger, Tridngulo e Tapete de Sierpinski;

e Evidenciar aspectos dos fractais de autossemelhanca exata que se relacionam com
contetidos previstos no curriculo de Matematica e suas Tecnologias da Base Nacional
Comum Curricular;

e Sugerir atividades de Geometria Fractal que podem ser desenvolvidas no Ensino
Médio;

e Contribuir para a divulgacdo das potencialidades do ensino de Geometria Fractal no

ensino basico no meio académico.

1.3 METODOLOGIA

A presente pesquisa teve por intuito descobrir como a Geometria Fractal pode ser
abordada no Ensino Médio de forma a trabalhar contetidos ja previstos no curriculo dessa
etapa de ensino. Para isso, a pesquisa se faz em trés etapas: primeiro, fez-se um levantamento
bibliografico da historia, das propriedades e caracteristicas da Geometria Fractal; segundo, a
partir das informagdes pesquisadas, realizou-se uma analise dos fractais de autossemelhanca
exata Conjunto e Poeira de Cantor, Curva e Ilha de Koch, Triangulo e Tapete de Sierpinski e
Esponja de Menger, citados por Maldelbrot em seu livro de 1975 e construidos a partir de
objetos da Geometria Euclidiana, para evidenciar caracteristicas que se relacionam com
competéncias e habilidades do curriculo de Matemadtica e suas Tecnologias da Base Nacional
Comum Curricular; e, por fim, a partir da andalise de tais fractais, elaboraram-se propostas de
atividades para o Ensino Médio que tém como objeto de estudo a Geometria Fractal.

As atividades com Geometria Fractal deverdo ser capazes de contribuir para o
fortalecimento da no¢do de que a matematica pode explicar a realidade em seus multiplos
aspectos, sensibilizando os alunos e agucando sua criatividade, promovendo uma visdo mais
ampla e integral da matematica e seus objetos de estudo. Deverdo também contribuir para
uma aprendizagem significativa, que encorajard os estudantes a continuarem seus estudos,
despertando o interesse pela matematica e pelas outras ciéncias.

A presente pesquisa se caracteriza como de abordagem qualitativa pois se ocupa de
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“aspectos da realidade que ndo podem ser quantificados, centrando-se na compreensdo e
explicagdo da dinamica das relagdes sociais” (Gerhardt & Silveira, 2009), uma vez que se
propde a investigar as caracteristicas dos fractais e relaciona-las com os contetidos previstos
no curriculo de Matematica e suas Tecnologias (BNCC) para o Ensino Médio. Além disso,
possui carater exploratdrio, pois se apoia em trabalhos cientificos ja publicados e se preocupa
em compreender aspectos da realidade, buscando proporcionar maior familiaridade com o

tema da pesquisa (Gil, 2008).
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 EVOLUCAO DA GEOMETRIA FRACTAL

A Geometria Fractal, diferente da Geometria Euclidiana, que foi organizada pelo
matematico grego Euclides na sua obra Os Elementos, escrita em Alexandria cerca de 2300
anos atras, foi formalizada no ano de 1975 por Benoit B. Mandelbrot (1924-2010). Contudo,
algumas das formas de fractais estudadas hoje ja eram vistas hd muito tempo (Mandelbrot et
al, 1988, pp. 2).

Segundo Filho (2015, pp. 20-31), George Cantor apresentou o conjunto que leva seu
nome em 1883, considerado como "uma das mais antigas constru¢des denominadas
patologicas encontradas na matematica". Em 1890, Giuseppe Peano apresentou uma curva
que "preenche o plano e passa por todos os pontos de uma determinada area". Para outro
exemplo, em 1891, David Hilbert publicou uma curva de preenchimento quadrangular. J4 em
1904, Niels Fabian Helge Von Koch publicou a Curva e a Ilha que levam o seu nome, sendo a
ilha construida a partir de um triangulo equildtero a partir do padrdo usado para construir a
Curva. Podemos também citar Karl Menger, que em 1926 apresentou a Esponja de Menger,
explorando o conceito de dimensao topoldgica, entre outros.

A mais recente contribuicdo — e talvez a mais importante — para a evolucdo da
Geometria Fractal, ¢ a de Mandelbrot, ja citado anteriormente. O matematico francés foi o
responsavel por cunhar o termo “fractal” e por agregar as caracteristicas dos fractais em uma
obra, o livro The Fractal Geometry of Nature de 1975. Em seu livro, ele discorre sobre a
dimensdo, simetria e divergéncia dos fractais, além dos objetos fractais de Cantor, Peano,
Koch, Sierpinski e Menger, entre outras ideias afins.

Para Mandelbrot (1983), varios padroes da Natureza sdo tdo irregulares e
fragmentados, que, comparados com a Geometria Euclidiana, a Natureza exibe ndo um nivel

mais alto, mas sim todo um nivel diferente de complexidade.

A existéncia desses padrdes nos desafia a estudar aquelas formas que a Geometria
Euclidiana deixa de lado como "sem forma", para investigar a morfologia dos
"amorfos". Os matematicos tém desprezado esse desafio, contudo, e cada vez mais
escolhido se afastar da natureza estudando teorias sem relagdo com nada que
podemos ver ou sentir (Mandelbrot, 1983, pp.40, traducao propria).
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Para o autor, os fractais se apresentam como um desafio pois vao na contra-mao dos
objetos da Geometria Euclidiana e isso desencoraja seu estudo por parte dos matematicos. De
fato, os fractais possuem caracteristicas que levam a uma total reconsideracdo das mais
elementares nogdes estabelecidas pela Geometria Euclidiana e esses aspectos em vez de

incitar a curiosidade podem, pelo contrario, desencorajar o seu estudo.

2.2 CARACTERISTICAS DOS FRACTAIS

O neologismo "fractal", cunhado por Mandelbrot em 1975, vem do adjetivo fractus do
Latim. Tem como correspondente o verbo frangere, que significa "quebrar, criar fragmentos
irregulares" (Mandelbrot, 1983, pp. 48, traducdo propria). Em um sentido técnico “um fractal
¢ um objeto que apresenta invaridncia na sua forma a medida que a escala, sob a qual o
mesmo ¢ analisado, ¢ alterada, mantendo-se a sua estrutura idéntica a original” (Miranda et al,
2008, pp.1).

Os fractais podem ser encontrados na natureza, como no padrdes das nuvens, nos raios
elétricos, na fisiologia animal, nos padrdes de flocos de neve, entre outras manifestagdes
naturais. Ademais podem ser artificialmente construidos através de sequéncias como o
Conjunto de Cantor, a Curva ¢ a Ilha de Koch e a Esponja de Menger, entre outros. As Figuras
1, 2 e 3 abaixo apresentam, respectivamente, um Romanesco, que possui padroes fractais,

raios elétricos captados na natureza e flocos de neve.

Figura 1 — Romanesco

Fonte: Site Garden Mania.!

! Disponivel em: <https://www.gardenmania.com.br/sementes-de-couve-flor-romanesco-meia-estacao>. Acesso
em: 20 set. 2024.
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Figura 2 — Raios elétricos

Fonte: Site Sistel Energia Confiavel.?

Figura 3 - Flocos de Neve

Fonte: Fotografia de Aaron Burden (2016).

As principais caracteristicas que determinam um objeto como fractal sdo a

autossemelhanga, a dimensao fractal e a complexidade infinita.

2.2.1 Autossemelhanca

A autossemelhanca dos fractais ¢ a ideia chave trazida no seu conceito técnico. E

2 Disponivel em: <https:/sistelenergiaconfiavel.com.br/raios-como-proteger-sua-casa-e-equipamentos/>. Acesso
em: 20 set. 2024.

3 Autor: Aaron Burdern. Licenciado por Unplash. Disponivel em: <https://unsplash.com/pt-br/fotografias/foto-
focada-de-um-floco-de-neve-5AiWn2U10cw>. Acesso em: 21 set. 2024.
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exatamente a invariancia na forma do objeto mesmo com a mudanca da escala utilizada para a
sua andlise, ou seja, independente da complexidade da figura sua estrutura ainda sera idéntica
a original. Na figura 4 abaixo, sdo apresentadas as quatro primeiras etapas da construg¢do da

Esponja de Menger, que ¢ construida a partir de um cubo.

Figura 4 - Esponja de Menger

Fonte: Site Epsilones.*

Além disso, como aponta Daga (2017, pp. 8), existem dois tipos de autossemelhanca
para os fractais: a aproximada e a exata. A autossemelhanga aproximada ¢ a que encontramos
nas manifestagdes da natureza, pois por mais que os elementos da estrutura sejam idénticos,
quando ampliados para analise se percebe que nao sdo réplicas perfeitas; enquanto que a

autossemelhanga exata é aquela alcangada apenas através de algoritmos.

2.2.2 Dimensao Fractal

Para entender a dimensdo dos fractais, ¢ interessante partir de uma nog¢do ja bem
conhecida — as dimensdes da Geometria Euclidiana (comprimento, largura e altura). A ideia
mais intuitiva da dimensdo na Geometria Euclidiana corresponde ao niimero minimo de
coordenadas que sdo necessarias para se especificar a localiza¢do de cada ponto de um objeto.
Nesta geometria, um ponto tem dimensao 0, uma linha tem dimensdo 1, uma superficie tem
dimensdo 2 e um espago tem dimensdo 3; que sdo numeros inteiros positivos. Isso nao
acontece na Geometria Fractal, que pode apresentar ndo s6 numeros inteiros como também

numeros fracionarios, que determinam o nivel de rugosidade de um fractal.

4 Disponivel em: <https://www.epsilones.com/material/curvas/035-esponja-menger-sec-m.jpg>. Acesso em: 21
set. 2024.
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De acordo com Daga (2017, pp. 9-10), utilizando-se a relacdo de Hausdorff-
Besicovitch, é possivel realizar o calculo da dimensao dos objetos fractais através da seguinte

férmula:

__log

1
log—

Nessa equacdo, D representa a dimensdo de Hausdorff-Besicovitch do fractal, logn ¢

o logaritmo natural de n, que ¢ o niumero de partes geradas no fractal, seu nivel de
: 1\ , . . . ~
complexidade e log (E) ¢ o logaritmo do inverso de R, que ¢ o fator de redugdo do fractal, ou

seja, o numero de vezes em que o padrao do fractal foi repetido.
Esta definicdo de dimensdo para fractais ¢ uma generalizacdo para o conceito que
temos de dimensdo da Geometria Euclidiana. Por exemplo, se um segmento de reta de

comprimento L ¢ dividido em  pedagos iguais de comprimento , temos que o numero de

partes geradas ¢ =- eo fatordereducdo ¢é = -. Consequentemente, pela definigao

L
. . - logn log (+ .
dada acima, uma reta tem dimensdo = —— = ﬁ = [, como seria de se esperar. De

forma andloga, mostra-se que a dimensdo de um quadrado ¢ 2 e de um cubo ¢ 3. Portanto,
para figuras geométricas usuais a definicdo dada acima coincide com o conceito intuitivo de
dimensdo euclidiana. Mas ela tem a grande vantagem de ser utilizavel em situagdes menos

usuais e intuitivas.
2.2.3 Complexidade infinita

A complexidade infinita dos fractais diz respeito a sua constru¢ao. Aos objetos fractais,

¢ possivel adicionar infinitos detalhes através da repetigdo do mesmo procedimento.

[...] o processo de geragdo de uma figura, definida como fractal decorre da mesma
figura encontra-se como sub-procedimento o proprio procedimento anteriormente
executado. Vale esclarecer que no caso da construcdo iterativa de um fractal
matematicamente definido, dispde-se de um numero infinito de procedimentos a
serem executados gerando-se assim uma estrutura infinitamente complexa. (Filho,

2015, pp. 50-51)
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Em suma, o detalhamento da estrutura de um fractal ndo diminui, ¢ sempre possivel

tornd-lo mais complexo.
2.3 EXEMPLOS DE FRACTAIS DE AUTOSSEMELHANCA EXATA

No livro The Fractal Geometry of Nature (1975), Mandelbrot se ocupa ndo somente de
apresentar as caracteristicas dessa nova geometria, como também de discutir trabalhos de
outros matematicos que apresentam autossemelhanca, dimensao fractal e complexidade
infinita. Dentre os fractais trazidos pelo autor, se destacam aqueles que sdo construidos a
partir de objetos da Geometria Euclidiana: Curva e Ilha de Koch, Esponja de Menger,
Conjunto e Poeira de Cantor e Tridngulo e Tapete de Sierpinski.

Como exposto anteriormente na secao 2.2.1, fractais de autossemelhanca exata sao
aqueles que sdo construidos a partir de padrdes artificiais, ou seja, de algoritmos. Os fractais
que serdo apresentados a seguir possuem autossemelhanca exata e sdo construidos a partir de

objetos da Geometria Euclidiana.
2.3.1 Curva e Ilha de Koch

Niels Fabian Helge Von Koch (1870-1924), matematico sueco, publicou as curvas que
levam seu nome em 1904. A primeira delas ¢ chamada Curva de Koch e tem como ponto de
partida um segmento de reta qualquer, com medida considerada unitdria. Esse segmento ¢
entdo dividido em 3 segmentos congruentes e, utilizando-os como marcadores, construimos
um tridngulo equilatero em cada segmento central suprimindo a base. Repete-se o processo

para cada novo segmento como mostrado na figura 5 abaixo.

Figura 5 — As cinco primeiras etapas da Curva de Koch

Fonte: Pagina “Koch curve from Cantor sets (paradox)” no site Mathematics Stack Exchange.’

5 Disponivel em: <https://math.stackexchange.com/questions/3005409/koch-curve-from-cantor-sets-paradox>.
Acesso em: 21 set. 2024.


https://math.stackexchange.com/questions/3005409/koch-curve-from-cantor-sets-paradox
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E facil calcular a dimensdo da Curva de Koch, graca a sua autossimilaridade. Como

. ~ s 1

em cada etapa, cada parte ¢ transformada em =4 partes e o fator de redugdo ¢ = 7
entdo pela formula de Hausdorff-Besicovitch para dimensdo do fractal concluimos que a

dimensio da Curva de Koch ¢ =% —1®
log (—) log (3)

1,26 . Note que a dimensdo nao ¢ um

nimero inteiro positivo.

A Tlha de Koch, também chamada de Floco de Neve de Koch, tem um ponto de partida
diferente da Curva. Para construi-la, comegamos com um tridngulo equildtero, estabelecendo
com antecedéncia que os lados tenham 1 unidade de medida. Divide-se entdo cada lado do

triangulo em 3 segmentos congruentes, posteriormente construindo tridngulos equilateros que
1
tenham o segmento central de cada lado, segmentos que medem 3 do lado, como base,

suprimindo-o em sequéncia. Repete-se o processo com cada tridngulo equilatero formado e

estd construida a Ilha de Koch, como mostrado na figura 6 abaixo.

Figura 6 - As cinco primeiras etapas da Ilha de Koch

Fonte: Site NRICH Millenium Mathematics Project.

As especificidades da Ilha de Koch permitem a analise das relagdes entre o nimero
correspondente a cada etapa da construgdo, o nimero de lados, a medida de cada lado e o
perimetro total.

Na primeira etapa, a etapa de numero zero, se tem um tridngulo equildtero e

determina-se que a medida de seus lados seja unitaria. Na segunda etapa, etapa de niimero 1,

¢ Disponivel em: <https:/nrich.maths.org/problems/koch-snowflake> Acesso em: 21. set. 2024.
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A 2 L] . e
constroem-se tridngulos equildteros de lado com medida J-ca cada lado ¢ adicionado um

novo tridngulo resultando em 4 novos lados substituindo cada lado do triangulo original.
Assim, para a etapa de ordem n, tem-se que o numero de lados ¢ dado pelo produto de 3 pela
poténcia de 4 elevado a n e a medida do comprimento de cada lado é dada pela divisdo de 1
pela poténcia de 3 elevado a n. O perimetro - ou o comprimento - da Ilha ¢ dado pelo produto
do nimero de lados pela medida de cada lado, que sdo iguais, uma vez que todos os lados sdao

congruentes. Veja se¢do 3.3.1 que trata das relagdes geométricas das Curvas de Koch.
2.3.2 Esponja de Menger

Karl Menger apresentou a Esponja que leva seu nome em 1926. A constru¢do da
esponja comega a partir de um cubo totalmente solido/preenchido, que pode ter lado medindo
1 unidade de comprimento, denominada fase 0, com nenhuma parte fractal gerada. Conforme
ilustrado na Figura 7 abaixo, a primeira etapa consiste de dividir cada face do cubo em nove
quadrados e retirar todos os cubos centralizados em cada face e o cubo central. A nova figura
desta primeira fase é formada por 20 cubos menores resultante da retirada dos 7 cubos do total

dos 27 formados da decomposi¢ao do cubo original.

Figura 7 - As quatro primeiras etapas da Esponja de Menger

Sy

Fonte: Site de Robert Dickau.”

7 Autor: Robert Dickau. Disponivel em: <https://www.robertdickau.com/sponge.html>. Acesso em: 22. set. 2024.
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O processo segue indefinidamente, conforme mostrada nas duas etapas seguintes

apresentadas na Figura 7 acima. Em relagdo ao volume de cada cubo, a cada etapa cada novo
1 . . I
cubo tem > do volume dos cubos anteriores. O volume total da Esponja, que tende a zero, ¢

resultado do produto do niimero de cubos pelo volume unitario dos cubos, ja que sdo todos
congruentes.

Para a primeira etapa, o cubo solido original passa a ser formado por 27 cubos
menores e desses sdo removidos o cubo central de cada face e o cubo central do cubo maior,
retirando-se 7 no total, restando 20 cubinhos. Na segunda etapa, cada cubo anterior se

transforma em 27 — 7 cubos e assim por diante. Em relagdo ao volume de cada cubo, a cada
1 . .
etapa, cada novo cubo tem > do volume do cubo anterior. O volume da Esponja em cada

fase ¢ resultado do produto do nimero de cubos pelo volume unitdrio dos cubos, ja que sdo

todos congruentes. O volume total da esponja tende a zero quanto mais avancada a fase.
2.3.3 Conjunto e Poeira de Cantor

O russo Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) apresentou dois objetos
que sdo construidos a partir objetos da Geometria Euclidiana, mas que possuem caracteristicas
fractais. Esses objetos sdo o Conjunto de Cantor e a Poeira de Cantor.

O Conjunto de Cantor ¢ construido a partir de um segmento de reta com 1 unidade de
comprimento (fase 0 de geragdo do fractal). Para a fase 1 de geragdo, o segmento ¢ dividido
em 3 segmentos menores congruentes (de mesma medida) e o segmento central (tergco médio)

¢ retirado da constru¢do. Com esse processo, restam na figura dois segmentos que tém

. ) 1 ) . .
comprimento igual a 3 cada, fazendo, assim, com que a figura tenha comprimento igual a

1

1 1 . . . ~
3355 Na fase seguinte (fase 2), os dois segmentos gerados na fase anterior sdo

subdivididos em trés segmentos congruentes menores ¢ o ter¢o médio de cada um € retirado.

Sy 1 . 1 x
Cada novo segmento tem medida igual a 3 do segmento anterior, portanto, 5 Como séo ao

S 1_4
todo quatro segmentos na fase 2, nessa fase a figura tem medida igual a 4 - Pl

A cada nova etapa, o Conjunto perde parte de seu comprimento e, a medida em que
fica mais complexo, tem seu comprimento cada vez mais proximo de zero. A figura 8 abaixo

apresenta as quatro primeiras etapas do Conjunto de Cantor.



Figura 8 - As quatro primeiras etapas do Conjunto de Cantor
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Fonte: Souza (2018).
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A Poeira de Cantor, por sua vez, ¢ construida a partir de um quadrado, também objeto

conhecido da Geometria Euclidiana. A fase 0 ¢ um quadrado de lado com medida igual a 1

unidade de comprimento, logo possui 1 unidade de area. Quando gerada a fase 1, o quadrado

da fase 0 ¢ dividido em 9 quadrados menores congruentes, sendo retirados o 2°, 0 4°, 0 5°, 0 6°

e 0 8°, restando apenas os quadrados localizados nos cantos da figura. A figura 9 apresenta as

cinco primeiras etapas da Poeira de Cantor.

Figura 9 - As cinco primeiras etapas da Poeira de Cantor

Fonte: Site de Robert Dickau.®

8 Disponivel em: <https://www.robertdickau.com/cantor.html>. Acesso em: 22. set. 2024.
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Cada novo quadrado tem medida de area igual a % da medida da &rea do quadrado da

fase anterior pois o lado mede um ter¢o do lado do quadrado da etapa anterior. Semelhante ao
que acontece com a Esponja de Menger, esse fractal tem a medida de sua area tendendo a

zero a medida em que se torna mais complexo.
2.3.4 Triangulo e Tapete de Sierpinski

O matematico polonés Wactaw Sierpinski (1882-1969) concebeu e apresentou dois
objetos fractais que levam o seu nome e sdo construidos a partir de objetos da Geometria
Euclidiana: o Triangulo e o Tapete de Sierpinski.

O Triangulo de Sierpinski, semelhante a Ilha de Koch, ¢ construido a partir de um
triangulo equilatero, porém em vez de se ocupar com os lados do tridngulo, a construcdo ¢

realizada retirando-se partes da superficie da figura. A construgdo comec¢a com um triangulo

de lado medindo 1 unidade de comprimento e area igual a ? unidades de area®. Para a fase 1,

o tridngulo original terd os lados divididos pela metade e quatro novos tridngulos serdo

formados a partir dessas divisGes e o tridngulo central sera retirado, restando os trés
A L A : A .1 .
triangulos dos vértices do triangulo da fase anterior. Cada novo triangulo tera " da area do

tridangulo anterior. As cinco primeiras etapas de constru¢do do Tridngulo de Sierpinski podem

ser observadas na figura 10.

Figura 10 - As cinco primeiras etapas do Tri@ngulo de Sierpinski

VoY

n=0 n=1 n=2 n=3 n=4

Fonte: Pagina “Fractalize: Modelagem Fractal nas Ciéncias ¢ Engenharias" do site da Universidade Federal de

Juiz de Fora.!o,

% A 4rea de um tridngulo equilatero ¢ dada pela formula A = ZT\E, onde | ¢ a medida do lado do tridngulo.

10 Disponivel em: <https://www2.ufjf.br/fractalize/2021/05/22/triangulo-de-sierpinski/>. Acesso em: 22 set.
2024.


https://www2.ufjf.br/fractalize
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O Tapete de Sierpinski é o fractal que se obtém aplicando o padrao da Esponja de
Menger em um quadrado. Dessa forma, esse fractal ¢ construido a partir de um quadrado de
lado medindo 1 unidade de comprimento e com area medindo 1 unidade de area,
consequentemente. Para a fase 1 de geragdo do fractal, o quadrado da fase 0 sera dividido em

9 quadrados menores congruentes, desses 9 o central sera retirado, restando 8 quadrados. A
. L 1 . .
area dos novos quadrados serd igual a 5 da area do quadrado da fase anterior. Esse processo

se repete em cada novo quadrado e a cada fase a superficie da figura diminui, ou seja, a area
da figura diminui indefinidamente, semelhante ao volume da Esponja. A constru¢do desse

fractal pode ser observada nas faces da Esponja de Menger na figura 7.
2.4. GEOMETRIA FRACTAL NA SALA DE AULA

A Geometria Fractal ¢ um dos campos da matematica que estuda aquilo que a
Geometria Euclidiana desconsidera. Nos momentos iniciais de qualquer curso de Geometria
Euclidiana, as figuras ndo convexas e/ou ndo regulares sdo descartadas como objetos de
estudo. A Geometria Euclidiana ¢ a que estd no curriculo da educacdo basica e ¢ também a

que se estuda de forma majoritaria nos cursos de formacao inicial de professores.

[...] durante séculos os conceitos da Geometria Euclidiana e de toda a filosofia que
envolve a matematica, foram os que melhor descreviam o mundo, porém, esses
conceitos sempre esbarravam em situagdes que a geometria classica ndo conseguia
mensurar. S6 com o advento da Geometria de Mandelbrot é que foi possivel

estruturar objetos que até entdo estavam a margem da geometria Euclidiana. (Filho,

2015, pp. 40)

Os fractais de autossemelhanca exata apresentam muitas caracteristicas que podem ser
abordadas na educacdo basica, trabalhando elementos dos diversos tdpicos do curriculo.
Podem ser realizadas atividades que exploram os algoritmos para determinar area, perimetro e
volume de objetos fractais de autossemelhanca exata, pode-se abordar sequéncias e
progressdes, também a propria geometria euclidiana no Floco de Neve de Koch, por exemplo,
e até mesmo a introdu¢do da noc¢do de limite com o volume da Esponja de Menger, que a
medida que se torna mais complexa, perde volume gradativamente, ou seja, seu volume tende

a zero, entre outras possibilidades.
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Para Carvalho (2005), a Geometria Fractal ndo pode ser classificada especificamente
em nenhuma das diversas tendéncias em educagdo matematica e tentar fazé-lo seria limitar o

potencial que ainda se esta a explorar, pois ¢ um campo de grande abrangéncia.

[...] a Geometria Fractal possui um carater local e global ao mesmo tempo. Esta
dualidade se revela quando ¢ explorada para tentar facilitar/favorecer a
aprendizagem de um topico em especifico, revelando sua acep¢do micro. Por outro
lado, pode estar imbricada em/por entre um todo maior, uma espécie de "pano de
fundo", assim como um tema transversal que deixa as especialidades livres para se

intercomunicar em uma acepg¢ao macro. (Carvalho, 2005, pp. 77)

O autor ainda defende que ¢ preciso considerar a matematica como uma ciéncia que
avanca junto com a sociedade, sendo para isso necessaria uma constante reavaliacdo das
prioridades para o seu ensino e desenvolvimento. Além disso, ¢ essencial tornar o ensino
tangivel para os estudantes, de forma que assuma significado ndo somente no momento em
que primeiro se engajam com o estudo, mas em qualquer que seja o nivel de ensino em que
estejam e também fora do contexto escolar, ao longo de suas vidas.

Uma geometria como a Fractal, presente em varias manifestacdes da natureza,
apresenta uma miriade de possibilidades de abordagens, incentiva a continuidade dos estudos
e promove uma mudanca na percep¢do de mundo dos estudantes. Uma vez que tenham
entrado em contato com os fractais e suas caracteristicas, nunca mais olhardao uma nuvem, um
raio ou a imagem das ramificagdes da bacia de um rio da mesma maneira.

Dessa forma, a abordagem da Geometria Fractal, em sala de aula, em qualquer nivel
da educagdo basica, possui o potencial para instigar o interesse dos estudantes pela
matematica e seus aspectos proprios, enquanto ciéncia, e pelas suas aplicacdes no mundo
concreto, o que vai ao encontro do que a BNCC estabelece como 2% competéncia geral da

educacao basica:

Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem propria das ciéncias,
incluindo a investigacdo, a reflexdo, a analise critica, a imaginagdo ¢ a criatividade,
para investigar causas, elaborar e testar hipdteses, formular e resolver problemas e
criar solugdes (inclusive tecnoldgicas) com base nos conhecimentos das diferentes

areas. (Brasil, 2018, pp. 9).

O estudo da Geometria Fractal ¢ um campo fértil para o desenvolvimento das

competéncias estabelecidas na BNCC, ao passo que possibilita aos alunos o acesso a um
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campo de estudo que se contrapde as ideias convencionais da geometria e favorece o contato

com figuras que instigam a curiosidade e desafiam os padrdes l6gicos estabelecidos, como,

por exemplo, figuras espaciais com volume nulo.

2.4.1 Geometria Fractal no Ensino Médio

O Ensino Médio ¢ a ultima etapa da educacdo basica, visando o preparo para a

insercdo na vida adulta, se volta para o aperfeicoamento das habilidades e o desenvolvimento

dos estudantes em diferentes aspectos. A Lei de Diretrizes e Bases da Educagdo Nacional, Lei

9.394/96, define como finalidades do Ensino Médio: a consolidagdo e o aprofundamento dos

conhecimentos adquiridos no ensino fundamental; a preparagdo basica para o trabalho e a

cidadania; o aprimoramento do educando como pessoa humana ¢ a compreensao dos

fundamentos cientifico-tecnoldgicos dos processos produtivos.

Na Educacao Matematica de Ensino Médio

[...] os estudantes devem consolidar os conhecimentos desenvolvidos na etapa
anterior e agregar novos, ampliando o leque de recursos para resolver problemas
mais complexos, que exijam maior reflexdo e abstragdo. Também devem construir
uma visdo mais integrada da Matematica, da Matematica com outras areas do

conhecimento e da aplicagdo da Matematica a realidade. (Brasil, 2018, pp. 47)

Essa etapa de ensino requer que o estudante amadureca a capacidade de abordar e

encarar o mundo com uma atitude de carater cientifico, com sensibilidade e criatividade.

Aprendendo a aprender para levar a cabo o proprio continuo processo de aperfeicoamento

enquanto pessoa humana.

Em seu papel formativo, a Matematica contribui para o desenvolvimento de
processos de pensamento e a aquisicdo de atitudes, cuja utilidade e alcance
transcendem o ambito da propria Matematica, podendo formar no aluno a
capacidade de resolver problemas genuinos, gerando habitos de investigagdo,
proporcionando confianga e desprendimento para analisar e enfrentar situagdes
novas, propiciando a formagdo de uma visdo ampla e cientifica da realidade,
percepgdo da beleza e da harmonia, o desenvolvimento da criatividade e de outras

capacidades pessoais. (Brasil, 1997, pp. 40)
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Nestas perspectivas preconizadas pelos Parametros Curriculares Nacionais e pela
BNCC, o estudo da Geometria Fractal favorece o desenvolvimento de uma visdo da
matematica e da realidade além das possibilitadas pela Geometria Euclidiana. Favorece
investigar padrdes encontrados nas mais diversas manifestacdes da natureza e, a0 mesmo
tempo, possibilita a articulacdo dos conhecimentos ja estudados na matematica com outras
areas do conhecimento, sempre despertando a curiosidade, a imaginacdo e a criatividade dos
estudantes.

Em relacdo as caracteristicas estritamente técnicas da Geometria Fractal, é possivel
trabalhar sequéncias e progressdes geométricas, perimetro e areas de figuras planas,
logaritmos e introduzir a no¢do de limite entre outros conteudos exigidos no curriculo do

Ensino Médio. Ademais, por conta de sua ampla abrangéncia,

A Geometria Fractal pode ser trabalhada de forma interdisciplinar nas escolas junto
com as disciplinas de Matematica, Biologia, Geografia, Ciéncias Naturais e Artes

com a finalidade de contextualizar os temas abordados em sala de aula. (Daga, 2017,

pp-7)

Dessa forma, trabalhar a Geometria Fractal na Educa¢do Basica torna possivel a
aproximacao das disciplinas através de atividades conjuntas, promovendo uma educagdo mais
integrada e completa para os alunos. A abordagem interdisciplinar da Geometria Fractal pode
fazé-los perceber que as disciplinas ndo sao fechadas e acabadas em si mesmas, mas sim parte

de um todo maior e que elas dialogam entre si.
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3 ANALISE TEORICA E DISCUSSAO

3.1 AMATEMATICA DO ENSINO MEDIO DE ACORDO COM A BNCC

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) da area de Matemdtica e suas
Tecnologias, referente ao Ensino Médio, estabelece que essa etapa deve consolidar, ampliar e
aprofundar as aprendizagens desenvolvidas na etapa anterior. Para isso, se propde a abordar os
conhecimentos estudados no Ensino Fundamental de forma mais inter-relacionada,
permitindo que os estudantes desenvolvam uma visdo mais integrada da Matematica ainda em
uma perspectiva de aplicagdo a realidade. (Brasil, 2018)

Diferente da etapa do Ensino Fundamental, essa etapa ndo tem suas habilidades
organizadas por ano (6° ao 9°) e sim por suas relagdes com cada uma das cinco competéncias

especificas de Matematica e suas Tecnologias para o Ensino Médio:

Quadro 1 — Competéncias Especificas de Matematica e suas Tecnologias

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar situacoes
em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da
Natureza e Humanas, das questdes socioecondmicas ou tecnologicas, divulgados por

diferentes meios, de modo a contribuir para uma formagao geral.

Propor ou participar de agdes para investigar desafios do mundo contemporaneo e
tomar decisdes éticas e socialmente responsaveis, com base na analise de problemas
2 | sociais, como os voltados a situacdes de saude, sustentabilidade, das implicagdes da
tecnologia no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando conceitos,

procedimentos e linguagens proprios da Matematica.

Utilizar estratégias, conceitos, definicdes e procedimentos matematicos para
interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando
a plausibilidade dos resultados ¢ a adequagdo das solugdes propostas, de modo a

construir argumentacao consistente.

Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes registros de
4 | representagdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico, computacional etc.), na

busca de solugdo e comunicagdo de resultados de problemas.
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Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades
matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacdo de padroes,
experimentacdes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de

uma demonstragdo cada vez mais formal na validagdo das referidas conjecturas.

Fonte: Brasil (2018).

A Matematica do Ensino Médio deve se comprometer em aproveitar todo o potencial
ja constituido pelos estudantes no Ensino Fundamental, ampliando o letramento matematico'!.
Para isso, novos conhecimentos especificos devem ser incorporados de forma a estimular
processos mais elaborados de reflexdo e de abstracdo, dando sustentacdo para que os
estudantes formulem e resolvam problemas de maneira mais autonoma utilizando diferentes
recursos matematicos (Brasil, 2018).

Nessa perspectiva, a BNCC preconiza que os estudantes devem desenvolver
habilidades relativas aos processos de investigagdo, constru¢do de modelos e resolucao de
problemas para concretizar os propositos anteriormente citados. Durante o processo de
desenvolvimento dessas habilidades, os estudantes deverdo ter como referéncia as habilidades
ja& desenvolvidas no Ensino Fundamental, no que diz respeito ao raciocinio, a representacao, a
comunicagdo e argumentagdo, para atingirem novos niveis de complexidade do pensamento e

do fazer matematico, sempre tendo como referéncia a realidade.

3.2 RELACOES ENTRE FRACTAIS DE AUTOSSEMELHANCA EXATA E O
CURRICULO DO ENSINO MEDIO DE MATEMATICA E SUAS TECNOLOGIAS

A Geometria Fractal ndo estd explicitamente presente como objeto de conhecimento
no curriculo da Educagdo Basica em comparagdo com a Geometria Euclidiana, porém pode
ser explorada de forma a desenvolver habilidades ja previstas na Base Nacional Comum
Curricular, em especial aquelas da area de Matematica e suas Tecnologias.

Os fractais gerados por algoritmos que os permitem atingir uma autossemelhanca
exata apresentam caracteristicas que podem ser estudadas a partir de nogdes e formulas ja
desenvolvidas a partir do estudo da Geometria Euclidiana. Tal estudo pode explorar as nogdes

de perimetro, area de figuras e volume de solidos, além de refor¢ar o dominio das

' A BNCC define Letramento Matemdtico como as competéncias e habilidades de raciocinar, representar, comunicar ¢

argumentar matematicamente, de modo a favorecer o estabelecimento de conjecturas, a formulagdo ¢ a resolugdo de
problemas em uma variedade de contextos, utilizando conceitos, procedimentos, fatos ¢  ferramentas matematicas (Brasil,
2018).
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propriedades da potenciagdo e operagdes com fracdes.

As habilidades da BNCC que podem justificar o estudo da Geometria Fractal sdo as
habilidades EM13MAT105, EM13MAT307, EM13MAT309 e a EM13MAT313.

A habilidade EM13MAT105 diz respeito a constru¢do de figuras e andlise de
elementos da natureza e de producdes humanas e se destaca dentre as demais por explicitar a
possibilidade de se estudar objetos fractais para desenvolvé-la (Brasil, 2018). Para essa
habilidade pode-se considerar a constru¢ao (tanto plana quanto espacial) dos fractais classicos
para analisar seus elementos e caracteristicas a luz dos contetidos da Geometria Euclidiana,
que sdo familiares aos alunos. Como os fractais que atingem uma autossemelhanca exata, ¢
possivel estudar seus perimetros e areas além de seus volumes utilizando férmulas conhecidas,
bastando apenas subdividi-los em figuras ou sélidos ja conhecidos.

A habilidade EM13MAT307 complementa a anteriormente citada, pois se refere ao
emprego de diferentes métodos para a obtengdo da medida da area de uma superficie e
deducao de expressdes de calculo (férmulas) para aplica-las em situagdes reais (Brasil, 2018).
Dessa forma, pode ser realizado um trabalho para deduzir féormulas que fornegam o perimetro,
a area ou o volume de um objeto fractal independentemente da quantidade de partes fractais
que foram geradas.

Na sequéncia, a habilidade EMI13MAT309 indica a resolu¢do e elaboracdo de
problemas que envolvam o célculo de areas totais e de volumes de prismas, pirdmides e
corpos redondos em situagdes reais (como o calculo do gasto de material para revestimento ou
pinturas de objetos cujos formatos sejam composi¢oes dos solidos estudados) (Brasil, 2018).
Para tanto, é possivel explorar objetos que se assemelhem aos fractais para calculo de
materiais a serem utilizados em sua construgao.

Por ultimo, a habilidade EM13MAT313, tem por intencao utilizar, quando necessario,
a notacdo cientifica para expressar uma medida, compreendendo as nocdes de algarismos
significativos e algarismos duvidosos, e reconhecendo que toda medida ¢ inevitavelmente
acompanhada de erro (Brasil, 2018). Esta pode ser desenvolvida a partir de problemas que
envolvam o célculo de perimetros, 4reas ou volumes de fractais com grande nimero de partes
fractais geradas em que seja necessdrio expressar tais medidas em notagdo cientifica por
apresentarem muitas casas decimais.

Tendo em vista o exposto, é possivel perceber que o curriculo da area de Matematica e
suas Tecnologias abre espago para que se explore a Geometria Fractal na etapa do Ensino
Meédio. O trabalho com essa area da matematica pode ser um desafio interessante para os

alunos, além de uma boa oportunidade para revisar e reforgar conteidos vistos na etapa do
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Ensino Fundamental, o que vai ao encontro do que preconiza a BNCC.

3.3 RELACOES GEOMETRICAS DE FRACTAIS DE AUTOSSEMELHANCA EXATA A
PARTIR DE ELEMENTOS DA GEOMETRIA EUCLIDIANA

Os fractais de autossemelhanga exata apresentam em suas constituigdes figuras e
solidos da Geometria Euclidiana. Para realizar seu estudo é interessante considera-los como a

unido de tridngulos, quadrados, cubos, entre outros.

3.3.1 Relacdes geométricas do Conjunto e da Poeira de Cantor

O Conjunto e a Poeira de Cantor sdo dois objetos fractais construidos a partir de
figuras da Geometria Euclidiana. O primeiro ¢ construido a partir de um segmento e o
segundo a partir de um quadrado. Com esses dois fractais é possivel explorar as nog¢des de
comprimento e area de figuras. A tabela 1 explora as relagdes geométricas do Conjunto de

Cantor, enquanto que a tabela 2 explora as relacdes geométricas da Poeira de Cantor.

Tabela 1 - Relagdes Geométricas do Conjunto de Cantor

Fase de geracgao do N° de segmentos Comprimento de Comprimento total
fractal (n) gerados cada segmento (u. ¢) do fractal (u. ¢)
0 1 1 1
I 2 1 2
3 3
2 4 l f
9 9
3 8 i E
27 27
: : : g
3 3

Fonte: autoria propria.
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No Conjunto de Cantor, o numero de segmentos a partir da fase 1 sera sempre um
multiplo de 2, pois como cada segmento ¢ subdividido em trés segmentos menores e desses
trés retira-se o segmento central, sempre sobram dois segmentos. Assim, na fase 1 sdo gerados
dois segmentos, na fase 2 sdo gerados quatro segmentos, na fase 3 sdo gerados oito segmentos

e assim sucessivamente. Dessa forma, o nimero de segmentos na fase n ¢ dado por 2 . O

) , . 1 .
comprimento dos segmentos em cada fase sera dado pela formula 3 » bois cada novo

. . . 1 . . .
segmento terd comprimento igual a 3 do segmento anterior. Para conseguir a formula que

fornece o comprimento total do Conjunto de Cantor basta multiplicar a expressdo que fornece

o nUmero de segmentos na fase n pela expressdo que fornece o comprimento de cada

. 1 2
segmento na mesma fase, ou seja, 2 - 3= (5) .

Tabela 2 - Relagdes Geométricas da Poeira de Cantor

Fase de geracéo do N©@ de quadrados Area dos quadrados | Area total do fractal
fractal (n) gerados (u.a) (u.a)
0 1 1 1
I 4 : 2
9 9
2 16 i 1—6
81 81
3 64 1 ol
729 729
: : : g
9 9

Fonte: autoria propria.

A Poeira de Cantor ¢ construida a partir de uma quadrado de lado medindo 1 unidade

de comprimento. Quando construida a fase 1, o quadrado da fase 0 ¢ dividido em 9 quadrados
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congruentes e retiram-se os quadrados do centro de cada linha e cada coluna, inclusive o
quadrado central, restando somente os quatro quadrados adjacentes aos vértices do quadrado
anterior. Assim, cada quadrado se tornara quatro novos quadrados quando ocorrer a mudanga
de fase. Na fase 0, temos um quadrado; na fase 1, temos 4 quadrados; na fase 2, temos 16
quadrados e assim sucessivamente, ou seja, o nimero de quadrados em uma determinada fase
serd dado pela enésima poténcia de 4 (4 ).

Como cada quadrado € dividido em nove quadrados congruentes, a area de cada novo

quadrado gerado serd igual a = da area do quadrado anterior. Dessa forma, na fase 1, a area

Ol Ok
Ol

de cada quadrado sera igual a = unidades de &rea; na fase 2, a &rea de cada quadrado serd

1

1 . . , . x
g = g ©assim por diante. Em suma, a area de cada quadrado serd dada pela expressdo T

Para expressar a relagdo que fornece a &rea total do fractal na enésima fase de geragéo,

basta multiplicar a expressdo que fornece o nlmero de quadrados gerados pela expressdo que

. L. ) 1 4
fornece a area de cada um deles na enésima fase, ou seja, 4 - o (5) .

3.3.2 Relacoes geométricas das Curvas de Koch

Como exposto anteriormente, as Curvas (ou Ilha) de Koch sdo figuras planas que sdo
construidas a partir de tridngulos equilateros. A construgdo se inicia a partir de um unico
triangulo equilatero. Para gerar o primeiro nivel basta dividir cada um dos lados do triangulo
em trés segmentos congruentes, €, entdo, tomar cada um dos segmentos centrais de cada lado
como o lado de um novo tridngulo equilatero, menor que o anterior. Esse procedimento pode
ser repetido indefinidamente e a cada nova repetigdo, a Ilha se assemelha cada vez mais a um
floco de neve.

Esse fractal ¢ formado a partir de uma figura conhecida da Geometria Euclidiana, o
que permite o estudo de suas relagdes geométricas. Na tabela 1 abaixo, sdo detalhadas as
quatro primeiras fases da Ilha e, a partir delas, identificada a regularidade para o numero de
lados, suas medidas e perimetro da Ilha, apresenta-se uma formula matematica que pode

determinar cada uma dessas relagdes para qualquer fase do fractal.
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Tabela 3 - Relagoes Geométricas da Ilha de Koch

Fase da geracio do fractal Numero de Me;l;((li(z)l do Perimetro/cong)l:‘;mento total da
(n) lados (u.c) (u.c)
0 3 1 3
1 12 E 4
3
1 16
9 3
1 1 64
3 192 — 192 . — =—
27 9 27 9
3.4 1 4
3 371

Fonte: autoria propria.

Para esse fractal em especifico, o nimero de lados sempre sera um multiplo de 3, pois

constroi-se a partir de um tridngulo, também serd um multiplo de 4, pois cada lado

transforma-se em quatro novos lados a medida que a figura se torna mais complexa. De forma

geral, o nimero de lado sempre serd dado por uma poténcia de 4 multiplicada por 3, ou seja,

3:4 . Em relacdo a medida de cada lado, temos que cada um deles serd dividido em trés

segmentos congruentes, entdo da fase 0 para a fase 1 o lado original serd dividido em

1 . .
segmentos de 3 de unidade de comprimento, da fase 1 para a fase 2, o que antes era um

1 1 . . . .
segmento de 3 serdo trés segmentos de 5 de unidade de comprimento e assim por diante.

Dessa forma, a medida do lado em qualquer uma das fases sera dada pelo inverso de uma
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. ) 1
poténcia de 3, ou seja, 3

Por fim, para determinar o perimetro da Ilha, basta multiplicar o nimero de lados pela

respectiva medida em cada fase e tendo como referéncia as duas formulas anteriores, temos:

3.4 4 4

3 3L3 31

3-4 ! _
3=

3.3.3 Relacdes geométricas da Esponja de Menger

A Esponja de Menger ¢ construida a partir de um cubo, um sélido geométrico
euclidiano. Quando estudando suas relagdes geométricas, ¢ possivel analisar a regularidade no
cubo, solido da Geometria Euclidiana. O estudo da Esponja considera o nimero de cubos, o
volume de cada um e o volume total do fractal.

Na Tabela 4 sdo apresentadas as relagdes geométricas da Esponja de Menger, onde sdo
correlacionados a fase de geracao do fractal com a quantidade de cubos gerados, o volume de

cada cubo e o volume total do fractal.

Tabela 4 — Relagdes geométricas da Esponja de Menger

Fase da geracio do fractal Numero de Volume dos cubos Volume total da Esponja

n) cubos (u.v) (u.v)
0 1 1 1
1 20 1 20

27 27
5 400 1 400

729 729
2 2000 1 8000

19683 19683
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1 20 20
20 il 2 (_>
33 33 27

Fonte: autoria propria.

A Esponja de Menger surge a partir de um cubo, a cada fase, o cubo ¢ dividido em
nove cubos menores e retiram-se o cubo menor central e os cubos menores centrais de cada
face. Na sequéncia, o processo ¢ repetido em cada novo cubo. O cubo da fase 0 ¢ dividido em
27 cubos menores dos quais se retiram 7, sobram 20. Cada um dos 20 ¢ dividido em 27 cubos
menores dos quais se retiram 7, sobrando 20, entdo cada cubo serd substituido por 20 cubos
menores. Assim, o numero de cubos de uma fase qualquer sera dado por uma poténcia de 20,
ou seja, 20 .

Quando da passagem de uma fase para a outra, cada cubo ¢ dividido em 27 cubos

menores. O volume unitario da fase 0 ¢ 1 unidade de volume, na fase 1 ¢ >7> ha fase 2 ¢

1 1 : . . s
S757 = 759 © assim sucessivamente. Deste modo, pode-se concluir que o volume unitario de

cada cubo em uma determinada fase sera dado pelo inverso de uma poténcia de 27, sendo a

expressao que fornece esse volume como mostrado a seguir:

1 1 1

27 (3 F

Por fim, o volume total da Esponja em cada fase sera dado pelo produto do numero de

cubos pelo volume de uma unidade:

20 <20)
3P \27
3.3.4 Relacdes geométricas do Tridngulo e do Tapete de Sierpinski

Os fractais de autossemelhanca exata de Sierpinski sdo construidos respectivamente a

partir de um tridngulo equilatero e de um quadrado, que sdo objetos da Geometria Euclidiana.
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Na tabela 5 sdo apresentadas as relagdes geométricas do Tridngulo de Sierpinski, em

que se relaciona a fase de geragdo do fractal com o numero de tridngulos gerados, a medida

do lado dos triangulos, a area dos triangulos e a area total do fractal.

Tabela 5 - Relagdes Geométricas do Tridngulo de Sierpinski

N° de Medida do lado , ,
Fase de geracao Area dos Area total do
tridAngulos dos triangulos
do fractal tridngulos (u.a) fractal (u.a)
gerados (u.c)
0 I I V3 V3
4 4
! 3 1 V3 3V3
2 16 16
5 9 1 V3 93
4 64 64
1
3 27 = 3 21V3
8 256 256
1 V3 33
n 3 —
2 4 +1 4 +1

Fonte: autoria propria.

O Triangulo de Sierpinski, como exposto anteriormente, ¢ construido a partir de um

triangulo equilatero. Na fase 1, o tridngulo da fase 0 ¢ subdividido em quatro tridngulos

equildteros congruentes e retira-se o triangulo central. Como cada tridngulo se torna em trés
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triangulos menores a cada fase, o numero de tridngulos em cada fase a partir da fase 1 serd um
multiplo de 3, especificamente uma poténcia de 3. Na fase 1, temos 3 tridngulos; na fase 2
temos 3 - 3 = 9 tridngulos; na fase 3, temos 9 -3 = 27 tridngulos; e assim indefinidamente,

ou seja, na enésima fase, teremos 3  tringulos.

A 1 . A : .
Cada novo triangulo tem " da area do tridngulo anterior. Nesse sentido, na fase 1, a

p ‘a p 3 ; ;o
area de cada tridngulo sera um quarto de % (ver nota de rodapé na pagina 28 que apresenta a

. . A e . V3 L1 V3 _ 38 .
formula da area de um triangulo equilatero), ou seja 1o ha fase 2, sera 7 16 = o> © assim
sucessivamente. Portanto, ¢ facil notar que a area de cada tridngulo serd dada pela formula

V3

4 +1°

No que diz respeito a area total do fractal, basta multiplicar a expressdo que fornece o

nUmero de tridngulos pela expressdo que fornece a area de cada um deles na enésima fase:

V3 343

+

N
[y

N
+
[Ey

A tabela 6 apresenta as relacdes geométricas do Tapete de Sierpinski, destacando, em

cada fase, o numero de quadrados gerados, a area de cada quadrado e a 4rea total do fractal.

Tabela 6 - Relagdes geométricas do Tapete de Sierpinski

Fase da geracio do Numero de quadrados Area dos quadrados Area total do tapete
fractal (n) gerados gerados (u.a)
(u.a)
0 1 1 1
1 8 1 8
9 9
2 64 i 6_4
81 81
; 512 L 512
729 729
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Fonte: autoria propria.

No Tapete de Sierpinski, a constru¢do se inicia a partir de um quadrado de lado
medindo 1 unidade de comprimento (u. c¢). O quadrado ¢ dividido, entdo, em nove quadrados
menores e deles retira-se o do centro. O processo ¢ repetido em cada um dos novos quadrados
menores.

Para determinar o niimero de quadrados em cada fase, basta perceber que cada
quadrado sera sempre dividido em nove quadrados menores e desses serd retirado um
quadrado, sobrando 8. O numero de quadrados serd sempre um multiplo de 8, mais
especificamente uma poténcia de 8 (8 ), pois da fase 0 para a fase 1 teremos 8 quadrados, da
fase 1 para a 2 teremos 8 - 8 = 64 e assim sucessivamente.

No diz respeito a area de cada quadrado, basta dividir a area anterior pela quantidade

de quadrados gerados, e como a quantidade de quadrados gerada ¢ multipla de 9, teremos que
. R . : 1
a expressao sera o inverso de uma poténcia qualquer de 9 ou seja, 5

A éarea total de cada fase do fractal serd dada pelo produto do niimero de quadrados
gerados pela respectiva area do quadrado da fase. Dessa forma, a expressdo da area total do

fractal sera:

3.4 PROPOSTAS DE ATIVIDADES PARA SALA DE AULA

As relagdes geométricas levantadas anteriormente podem ser trabalhadas em sala de
aula com alunos de nivel médio. Nessa etapa, os alunos devem ter a capacidade de identificar
a regularidade em cada um dos objetos fractais e generaliza-las através de formulas atendendo
ao que preconiza a BNCC, que determina que o Ensino Médio deve ser uma etapa para maior
abstragdo e reflexdo. Essa atividade também serve para revisar e reforcar contetidos da etapa

anterior (Ensino Fundamental).
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3.4.1 Sequéncia didatica de Geometria Fractal

A Geometria Fractal ndo estd prevista como objeto de conhecimento na BNCC, ainda
que seja citada em uma das habilidades previstas no curriculo de Matematica e suas
Tecnologias (EM13MAT105). A partir do levantamento e andlise teorica realizada nesta
pesquisa, elaborou-se como proposta de atividade uma sequéncia didatica de Geometria
Fractal voltada para o Ensino Médio. A sequéncia ¢ iniciada com uma aula introdutdria sobre
essa geometria, abordando sua evolucdo e caracteristicas dos seus objetos de estudo, seguida
por 6 aulas de estudo de fractais de autossemelhanca exata divididas em trés momentos:
estudo do Conjunto e da Poeira de Cantor; estudo do Tridngulo de Sierpinski e da Ilha de
Koch; e estudo do Tapete de Sierpinski e da Esponja de Menger. A ideia central dessa
sequéncia didatica € possibilitar que os alunos aprendam Geometria Fractal a partir do que ja
conhecem da Geometria Euclidiana a medida em que evidenciam as semelhancas e as
diferengas entre as duas.

As atividades foram organizadas por nivel de dificuldade, trabalhando primeiro
comprimento de segmentos e drea de quadrados, depois perimetro de figuras e area de
triangulos equilateros e, por ultimo, 4rea de quadrados e volume de cubos. Em especial,
optou-se por trabalhar o Tapete de Sierpinski com a Esponja de Menger porque o padrdo de

construgdo dos dois fractais é o0 mesmo.

3.4.2 Aula de introducao a Geometria Fractal

Antes de iniciar o estudo dos fractais classicos propriamente ditos, ¢ imprescindivel
que a Geometria Fractal seja apresentada para os alunos. A aula introdutoria deve apresentar a
evolucdo historica desta geometria, as contribui¢des dos estudiosos envolvidos em seu avango
e as caracteristicas especificas que os fractais possuem. Em especial, essa introdugdo deve ser
feita comparando a Geometria Fractal com a Geometria Euclidiana para que os alunos
percebam os aspectos em que elas divergem, pois o estudo deve ser realizado partindo de algo
familiar e ja bastante explorado por eles.

A aula introdutoria ndo precisa necessariamente ser sucedida no mesmo dia pelas aulas

seguintes, pode ser realizada em um primeiro encontro ¢ as demais em outro momento.
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3.4.3 Atividades com o Conjunto e a Poeira de Cantor

As atividades com o Conjunto e com a Poeira de Cantor devem ser feitas em duas
aulas, preferencialmente em sequéncia, no mesmo dia. As folhas de atividades a serem
entregues aos alunos foram disponibilizadas nos Apéndices B e C, respectivamente.

Primeiramente, os alunos deverdo construir as 4 primeiras etapas de cada um dos
fractais para entenderem como funcionam as etapas de constru¢do e possam perceber qual
regularidade rege cada grandeza apresentada na tabela. Em posse dessas informagdes, deverao,
entdo, preencher as lacunas nas tabelas para conseguir traduzir tais regularidades em
expressoes matematicas que fornecam as informagdes destacadas para qualquer fase de

geracdo dos fractais.

3.4.4 Atividades com as Curvas de Koch e o Triangulo de Sierpinski

As atividades com a Ilha de Koch e com o tridngulo de Sierpinski podem ser feitas em
duas partes, desenvolvidas em duas aulas preferencialmente, no mesmo dia ¢ em sequéncia.
As folhas de atividades a serem entregues aos alunos estdo detalhadas nos Apéndices D ¢ E.

No primeiro momento, os estudantes deverdo construir as 4 primeiras etapas da Ilha
para que se familiarizem com o objeto, identificando sua regularidade. Depois, na sequéncia,
deverdo coletar informagdes a respeito do niumero de lados, as medidas desses lados € o
comprimento/perimetro total da Ilha e identificar o padrdao dessas relagdes e a partir dele
desenvolver uma féormula para cada uma delas e que sirva a qualquer etapa da Ilha.

Com o Triangulo de Sierpinski ndo ¢ diferente. Os alunos deverdo construir as quatro
primeiras etapas do fractal para aprender sobre sua regularidade e o padrao que rege cada uma
das grandezas apresentadas na tabela de relagdes geométricas. A partir disso, deverdo ser
capazes de traduzir tais regularidades em expressdes matematicas que fornecerdo os valores

para qualquer fase de construgao do fractal.

3.4.5 Atividades com o Tapete de Sierpinski e a Esponja de Menger

A proposta de atividade com o Tapete de Sierpinski e a Esponja de Menger ¢
semelhante as atividade anteriores. Essa atividade também serd em 2 partes, em duas aulas,
preferencialmente em sequéncia. As folhas de atividades propostas estdo detalhadas nos

Apéndices F e G.
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Na primeira parte, os estudantes deverdo construir as 4 primeiras etapas do Tapete de
Sierpinski. Na sequéncia, deverao coletar informagdes a partir das constru¢des que realizaram
e preencher uma tabela que pede as relagdes entre cada etapa e o numero de quadrados
correspondente a quantidade de quadrados, a area desses quadrados ¢ a area total do fractal;
feito isso deverdo identificar o padrao presente em cada uma das relacdes ¢ a partir dele
desenvolver uma féormula para cada uma delas e que sirva a qualquer etapa do Tapete.

Para a segunda parte, os alunos podem receber uma impressdo com imagens da
Esponja de Menger ou podem construir as primeiras fases e, a partir disso, perceberem a
regularidade de construcdo da Esponja. Com essas regularidades em mente, os alunos deverao
preencher a tabela de relagdes geométricas da Esponja de Menger e realizar uma

generalizacdo das expressdes que encontraram para as fases.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

A Geometria Fractal ¢ uma geometria que comecgou a ser estudada muito recentemente
em contraposi¢cdo a Geometria Euclidiana, que ¢ estudada desde a antiguidade e est4 prevista
no curriculo da Educacdo Basica. A primeira se caracteriza como a geometria da natureza, se
propondo a estudar objetos que a Euclidiana descarta por serem “sem forma”.

Os fractais sdo objetos de complexidade infinita e autossemelhanga, apresentando uma
regularidade especifica que se repete indefinidamente. Em especial, em relagdo a esta ltima,
existem os fractais de autossemelhanca ndo exata, os encontrados na natureza, ¢ os de
autossemelhanga exata, que sdo determinados a partir de algoritmos. Essa geometria chama a
aten¢do e tem potencial para sensibilizar a percepcdo de quem se propde a estuda-la e pode
ser um trunfo no ensino de matematica no Ensino Médio.

A Base Nacional Comum Curricular ndo traz os elementos da Geometria Fractal como
objeto de conhecimento, mas algumas habilidades podem ser desenvolvidas a partir do estudo
dessa geometria, em especial as habilidades EM13MAT105, EM13MAT307, EM13MAT309 e
a EM13MAT313 do curriculo de Matematica e suas Tecnologias (etapa do Ensino Médio).

Alguns fractais de autossemelhanga exata (Conjunto e Poeira de Cantor, Curva e Ilha
de Koch, Esponja de Menger, Triangulo e Tapete de Sierpinski entre outros) sdo compostos
por formas da Geometria Euclidiana e esse aspecto possibilita o seu estudo a partir destas.
Como no processo de aprendizagem ¢ interessante partir de conhecimentos prévios para se
iniciar a constru¢do de novos conhecimentos, ¢ possivel estudar as relacdes geométricas de
fractais de autossemelhanca exata a partir de formas euclidianas em sala de aula. O estudo
quando assim realizado oportuniza a revisdo e refor¢o de contedos da etapa do Ensino
Fundamental e o desenvolvimento de um pensamento matematico mais complexo, objetivo da
etapa do Ensino Médio como estabelece a BNCC.

Nessa perspectiva, a Geometria Fractal tende a potencializar o ensino da matematica,
agucando o pensar matematico dos alunos e os sensibilizando a abrangéncia dessa area do
conhecimento.

A presente pesquisa se preocupou em analisar como a Geometria Fractal pode ser
abordada no Ensino Médio e como pode contribuir para a aprendizagem de contetidos
previstos no curriculo, porém o estudo sobre o ensino dessa geometria ndo se encerra com ela.
Outras pesquisas podem ser realizadas investigando a abordagem no Ensino Fundamental
dentro do curriculo da propria matematica ou de outras disciplinas ou até mesmo de forma

interdisciplinar.
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APENDICE A - SEQUENCIA DIDATICA DE GEOMETRIA FRACTAL

SEQUENCIA DIDATICA: GEOMETRIA FRACTAL

Tema: As semelhangas e diferengas entre Geometria Euclidiana e Geometria Fractal.
Série: 1° ano do Ensino Médio.

Contetidos Prévios: Elementos de Geometria Euclidiana (plana e espacial): elementos e
propriedades de poligonos, célculo de area de poligonos, elementos e propriedades de solidos,

calculo de volume de solidos.

Conteudos: Evolugdo historica da Geometria Fractal, caracteristicas dos fractais
(autossemelhanca, dimensao fractal e complexidade infinita); fractais de autossemelhanca

exata de destaque.
Habilidades BNCC:

e (EMI3MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtengdo da medida da area de
uma superficie (reconfiguragdes, aproximacao por cortes etc.) e deduzir expressoes de
calculo para aplica-las em situagdes reais (como o remanejamento e a distribuicao de
plantagdes, entre outros), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

e (EMI3MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de areas
totais e de volumes de prismas, piramides e corpos redondos em situagdes reais (como
o célculo do gasto de material para revestimento ou pinturas de objetos cujos formatos

sejam composi¢des dos solidos estudados), com ou sem apoio de tecnologias digitais.
Objetivos de aprendizagem:

e Compreender o processo histérico do desenvolvimento da Geometria Fractal,

e Identificar as caracteristicas dos fractais (autossemelhanga, dimensdo fractal e
complexidade infinita);

e Explorar as caracteristicas do Conjunto e da Poeira de Cantor, das Curvas de Koch, do
Triangulo e do Tapete de Sierpinski e da Esponja de Menger, fractais de
autossemelhanga exata;

e Perceber as diferengas entre a Geometria Euclidiana ¢ a Geometria Fractal e a

importancia destas para a Matematica e para a sociedade.

Organizacao da turma: Individual para a aula 1 e duplas para as demais.
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Tempo de aula: 7 aulas de 50 minutos.

Recursos: Listas de atividades (Conjunto de Cantor, Poeira de Cantor, Ilha de Koch,
Triangulo de Sierpinski, Tapete de Sierpinski e Esponja de Menger), retroprojetor, slides para
apresentacdo, quadro de acrilico, folhas A4, caderno, pincéis coloridos para folha de papel,

réguas, caneta e lapis para anotagoes.
Desenvolvimento:

Aula 1 (Introducdo a Geometria Fractal):

1. Iniciar discussdo sobre a geometria trabalhada na Educagdo Bésica. Professor, questione a
respeito do objeto de estudo dessa geometria, questione o qudo abrangente ela ¢ em relacao
aos fendmenos da realidade. Relembre os estudantes sobre regularidade e convexidade,
caracteristicas centrais no estudo da Geometria Euclidiana. Incentivar os alunos para que
facam anotacdes das ideias abordadas nesta 1 aula e nas seguintes.

2. Apresentar imagens de nuvens, folhas de plantas, bacias hidrograficas de rios, raios
elétricos e flocos de neve entre outros. Questionar aos alunos se a geometria que eles
conhecem estuda tais fenomenos da natureza. Peca aos alunos para que identifiquem as
caracteristicas semelhantes dos objetos das imagens.

3. Apresentar a definicdo de Geometria Fractal e abordar sua evolugdo histérica em
comparacdo com a da Geometria Euclidiana, citando os matematicos que a estudaram,
incentivando a reflexdo acerca do que caracteriza os fractais (autossemelhanga, dimensao
fractal e complexidade infinita). Para tratar da complexidade infinita, utilize imagens de
algumas obras do artista holandés M. C. Escher, se assim o desejar. Exemplificar aplicagdes
da Geometria Fractal: na medicina, na hidrografia, etc.

4. Questionar aos alunos se a autossemelhanca nos fractais da natureza é exata e, caso
concluam que ndo ¢, questiona-los se ¢ possivel alcancar autossemelhanca exata a partir de
algoritmos. Apresentar, entdo, os fractais cldssicos a serem estudados: Curvas de Koch e
Esponja de Menger.

5. Encerrar com uma sintese dos topicos ¢ ideias abordadas na aula e comentar a respeito das
atividades que serdo propostas nas aulas seguintes e que tem como objetivo fazer com os

alunos percebam a diferenca no nivel de complexidade entre as duas geometrias.

Aulas 2 e 3:
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1. Iniciar a aula apresentando as atividades propostas (Apéndice B e C que correspondem ao
Conjunto e a Poeira de Cantor, respectivamente), estabelecendo contrato didatico com os
alunos para que estas sejam completamente realizadas até o fim da aula.

2. Relembrar os conceitos-chave da aula introdutéria e iniciar discussdo acerca das
caracteristicas, se semelhantes ou divergentes, das Geometrias Euclidiana e Fractal.

3. Distribuir as folhas A4 e as listas de atividades entre as duplas e orientar os alunos na
realizacdo da atividade.

4. Com as atividades realizadas, iniciar uma breve discussdo acerca dos elementos de
Geometria Fractal e dos elementos de Geometria Euclidiana que os alunos trabalharam na
atividade e incentiva-los para que compartilhem suas percepgdes a respeito deles. Encerrar a
aula com uma sintese do que foi trabalhado até o momento e comentar sobre a atividade da

aula seguinte.

Aulas 4 e 5:

1. Iniciar a aula apresentando as atividades propostas (Apéndices D e E que correspondem a
IlTha de Koch e ao Triangulo de Sierpinski, respectivamente), estabelecendo contrato didatico
com os alunos para que estas sejam completamente realizadas até o fim da aula.

2. Relembrar as discussdes das aulas anteriores e explicar aos alunos que, semelhante as
atividades das aulas anteriores, as atividades da aula trabalhardo com perimetro ¢ area de
fractais, mas fractais construidos a partir de tridngulos equilateros.

3. Distribuir as folhas A4 e as listas de atividades entre as duplas e orientar os alunos na
realizacdo da atividade.

4. Encerrar com uma sintese dos topicos e ideias abordadas na aula e comentar a respeito das

atividades que serdo propostas nas aulas seguintes.

Aulas 6 e 7:

1. Iniciar a aula relembrando as aulas anteriores, de como as nog¢oes e formulas da Geometria
Eucliadiana foram usadas para interpretar os fractais Conjunto e Poeira de Cantor, Ilha de

Koch e Tridngulo de Sierpinski.

2. Apresentar as atividades propostas (Apéndices F e G que correspondem ao Tapete de
Sierpinski e a Esponja de Menger, respectivamente), estabelecendo contrato didatico com os

alunos para que estas sejam completamente realizadas até o fim da aula.
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3. Relembrar as discussdes das aulas anteriores e explicar aos alunos que as atividades da

aula trabalhardo com area e volume de fractais.

4. Distribuir as folhas A4 e as listas de atividades entre as duplas e orientar os alunos na

realizacdo da atividade.

5. Com a atividade completamente realizada, incentivar os alunos para que compartilhem
suas impressoes da atividade e também de todo o trabalho realizado com Geometria Fractal,

avaliando o quao produtivo foi na visdo deles.

Avaliacdo: A avaliagdo de aprendizagem deverd levar em conta aspectos qualitativos e
quantitativos. Os aspectos qualitativos a serem considerados serdo a participacdo nas
discussdes, comunicagdo aluno-aluno e aluno-professor e organizagdo do trabalho em dupla,
enquanto que os aspectos qualitativos serdo a organizacdo e a realizacdo das atividades

propostas.

Referéncias
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APENDICE B — ATIVIDADE 01 - COMPRIMENTO DO CONJUNTO DE CANTOR

ATIVIDADE DE GEOMETRIA FRACTAL — COMPRIMENTO DO CONJUNTO DE

CANTOR

1. Construa manualmente as quatro primeiras etapas do Conjunto de Cantor com o material

que foi disponibilizado.

2. Faga a analise da construgdo que vocé realizou para coletar a informagdes que preenchem

as quatro primeiras linhas da tabela de Relagdes Geométricas do Conjunto de Cantor. Com as

informagdes coletadas, vocé deverd identificar o padrdo que rege cada uma dessas relagdes.

Cada um desses padroes se traduz nas féormulas que completam as lacunas da ultima linha.

Observacdo: considere que o comprimento do segmento tem 1 unidade de medida de

comprimento (1 u.c.).

Relacdes geométricas do Conjunto de Cantor

Fase da geraciao Nimero de Comprimento do segmento Comprimento total do Conjunto
segmentos . . . .
do fractal (n) (unidades de comprimento) (unidades de comprimento)
gerados
0
1
2
3
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APENDICE C — ATIVIDADE 02 — AREA DA POEIRA DE CANTOR

ATIVIDADE DE GEOMETRIA FRACTAL — AREA DA POEIRA DE CANTOR

1. Construa manualmente as quatro primeiras etapas da Poeira de Cantor com o material que

foi disponibilizado.

2. Faga a analise da construgdo que vocé realizou para coletar a informagdes que preenchem
as quatro primeiras linhas da tabela de Relagdes Geométricas da Poeira de Cantor. Com as
informagdes coletadas, vocé deverd identificar o padrdo que rege cada uma dessas relagdes.
Cada um desses padroes se traduz nas féormulas que completam as lacunas da ultima linha.
Observacdo: considere que o lado do quadrado da fase O tem 1 unidade de medida de

comprimento (1 u.c.).

Relagdes geométricas da Poeira de Cantor

Area dos
Fase da geracio do Numero de quadrados quadrados Area total do fractal (unidades
fractal (n) gerados (unidades de de area)
area)
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APENDICE D — ATIVIDADE 03 - PERIMETRO DA ILHA DE KOCH

ATIVIDADE DE GEOMETRIA FRACTAL — PERIMETRO DA ILHA DE KOCH

1. Construa manualmente as quatro primeiras etapas da Ilha de Koch com o material que foi

disponibilizado.

2. Faga a analise da construgdo que vocé realizou para coletar a informagdes que preenchem
as quatro primeiras linhas da tabela de Relagdes geométricas da Ilha de Koch. Com as
informagdes coletadas, vocé deverd identificar o padrdo que rege cada uma dessas relagdes.
Cada um desses padroes se traduz nas féormulas que completam as lacunas da ultima linha.

Observacao: considere que os lados do tridangulo tém 1 unidade de medida de comprimento (1

u.c.).
Relagdes geométricas da Ilha de Koch
Fase da geracio | Numero de Medida dos lados Perimetro/comprimento total da Ilha
do fractal (n) lados (unidades de comprimento) (unidades de comprimento)
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APENDICE E — ATIVIDADE 04 - AREA DO TRIANGULO DE SIERPINSKI

ATIVIDADE DE GEOMETRIA FRACTAL — AREA DO TRIANGULO DE SIERPINSKI

1. Construa manualmente o comportamento do Tapete de Sierpinski nas quatro primeiras

etapas com o material que foi disponibilizado.

2. Faga a analise da construgdo que vocé realizou para coletar as informagdes que preenchem

as quatro primeiras linhas da tabela de Relagdes Geométricas do Tapete de Sierpinski. Com as

informagdes coletadas, vocé deverd identificar o padrdo que rege cada uma dessas relagdes.

Cada um desses padrdes se traduz nas féormulas que completam as lacunas da ultima linha.

Observagao: considere que os lados do tapete tém 1 unidade de medida de comprimento (1

u.c.).

Relacdes geométricas das faces da Esponja de Menger

Fase da geracio do
fractal (n)

Numero de
quadrados gerados

Area dos quadrados gerados
(unidades de area)

Area total da
face (unidades de area)
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APENDICE F — ATIVIDADE 05 — AREA DO TAPETE DE SIERPINSKI

ATIVIDADE DE GEOMETRIA FRACTAL — AREA DO TAPETE DE SIERPINSKI

1. Construa manualmente o comportamento do Tapete de Sierpinski nas quatro primeiras

etapas com o material que foi disponibilizado.

2. Faga a analise da construgdo que vocé realizou para coletar as informagdes que preenchem
as quatro primeiras linhas da tabela de Relagdes Geométricas do Tapete de Sierpinski. Com as
informagdes coletadas, vocé deverd identificar o padrdo que rege cada uma dessas relagdes.
Cada um desses padrdes se traduz nas féormulas que completam as lacunas da ultima linha.
Observagdo: considere que o lado do quadrado da fase 0 tem 1 unidade de medida de

comprimento (1 u.c.).

Relagdes geométricas do Tapete de Sierpinski

) Area total do
Fase da geracio do Nimero de quadrados Area dos quadrados gerados Tapete
fractal (n) gerados (unidades de area) (unidades de
area)




59

APENDICE G — ATIVIDADE 06 - VOLUME DA ESPONJA DE MENGER

ATIVIDADE DE GEOMETRIA FRACTAL — VOLUME DA ESPONJA DE MENGER

1. Construa manualmente as quatro primeiras etapas da Esponja de Menger com o material

que foi disponibilizado.

2. Faga a analise da construgdo que vocé realizou para coletar a informagdes que preenchem

as quatro primeiras linhas da tabela de Relagdes geométricas da Esponja de Menger. Com as

informagdes coletadas, vocé deverd identificar o padrdo que rege cada uma dessas relagdes.

Cada um desses padroes se traduz nas féormulas que completam as lacunas da ultima linha.

Observacdo: considere que os lados do cubo tém 1 unidade de medida de comprimento (1

u.c.).

Relagdes geométricas da Esponja de Menger

Fase da geracio do
fractal (n)

Numero de
cubos

Volume dos cubos (unidades
de volume)

Volume total da Esponja
(unidades de volume)
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