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“A natureza € um enorme jogo de xadrez disputado por deuses, e que temos o privilégio de
observar. As regras do jogo sio o que chamamos de fisica fundamental, e compreender
essas regras ¢ a nossa meta”

(Richard Feynman)



RESUMO

A linguagem matematica aliada a uma estratégia de modelagem computacional para fins
didaticos e uso de tecnologias de informagao e comunicac¢ao (TICs) podem contribuir de
forma significativa para o ensino de Fisica. Neste contexto, apresentamos uma proposta
didética para o ensino de circuitos elétricos com resistores (R), indutores (L) e capacitores
(C) voltados para o ensino de fisica basica que utiliza a plataforma Jupyter Notebook e
a linguagem de programacao Python para tornar o aprendizado mais interativo, pratico
e eficaz. A proposta didatica foi dividida nos seguintes momentos: (i) fundamentos
tedricos - onde sao introduzidos os conceitos fundamentais dos circuitos RC, RL, LC
e RLC; (ii) ambiente de desenvolvimento que é a etapa de configuragdo do ambiente
de programacao no Jupyter Notebook usando Python e principais bibliotecas tais como
NumPy, SciPy e Matplotlib para andlise dos dados e visualizacao; (iii) exemplos resolvidos
- apresentacao de exemplos praticos de resolucao passo a passo para o entendimento de
circuitos RLC, incluindo a aplicacdo de métodos analiticos e numéricos. Essa etapa permite
aos estudantes a visualizagao dos resultados por meio de graficos; (iv) atividades praticas
- fase de implementagao do algoritmo para anélise desses circuitos; (v) avaliagao - para
avaliar o progresso dos alunos, serao realizados testes praticos e exercicios em projetos
individuais ou em grupo que apliquem os conceitos aprendidos. Discussoes em féruns
online ou em sala de aula promoverao a colaboragao e o aprendizado mutuo. Essa proposta
didatica oferece uma abordagem inovadora e eficaz para o ensino de circuitos elétricos
RLC combinando teoria, programacao e aplicacdo pratica, preparando os alunos para

enfrentar desafios reais e modernos em suas futuras carreiras.

Palavras-chaves: circuitos RLC; ensino de fisica; python; jupyter notebook.



ABSTRACT

Mathematical language combined with a computational modeling strategy for teaching
purposes and using information and communication technologies (ICTs) can contribute
significantly to the teaching of Physics. In this context, we present a didactic proposal
for teaching electrical circuits with resistors (R), inductors (L), and capacitors (C) aimed
at teaching basic physics that uses the Jupyter Notebook platform and the Python
programming language to make more interactive, practical and effective learning. The
didactic proposal was divided into the following moments: (i) theoretical foundations -
where the fundamental concepts of the RC, RL, LC and RLC circuits are introduced; (ii)
development environment, which is the stage of configuring the programming environment
in Jupyter Notebook using Python and main libraries such as NumPy, SciPy and Matplotlib
for data analysis and visualization; (iii) solved examples - presentation of practical examples
of step-by-step resolution for understanding RLC circuits, including the application of
analytical and numerical methods. This step allows students to visualize the results through
graphs; (iv) practical activities - implementation phase of the algorithm for analyzing these
circuits; (v) assessment - to assess students’ progress, practical tests, and exercises will be
carried out in individual or group projects that apply the concepts learned. Discussions in
online forums or classes will promote collaboration and mutual learning. This didactic
proposal offers an innovative and effective approach to teaching RLC electrical circuits,
combining theory, programming, and practical application, preparing students to face

real-world challenges in their future careers.

Keywords: RLC circuits; physics teaching; python; jupyter notebook.
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1 INTRODUCAO

O eletromagnetismo representa uma interagdo fundamental na natureza, com
influéncia em escalas tanto macroscépicas quanto microscépicas. E responsdvel pela
estrutura da matéria e por grande parte dos fendmenos fisicos presentes em nossa vida
cotidiana, os quais possuem natureza elétrica. Na evolucao da fisica, a teoria classica
da interacao eletromagnética, proposta por Maxwell (1831-1879), desempenha um papel
central ao unificar conceitos com a ética, revelando a natureza ondulatéria da luz como uma
manifestacao do campo eletromagnético. Durante o século XVIII, os conhecimentos sobre
eletricidade e magnetismo eram rudimentares em laboratérios, mas no inicio do século
XIX, ocorreram avancos significativos, como os trabalhos de Faraday sobre fenomenos de
inducao eletromagnética e a formulacao das renomadas equacoes do eletromagnetismo

classico de Maxwell.

As teorias de circuitos elétricos e eletromagnetismo sao os dois pilares fundamentais
sobre os quais se apoiam, por exemplo, todos os campos da engenharia elétrica. Muitos
ramos desta area da engenharia, como geracao de energia, maquinas elétricas, controle,
eletronica, comunicagoes e instrumentagao, tém como base a teoria dos circuitos. Na area
das instalacoes prediais e industriais todas as cargas elétricas, também conhecidas como
consumidores de energia na literatura técnica de engenharia, sao basicamente compostas
por resisténcias, capacitancias e indutancias. O estudo e andlise da influéncia de cada
uma dessas grandezas elétricas é crucial para o uso consciente de energia, conservagao de

recursos, seguranca no trabalho e economia.

Para uma compreensao abrangente do comportamento dindmico da tensao e cor-
rente, é necessario realizar a modelagem matematica de um circuito, ou seja, transformar
um circuito elétrico em uma representacao matematica que possa ser estudada teodrica e
computacionalmente. Portanto, a teoria de circuitos elétricos é de extrema importancia
para estudantes dentro desse campo, representando um ponto de partida excelente para
quem esta ingressando na area. Além disso, tais conhecimentos também se estendem aos
estudantes que se especializam em outras areas das ciéncias fisicas, pois os circuitos servem
como um excelente modelo para o estudo de sistemas de energia em geral, englobando
matematica aplicada, fisica e topologia em seu escopo (ALEXANDER; SADIKU, 2013;
BOYLESTAD, 2012; OGATA; SEVERO, 2010).

Vérios livros bésicos da area de engenharia (ALEXANDER; SADIKU, 2013) e
fisica basica (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 2016; NUSSENZVEIG, 2015) discutem
circuitos elétricos com componentes resistivos (R), capacitivos (C) e indutivos (L) dispostos
em série e em paralelo. Quando o circuito é composto pelos trés componentes, denominamos

de circuito RLC que também pode ser constituido por dois desses elementos, tais como
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circuito RC e RL.

A compreensao e andlise desses circuitos sao essenciais para o projeto e a otimizagao
de sistemas eletronicos. Eles sdo amplamente utilizados em &areas como eletronica de

poténcia, sistemas de comunicagao, controle de processos e circuitos de radio, TV e outros.

Os circuitos do tipo RLC sao descritos por equacoes diferenciais que levam em
conta as condicoes iniciais de carga nos elementos de armazenamento de energia em
funcdo do tempo. O estudo e andlise do comportamento geral desses circuitos sao
complexos e exigem conhecimentos s6lidos em nimeros complexos, teoria de circuitos
elétricos, técnicas de primitivacdo, equagoes diferenciais ordindrias e, em algumas situagoes,
equagoes diferenciais parciais. Em alguns casos, podemos ter sistemas que sdo modelados
por equagoes diferenciais que sdo muito complicadas de serem resolvidas analiticamente

ou mesmo, requerem solugdes tediosas que consomem muito tempo para serem resolvidas.

Assim, métodos aproximados podem ser aplicados e resolvidos computacionalmente.
A solugdo numérica é uma ferramenta poderosa para explorar diferentes cenarios e analisar
o comportamento dos circuitos RLC em condigoes variadas, possibilitando estudar os
efeitos de pardmetros diferentes, como valores de componentes, frequéncias de entrada
e condigoes iniciais. Além disso, a simulacao de tais sistemas nos permite visualizar os

resultados e obter uma visao intuitiva do comportamento dos circuitos.

Os métodos numéricos aproximados geralmente envolvem procedimentos iterativos
que encontram suas solugoes mais diretas por meio da aplicacdo de linguagens matematicas
ou de programacao. Nos ultimos anos a linguagem de programacao Python tem atraido
atencao notavel devido a sua simplicidade e adaptabilidade. Python tem sido amplamente
utilizado no desenvolvimento de uma ampla gama de solugdes de software cientifico devido

a sua vasta biblioteca (LANGTANGEN, 2008).

Tendo em vista a importancia do estudo de circuitos RLC e aplicagoes, aliado a
um certo grau de dificuldade de aprendizagem nesse topico, reportadas por exemplo, no
trabalho de Dorneles, Araujo e Veit (2008), o presente trabalho propoe a andlise matematica
de circuitos elétricos do tipo RLC, demonstrando que através de uma aplicagao simples, mas
eficaz, por meio de um método numérico (método de Euler) pode ser usada e implementada
via da linguagem de programacao Python para fins de modelagem de circuitos RL, RC e
RLC. O estudo detalhado desses circuitos permitird uma compreensao aprofundada de
seu comportamento, incluindo a relagao entre a corrente, a tensao e os elementos R, L
e C. Python é uma linguagem de programacao de cédigo aberto e sua ampla adogao na
comunidade cientifica permite que pesquisadores e estudantes compartilhem seus resultados
e desenvolvam colaborac¢oes mais facilmente, ainda mais quando se utiliza uma interface

grafica como ¢é o Jupyter Notebook.

Dessa forma, propomos uma alternativa viavel para mitigar dificuldades conceituais
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relacionadas aos circuitos RLC. Dentro do ambiente Jupyter Notebook sera construido
um produto educacional destinado a discentes no ensino superior relacionadas as areas de

ciéncias e tecnologias ou até mesmo estudantes de nivel técnico.

Por mais que os estudantes nesse nivel nao tenham contato com método numérico,
é importante enfatizar que analise grafica é o suficiente para o entendimento. O produto
de codigo aberto, implementado no Jupyter Notebook, oferecera uma melhor abordagem
visual, muito facil de utilizar permitindo, assim, escrever, executar e depurar codigos
interativamente. Com ele, além de criar textos em formato LaTex e anexar figuras, é
possivel experimentar e testar os codigos em células individuais, visualizando os resultados
a medida que eles avancam. A utilizacao de simulagoes em Python no ensino de fisica
permite aproveitar esses recursos tecnologicos disponiveis, tornando o aprendizado mais

envolvente e relevante para os estudantes.

1.1 OBJETIVO GERAL

O objetivo geral do presente trabalho é explorar e desenvolver simulagoes em
Python para o ensino de circuitos RLC baseado solugoes numéricas simples de equagoes
diferenciais e propor um produto educacional potencialmente significativo desenvolvido no
ambiente Jupyter Notebook, usando linguagem de programacao Python, visando aprimorar
a compreensao dos estudantes e promover a aprendizagem ativa e significativa de acordo
com Ausubel (2003).

1.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

o Identificar os conceitos-chave relacionados aos circuitos RLC no curriculo de fisica,

de acordo com o nivel de ensino alvo;

o Desenvolver simulagoes interativas em Python que permitam a visualizacao e a intera-

¢ao com os circuitos RLC, levando em consideragao os conceitos-chave identificados;

o Validar as simulagoes a luz da teoria de modo a garantir a adequagao dos contetdos

e a eficacia pedagogica do material;

o FElaborar um produto educacional com ambiente Jupyter Notebook de utilizacao das
simulagdes em Python, contendo orientagbes para professores sobre como incorporar
as praticas computacionais no ensino de circuitos RLC, bem como sugestoes de

atividades e praticas pedagogicas;
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1.3 ESTRUTURACAO DO TRABALHO

Este trabalho esté estruturado em cinco capitulos. No presente capitulo, contextualizou-
se o recorte da pesquisa por meio da selecao de aspectos que oferecem um panorama
geral sobre o tema circuitos elétricos e modelagem computacional no ensino de fisica, os
objetivos geral e especificos a serem alcancados. O Capitulo 2 consiste na fundamentacao
tedrica pelo qual apresentamos a teoria de aprendizagem significativa de Ausubel, que
direciona a proposta da nossa sequéncia didatica, a modelagem computacional usando
Python e o embasamento tedrico envolvendo circuitos elétricos com resistor, indutor e
capacitor. No Capitulo 3 descrevemos os procedimentos metodolégicos adotados para
alcancar os objetivos propostos, apresentando os procedimentos realizados para compor
o corpus da pesquisa e as técnicas de andlise da mesma. Em seguida, no Capitulo 4,
apresentamos resultados da pesquisa, com a andlise e discussao da sequéncia didatica,
buscando responder a questao de pesquisa e os objetivos alcangados, além de analisar
comportamento das propriedades fisicas dos circuitos propostos. Por fim, no Capitulo
5, fazemos as consideracoes finais da pesquisa, apontando contribuigoes, limitacoes e

sugestoes para pesquisas futuras.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesse capitulo iremos discutir brevemente a teoria de aprendizagem significativa,
abordaremos o uso de simulagoes computacionais no ensino de fisica, mais especificamente
com a utilizacao da linguagem de programacao Python e discutiremos sobre a teoria
matematica dos circuitos dos tipos RC, RL, LC e RLC assim como o comportamento fisico

dos mesmos.

2.1 TEORIA DE APRENDIZAGEM SIGNIFICATIVA

A aprendizagem significativa é um conceito proposto por David Ausubel (1918-
2008), um psicélogo americano, em 1963 (AUSUBEL, 1963). Ele destaca a importancia de
relacionar novos saberes com os conhecimentos prévios ja existentes na estrutura cognitiva
do aprendiz. Em seu estudo,ele acredita que a aprendizagem ¢é mais eficaz quando novas

informagoes sao integradas de forma significativa ao que o aluno ja conhece.

A aprendizagem significativa contrasta com a aprendizagem memoristica, na qual os
alunos apenas memorizam informagoes sem realmente compreendé-las ou conecta-las ao seu
conhecimento existente. Ausubel (1963) argumenta que a aprendizagem significativa ocorre
quando o novo material é relacionado de maneira substantiva aos conceitos, proposigoes e

atitudes ja presentes na estrutura cognitiva do individuo.

Pode-se sintetizar as principais caracteristicas da aprendizagem significativa de
Ausubel:

1. Subsuncores: Ausubel introduz o conceito de “subsuncores”, que sao ideias funda-
mentais ja existentes na mente do aprendiz. A aprendizagem significativa ocorre

quando novas informagoes sao relacionadas e ancoradas a esses subsuncores.

2. Organizacao do material de ensino: O material de ensino deve ser organizado de
maneira logica e clara, facilitando a identificacao de relagoes com os conhecimentos

prévios do aluno. Isso ajuda na construgao de pontes entre o novo e o conhecido.

3. Aprendizagem por descoberta: Ausubel encoraja a aprendizagem por descoberta,
na qual os alunos sao incentivados a explorar e descobrir conceitos por si mesmos,

conectando essas descobertas aos seus conhecimentos existentes.

4. Atencao a recepgdo e a aprendizagem ativa: Ausubel destaca a importancia de prestar
atencgao a recepcao, ou seja, a forma como os estudantes sdo expostos ao material,
e também enfatiza a aprendizagem ativa, na qual os estudantes sao envolvidos

ativamente no processo de aprendizagem.
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5. Transferéncia de aprendizagem: A aprendizagem significativa favorece a transferéncia
de conhecimento para novas situagoes, uma vez que os conceitos sao compreendidos

de maneira profunda e conectados a estruturas cognitivas mais amplas.

Ao implementar a teoria da aprendizagem significativa, os educadores buscam criar
ambientes de aprendizagem que estimulem a reflexao, a conexao e a compreensao profunda

dos conceitos, permitindo que os alunos construam uma base sélida de conhecimento.

De acordo com Moreira (1983), a aprendizagem significativa ocorre quando ideias
expressas simbolicamente interagem de maneira substantiva e nao arbitraria com o conhe-
cimento prévio do aprendente. Moreira (1983) ainda esclarece que substantiva significa
nao literal e que nao arbitraria indica um conhecimento relevante ja existente na estrutura

cognitiva do sujeito, denominado por Ausubel, como subsuncor ou ideia-ancora.

A razao pela qual essa aprendizagem é considerada significativa reside no fato de
que é esse conhecimento especifico, presente na estrutura de conhecimentos do sujeito, que
confere significado a novos conhecimentos, seja por mediagao ou pela prépria inferéncia
do aprendente. Segundo Moreira (1983), “E importante reiterar que a aprendizagem
significativa se caracteriza pela interacao entre conhecimentos prévios e conhecimentos
novos, e que essa interagao ¢ nao literal e nao arbitraria. Nesse processo, os novos
conhecimentos ganham significado para o sujeito, e os conhecimentos prévios adquirem

novos significados ou maior estabilidade cognitiva”.

E crucial destacar que aprendizagem significativa ndo implica aprendizagem ali-
nhada ao conhecimento formal e validado. Para Ausubel, atribuir significados a um
conhecimento a partir da interagao com conhecimentos prévios constitui aprendizagem
significativa, independentemente da aceitagao desses significados no contexto do apren-
dente. Portanto, o fato de o conhecimento prévio ser a variavel fundamental para a
aprendizagem significativa, conforme concebido por Ausubel, ndo assegura que seja uma
variavel facilitadora para a aquisicdo do conhecimento escolar. Pelo contrario, pode até
ser uma variavel bloqueadora, caso os significados dos conhecimentos prévios estejam

ancorados em conhecimentos e concepgoes derivadas, por exemplo, do senso comum.

Ao analisar a estrutura cognitiva, Ausubel estabeleceu as seguintes condigoes para

a ocorréncia da aprendizagem significativa:
a) O material de aprendizagem deve ser potencialmente significativo;
b) O aprendiz deve ter predisposi¢do para aprender.

O material de aprendizagem é considerado potencialmente significativo uma vez
que a atribui¢ao de significado é uma responsabilidade do sujeito. Portanto, ndo ha aula,
estratégia ou livro intrinsecamente significativos. O material potencialmente significativo

¢é aquele capaz de dialogar de maneira apropriada e relevante com o conhecimento prévio
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do estudante.

Assim, tanto o material quanto a mediacdo sdo fundamentais, uma vez que o
estudante pode nao possuir conhecimentos prévios adequados para atribuir significados
aceitos no contexto do conteido. Por um lado, essa condicao reforca a necessidade da
predisposigdo para aprender, que, como esclarece Moreira (1983), ndo se trata apenas
de motivacao ou identificagdo com o contetdo, mas sim da disposi¢cao para relacionar-se
com novos conhecimentos atribuindo significados. Por outro lado, essa condigao instiga
o docente a acolher as ideias prévias dos estudantes, mesmo que insatisfatorias, para
construir situacoes de aprendizagem que promovam a atribui¢do de significados aos temas
tratados. E por meio dessa negociacao de significados que a aprendizagem significativa
se diferencia da aprendizagem mecanica - quando novas informagoes sao aprendidas sem
interagao com conceitos relevantes que existem na estrutura cognitiva (PELIZZARI et
al., 2002), pois o conhecimento prévio interage com o novo conhecimento, modificando e
enriquecendo a estrutura cognitiva prévia, o que permite a atribuicao de significados ao

conhecimento.

Contudo, nao podemos afirmar que a aprendizagem significativa e a aprendizagem
mecénica sejam formas de aprendizado antagdnicas. De acordo com Ausubel (1963), elas
sao continuas. No entanto, outros autores esclarecem que a aprendizagem significativa tende
a ser mais duradoura. Isso ocorre porque, na memorizacao da aprendizagem mecanica,
as informagoes nao interagem com o conhecimento prévio e nao se ancoram. O saber
construido nessa situacao s6 é aplicavel a situagoes conhecidas, ou seja, ao significado
transmitido no conteido (MOREIRA, 2019).

2.2 MODELAGENS COMPUTACIONAIS NO ENSINO DE FiSICA

Os docentes de fisica frequentemente enfrentam intimeros desafios ao tentar transmi-
tir conceitos abstratos e teorias matematicas complexas em cenarios do mundo real. Para
superar tais obstaculos e aprimorar o processo de aprendizado dos alunos, as simulagoes
ou modelagens computacionais surgem como uma ferramenta poderosa e eficaz, pois
possibilitam que os estudantes explorem fenomenos fisicos, realizem experimentos virtuais,

visualizem conceitos abstratos e interajam ativamente com o conhecimento cientifico

(MEDEIROS; MEDEIROS, 2002).

Segundo Veit e Araujo (2005), a aplicagao da modelagem computacional a problemas
de fisica delega aos computadores a responsabilidade de realizar os calculos, sejam eles
numeéricos ou algébricos. Isso proporciona aos estudantes um tempo mais substancial
para contemplar as hipoteses assumidas, interpretar as solugoes, analisar o contexto de
validade dos modelos e considerar possiveis generalizagdes ou expansoes que possam ser

implementadas no modelo.
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A incorporacao de simulagoes computacionais no ensino de fisica proporciona uma
significativa interagao dos estudantes com a tecnologia, auxiliando no desenvolvimento
de habilidades cruciais, como resolucao de problemas e pensamento critico, necessarias
para enfrentar os desafios do mundo real. Além disso, a vivéncia com simulac¢oes prepara
os alunos para o uso comum de ferramentas computacionais e modelagem em diversas
areas cientificas e tecnoldgicas, promovendo uma integracao efetiva entre teoria e pratica

de forma interdisciplinar.

E amplamente reconhecido que a computacio e as pesquisas cientificas no campo
da fisica mantém lacos estreitos. Em varias areas da pesquisa em fisica, o uso de simulagoes
é uma pratica frequente e vital. Na ciéncia dos materiais, por exemplo, os fisicos teodricos
enfrentam desafios computacionais consideraveis ao processar vastos conjuntos de dados
originados de simulagoes das propriedades de diversos materiais em uma, duas e trés
dimensoes. Na engenharia, as aplicagoes de simula¢des de modelos fisicos sao numerosas,
enquanto na educagao, a proliferacdo de simulagoes e animagoes disponiveis na internet
tem atendido, em certa medida, as necessidades de muitos professores que buscam abordar

suas aulas de maneira mais dindmica em comparacao ao ensino tradicional.

Um modelo matematico implementado no computador representa uma interpretagao
simplificada da realidade ou de um fragmento de um sistema fisico, seguindo uma estrutura
de conceitos mentais ou experimentais. A intencao subjacente a modelagem matematica é

criar condigoes propicias para a aquisicao de conhecimento em um ambiente de investigagao.

2.2.1 A linguagem de programacao python e ambientes de desenvolvimento

interativo

Dentre as inovagoes tecnologicas disponiveis, as linguagens de programagcao emer-
giram como uma categoria que se multiplicou consideravelmente nas ultimas décadas.
Atualmente, uma das linguagens mais amplamente adotadas é o Python (TORRES, 2021).
Essas linguagens constituem a base dos softwares utilizados diariamente, inclusive na
construcao de paginas da internet. A programagao possibilita a criacdo de programas
simples e complexos, atendendo as diversas necessidades. No ambito do ensino de fisica,

em particular, ha diversas aplicagoes para a programagcao.

Lancada por Guido van Rossum em 1991, a linguagem Python apresenta varias
vantagens em relacao a outras linguagens de alto nivel. Um destaque é a execugao
imediata dos codigos, dispensando a etapa de compilagao e proporcionando maior agilidade
aos programadores. Além disso, a portabilidade dos cdédigos permite sua execucao sem
problemas em diversos sistemas operacionais. Os scripts em Python possuem uma notavel
capacidade de comunicagao e integracao com aplicativos e ferramentas desenvolvidos em
outras linguagens, gracas a diversidade de médulos e bibliotecas disponiveis. A evolugao

da linguagem ocorre de forma comunitaria, embora seu criador mantenha um papel central
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nas decisoes relacionadas a ela. Python é uma linguagem interpretada, de script, orientada
a objetos, com formatacao indentada e tipagem dinamica, além de contar com uma extensa

colecao de modulos para diversos propédsitos (LUTZ, 2013).

A andlise computacional de equagoes diferenciais é uma abordagem crucial no
estudo de fendmenos fisicos e engenharia. Tradigoes como MATLAB, MAPLE e MATHE-
MATICA (CENGEL; PALM III, 2014) tém sido amplamente empregadas para essas
analises. Contudo, essas ferramentas sdo licenciadas e dispendiosas, dificultando o acesso
para muitos estudantes e pesquisadores. Diante desse cenario, este trabalho propoe o uso
do Python como uma alternativa acessivel e poderosa para a analise e estudo de equagoes

diferenciais presentes na maioria dos problemas fisicos.

Os codigos em Python podem ser executados em diversos ambientes que ird depender
das necessidades e preferéncias como, por exemplo, em ambientes de desenvolvimento
integrados (IDEs, do inglés Integrated Development Environment) que podem ser baixadas
e instaladas diretamente no computador. Apds a instalagao, é possivel usar o interpretador

Python no terminal ou scripts Python e executa-los localmente.

Uma alternativa mais interessante e viavel para os propoésitos educacionais é o uso
de ambientes interativos, tais como o Google Colab e o Jupyter Notebook, que permitem
criar e compartilhar documentos contendo cédigo, texto e elementos visuais. Além da
educagao, ambos sao amplamente utilizados em ciéncia de dados, aprendizado de maquina

e pesquisa académica. Vamos entender melhor cada um deles:

2.2.1.1 Jupyter Notebook

O Jupyter Notebook é uma aplicacao web que viabiliza a criacdo e o compartilha-
mento de documentos contendo codigo interativo e textos explicativos. Utilizando uma
linguagem simples para a formatacao de texto, a plataforma suporta diversas linguagens
de programacio, incluindo Python (KLUYVER et al., 2016). E altamente recomendado
para a execucao interativa de codigo, sendo amplamente empregado em processamento
exploratério de dados, simulagoes numéricas, modelagens estatisticas e aprendizado de

maquina.

Através dos blocos de texto, é possivel fornecer explicagoes textuais da teoria
fisica aplicada ao problema em questao, apresentando passo a passo a implementagao
do cédigo, incluindo graficos e figuras, todos visualizados em uma mesma tela devido ao
template multifuncional do Jupyter Notebook, em outras palavras, é possivel comentar
o codigo para facilitar a sua compreensao. Essa caracteristica possibilita a criacao de
uma ferramenta pedagdgica para facilitar a compreensao da teoria fisica, da matematica
e do codigo, especialmente para aqueles que estao aprendendo a programar em Python.
A capacidade do Jupyter Notebook de executar cddigo e realizar anotagdes o torna uma

ferramenta didatica e totalmente gratuita.
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2.2.1.2 Google Colab (Colaboratory)

O Google Colab é uma plataforma gratuita baseada em nuvem que utiliza a
infraestrutura do Google para execucao de notebooks Jupyter. Ele oferece recursos
adicionais, como a capacidade de usar GPUs e TPUs (unidades de processamento tensorial)
fornecidas pelo Google. Permite o armazenamento e compartilhamento de notebooks
diretamente no Google Drive, que é uma de suas grande vantagens, possibilitando a
execucao de cédigo em nuvem, o que é 1util para tarefas computacionalmente intensivas

sem exigir hardware poderoso localmente.

O Google Colab é uma versao hospedada na nuvem, fornecendo recursos adicionais
e facilidade de colaboracao, enquanto o Jupyter Notebook é uma aplicacao que vocé pode
executar localmente em seu computador. Ambos sdo ferramentas poderosas e flexiveis
para desenvolvedores, cientistas de dados e educadores que desejam criar documentos
interativos combinando codigo, texto e visualizagoes. Ao utilizar esses ambientes interativos,
estudantes e pesquisadores tém a oportunidade de explorar as funcionalidades da linguagem

Python para resolver problemas fisicos e realizar anédlises computacionais.

A linguagem Python oferece uma extensa biblioteca de médulos cientificos, como
NumPy, SciPy e SymPy, que proporcionam ferramentas poderosas para manipulacao de
dados, calculos numéricos e simbdlicos, além de visualizacido de resultados. Desta forma,
este trabalho busca contribuir para a disseminacao do uso de Python como uma ferramenta
acessivel e robusta para a analise computacional de diversos problemas fisicos aliada aos
ambientes interativos. Ao promover o uso desta linguagem, almeja-se ampliar o acesso e
estimular a participagdo de mais pessoas no estudo e pesquisa nessa area, fornecendo um
recurso para a formacao de uma base sélida e sua utilizacdo como ferramenta de ensino
em cursos superiores de fisica e engenharia, contribuindo para o avango do conhecimento
cientifico e tecnologico. A parte metodologica envolvera a andlise e discussao do codigo

construido.

2.3 EMBASAMENTO TEORICO DIDATICO SOBRE CIRCUITOS ELE-
TRICOS.

A abordagem matematica de circuitos elétricos pode ser analisada de forma aplicavel
a area técnica (ALEXANDER; SADIKU, 2013; BOYLESTAD, 2012; OGATA; SEVERO,
2010) ou um pouco mais cientifica, como pode ser encontrada nos livros-textos tradicio-
nais usados em cursos dentro das ciéncias exatas (NUSSENZVEIG, 2015; HALLIDAY;
RESNICK; WALKER, 2016). Um circuito elétrico é basicamente uma interconexao de
elementos elétricos, de modo que formem pelo menos um caminho fechado para a corrente
elétrica. Podemos ter circuitos elétricos compostos por diversos componentes que sao
utilizados para as mais variadas finalidades. Nas instalagoes elétricas prediais e industriais,

por exemplo, todas os equipamentos elétricos podem ser representados por componentes
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bésicos organizados de forma a ser possivel a sua analise.

Nas instalacoes elétricas prediais e industriais, por exemplo, todas os equipamentos
elétricos podem ser representados por componentes basicos constituidos de resistores (R),
capacitores (C) e indutores (L). Veremos que tais sistemas sao modelados por equagoes
diferenciais (EDs) e considera, dentre outros, as condigoes iniciais de carregamento dos
elementos armazenadores de energia em fungao do tempo. A expressao “equacao diferencial”
¢ utilizada desde 1676 idealizada pelo mateméatico Leibniz e, desde entdo, sao amplamente
utilizadas por cientistas e engenheiros como ferramenta na resolucao de diversos problemas
que vao de calculos de volume e célculos astrofisicos de grande complexidade (CENGEL;
PALM III, 2014). E que tem se tornado uma ferramenta cada vez mais sofisticada para a
investigacao de fendmenos naturais com grande progresso nas aplica¢oes em varias areas

do conhecimento.

Em relacao ao tipo, podemos classificar as equagoes diferenciais como ordinarias
(EDO) ou parciais (EDP). De modo geral, podemos apresentar uma EDO da seguinte

forma: g o p
"y "y Y
an(x)—dxn + an_l(z)idxn_l +...+ al(x)% + ap(z)y = b(x) (2.1)

onde o coeficiente a,(x) ndo é identicamente nulo, x é a variavel independente e y(x) é
a unica funcao de x. A ordem de uma equacao diferencial é determinada pela ordem da
maior derivada presente na equacgao. Isto é, uma equagao diferencial ordinéria é de ordem

n se n € N é a maior derivada.

O estudo e anélise do comportamento geral do circuito exige conhecimentos sélidos
de nimeros complexos, teoria de circuitos elétricos, integrais, técnicas de primitivacao,
EDOs e, em alguns casos, EDPs (OGATA; SEVERO, 2010). As equagoes diferenciais
diferenciam-se das equacoes algébricas porque envolvem uma ou mais derivadas em sua
estrutura (BOYCE; DIPRIMA, 2015). Uma equagao algébrica, como uma equagao
quadrética, é resolvida com um valor ou conjunto de valores, j& uma equacao diferencial
vai além disso, sua solucao é uma fungao ou classe de fungoes. Importante destacar que o
tratamento feito aqui para os circuitos elétricos podem ser estendidos para outras topicos
da fisica. Assim, EDs sd@o uma importante ferramenta matemaéatica, pois permitem descrever

processos, modelar e resolver problemas, bem como compreender e analise fendmenos.

Para compreensao geral do comportamento dinamico da tensao e corrente nos
circuitos elétricos que apresentem esses elementos, é necessario modelar um circuito mate-
maticamente, ou seja, transformar um circuito elétrico em uma representacdo matematica
que pode ser estudada teoricamente e computacionalmente. Vamos discutir a seguir alguns

circuitos basicos e verificar quais equacoes diferenciais estao envolvidas em cada caso.
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2.3.1 Circuito RC

Denominamos circuito RC, um circuito que tem como elementos um resistor e
um capacitor. Assim, é importante entender como cada elemento desse se comporta a
passagem de uma corrente elétrica. Iniciamos com o resistor, representado na Fig. 2(a).
Quando uma corrente I atravessa um resistor com resisténcia R, temos uma queda de
potencial V' no sentido da corrente dada pela lei de Ohm V' = RI. Para o capacitor, Fig.
2(b), temos um actimulo de cargas ) em cada placa do capacitor. Considerando que @
varie no tempo de forma quase estacionaria, a queda de potencial V' entre as placas é dada

por V. =Q/C, onde C é a capacitdncia do capacitor.

Figura 1 — Queda de tensao V em um (a) resistor e em um (b) capacitor. (c) Circuito RC em
série alimentado por uma fonte de fem £.

(a) | O ) (b)l @ \ ©) — o
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Fonte: Adaptada de Nussenzveig (2015).

Considerando um capacitor inicialmente descarregado e ligado a uma fem (forga
eletromotriz) £ e a um resistor em série, como mostrado na Fig. 2(c), a primeira lei de
Kirchhoff leva a

E—I({t)R— qg) =0, (2.2)

onde I(t) = dq/dt e q(t) s@ao a corrente e a carga instantdnea em um tempo t. Assim,

tomando a derivada no tempo da Eq. (2.2), teremos uma EDO da seguinte forma

RM—F@:O = M+@:0

dt C dt T ’ (2:3)

em que definimos 7 = RC' como uma constante de tempo.

Podemos integrar a Eq. (2.3) no tempo e, considerando as condi¢oes iniciais (Q = 0

e I(0) = £/R), determinamos sua solugoe:
It)=< e r. (2.4)

A interpretacao de T pode ser vista como o tempo em que a corrente leva para

cair de 1/e ~ 37% do seu valor inicial I;. Assim, & medida que o tempo passa, a corrente
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do circuito decai exponencialmente e tende a zero, indicando que o capacitor se carrega

completamente, como esta mostrado na Fig 2.

Figura 2 — Corrente de carga de um capacitor em fungao do tempo para o circuito RC.

1)

> [

Fonte: Adaptada de Nussenzveig (2015).

2.3.2 Circuito RL

Substituindo o capacitor por um indutor, elemento de confinamento de campo
magnético, temos o circuito RL, mostrado na Fig. 3. A queda de potencial nos terminais do

indutor com indutancia L surge quanto existe uma variacao de corrente, ou seja, V' = L%.

Figura 3 — Circuito RL.
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Fonte: Adaptada de Nussenzveig (2015).

Assim como fizemos no circuito RC, aplicando a primeira lei de Kirchhoff para o

circuito RL, temos que
di(t)
LRI = SN I = 2.
i +RIt) =€ = o + 7 I(t) =€, (2.5)
onde definimos 7;, = L/R como sendo a constante de tempo. A Eq. (2.5) é uma EDO de

primeira ordem nao-homogénea e tem como solugao

I(t) = ; <1 _ e—é> _ (2.6)

. dI(t)
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A equacao mostra como a corrente muda com o tempo, dependendo dos valores de
resisténcia e indutncia. A medida que o tempo cresce, o segundo termo entre parénteses
torna-se insignificante devido ao sinal negativo sinal dentro da funcao exponencial. Essa é
a razao pela qual o valor saturado para a intensidade da corrente é igual a £/R. O grafico

da corrente em funcao do tempo para o circuito RL é mostrado na Fig. 4.

Figura 4 — Corrente em fungdo do tempo para o circuito RL.

P E . g

L
Fonte: (NUSSENZVEIG, 2015).

A constante de tempo 7, representa o tempo necessario para que a corrente atinja
cerca de 63,2% de seu valor final I.. Notamos que para ambos os circuitos, RC e RL, a
corrente apresenta um comportamento exponencial que sao tipicos de efeitos transientes.
De modo geral, a solugao estacionaria se estabelece para tempos muito maiores que as

constantes de tempo.

2.3.3 Circuito LC

Capacitores e indutores sao elementos de armazenamento de energia elétrica e
magnética, respectivamente. Se considerarmos um circuito com apenas esses elementos
(desprezando R) a energia inicialmente armazenada no circuito ira se conservar, ou seja,
nao haverda dissipacao por efeito Joule. Um circuito LC, com o capacitor inicialmente
carregado, esta representado na Figura. 5. A primeira lei de Kirchhoff, aplicada a malha,

leva a seguinte equacao

Q  dI)
— 4+ L——==0. 2.7
c (2.7)
Derivando essa equagao no tempo, e considerando que I = d@/dt, temos
I(t) d*I(t) Ity
L =0 = — I(t) =0 2.8
C + dt2 dtQ + ) ( ) ) ( )

onde definimos wy = 1/v/ LC como a frequéncia angular de oscilagao do circuito LC.

Pode-se verificar que agora temos uma EDO de segunda ordem, cuja solugao é

dada por
I(t) = Acos(wot + @), (2.9)
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Figura 5 — Circuito LC.
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Fonte: (NUSSENZVEIG, 2015).

em que A e ¢ sdo constantes a serem determinadas pelas condig¢oes iniciais do problema.
Assim, a corrente oscila com o tempo e a energia oscila entre energia elétrica (no capacitor)

e energia magnética (no indutor), mantendo constante a energia total.

Percebe-se que as equacoes diferenciais estao evidentemente entrelagadas nos saberes
de circuitos elétricos. A carga elétrica, assim como a massa, sao propriedades intrinsecas
da matéria, sendo esta, a grandeza mais elementar no estudo de circuito elétrico. A carga

elétrica pode ser determinada a partir de I(t).

2.3.4 Circuito RLC

Incluindo agora todos os elementos em tnico circuito, teremos o circuito RLC que
estd representado na Figura. 6. Essa é a situagdo mais realista para diversos sistemas

elétricos.

Figura 6 — Circuito RLC.

Fonte: (NUSSENZVEIG, 2015).

Aplicando a primeira lei de Kirchhoff para esse sistemas, iremos obter a seguinte

equacao:
dl(t)
L——= I(t
o T RI(Y)

Q

= =0. 2.1
+(J 0 (2.10)
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Tomando a derivada em relagao ao tempo da Eq. (2.10) e dividindo todos os termos por

L, chegamos a seguinte equacao diferencial homogénea de segunda ordem

RI(t)  RdI(t) 1
g Tl =0 (2.11)

que descreve as oscilagdes LC amortecidas. Se fizermos R = 0 na Eq. (2.11), iremos recair

na Eq. (2.8), que descreve oscilagoes LC nao amortecidas.

E importante enfatizar que todas as equacoes diferenciais obtidas para os circuitos
analisados podem ser equivalentes a problemas mecanicos, bastando substituir as gran-
dezas elétrica por grandezas mecénicas (QQ — z;L — m;1/C — k) como apontado em
Nussenzveig (2015, p.187).

A solucao detalhada para a Eq. (2.11) encontra-se no Apéndice (A.1) e pode ser
escrita da seguinte forma
I(t) = Ae 2! [cos(wit + ¢)] (2.12)

Podemos ver que a corrente é composta de uma parte exponencial e uma parte
oscilatoria. Assim, a corrente oscila, mas com amortecimento exponencial de constante de
tempo 2/y = 277, onde v = R/L. A Fig 7 mostra o comportamento dessa corrente com o

tempo.
Figura 7 — Comportamento da corrente com o tempo para o circuito RLC.
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Fonte: (NUSSENZVEIG, 2015).

Por ser o sistema mais geral, iremos concentrar nossa aten¢ao ao desenvolvimento
da solugao numérica para esse tipo se sistema (circuito RLC) via linguagem de programagao
Python com o uso de ambientes interativos. Para finalizar esse capitulo, a seguir mostrarmos
as principais dificuldades relacionadas a aprendizagem sobre circuito elétricos de modo a

embasar nossa proposta didatica.
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2.4 DIFICULDADES RELACIONADAS A APRENDIZAGEM SOBRE CIR-
CUITOS ELETRICOS

As dificuldades enfrentadas pelos alunos ao compreender os conteudos de circuitos
elétricos sdo variadas e podem decorrer de uma série de fatores intrinsecos a complexidade
desse tema. Os circuitos elétricos analisados na sec¢ao anterior frequentemente represen-
tam um desafio para os estudantes devido a sua natureza abstrata e a necessidade de

compreensao de principios fisicos e matematicos interligados.

Uma das dificuldades mais comuns reside na compreensao dos conceitos fundamen-
tais, como a diferenca de potencial, a corrente elétrica e a resisténcia. Muitos alunos tém
dificuldade em visualizar esses fendmenos abstratos e entender como eles se manifestam
no contexto de um circuito. A falta de familiaridade com as grandezas elétricas e suas
unidades pode levar a equivocos conceituais que se refletem nas etapas mais avancadas do

aprendizado.

Além disso, a analise de circuitos elétricos frequentemente exige habilidades mate-
maticas, incluindo o uso de leis como a Lei de Ohm e a Lei de Kirchhoff. Os alunos podem
enfrentar obstaculos na aplicacao desses principios, especialmente quando a abordagem
matematica é combinada com a interpretacao fisica do circuito. A transicdo entre a teoria
e a pratica, muitas vezes, € um ponto critico para a compreensao, uma vez que os alunos

precisam conectar os conceitos abstratos aos experimentos praticos.

A falta de recursos visuais adequados e de experiéncias praticas também pode
contribuir para as dificuldades. Circuitos elétricos sdo, por natureza, sistemas dindmicos, e
a compreensao completa muitas vezes exige uma abordagem pratica e experimental. Sem
a oportunidade de manipular componentes elétricos reais e observar diretamente os efeitos
das mudangas, os alunos podem lutar para internalizar os conceitos abstratos apresentados

em sala de aula.

Para superar essas dificuldades, é crucial adotar estratégias de ensino que envolvam
métodos variados, como simulagoes virtuais, experimentos praticos, resolucao de problemas
contextualizados e atividades de grupo. A interdisciplinaridade também pode ser explorada,
conectando os circuitos elétricos a outras disciplinas, como fisica e matematica. Além
disso, abordagens pedagogicas que valorizem a construcao gradual do conhecimento e a
conexao com a vida cotidiana dos alunos podem contribuir para tornar os conceitos de

circuitos elétricos mais acessiveis e significativos.

na Tabela 1, apresentamos as principais concepgoes alternativas e uma sintese
das dificuldades de natureza especificas relacionadas aos conceitos de corrente elétrica,

diferenca de potencial e resisténcia elétrica levantadas por Dorneles (2008).

Dentro desse contexto, propomos uma abordagem alternativa em que o aluno possa

aprender tanto a propriedades matematicas dos circuitos que envolvem resistor, capacitor
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Tabela 1 — Principais dificuldades conceituais relacionada aos circuitos com resistor, capacitor e indutor.

Conceitos

Dificuldades

Circuitos

RC

Corrente elétrica

Compreender que durante os processos de carga e des-
carga a intensidade da corrente elétrica decai exponenci-
almente. Considerar a conservagao espacial da corrente
elétrica.

Circuitos

RC

Carga elétrica

Compreender os processos de carga e descarga do capa-
citor.Entender a relacao entre carga elétrica e corrente
elétrica.

Circuitos
LC e RLC

Carga elétrica e
corrente elétrica

Relacionar a intensidade da corrente elétrica com a quan-
tidade de carga elétrica armazenada no capacitor em
funcao do tempo. Identificar o sentido das linhas de
campo magnético no indutor, durante os processos de
carga e descarga do capacitor.

Circuitos
LC e RLC

Campo  eletro-
magnético

Compreender o comportamento das energias elétrica,
magnética e eletromagnética, durante uma oscilacao com-
pleta.

e indutor, como aplicar métodos de resolugdo numérica para resolver e levantar dados a

respeito desses tipos de circuitos e mitigar essas dificuldades.
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3 METODOLOGIA

O trabalho de pesquisa sera desenvolvido de modo a obter os objetivos propostos

seguindo as seguintes etapas:

(i) Desenvolvimento de modelos mateméticos - com base nos conhecimentos ad-
quiridos, serao desenvolvidos modelos matematicos precisos para representar circuitos

RLC.

(ii) Implementacao em Python - utilizando as bibliotecas e ferramentas apropria-
das, os modelos matematicos serao implementados em Python e testados em ambientes

interativos (Jupyter Notebook ou Google Colab);

(iii) Validagao das simulagbes - os resultados numéricos serao analisados com
base nos calculos analiticos de modo a garantir a adequacao dos contetidos e a eficicia

pedagdgica da proposta.

(iv) Produto educacional - serd elaborado um material didatico com a parte tedrica
integrada as simulagoes em Python dentro do ambiente Jupyter Notebook, contendo
orientacoes para professores sobre como incorporar as simulagées no ensino de circuitos

RLC, bem como sugestoes de atividades e praticas pedagogicas.

3.1 IMPLEMENTACAO EM PYTOHN.

3.1.1 Meétodo de Euler para equagoes diferenciais de segunda ordem

O Método de Euler é uma técnica numérica utilizada para resolver EDOs de
primeira ordem. A equagao diferencial para o circuito RLC que estamos interessados é de
segunda. No entanto, podemos transformar uma equagao diferencial de segunda ordem
em um sistema de duas equagdes diferenciais de primeira ordem. Vamos descrever entao
esse procedimento para aplicar no nosso sistema, mas antes vamos entender o método de

Euler aplicado a uma EDO de primeira ordem.

Dada uma EDO genérica de primeira ordem

dy

— = f(z,y), 3.1

B AC) (3.1)
com condigao inicial y(zg) = yo, podemos identificar a inclinacdo a partir da prépria

equagao diferencial, ou seja,

dy
inclinacio — _ ). 2
mclinacao I f (i, 1) (3.2)

T=x;
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O método de Euler assume que, em uma pequena distancia h na vizinhanca de
(x;,9:), a funcdo y(x) tem uma inclinacdo constante e igual a inclina¢do em (x;, y;), como

¢ mostrado na Fig. 8.

Figura 8 — Método aproximado de Euler.

YA y(x)

Solucdo exata .," Solucio

numérica
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Ly Li+1

Fonte: Autoria prépria.

O ponto subsequente da solu¢ao numérica (x;. 1, y;+1) é calculado da seguinte forma
T =2 +h ey =y +hf(i,y) (3.3)

Dado uma condigao inicial, y(xg) = yo, usamos essa condi¢ao para obter a solu¢do numérica
para a funcao y(x) no ponto y(xo+ h). De posse desse valor, calculamos o ponto y(xq+ 2h),
e assim sucessivamente. Com isso, conseguimos dados numéricos aproximados a funcao
y(z). Esse é o método de Euler. Quanto menor o valor de h, melhor serd a aproximagao,

e maior o nimero de calculos, sendo também maior o tempo necessario para realiza-los.
Verificando agora uma EDO de segunda ordem genérica,

d?y

dy
@ = f(%ya

2, (3.4)

podemos reescrever como um sistema de duas equacoes de primeira ordem introduzindo

uma variavel auxiliar v(z) = v/ (),

(3.5)

Assim, com o sistema de duas EDOs de primeira ordem, podemos aplicar o método

de Euler obedecendo as seguintes etapas:

1. Condigées Iniciais: Definimos as condigoes iniciais y(xg) = yo € v(xg) = vy para

um ponto inicial xzg.
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2. Parametros relacionados ao passo:
e Definimos o tamanho do passo h: aqui definimos o valor do intervalo entre cada
ponto de amostragem.
o Numero Total de Passos N: definimos quantos passos o método deve realizar,
apés esse valor, o codigo é interrompido.

3. Iteragao:

o Para cada passo i de 1 até N:
— Calculamos a derivada % em ;, yi, j—i: (i, v, j—i).
— Usamos a férmula de Euler para calcular os proximos valores de y e %:

dy
dflfi

Yirr =Yi +h- (36)

dy 4y

driv1  dx;

dy

— Atualizamos ;.1 usando x; + h.

— Armazenamos os valores calculados nas listas x, y, e %.
o A iteracao ird prosseguir até alcancar o ponto final desejado ou um nimero

especifico de iteragoes.

Como exemplo, vamos usar uma equacao especifica que sera similar a equacao
diferencial para o circuito RLC, para mostrar a implementacao no cédigo computacional.
Consideremos entao a seguinte equacao diferencial

d*y dy

2 + 27% +wiz =0 (3.8)

com 7 e wy duas constantes arbitrarias. Definimos uma nova quantidade v(z), tal que

v(z) = dy/dx e dv/dx = d*y/dz*. Nossa equacio diferencial serd entdo reescrita como

dv(z)

pn 2yv(z) + wiz = 0. (3.9)

Finalmente, temos o seguinte sistema de equagoes:

Zi = v(x) (3.10)
dv
pi —2yv(z) — wiz. (3.11)

Apo6s aplicar o método de Euler descrito anteriormente para cada equacgao, teremos:

yli+ 1] = y[i] + h - v]i] (3.12)
v[i + 1] = v[i] — h(2y - v[i] — wj - y[i + 1]). (3.13)
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Essas equagoes sao resolvidas simultaneamente e como sao mutuamente dependentes (v|i]
estd presentem em ambas), podemos nos referir como sistema de equagoes acopladas. Para

nossos propositos futuros, usaremos 2y = R/L e w2 = 1/LC.

A solugao exata para a Eq. (3.8) é dada pela seguinte funcao:
y(x) = Ae 7" cos(wzx — 0), (3.14)

onde w? = w3 —9? e A é uma constante.

O Codigo 3.1.1 fornece um exemplo, implementado em Python, para a solucao da
Eq. (3.8) usando o método de Euler e comparando com a solucao exata, Eq. (3.14) (linha
34 do Cédigo 3.1.1). Os valores de constante usadas foram v = 0,5, wy = 25 (que fornece

w=25,0),0 =0e A=2,0. As condigoes iniciais foram ajustadas como yy =0 e vy = 2.

Codigo 3.1.1 — Método Euler implementado para uma EDO de segunda ordem.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

#constantes da EDO

R = 20

L = 20

C = 0.002
gamma = 0.5

omega = 4.97 #omega"2 = omega_ 02 - b"2

#Condi¢bes iniciais
x0 = 0.0
y0 = 2.0

#incremento h

xf = 2
n = 1001
h = (xf-x0)/(n-1)

#listas com as varidveis x, y e dy/dx=v

x = np.linspace (x0,xf,n)
y = np.zeros(n)
vV = np.zeros(n)

#Método de Euler para EDO segunda ordem

for j in range(0,n-1):

v[0] = 0.0
y[0] = yO

y[3+1] = y[J] + hx(v[J])
[

v[j+1l]l = v[J] - hx(v[3])*(R/L) - hx(1/(LxC))*y[J+1]
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#Solucdo exata da EDO

y_exato = 2xnp.exp(-gammax*x) *np.cos (omega*x)

#Plot resultado numérico e exato

plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

plot(x,y,"--r", label="Numérico")
plot (x,y_exato,"-k", label="Exato")
legend (loc="upper right")

xlabel ('x")

ylabel ('y")

grid()

show ()

As linhas finais do Cédigo 3.1.1 (linhas 37-43) plotam os graficos da funcao y(z)

de forma numérica e exata. Os resultados sao apresentados na Fig. 9, onde podemos ver

que a solu¢ao da EDO usando a aproximagao de Euler (curva vermelha tracejada) é apro-

ximadamente a mesma da solugdo exata (curva continua preta). Assim, podemos afirmar

que o método de Euler, apesar de sua simplicidade, apresenta resultados satisfatérios para

0 N0ssos propoésitos.

Figura 9 — Solu¢do de uma EDO com o método numérico (linha vermelha tracejada) e exata

(linha preta continua).

2.0 1 === Numérico
\ —— Exato

1.5 A

1.0

0.5 A

0.0 1

—0.51

—-1.01

—-1.541

0.00 0.25 050 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
X

Fonte: Autoria prépria.

E importante destacar que o método de Euler pode ndo ser tdao preciso para

certos tipos de equacgOes diferenciais ou quando o tamanho do passo é muito grande.
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Existem métodos mais avancados, como o método de Runge-Kutta, que podem fornecer
resultados mais precisos em algumas situagoes. Portanto, a escolha do método depende

das caracteristicas especificas do problema que esta sendo abordado.

3.1.2 Implementacao do cédigo no Google Colab

Como descrevemos no capitulo anterior, o Colab permite que qualquer pessoa
escreva e execute codigo Python arbitrario pelo navegador e é especialmente adequado
para aprendizado de maquina, analise de dados e educagao. Mais tecnicamente, o Colab é
um servigo de notebooks hospedados do Jupyter que nao requer nenhuma configuracao
para usar e oferece acesso sem custo financeiro a recursos de computagao como Unidade
de Processamento Gréfico. Esse ambiente interativo é um produto do Google Research,

area de pesquisas cientificas do Google.

O Jupyter é o projeto de cédigo aberto em que o Colab se baseia. O Colab permite
que voceé use e compartilhe notebooks do Jupyter com outras pessoas, sem precisar fazer
nenhum download, instalagdo nem executar nada. Os notebooks do Colab sao armazenados
no Google Drive ou podem ser carregados pelo GitHub. Os notebooks do Colab podem
ser compartilhados da mesma forma que Documentos ou Planilhas Google, isso o torna

muito adequado para aplicagoes educacionais.

A Fig. 10 mostra interface grafica do ambiente interativo do Google Colab,
onde podemos ver ambiente textual que também pode carregar imagens (esquerda) e o
c6digo implementado em python (direita). Assim como os demais produtodos Google
compartilhados em nuvem, esse ambiente possibilita o trabalho colaborativo entre os

membros envolvidos no projeto.

Figura 10 — Interface do Google Colab destacando o ambiente textual e o codigo implementado.

A Circui i %
 Bomaue 2 o o (@) CO  CircuitoRLCproduto.pynb % & comentito 2, compariter %8 (@)
Auc Arquivo Editar Ver Inserir Ambiente de execugdo Fi

Conectar v ~ .
+ Codigo + Texto Conectar ~ A

0 circuito RLC: » [ = I - AN

Por definigdo um circuito RLC é um circuito elétrico no qual os componentes s&o: um resistor (R), um indutor (L) e port numpy as np

— s em série. O resistor & o componente mais comum port matplotlib.pyplot as plt

dos circuitos elét le corrente que passa pelo circuito. Como o préprio nome

e podem armaz
por N enrolame mentos st g
siderado um indi papel é produzir indutén
elétrica, variando com o tempo, nos enrolamentos, causando assim umat uto induzida,

IR = RV

Fonte: Google Colab.
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3.2 SEQUENCIA DIDATICA

Sequéncia didatica (SD) sao estratégias planejadas por etapa pelo docente, de modo
que o entendimento do contetido proposto para o aprendiz seja alcangado. Pode-se afirmar
que a sequéncia didatica também é uma forma com que os professores e os entendidos
em educacao encontram, para fortalecer o entendimento do aprendiz em relacao ao que
¢é assimilado, fazendo com que esse conhecimento seja continuo e relevante, de modo a
criar condig¢oes satisfatorias para que o aprendiz tenha uma aprendizagem significativa e

contrapondo-se ao secular modelo tradicional de ensino.

Estratégia adotada pela teoria educacional de (AUSUBEL, 2003) afirmando que
para aquisicao e retencao da aprendizagem significativa o professor deve identificar os
conhecimentos prévios dos alunos, elaborar um material potencialmente significativo
e aplica-lo, dando inicio ao ciclo de interacoes entre os novos conteuidos e estrutura
cognitiva do aluno em que se da a diferenciagdo progressiva e a reconcilia¢ao integradora

e, posteriormente, buscando assim observar se ha indicio de aprendizagem significativa.

O publico discente dessa sequéncia didatica sao alunos que tem algum conhecimento
prévio de circuitos simples, pois pretendemos usar esse conhecimentos como ancora para
conduzi-los aos novos conhecimentos, que sao os conteidos de linguagem de programacao

Python, calculo numérico e circuitos elétricos do tipo RLC.

Nos topicos seguintes, serao apresentados os conteidos programaticos e objetivos
sugeridos para as aulas a serem implementadas nesta sequencia didatica. Totalizando um

total de 5 aulas somando pouco mais de 4 h de duragao.

Sequéncia Didatica:

Duracao: 50 minutos.

1. Conteudo:

o Habilidades de programacao em Python, utilizando o ambiente interativo do

Jupyter Notebooks;

o Conceitos fundamentais de programacao.
2. Objetivos:

o Conhecer a aplicagdo Jupyter notebook;
o Compreender os conceitos basicos de programacao em Python;

o Familiarizar-se com bibliotecas Python populares, como NumPy e Matplotlib.
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3. Recursos necessarios:
« Laboratoério de informética, Data show, pincel e quadro.
4. Metodologia:

» Nos primeiros quinze minutos o professor deve apresentar a aplicacado Jupyter
notebook, mostrando sua interatividade de comando e interface grafica, conduzi-
los ao primeiro acesso e primeiros comandos, blocos de notas, compilagao e
etc. Em seguida uma explicagao dos principios da programacao: algoritmos,
variaveis, tipos de dados levando para uma introdugao a sintaxe basica do
Python: varidveis, entrada/saida. E por fim exercicios préaticos simples para

aplicar os conceitos apresentados.

Duragao: 50 minutos.

1. Conteudo:

 Introduzir os estudantes aos conceitos fundamentais e caracteristicas dos circui-
tos elétricos RLC, destacando a interacao entre resistores (R), indutores (L) e

capacitores (C).
2. Objetivos:

o Compreender as caracteristicas individuais de resistores, indutores e capacitores;
o Analisar o comportamento de circuitos RLC em regime transitério e permanente;

e Aplicar as leis fundamentais da eletricidade na resolugao de problemas em
circuitos RLC.

o Explorar aplicacoes praticas dos circuitos RLC na eletronica.
3. Recursos necessarios:

o Laboratorio de informética, Data show, pincel e quadro.
4. Metodologia:

« Em uma aula expositiva o professor deve usar os conhecimentos prévios dos
alunos sobre circuitos simples para introduzir os novos conceitos de circuito
do tipo RLC. Essa aula o professor pode usar de metodologia tradicional para
mostrar os comportamentos do circuito RLC usando equagoes diferenciais

ordinarias.



Capitulo 3. Metodologia 40

Duragao: 50 minutos.

1. Contetdo:
o Breve introducao do método de Euler.
2. Objetivos:

o Método de Euler na resolucao numérica de Equagoes Diferenciais Ordinarias.
« Ensinar os alunos a implementar o Método de Euler em ambientes computacio-
nais, como Python.
3. Recursos necessarios:
e Laboratorio de informatica, Data show, pincel e quadro.

4. Metodologia:

o O professor em aula expositiva tradicional deve explorar o passo a passo da
derivacao na féormula do Método de Euler aplicando o método resolu¢ao numérica
de problemas praticos, relacionados ao campo de estudo dos alunos. Promover
a discussao sobre o significado de cada termo na férmula. Por fim realizar

exercicios praticos de derivar o método para diferentes EDOs simples.

Duragao: 50 minutos.

1. Conteudo:
e Modelar e resolver o circuito RLC.
2. Objetivos:

o Realizacao da modelagem de Circuitos RLC em Phyton no ambiente Jupyter

notebook.
3. Recursos necessarios:
o Laboratorio de informatica, Data show, pincel e quadro.

4. Metodologia:
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e O professor deve conduzir os alunos no passo a passo da simulacao de circuitos
elétricos, para que os discentes possam visualizar e analisar o comportamento
de circuitos RLC virtualmente. O professor deve agir como mediador para criar
um ambiente em que os discentes atuem de maneira ativa e integrada com os
colegas na construcao do cédigo a tecnologia para tornar o aprendizado mais
visual e interativo, facilitando a compreensao dos conceitos. Isso proporciona

uma compreensao mais profunda das interagoes entre os componentes.

Duragao: 50 minutos.

1. Conteudo:
o Analise de dados e graficos.
2. Objetivos:

o Interpretagao dos dados e dos graficos.
o Reconhecer os parametros fisicos.

o Estudar e discutir os comportamentos dinamicos da corrente e carga no decorrer

do tempo.
3. Recursos necessérios:
o Laboratoério de informética, Data show, pincel e quadro.
4. Metodologia:

» O professor deve sugerir variagoes nos parametros fisicos dos problemas, fazendo
os alunos pensarem em predizer o comportamento do sistema. Usando perguntas

simples em primeiro momento. Por exemplo:

» O que acontece com a corrente do circuito se aumentarmos a tensao na fonte?

-

e E necessario quanto tempo até os sistema amortecer totalmente?

e O que acontece com a corrente do circuito se foi reduzida a resisténcia
elétrica?

O professor deve mediar uma breve discussao em cada uma das perguntas
estimulando que anotem suas respostas. Em seguida, os alunos devem colocar
em pratica as variacoes dos parametros sugeridas nas questoes, onde eles mesmos
devem realizar as alteragoes no codigo e compilar. Feito a compilacao dos coédigos
os alunos devem interpretar e comparar com as suas respostas(predigoes) que

fizeram antes. Verificando suas assertivas ou corrigindo quando necessario.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Nesse capitulo apresentamos os resultados numéricos que modelam o circuito RLC
série. Além disso, fazemos uma discussao fisica variando alguns pardmetros para destacar
o comportamento desse tipo de circuito e obter determinados resultados que podem ser
discutidos em sala de aula. Ressaltamos que os métodos numéricos nao geram uma férmula
para a solucao da equagao diferencial do circuito RLC. Em vez disso, geram uma sequéncia
de aproximacoes ao valor da solu¢ao em pontos especificados. Além disso, se usarmos um
numero suficiente de pontos e unirmos com segmentos de linha reta, podemos obter uma
aproximacao geral da curva de solugao correspondente a solucao do valor inicial para um
dado problema. E assim que as curvas de solugdo aproximadas serao geradas aqui por

meio de um cédigo em Python.

4.1 RESULTADOS NUMERICOS DO CIRCUITO RLC

Abaixo apresentamos o cddigo fonte Python na integra (Cédigo 4.1.1) que imple-
menta o método de Euler a equagado do circuito RLC série. Os valores para as grandezas
associadas a cada componente R, L e C' sdo determinados nas linhas 5-7. Estabelecemos
também valores iniciais para a tensao no capacitor, Vp, e corrente no indutor, I (linhas
10 e 11, respectivamente). O tempo de simulagdo é limitado por ty,sy (linha 14) com
intervalos de tempo de dt = 1073 s, linha 15. Quanto menor o valor de dt, que é o paco
de iteracao, mais ajustada a curva do calculo numérico vai estar da solucao exata. A
Fig. 11 apresenta os resultados a partir do Codigo 4.1.1 para o circuito RLC série, onde

destacamos a variagao da tensdo no capacitor e da corrente no indutor em temos do tempo.

Cédigo 4.1.1 — Cédigo em Python usando o método de Euler para o circuito RLC em série.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
#tensdo no capacitor e corrente no indutor.

# Valores dos componentes do circuito

1.0 # Resisténcia (em ohms)

R
L = 0.1 # Indutdncia (em henrys)
C

0.01 # Capacitdncia (em farads)
# Condigcdes iniciais
VO = 1.0 # Tensdo inicial no capacitor (em volts)

I0 = 0.0 # Corrente inicial no indutor (em amperes)

# Pardmetros de simulacdo
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t_max = 1.0 # Tempo maximo da simulacdo (em segundos)

dt = 0.0001 # Passo de tempo (em segundos)

# Criando listas para armazenar os resultados

t_values = [0.0]

V_values = [VO0]

I _values = [I0]

# Simulacdo usando o método de Euler
t = 0.0

vV = VO

I = 10

while t < t_max:
# Calcular as taxas de mudanca das grandezas
dvdt = (1.0 / C) % I
dIdt (-1.0 / L) » V- (R / L) = I

# Atualizar as grandezas usando o método de Euler
V += dvdt = dt

I += dIdt % dt

t += dt

# Armazenar os valores atuais
t_values.append (t)
V_values.append (V)
I_values.append(I)

# Plotar os resultados
plt.figure(figsize=(5, 4))
plt.subplot (2, 1, 1)
plt.plot (t_values, V_values)
plt.title('(a)")

plt.xlabel ('Tempo (s)')
plt.ylabel ('Tensao (V)"')
plt.grid (True)

plt.subplot (2, 1, 2)
plt.plot (t_values, I_values)
plt.title('(b) ")

plt.xlabel ('Tempo (s)')
plt.ylabel ('Corrente (A)")
plt.grid (True)

plt.tight_layout ()
plt.show ()
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Nessa situagao, como a resisténcia estd presente no circuito (o que é geralmente
encontramos na realidade), temos uma oscilagdo amortecida. A energia do circuito esté
armazenada inicialmente no capacitor que estd carregado e tem tensao inicial de Vj =
1,0 V. Como nao temos fontes externas, no transcorrer do tempo o capacitor comeca
a descarregar através do indutor gerando uma corrente nesse tultimo, fazendo a energia
armazenada crescer a partir de zero. Ao mesmo tempo, a descarga no capacitor reduz a
sua energia armazenada. Uma parte da energia ¢ dissipada pelo resistor de tal modo que
a energia total ndo permanece constante e notamos o decréscimo na amplitude tanto da
diferenca de potencial no capacitor como da corrente no indutor, como podemos ver nos

resultados da Fig. 11 que sao geradas pelo Codigo 4.1.1.

Figura 11 — Célculo numérico via aproximacao de Euler da (a) tensdo no capacitor e (b) da
corrente no indutor.
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Fonte: Autoria prépia.

Embora os alunos de nivel basico geralmente nao tenham habilidades matematicas
para poder resolver equagoes diferenciais relativamente complicadas, suas habilidades
de programagao podem facilmente permitir lidar numericamente com certos tipos de
problemas. No entanto, vale a pena discutir aqui os resultados de forma mais precisa
com analise das solugoes analiticas e o comportamento esperado para a mudanga nos

parametros do sistema.

A equagao diferencial do circuito RLC, Eq. (2.11), pode ser reescrita da seguinte

forma: P21 dr
— e y— 4+ W = 4.1
az e T 0 (41)
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onde definimos

1 R

como sendo a frequéncia angular das oscilagoes livres e o fator de amortecimento nesse
circuito, respectivamente. O fator de amortecimento v descreve a taxa com que as
oscilagoes do sistema diminuem ao longo do tempo devido ao efeito da resisténcia no
circuito. A frequéncia natural wy é uma caracteristica intrinseca do circuito RLC que

descreve a frequéncia de oscilacao do sistema quando nao ha amortecimento presente.

Como demostrado no Apéndice A, a solugao para a Eq. (4.1) é dada por
I(t) = Ae™ 3" cos(wit + @), (4.3)
sendo A e ¢ constantes a serem definidas pelas condigdes iniciais do sistema e

2
wy = (Wi — VZ (4.4)

¢é a frequéncia de oscilagao resultante no sistema. Ela descreve a taxa efetiva de oscilacao

apos o amortecimento ser considerado.

Variando os parametros do sistema (R, L e C') podemos analisar trés casos de
interesse para compreensao do comportamento grafico da corrente elétrica I(t), sao eles:
subamortecido, amortecimento critico e sobreamortecido. Vamos discuti-los brevemente a

seguir:

4.1.1 Caso subamortecido

O movimento subamortecido é o apresentado para a corrente no grafico da Fig. 11
que é descrito pela Eq. (4.3), onde temos w; > 0 na Eq. (4.4), ou seja, wy > /2. Essa
frequéncia é conhecida como frequéncia angular do oscilador armortecido, no entanto, é
importante destacar que nao podemos definir uma frequéncia na presenca de amortecimento,
pois 0 movimento nao é periédico. Entretanto, definindo um tempo 7 (tempo entre dois
pontos adjacentes em I(t) = 0) com w; = 27/7, a frequéncia angular w; faz sentido para
um determinado periodo de tempo. A frequéncia w; é menor que a frequéncia wy (a
frequéncia do oscilador na auséncia de amortecimento). O grafico na Fig. 12(a) mostra a
oscilacdo da corrente para wy < wy, onde fizemos v = 10, ou seja, R = 10L. Esse resultado

¢ 0 mesmo que aparece na Fig. 11.

Para o amortecimento pequeno, ou seja, v — 0, teremos wy ~ wy. Fazer v — 0 é
tomar R muito pequeno em relacdo a L. Dessa forma, consideramos o valor v = 1072 que
¢ equivalente a usar R = 1072L e plotamos o grafico da Fig. 12(b). Nesse caso teremos
uma curva senoidal do movimento nao amortecido com amplitude praticamente constante

e frequéncia bem definida wy.
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Figura 12 — Corrente no circuito RLC para o caso (a) y= R/L=10e (b) y = R/L = 1072
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Fonte: Autoria prépria.

Os resultados na Fig. 12, podem ser extremamente importante como discussao na
sala de aula, uma vez que variando esses paradmetros, o aluno percebe o efeito do valor
da resisténcia R dentro do circuito RLC e sua influéncia no amortecimento da corrente
no circuito. Aqui também vale a pena discutir sobre a conservacao da energia, pois ao
contrario do oscilador harmonico simples, a energia do oscilador amortecido nao é constante
no tempo. Em vez disso, a energia é continuamente fornecida ao meio de amortecimento

(resistor) e dissipada como calor por efeito joule.

4.1.2 Caso de amortecimento critico e sobreamortecido

Quando o fator de amortecimento é relativamente grande, ou seja, v > wy, o sistema
nao apresenta movimento oscilatério. A corrente se reduz monotonicamente do seu valor

inicial até se anular. O caso do amortecimento critico ocorre justamente quando v = wy.
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A Fig. 13 apresenta o resultado para a curva de corrente para o amortecimento critico
com corrente inicial 7(0) = 1,0 A. Para um determinado conjunto de condigbes iniciais,
um oscilador criticamente amortecido se aproximara do equilibrio a uma taxa mais rapida

do que aquela de um oscilador sobreamortecido.

Figura 13 — Amortecimento critico.
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Fonte: Autoria prépia.

Aqui pode ser discutido aplicagdes do uso de osciladores nesse regime. Esta
caracteristica ¢ importante no desenvolvimento de projetos praticos, como por exemplo,
um galvanémetro (um dispositivo eletromecénico usado para detectar e medir correntes

elétricas), quanto o sistema retornar ao equilibrio o mais rapido possivel.

Por fim, o comportamento sobreamortecido é quando o pardmetro de amortecimento
~ é ainda maior do wy. De modo geral, a escolha do tipo de amortecimento em um circuito
RLC depende das necessidades especificas para determinada aplicacao. O amortecimento
critico, por exemplo, ¢é util quando é necessario um réapido retorno ao estado de repouso sem
oscilagoes. O subamortecimento, por sua vez, é adequado quando oscilagoes amortecidas
sao desejadas, enquanto o sobreamortecimento é preferido quando a supressao rapida de

oscilagoes ¢ necessaria.

4.2 RESULTADOS ANALITICOS DO CIRCUITO RLC

Uma alternativa a aplicagao do calculo numérico usando a aproximagcao simplificada
de Euler, é estudar as solugoes analiticas e plotar os graficos diretamente. Vamos apresentar
aqui alguns c6digos com a anélise da solucao exata da Eq. (4.1) discutindo alguns termos
das equacoes e suas contribui¢oes no resultado final. O Cdédigo 4.2.3 plota os termos

exponencial e oscilante da Eq. (4.1). O resultado é apresentado na Fig. 14.
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Cédigo 4.2.1 — Cédigo em Python para solugao exata do termo oscilatério e do termo exponencial para
da corrente no circuito RLC em série.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

#Curvas oscilante e exponencial

# Termo oscilatdério

def termo_oscilatorio(t, frequencia_angular):

return np.cos (frequencia_angular * t)

# Termo exponencial
def termo_exponencial (t, fator_amortecimento) :

return np.exp(—-fator_amortecimento * t)

resistencia = 0.5
capacitancia = 1.0
indutancia = 0.5

# Pardmetros
frequencia_angular = 3.0

fator_amortecimento = 0.5

# Valores de tempo de 0 a 5 segundos com intervalo de 0.1 segundo

tempo = np.arange (0, 15, 0.1)

# Calcula os termos oscilatdorio e exponencial
oscilatorio = termo_oscilatorio(tempo, frequencia_angular)

exponencial = termo_exponencial (tempo, fator_amortecimento)

# Plota os resultados
plt.plot (tempo, oscilatorio, 'r-', label='Oscilatério')

plt.plot (tempo, exponencial, 'b—-', label='Exponencial')

# Configuragdes do grafico
plt.xlabel ('Tempo')
plt.ylabel ('$i(t)s$")
plt.grid (True)
plt.legend()

# Exibe o grafico

plt.show ()

Aqui o docente pode explorar sobre a combinacao desses termos, suscitando a

construgao da solugdo amortecida na mente do aluno devido a presenca da resisténcia R.

Da mesma forma aqui é mostrado o cédigo do circuito RLC em que plota os compor-

tamentos oscilante e amortecida, para que os alunos possam fazer analises separadamente.



© 00 N O U e W N

NN N N NN R e = e s e e
Tl ks W N HE O O 00 OOt s W NN = O

Capitulo 4. Resultados e discussao

49

Figura 14 — Curva dos termos oscilante e exponencial.
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Fonte: Autoria prépria.

Cédigo 4.2.2 — Cédigo em Python para solugoes amortecidas e ndo amortecidas.

#curvas

import numpy as np

oscilante e amortecida separadamente.

import matplotlib.pyplot as plt

# Funcdo para a resposta amortecida do circuito RLC

def resposta_amortecida (t,

fator_amortecimento,

frequencia_angular) :

return np.exp (-fator_amortecimento * t)

resistencia=

indutancia=

3

3

capacitancia= 0.01
# Pardmetros do circuito RLC amortecido
0.5

frequencia_angular = 3.0

fator_amortecimento =

* np.cos (frequencia_angular * t)

# Valores de tempo de 0 a 5 segundos com intervalo de 0.1 segundo

tempo = np.arange (0, 10, 0.1)

# Calcula as respostas amortecida e ndoamortecida

resp_amortecida =
frequencia_angular)

resposta_nao_amortecida =

# Plota os resultados

plt.plot (tempo, resp_amortecida, 'b—-',

plt.plot (tempo, resposta_nao_amortecida,

resposta_amortecida (tempo,

fator_amortecimento,

np.cos (frequencia_angular * tempo)

label="Amortecido")

L}

r—

', label='Nao Amortecido')
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# Configuragées do grdafico
plt.xlabel ('Tempo', size=16)
plt.ylabel ('I(t)', size=16)
plt.grid(True)

plt.legend()

# Exibe o grafico

plt.show ()

Jé na Fig. 15 a linha pontilhada azul indica a influencia (agdo de amortecimento) do fator
exponencial sobre o senoide indicado na linha vermelha, assim podemos explorar a relagao
entre as duas curvas, fazer como que o aluno perceba que o fator de amortecimento pode
ser aumentado ou diminuido, fazendo as curvas ficarem mais semelhantes ou distintas em

relagdo ao comportamento amortecimento e o oscilante.

Figura 15 — Curva do termo oscilante e da corrente amortecida.
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Fonte: Autoria prépria.

Por fim, é apresentado o codigo do circuito RLC, no qual sdo plotados ambos os

comportamentos, permitindo que os alunos os analisem separadamente.

Codigo 4.2.3 — Cédigo em Python para plotar graficos de partes da solugdo e seu resultado final.

#curvas oscilante, exponecial e amortecida.
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# Termo oscilatdrio
def termo_oscilatorio(t, frequencia_angular):

return np.cos (frequencia_angular * t)
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# Termo exponencial
def termo_exponencial (t, fator_amortecimento):

return np.exp (-fator_amortecimento = t)

# Termo amortecido
def termo_amortecido (t, fator_amortecimento, frequencia_angular):

return np.exp(-fator_amortecimento % t) * np.cos(frequencia_angular x t)

# Pardmetros do circuito
resistencia= 3
indutancia= 3

capacitancia= 0.01
# Pardmetros
frequencia_angular = 3.0

fator_amortecimento = 0.5

# Valores de tempo de 0 a 5 segundos com intervalo de 0.1 segundo

tempo = np.arange (0, 15, 0.1)

# Calcula os termos oscilatdério, exponencial e amortecido

oscilatorio = termo_oscilatorio (tempo, frequencia_angular)
exponencial = termo_exponencial (tempo, fator_amortecimento)
amortecido = termo_amortecido (tempo, fator_amortecimento, frequencia_angular)

# Plota os resultados
plt.plot (tempo, oscilatorio, 'r-', label='Oscilatdério')
plt.plot (tempo, exponencial, 'b—-', label='Exponencial')

plt.plot (tempo, amortecido, 'g-.', label='Amortecido')

# Configuragdes do grafico
plt.xlabel ('Tempo', size=16)
plt.ylabel ('$I(t)S$',size=16)
plt.grid (True)

plt.legend()

# Exibe o grafico

plt.show ()

E interessante que a andlise da Fig. 16 seja feita apés as Figs. 14 e 15, para que
aconteca uma construcao prévia dos conceitos para contribuir na conclusao do aluno, pois
na Fig. 16 é explorado as trés curvas, exponencial, oscilante e amortecido. Aqui temos
como objetivo pedagdgico de reforcar a percepcao do aluno sobre o comportamento da

corrente, que é a combinagao da curva oscilatéria com a exponencial, gerando a solugao
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geral do circuito RLC para corrente elétrica.

Figura 16 — Curvas oscilante, exponencial e a amortecida.
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Fonte: Autoria prépria.

Nesse circuito colocamos um valor de resisténcia suficientemente pequeno, de modo
que ainda aconteca a oscilagao, contudo com a caracteristica de movimento harmonico
amortecido, ou seja, que indica que o comportamento da corrente elétrica é uma funcao
senoidal mostrado pela curva linha vermelha na Fig. 14 e com um fator de amplitude que
diminui exponencialmente como mostrado na Eq. (2.12), e na curva azul pontilhado na
Fig. 14

Aqui apresentamos algumas possibilidades de levantamento de dados realizados
pela resolucao numérica, usando método de Euler, para o circuito RLC. Como esses
graficos o professor pode alterar os parametros de condi¢oes inciais explicitos nos codigos
e recompilar para gerar novos plots e estudar a variacdo nos comportamentos das curvas.
Além disso, pode encorajar os alunos, de maneira ativa e independente, interajam com
os codigos. Os codigos, aliado com as ferramentas interativas e a abordagem inovadora
de aplicar um método numérico simples para resolver problemas fisicos relacionados aos
circuito, é de grande importancia para a educagao nos dias atuais, onde a tecnologia esta

cada vez mais presente.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho destaca a viabilidade do desenvolvimento de uma ferramenta
metodolégica com aplicabilidade relevante em cursos superiores relacionados a Fisica e
Engenharias. O produto educacional proposto visa servir como um primeiro contato
para alunos, abordando habilidades essenciais, contetidos e estratégias fundamentais na

formacao tecnologica.

A énfase recai sobre a modelagem matematica de problemas fisicos, uma habilidade
indispensavel na resolucao de questdes complexas. A capacidade de interpretar e transcrever
tais problemas para a linguagem matematica é ressaltada, juntamente com a introducao
do método numérico, especificamente o método de Euler, embora se reconheca a existéncia

de limitacoes em suas aproximagoes.

Um aspecto crucial do trabalho ¢ a incorporagao de uma linguagem de programagao
de alta performance, como Python. Destaca-se a caréncia de materiais introdutérios que
destaquem essa abordagem pedagogica de maneira direta, especialmente voltada para
o ensino de fisica. Além disso, a introducao de ferramentas como Jupyter Notebook e
Google Colab, ambas gratuitas e online, é apontada como auspiciosa para os iniciantes em

tecnologia.

Portanto, os incrementos de aprendizado oferecidos pelo produto vao além das
habilidades especificas, abrangendo a familiarizacdo com linguagens de programacao
relevantes e ferramentas praticas disponiveis gratuitamente. O texto destaca a importancia
desses elementos para a formacao tecnologica e a pedagogia inovadora no contexto dos

cursos superiores em Fisica e Engenharias.

Considerando as perspectivas futuras, o presente trabalho abre caminho para
uma série de desenvolvimentos e aprimoramentos. Primeiramente, é possivel explorar a
expansao do escopo do produto educacional para abranger nao apenas cursos superiores
de Fisica e Engenharias, mas também outras disciplinas tecnologicas e cientificas. Isso
permitiria uma aplicacdo mais abrangente e uma contribui¢ao mais significativa para a

formacao académica em diversas areas.

Além disso, o aprimoramento do método numérico utilizado, como o método de
Euler, poderia ser uma area de pesquisa futura. A investigacao de métodos mais avancados
e precisos poderia elevar a qualidade das simulagoes e das solugdes numéricas, tornando o

produto ainda mais eficaz e relevante.
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APENDICE A - SOLUCAO DA EDO DO CIRCUITO RLC

A.1 OSCILADOR HARMONICO AMORTECIDO

A equagao diferencial do oscilador harmoénico amortecido é dado pela seguinte

expressao:

d’I dl
W‘FQ’VE—FW(Q][:O (Al)

Trata-se de uma equacao linear com coeficientes constantes que pode ser resolvida

através da suposicao

dl
dt
d2[ 2 _mt
— =m-e™,
dt?
que substituida na funcao diferencial resulta em
m26mt + 2,7m26mt + w26mt — 0

m? + 2ym? + w? =0,

que é a equacao caracteristica. Suas raizes sao dadas por

vV 4’}/2 — 4LUO

+ :
2

m= —

que se desdobra em

my = —7+/7? — wp (A.2)

my = —y — /7% — g (A.3)

A raizes (A.2) e (A.3) podem ser complexas, reais e distintas, e reais e iguais, dependendo

do valor do termo dentro da raiz quadrada. Assim, temos que separar esses trés casos.

A.1.1 Raizes complexas

Se o termo 72 — w? for negativo, as rafzes serdo complexas. Para esse caso, podemos

definir

Ww=wi -2 (A.4)
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de modo que as raizes se tornem

m1=—7+m=—7+v—w2=—7+iw

my=—y— 1 —wj = -y —V-wr=—y—iw
e assim, a solugao para a equacao diferencial, nesse caso, é formado pelas fungoes:
(it o (y—iw)t

0

Para escrever a solucdo na senoidal, usamos a relacao de Euler, € = cos + i sen, como

segue

et — o=l — o= (cos wi + i senwt)

eV — o et — o= (cos Wi — i senwt)

A formulacao geral segue como

I = aje " (coswt + isenwt) + ase " (coswt — i senwt)
I = e [(a; + ay)coswt +i(a; — ay)senwt)]
I = e e coswt + icysenwt)]

com ¢ (c2) constantes que podem ser definidas de forma conveniente como

c; = Acosd

cy = Asend.
Assim, teremos:
I = e "(Acosécoswt + iAsend senwt),

usando a propriedade trigonométrica cos(a + ) = cosacos S — senasenf, teremos a

solucgao final
I(t) = Ae " cos(wt — 9). (A.5)

Nessa equagao, temos o temos oscilante, dado po cos(wt — §) e um termo exponencial
e, no qual faz a amplitude diminuir com o tempo. O resultado é que a corrente oscila
com uma amplitude cada vez menor até se anular. Esse é o caso do oscilador harmonico

subamortecido ou, também, subcritico.
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A.1.2 Raizes reais e distintas

Se agora tivermos 7% — w? > 0, a raiz quadrada (A.4) d4 um ntimero real. Vamos

definir, nesse caso,
w? =% — Wl

e entao as raizes ficam

My = —7y — W
e as fungoes que formam solugoes sao

et o (W)t

e a solugao geral se torna
I(t) = a7 4 goe(Tmwt

I(t) = aje et + goe Vet
1 2

I(t) = e (aie" + aze™")

teremos

A A
I(t> == eifyt <2€5€Wt + 26560')t>
A t [ (wt—96) —(wt—96)
I(t) = 56 v (6 +e ) .

Usando agora a definicdo de cosseno hiperbélico, cosh @ = (¢ +e7%)/2,

I(t) = Ae " cosh(wt — §).

(A.6)

Como essa func¢ao nao é periddica, pois depende de cosh(wt — d), o sistema nao chega a

apresentar uma oscilagao, como ocorre no amortecimento subcritico. Nesse caso, como o

amortecimento é muito forte, ele é chamado de sobreamortecido ou, também, supercritico.
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A.1.3 Raizes reais e iguais

Finalmente, quando temos 7? = w2, temos o caso em que as raizes sdo reais e iguais,

ou seja,
mp =mz = =%
Portanto, uma das fungoes que formam a solugao é
e e te
A solucgao geral sera:
I(t) = Ae "+ Bte™ "
ou ainda
I(t) = e "(A+ Bt). (A.7)

O decaimento nesse caso é um pouco mais lento, mas ainda nao ha uma oscilagao. Trata-
se de um caso limite entre duas situacoes diferentes, por isso é denominado oscilador

harmonico critico.

Essas solugdes descrevem as caracteristicas dinamicas do circuito RLC em resposta

a diferentes condi¢oes iniciais e podemos resumir como:

o Se o discriminante for negativo, teremos raizes complexas conjugadas e o sistema

serd sobreamortecido.

e Se o discriminante for positivo, teremos raizes distintas e o sistema sera suba-

mortecido.

e Se o discriminante for zero, teremos raizes iguais e o sistema sera criticamente

amortecido.
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ANEXO A - PRODUTO

A.1 ARQUIVO EXPORTADO DO JUPYTER NOTEBOOK

A seguir, apresentamos o arquivo gerado a partir do ambiente interativo Jupter

Notebook. Para gerar esse arquivo, procedemos da seguinte forma:

1. Acessamos o Google Colab: - Abra o navegador e vd para [Google Co-

lab](https://colab.research.google.com/).

2. Crie ou Carregue um Notebook: - Crie um novo notebook clicando em ‘Arquivo

-> Novo notebook‘ ou abra um existente clicando em ‘Arquivo -> Abrir notebook".
3. Desenvolva o Cédigo: - Escreva ou cole seu cddigo nas células do notebook.

4. Salvar o Notebook: - Salve o notebook no Google Drive ou localmente clicando
em ‘Arquivo -> Salvar uma cépia no Google Drive' ou ‘Arquivo -> Fazer download ->
Notebook (.ipynb)".

Importar o arquivo [Python Notebook para Jupyter Notebook:

1. Instalar o Jupyter Notebook: - Se ainda nao tiver o Jupyter Notebook instalado,

voceé pode instala-lo usando o comando ‘pip install notebook‘ no terminal.

2. Abrir o Jupyter Notebook: - No terminal, navegue até o diretério onde vocé

deseja salvar o notebook e execute o comando ‘jupyter notebook".

3. Carregar o Notebook no Jupyter: - No navegador, o Jupyter Notebook sera

aberto. Clique em ‘Upload‘ e selecione o arquivo “ipynb‘ que vocé baixou do Google Colab.

4. Abrir e Executar: - Abra o notebook recém-carregado e execute as células para

verificar se tudo esta funcionando conforme esperado.
Gerar um PDF a partir do Jupyter Notebook a partir da opgao para Download.

Este processo permite que vocé desenvolva seu coédigo no Google Colab, faga o
download do notebook (“ipynb‘), importe-o para o Jupyter Notebook e, em seguida,
converta-o para um arquivo PDF. Certifique-se de ter o Python e as dependéncias necessa-

rias instaladas em seu ambiente.
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O circuito RLC:

Por definicdo um circuito RLC é um circuito elétrico no qual os componentes sdo: um resistor
(R), um indutor (L) e um capacitor (C). Esses componentes podem estar conectados em série.
O resistor é o componente mais comum dos circuitos elétricos, a sua funcao é limitar o fluxo de
corrente que passa pelo circuito. Como o préprio nome sugere, o resistor vai exercer uma resisténcia
a passagem da corrente elétrica. Esse componente pode ser usado como dissipador da energia
elétrica, por exemplo convertendo essa energia em energia térmica. O indutor sdo elementos que
podem armazenar energia de natureza magnética em um circuito elétrico. Ele contém dois terminais
e é composto por N enrolamentos. Quando os enrolamentos sdo constituidos de fios ideais, sem
resisténcia elétrica, ele é considerado um indutor ideal. O seu papel é produzir indutancia devido
a passagem das corrente elétrica, variando com o tempo, nos enrolamentos, causando assim uma
tensdo auto induzida.
R

AAN

] N

Aplicando a primeira lei de Kirchhoff para esse sistemas, iremos obter a seguinte equacao:

dl Q
L— I+ —==0. 1
TR+ S =0 (1)



[1:

Tomando a derivada em relacdo ao tempo dessa equacgao e dividindo todos os termos por L, cheg-
amos a seguinte equacao diferencial homogénea de segunda ordem

d’I  RdI 1

—+—-——+—-—=I1=0 2

dt? * L dt + LC 2)
que descreve as oscilagdoes LC amortecidas. Se fizermos R = 0, recairemos na equacao que descreve
oscilagdes LC nao amortecidas.

E importante enfatizar que todas as equagdes diferenciais obtidas para os circuitos analisados podem
ser equivalentes a problemas mecanicos, bastando substituir as grandezas elétrica por grandezas
mecénicas (Q — x; L — m;1/C — k).

A solucao da EDO pode ser escrita da seguinte forma

I(t) = At [cos(wy + 9) (3)

onde A e ¢ sdo constantes que satisfazem as condigbes iniciais. w; é definido em termos das
constante de amortecimento v = R/L, ou seja

wy = yfwd — - (4)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

Valores dos componentes do circuito
1.0 # Restisténcia (em ohms)
0.1 # Indutdncia (em henrys)
0.01 # Capacitdncia (em farads)

Q- o o
I

# Condigcdes iniciats
VO = 3.0 # Tensdo inicial no capacitor (em volts)
I0 = 0.0 # Corrente inicial no indutor (em amperes)

# Parametros de simulacgdo
dt = 0.001 # Passo de tempo (em segundos)
t_max = 1.0 # Tempo mdazimo da simulacdo (em segundos)

# Criando listas para armazenar os resultados
t_values = [0.0]
V_values = [VO]
I_values [10]

# Simulagdo usando o método de Euler

t =0.0
vV =1V0
I =10

while t < t_max:



# Calcular as taxas de mudanca das grandezas
dvdt = (1.0 / C) = I
dldt = (-1.0 /L) * V- (R/ L) *1I

# Atualizar as grandezas usando o método de Euler
V += dvdt * dt

I += dIdt * dt

t += dt

# Armazenar os wvalores atuats
t_values.append(t)
V_values.append (V)
I_values.append(I)

# Plotar os resultados
plt.figure(figsize=(10, 4))
plt.subplot(2, 1, 1)
plt.plot(t_values, V_values)
plt.title('Tens&o no Capacitor')
plt.xlabel('Tempo (s)')
plt.ylabel('Tensdo (V)')
plt.grid(True)

plt.subplot(2, 1, 2)
plt.plot(t_values, I_values)
plt.title('Corrente no Indutor')
plt.xlabel('Tempo (s)')
plt.ylabel('Corrente (A)')
plt.grid(True)
plt.tight_layout ()

plt.show()
Tensao no Capacitor
S 2
[=]
g
2 07
Q
-2+ T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 1.0
Tempo (s)
Corrente no Indutor
0.5
=
4 0.0
=
£
8 -0.5
T T T T :
0.0 0.2 0.4 0.6 1.0

Tempo (s)




	Folha de rosto
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	Lista de abreviaturas e siglas
	Sumário
	Introdução
	OBJETIVO GERAL
	OBJETIVOS ESPECÍFICOS
	ESTRUTURAÇÃO DO TRABALHO

	Fundamentação Teórica
	TEORIA DE APRENDIZAGEM SIGNIFICATIVA
	MODELAGENS COMPUTACIONAIS NO ENSINO DE FÍSICA
	A linguagem de programação python e ambientes de desenvolvimento interativo
	Jupyter Notebook
	Google Colab (Colaboratory)


	EMBASAMENTO TEÓRICO DIDÁTICO SOBRE CIRCUITOS ELÉTRICOS.
	Circuito RC
	Circuito RL
	Circuito LC
	Circuito RLC

	DIFICULDADES RELACIONADAS A APRENDIZAGEM SOBRE CIRCUITOS ELÉTRICOS

	Metodologia
	IMPLEMENTAÇÃO EM PYTOHN.
	Método de Euler para equações diferenciais de segunda ordem
	Implementação do código no Google Colab

	SEQUÊNCIA DIDÁTICA

	Resultados e discussão
	Resultados numéricos do circuito RLC
	Caso subamortecido
	Caso de amortecimento crítico e sobreamortecido

	Resultados analíticos do circuito RLC

	Considerações Finais
	Referências
	Solução da EDO do circuito RLC
	Oscilador harmônico amortecido
	Raízes complexas
	Raízes reais e distintas
	Raízes reais e iguais


	Produto
	Arquivo exportado do Jupyter Notebook


