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MODELAGEM MATEMATICA E EPIDEMIOLOGIA: ANALISE SOBRE A
DINAMICA DE PROPAGACAO E CONTROLE DE DOENCAS
INFECTOCONTAGIOSAS

Maria Francisca Araujo Alves'
Sebastiana Ceci Sousa?
RESUMO

A modelagem matematica ¢ uma forma de representar um fendmeno natural por meio da
linguagem matematica adequada. O objetivo geral dessa pesquisa consiste em, através da
analise sobre producdes académico-cientificas, compreender como a aplicagao da modelagem
matematica pode contribuir no estudo sobre a dindmica de propaga¢ao e controle de doencas
infectocontagiosas no contexto brasileiro. Pesquisa de abordagem qualitativa, caracterizada
como revisdo sistematica da literatura. Foram selecionadas e analisadas 08 (oito) produgdes
académico-cientificas (artigos e monografias) publicados nos ultimos 06 anos, escritas em
Lingua Portuguesa, abordando conceitos referentes a modelos matematicos epidemioldgicos
mencionados ao longo de cada estudo, especificamente sobre as doengas provocadas pelo HIV
e pelo SARS-CoV-2, informagdes descritas no resumo, resultados e conclusio de cada
producdo. Os resultados demonstram que os modelos SI e SIR representam uma importante
ferramenta no estudo dessas infec¢des. Além disso, a escolha de cada modelo se deu conforme
as caracteristicas da enfermidade. Conclui-se assim que, a modelagem matematica contribui no
estudo sobre a dindmica de propagagdo e controle de doengas infectocontagiosa, uma vez que
pode descrever o crescimento ou decrescimento de doengas, contribuindo para a tomada de
decisdes coerentes no campo da satide publica.

Palavras-chave: Modelagem matematica; Epidemiologia; Doengas infectocontagiosas.

ABSTRACT

Mathematical modeling is a way of representing a natural aspect through appropriate
mathematical language. The general objective of this research consists of, through the analysis
of academic-scientific productions, understanding how the application of mathematical
modeling can contribute to the study of the dynamics of propagation and control of infectious
diseases in the Brazilian context. Qualitative approach research, descriptions as a systematic
literature review. Eight (8) scientific productions (articles and monographs) published in the
last 6 years were examined and verified, written in Portuguese, addressing concepts relating to
relevant epidemiological mathematical models throughout each study, specifically on diseases
caused by HIV and by SARS-CoV-2, information described in the summary, results and
conclusions of each production. The results demonstrate that the SI and SIR models represent
an important tool in the study of these infections. Furthermore, each model was chosen in
accordance with the characteristics of the disease. It is concluded that mathematical modeling
contributes to the study of the dynamics of propagation and control of infectious diseases, as it
can describe the growth or decline of diseases, contributing to consistent decision-making in
the field of public health.
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1 INTRODUCAO

A modelagem matematica ¢ compreendida como uma forma de retratar através da
linguagem matematica, fendmenos do cotidiano. Para muitos autores, ela pode ser aplicada
como uma estratégia de ensino ou como um método cientifico de pesquisa, sendo util para fazer
previsdes e contribuir na tomada de determinadas decisdes.

Nesse sentido, a modelagem matematica aplicada a epidemiologia se apresenta como
uma ferramenta que auxilia no estudo sobre a dinamica de determinada doenca em uma
populagdo, buscando entender o tipo, forma de infeccdo e propor medidas de contengdo.
Produgdes académicas na drea da Matematica Aplicada mostram o quanto a modelagem
matematica contribui no entendimento do desenvolvimento de doencas e, consequente na
obtencao de informagdes para a criagdo de medidas de contencdo.

A epidemiologia matematica surgiu da necessidade de entender diversas doengas ao
longo da histéria. De acordo com Almeida (2014), a Epidemiologia Matematica procura
descrever quantitativamente o fendmeno e fornecer informacgdes epidemiologicas e dados
estatisticos sobre os parametros envolvidos, como a for¢a de infecgdo, reprodutibilidade basal
e a taxa de contato.

Assim, compreender a modelagem matematica de doencgas infectocontagiosas, a partir
da identificacdo de produgdes académicas cientificas, ¢ fundamental para demonstrar como
equacdes matematicas podem descrever o comportamento de infec¢des e fornecer dados sobre
0s parametros em questdo, com o proposito de propiciar previsdes e controle. Diante disso, a
presente pesquisa teve a pretensdo de responder a seguinte questao: Como a Modelagem
Matematica pode contribuir nos estudos sobre doengas infectocontagiosas no contexto
brasileiro? Qual o modelo mais adequado para o estudo de cada doenca?

O objetivo geral da pesquisa foi através de uma andlise sobre produgdes académico-
cientifica, compreender como a aplicacdo da modelagem matematica, utilizando as Equagdes
Diferenciais Ordinarias pode contribuir no estudo sobre a dinamica de propagagdo e controle
de doengas infectocontagiosas no contexto brasileiro. Sendo os objetivos especificos:
caracterizar a modelagem matematica e aplicagdes; investigar sobre algumas doengas
infectocontagiosas que ocorrem no Brasil; apresentar modelos matematicos para prever a
propagacdo e controle de doencas infectocontagiosas a partir de Equacdes Diferenciais
Ordinarias; analisar producdes académico-cientificas que apresentam estudos sobre modelagem
matematica e doencas infectocontagiosas no contexto brasileiro.

2 DESENVOLVIMENTO
2.1 REFERENCIAL TEORICO
2.1.1 A Modelagem Matematica e suas aplicacoes

A modelagem matematica pode ser entendida como uma forma de representar um
fendmeno natural por meio da linguagem matematica adequada, os modelos matematicos.
Assim, ela pode ser aplicada como uma estratégia de ensino-aprendizagem ou um método
cientifico de pesquisa, uma vez que:

A modelagem matematica ¢ a arte de expressar por intermédio de linguagem
matematica situagdes problemas de nosso meio, tem estado presente desde os
tempos mais primitivos. Isto é, a modelagem ¢é tdo antiga quanto a propria
Matematica, surgindo de aplicacdes na rotina diaria dos povos antigos
(Bienbengut; Hein, 2022, p. 7).
Com efeito, no processo educativo a modelagem ¢ uma maneira de relacionar os
conceitos matematicos formais com situagdes reais conhecidas, buscando simplificar o



entendimento dos conteudos de forma mais concreta e ligada a outras areas do conhecimento,

haja visto que
A modelagem matematica no ensino pode ser um caminho para despertar no
aluno o interesse por topicos matematicos que ele ainda desconhece, ao
mesmo tempo que aprende a arte de modelar matematicamente. Isso porque ¢
dada ao aluno a oportunidade de estudar situagdes problemas por meio de
pesquisa, desenvolvendo seu interesse e agucando seu senso critico.
(Bienbengut; Hein, 2022, p. 18)

Entretanto, em pesquisas cientificas a modelagem matematica ¢ empregada para
representar fendmenos fisicos, quimicos, bioldgicos ou de quaisquer outras areas de
conhecimento. Na biologia, por exemplo, ela é empregada para modelar a epidemiologia, a
ecologia, a genética e varios outros fenomenos.

Em suma, para Bassanezi, (2002), a modelagem matematica ¢ um processo que
relaciona teoria e pratica, motivando seu usuario na busca do entendimento da realidade e na
procura de maneiras de agir sobre ela e transforma-la.

2.1.2 Algumas doencas infectocontagiosas que ocorrem no Brasil

Conforme o Projeto de Lei n°® 3.755, de 2020, as doengas infectocontagiosas sdo
enfermidades provocadas por virus, bactérias, fungos ou protozoarios. Elas podem ser
transmitidas por meio da ingestdo de 4gua ou alimentos contaminados, ferimentos, mordidas de
insetos e carrapatos, pela via respiratdria e sexual. No decorrer deste trabalho serdo abordadas
mais especificamente as doencas infectocontagiosas AIDS, causada pelo HIV, e a COVID-19,
provocada pelo SARS-CoV-2.

O Virus da Imunodeficiéncia Adquirida (HIV), causador da Sindrome da
Imunodeficiéncia Adquirida (AIDS), ¢ um retrovirus, pois segundo o Ministério da Satde
(2014), retrovirus sdo virus que possuem seu material genético constituido de RNA e apresenta
a enzima transcriptase reserva, que ¢ capaz de transformar o RNA viral em DNA. Ao ser
infectado pelo HIV o individuo ndo contrai imediatamente da doenca AIDS, pois ela ¢ uma
avangada agravacdo da infeccdo. Existem soropositivos que vivem por muito tempo sem
apresentar quaisquer sintomas, embora possam contaminar outas pessoas através de relagdes
sexuais desprotegidas, compartilhamento de seringas contaminadas, ou da mae para o filho
durante o parto e amamentagao.

O Ministério da Saude (2021), informa também que a COVID-19, causada pelo SARS-
CoV-2 da familia coronavirus, ¢ uma infeccdo na qual a transmissdo acontece pela via
respiratoria e através do contato com superficies contaminadas. Embora alguns individuos
infectados sejam assintomaticos, na maioria dos casos, o organismo infectado apresenta
sintomas como fraqueza, febre, tosse, diarreia, perda de apetite e vomito. Além disso a doenga
possui grande taxa de mortalidade.

2.1.3 Conceitos matematicos preliminares

A seguir, com base em Zill e Cullen (2007), apresentamos alguns conceitos matematicos
relevantes no campo da modelagem matematica.

Definicdo I — Uma equagdo que contém as derivadas de uma ou mais variaveis
dependentes, em relacdo a uma ou mais variaveis independentes, ¢ denominada de equagdo
diferencial (ED).

Se uma equagdo possui apenas derivadas ordinarias de uma ou mais variaveis
dependentes, com relagdo a uma unica variavel independente, ela ¢ chamada de equagdo
diferencial ordinaria (EDO). Por exemplo,

dy —
&-Sy—l,
(y—x)dx+4xdy =0



sdo equagdes diferenciais ordindrias.
Uma equacdo diferencial ordinaria ¢ classificada como linear quando pode ser escrita
na forma

n n-1
an () T2 + apo1 () T o+ 2 (%) 4 20 (0)y = g(x).
Observa-se que as equagdes diferenciais lineares sdo caracterizadas por duas propriedades:
I.  Avariavel dependente y e todas as suas derivadas sao do primeiro grau;
II.  Cada coeficiente depende apenas da variavel independente x.

Por outro lado, equagao diferencial pode ser classificada também quanto a ordem. Nesse

sentido, a ordem da derivada de maior ordem na equacdo ¢ a ordem da equacao. Por exemplo,
d2 dy)3
¢ uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem. No entanto,
4x 4 y =X
dx

trata-se de uma equacdo diferencial ordinaria de primeira ordem.

Definicao II — Qualquer funcado f definida em algum intervalo I, que, quando substituida
na equacao diferencial, reduz a equacdo a uma identidade ¢ denominada de solugdo para a
equagao no intervalo.
Exemplo: A fungdo y = xe* ¢ uma solucdo para a equagao

2
u-2%+y=0

dx?2
no intervalo (-co, 00). Para verificar essa afirmag¢ao, calculamos
d d?
= xeX + eX e — = xeX + 2¢X.
dx dx?

Note que
ﬂ—2ﬂ+y=(xeX +2e*) —2(xe* + e¥) + xe* =0
dx? dx
para todo numero real.
Vale ressaltar que nem toda equagdo diferencial possui necessariamente uma solugao.

2.1.4 Modelos Epidemiologicos

Modelos epidemiologicos sao modelos matematicos que buscam descrever e facilitar a
compreensdo do desenvolvimento de doengas infecciosas. Nesse sentido, a modelagem
epidemiologica ¢ uma ferramenta para auxiliar no estudo sobre tipos, formas de infecgdo e
controle de doengas.

Estudos relativos a doencas epidemioldgicas surgiram da necessidade de entender
diversas doencas ao longo da histéria. Um desses primeiros estudos de que se tem registro foi
realizado por Daniel Bernolli em 1760.

Ao longo da historia varios estudos foram realizados com o objetivo de criar modelos
matematicos epidemioldgicos para entender o comportamento de doengas. No entanto, de
acordo com Paiva Junior et al (2021), os modelos epidemiologicos mais usados no estudo de
doencgas transmissiveis sdo os do tipo compartimental, no qual a populacdao total pode ser
dividida compartimentos que representam a situagdo em que se encontram o individuo em
relagdo a doencga, como segue:

e Suscetiveis (S): formado por pessoas que estdo expostas a doenca € podem serem
infectadas;

e Infectados (I): composto por individuos infectados que podem transmitir a doencas caso
haja contato com pessoas suscetiveis.

e Removidos ou Recuperados (R): Inclui os individuos que deixam de serem infecciosos
porque obtém cura, sdo isolados ou morrem.



Assim, a populagao total (N) ¢ uma constante suficientemente grande de modo que pode
ser descrita como a soma desses compartimentos, ou seja, N =S + I + R. Além disso, vale
mencionar que um individuo ndo pode participar de mais de um compartimento a0 mesmo
tempo.

Segundo Paiva Junior et al (2021), diante da existéncia de diversos modelos atualmente,
o mais adequado a ser empregado depende das caracteristicas da enfermidade, dos dados
existentes e dos objetivos que se pretende alcangar, sendo eles:

e SI - suscetivel, infectado;
SIS - suscetivel, infectado, suscetivel;
SIV - suscetivel, infectado, vacinado;
SIR - suscetivel, infectado, recuperado;
SIRS - suscetivel, infectado, recuperado, suscetivel;
SEIR - suscetivel, exposto, infectado, recuperado.
A seguir apresentamos os modelos SI e SIR, conforme Paiva Junior et al (2021). Nesses
modelos considera-se a hipdtese de que o tamanho da populagdo (N) ¢ fixo; ndo ha imigracao
nem emigra¢ao; as taxas de natalidade e mortalidade sdo iguais, bem como o individuo ja nasce
pertencente ao grupo dos suscetiveis. Ademais, leva-se em consideracdo que um infectado ao
ser introduzido em uma populagdo de suscetiveis tem contato com todos esses individuos, do
mesmo que eles tém contato entre si; uma pessoa suscetivel se torna infectada ao ter contato
com outra infectada; todos os infectados possuem o mesmo poder de infec¢do e os individuos
infectados tornam-se imediatamente infecciosos.

2.1.5 Modelo SI

O modelo SI é um dos mais simples, no qual a populacdo se constitui apenas pelos
individuos suscetiveis e infectados. Nele infectados nao retornam ao compartimento dos
suscetiveis e nao se considera a recuperacao deles. Esse modelo ¢ aplicado apenas em periodos
pequenos, uma vez que em periodos longos espera-se a implementacao de medidas capazes de
modificar essa dindmica, como medicamentos € vacinas.

2.1.5.1 Modelo SI sem dinamica vital

O modelo SI sem dindmica vital é aquele em que a populagdo € constante, ndo havendo
nascimentos e mortes. Ele € representado pelo sistema compartimental na figura 1.

Figura 1 — Diagrama que representa o modelo compartimental SI sem dindmica vital

B

S —— |

Fonte: Autores

O parametro [3 > 0 representa o coeficiente de transmissdo, ou coeficiente de infecgao.
Esse modelo pode ser descrito pelo sistema de equagdes diferenciais:

B = _ps

dt

dl _ o &)
a = PS

sujeito a condigdes iniciais S(0) =S, I(0) =I,. Além disso, tomemos N = 1, o qual equivale
a 100% da populagao total.

A populagao total € uma constante dada por N(t) = S(t) + 1(t), de modo que S(t) expressa
o numero de suscetiveis e I(t) a quantidade de infectados no instante de tempo t. Portanto
tomando N = 1 equivalente a 100% da populacao total, temos que:



S(t) =1 -1(t), vt=0 2)
Substituindo S na segunda equacao do sistema (1) obtemos:

dI
S =g -l 3)
Pelo método de separagdo de varidveis temos:
1 —
[z di=/B dt @)
Usando fragdes parciais para reescrever a i or encontramos:
1 __A B_(A-B)I+B
1-DI 1-1 I (1-Dl
Dai,
{A —B=0
B=1
Logo,A=1¢eB=1.0useja,
r 1.1
(1—1)1_1—1+1 ®)

Assim, podemos solucionar (4) utilizando (5):
[ di+[di=[Bdt
—In(1 — D+Inl=pt+c

In =Bt+c

I
a-n
Com efeito, aplicando o exponencial em ambos os membros:

— aBt+c
a-n ¢

I[=(1 — I)ePt+e

I:eBt+C _ IeBt+C

I(l +eBt+C):eBt+c

eBt+c
1= remeee ©)

em que c ¢ a constante de integragao.
A partir das condicdes iniciais S(0) = Sy, 1(0) = I, obtemos:

eC

0" T red)

[, +1,e“=¢e€

IO = ec(l - Io)

c__1lo
1-1o)




Substituindo e em (6), encontramos a seguinte soluc¢do para os infectantes:

Btac
I(t) = Le

1+ eBtec
gt lo
_ © So
1+eBtl0
So
Io eBt

= S oft (7

SO + Io eBt

Por outro lado, substituindo (7) em (2) obtemos a seguinte soluc¢ao para os suscetiveis:

_ Io ePt
S(t) - 1 ) SO + IO eBt
_ So
So + IO eBt (8)

Logo, as equacdes (7) e (8) sdo solugcdes analiticas do modelo SI sem dindmica vital
descrito pelo sistema (1). Dessas solugdes temos as curvas que descrevem a variagdo temporal
do niimero de suscetiveis e de infectados.

2.1.5.2 Modelo SI com dindmica vital

O modelo SI com dinamica vital é aquele em que se consideram nascimentos € mortes
na populacao. Por questdo de simplicidade assume-se a hipdtese de que as taxas de natalidade
e mortalidade sdo iguais. A figura 2 a seguir descreve esse modelo.

Figura 2 — Diagrama que representa o modelo compartimental SI com dindmica vital, sendo . a taxa de
natalidade/mortalidade
4

S —
uﬂ uﬂ

Dessa forma, esse modelo ¢ representado pelo sistema de equagdes diferenciais:

Fonte: Autores

ds
- = M — BSI —ps
dI

E=BSI—|J.I

)

sujeito a condigdes iniciais S(0) =Sy, I(0) = I, sendo 3 > 0 a taxa de transmissao e > 0 a taxa
de natalidade/mortalidade.

Em relagdo a solucao desse sistema, embora ele ndo seja linear, € possivel substituir (2)
na sua segunda equagdo, obtendo:

dl

5 = Bl = DI- I

= Bl — BIZ- ul



= pi[(1 - %) — 1| (10)

Pelo método da separagdo de variaveis, temos:

1
———— dl = | dt (11
e Rl
Reescrevendo m usando fragdes parciais, obtemos:
B
1 _A B
BI[(1—%)—I]_BI+(1—%)—I (12)

A= A%—AI+BBI
pil(1-§)-1]
w+(BB—A)I

(erEn

que gera o sistema

AB - W _
B
BB —A =0

cuja solucdo ¢ A =

Assim, substituindo A e B em (12) podemos resolver (11):

_B
f”d1+f —Lok dI=[dt

(1-5)-1

1 B _
I(B—u)ldl+I(B—u)(8—u—81)dl fdt

mn:

1 B 1 _
mlnl+m(——) In(B — p — Bl)=t+c

—[lnl —In(B—p—BD]l=t+c

'@

I = —
In ;=) =+ ) (B = W
Com efeito, aplicando o exponencial, temos:

L ot+o(B-w
B-—p-BI

I:(B - U - BI) e(t+C)(B_H)
I:Be(t"'c)(s_p')_ue(t'l'c)(B_u)_Ble(t'l'c)(s_p')

1(1 + Bet+o(B- u)) =B — wetra®-w

—eB-WtaB-we
[= B-wePPer ¥ (13)

1+ Be(B - Wite(B - W
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Da condigao inicial I(0) = I, obtemos:

_ (B-we®-we
0 1 +BeB-mc

IO + [OBe(B—H)C=(B — u)e(B_H)C
IOBe(B—u)C -(B - u)e(B—u)c =-1,

(I — B + u)e(ﬁ—u)c=_10

B-we___~l
€ B —B+n
B-we—__To 14
¢ B-lof—u (14)

Substituindo (14) em (13), teremos a seguinte solugdo para os infectantes:

B-pe®-wt __To___

B-ToB—1
I(t) = 1
- 0

Lt peC W e

(B —weB-Wty,
— B-lgB—n
B—1oB—p+peB~ Wiy
B-IpB—n

_ (B-weB-wry,
BeB—Wt, + B —pu—Blp

_ B-wlg
Bl + (B—p—Blp)e~B-wt (15)

Desse modo, podemos obter S(t) substituindo I(t) em (2), como segue:

(B—wilo

SO G- = ploye @

Sabendo que [, =1 - S, e considerando a condigao inicial S(0) =S, temos:

(B-mw(@ —So)
t)=1-
50 B(1—So) + (B~ 1 —B(1—Sp)e B-wt

_ B—BSo+ (BSo —we B-Wt_B 4y +BSy— S,
B(1—So) + (BSo — we (B -t

(1= So)u+ (BSe — we~(B-wt
© (1-Sp)B + (BSo — we—(B-wt (16)

Logo, as equagdes (15) e (16) sdo solucdes analiticas do modelo SI com dindmica vital
expresso pelo sistema (9). Assim, obtemos as curvas que descrevem a variacao temporal do
numero de suscetiveis e de infectados.

E importante ressaltar que, diferente do modelo SI sem dindmica vital, no modelo SI
com dinamica vital ha possibilidade de a doenga desaparecer, desde que a taxa de mortalidade
seja maior que coeficiente de infecgdo, ou seja, L > f3, pois a medida que os valores de p e B se
aproximam a variacdo dos infectados diminui, fazendo com que essa varia¢ao se aproxime de
Zero.

2.1.6 Modelo SIR
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No modelo SIR os individuos ao serem infectados nao retornam ao compartimento dos
suscetiveis, mas podem se recuperarem da doenca. Ele foi proposto por Kermanck e
McKendrinck em 1927, na época eles buscavam entender um surto de malaria.

2.1.6.1 Modelo SIR sem dinamica vital

No modelo SIR sem dindmica vital desconsidera-se as taxas de natalidade e de
mortalidade. A figura 3 descreve o esquema desse modelo.

Figura 3 — Diagrama que representa o modelo compartimental SIR sem dinamica vital

B Y

s ~—~ 1 — R

Fonte: Autores

O modelo SIR pode ser expresso pelo sistema de equagdes diferenciais:

ds
a = — BSI
dI
- = BSI — ¥l (17)
dR
Friaid

sujeito a condigdes iniciais S(0) = Sy, I(0) = I, e R(0) = 0. Além disso, o parametro >0 ¢ a taxa
de infec¢do, y>0 ¢ a taxa de recuperacdo e N=1 equivalente a 100% da populagao total.
Para solucionar o sistema acima, vamos resolver primeiramente a segunda equacao:

dl S I
Pelo método da separagdo de varidveis, temos:

1 p—
I(Bs_y)l di= [dt

In(BS — y)I=t+c

1
BS—-v
In(BS = VI=(t+c)BS —v)

_ e(BS - Y)t e(BS -Y)c

55—y (18)

com c sendo a constante de integracao.
Das condigdes iniciais S (0) =Sy e I (0) = I, temos:

_ e(BSo-v)¢
0 BSo-v
ePSo =M =1,(BS, — v)
e(PS 1= 1,(BS — )
Substituindo e(®S ~Y)¢ em (18), temos a seguinte solugio analitica dos infectado:

1= ® TV @S —v)
BS—v

I(t) = IS — Wt (19)
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Tomemos agora a primeira equacao do sistema (17) e utilizemos o método da separagao
de variaveis, obtendo:

1 p—
ﬁdS—-fdt

Zln(BSI) =-t+c
Bl
BSI = e~ PlteBlc

e—BIteBIc

BI

onde ¢ ¢ a constante de integragdo.
Aplicando as condigdes iniciais S(0) =S, e I(0) = I, obtemos:

B eBIoC
0 Blo
eBIOC = SOBIO
eflc =5, pI

Substituindo eP® na equagao anterior encontramos a solugdo para os suscetiveis:
S(t) = Spe P!t (20)
Portanto, sendo R = N — (S + I), a solugdo analitica para os suscetiveis S(t) ¢ dada por:
R(t) =N - (Spe It + [e®S—Wt) 21)

Fixando valores numéricos para os parametros 3, y € as populagdes podemos observar
se o numero de infectados esta decrescendo ou ndo. A seguir, as figuras 4 e 5 elaboradas por
Marcolino (2016), mostram o comportamento grafico das solugdes (19), (20) e (21) atribuindo
valores numéricos para os parametros € as populagdes. Na figura 4, com N =10, S(0) =7, 1(0)
=3 e R(0) =0 considerando 3 = 0,3 e y = 2, 5 tem-se a doenga tendendo a extingdo, pois nesse
caso Sy - y < 0. Por outro lado, na figura 5, com N =10, S (0)=9,1(0)=1 e R(0) =0,
tomando B =0,2ey =1, 5 o que implica em S, - Y > 0, ocorre um equilibrio endémico.

Figura 4 — Doenga tendendo a extingdo, com N Figura 5 — Doenga em equilibrio endémico, com
=10,S(0)=7,10)=3,R(0)=0eB=03ecy= N=10,S0)=9,1(00=1,R(0)=0e f=0,2¢
27 5 Y= 1, 5
12 10 -
9
10 8
Suscetiveis o 7 Suscetiveis
;S‘ ’ Infectados E : Infectados
i 6 \ Recuperados g’ 4 Recuperados
& 3
4 2
b 1 // Tempo
2 0 |
Tempo 0 5 10
0 1
o 5 10
Fonte: Marcolino (2016) Fonte: Marcolino (2016)

E possivel perceber que os pardmetros [ e Yy sdo responsaveis por controlar o
crescimento ou decrescimento da quantidade infecciosos. Para tanto, sabendo que I =
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I,e®BS =Yt ¢ assumindo que inicialmente o nimero de suscetiveis ¢ um valor muito proximo
da quantidade da populagdo total, ou seja, N = S = 1, podemos considerar:

[=,e®-Mt

Dai, observamos que se:

e [ >y, implica que f - y > 0, fazendo com que haja um crescimento exponencial do
numero de infectados.

e [ <y, implicaem 3 -y < 0, provocando um decrescimento exponencial da quantidade
dos infectados.

2.1.6.2 Modelo SIR com dinamica vital

No modelo SIR com dindmica vital s3o considerados nascimentos e mortes na
populagdo. Nele supde-se que as taxas de natalidade e mortalidade sdo iguais e ndo ha imigracao
nem emigracdo. A figura 6 descreve esse modelo.

Figura 6 - Diagrama que representa o modelo compartimental SIR com dinamica vital
a

n n| 3

Fonte: Autores

O modelo SI com dinamica vital pode ser expresso pelo sistema:

ds

a=uN—BSI—uS

dI

i BSI — pl — vyl (22)
dR

a—yl—uR

sujeito a condigdes iniciais S(0) = Sy, I(0) = Iy, R(0) = 0 e a populacdo total N = N(0) = S(t) +
I(t) + R(t), o que implica em R(t) = N(t) - S(t) - 1(t).
Dai encontramos o sistema equivalente:

B = uN — BSI — uS

"31 23)
i BSI — pl — yI

Para encontrar a solu¢ao dos infectados tomemos a segunda equacao do sistema (23):

dl

— = BSI — ul — I
dtB ul —y

Pelo método da separag@o de varidveis, temos:
1
—dl=J dt
I (BS—p-yI I
1
BS—p-vy

In(BS — p — YI=(@E+c)(BS — n—y)

In(BS — u = yl=t+c
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Aplicando o exponencial, obtém-se
(BS — p — y)I=e(BS=HR=Mt+(BS—p=-v)c

e(BS—p—-yt (BS—p-y)c

BS—pu-vy

(24)
onde c ¢ a constante de integragdo.
Das condigdes iniciais S(0) =S, e 1(0) = I, tem-se:
. e(BSp —m-v)c
o BSo—p-vY
e(FSo ~H=MC =1p(BSy — 1 — )
e(PS ~H=VC = o(BS — p — )

Substituindo e(PS ~H=Y)¢ em (24), encontramos a solugdo para os infectados:

I(t) = [,e(BS —H-Wt (25)
Podemos encontrar a solu¢ao para os suscetiveis tomando a primeira equagao do sistema
(23):
s _ N — BSI S
T [ B

Utilizando o método da separacdo de variaveis e aplicando exponencial obtemos:

1 J—
fuN—(BHu)sds_fdt

——In(uN — (Bl + WS)=t+c

—(BI+w)
In(uN — (B + WS) =-(t+o)(Bl + w)
UN — (Bl + p)S=e” C+OBI+W)

uN _e_(BI + e e_(BI + l'l)t
B Bl+p

S

(26)
com a constante de integracao c.
Utilizando as condigdes iniciais S(0) = S, ¢ I(0) = I, temos:

uN —e~(Blo + e
Blo + 1

e~ (Blot1e = N - So(Blo + )
e (BT+IC =_ 5 (BT + )+ pN

So

Substituindo e "B+ 1 na expressio (26), obteremos:

_ BN [ So(BI + p) + pNJe~ (BT + 1t

5 Bl+u

_UN + So(BI+ e~ (BI+ Wt _ | Ne~(BI+ 1)t
Bl +p
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_UN + So(BI+ e (BI+ Wt _ Ne=(BI+ 1)t
S(t) = T (27)

Assim, a solugdo analitica para os recuperados ¢ dada por:
R®=N(®) - [S(® + 1(D]

—(BI+ Wt _ —(BI+ Wt
R() =N - [HEE e ke FloeBs=u-vt]  (28)

2.1.7 Numero de reprodutividade basal

Para Paiva Junior et al (2021), o nimero de reprodutividade basal indica a quantidade
de casos secundérios que um individuo infectado pode produzir ao ser introduzido em uma
populacdo de suscetiveis. Essa taxa ¢ de grande relevancia quando se tem o objetivo de propor
politicas de tratamento.

Para o modelo SI com dindmica vital o nimero de reprodutividade basal pode ser

determinado considerando que o nimero de novas infec¢des por unidade de tempo ¢ dado por

SI . ~ : S ] :
%, 0 que representa o quanto de infec¢des cada infectado % produz. Dai, supondo N = S, isto
¢, uma populagdo totalmente suscetivel, temos [3 infecgdes por unidade de tempo. Como a taxa

de remocao dos infectados ¢ pl, entdo o tempo médio da infecciosidade ¢ de E novos casos

secundarios da infec¢do. Assim, o nimero de reprodutividade basal pode ser dado por:

Por outro lado, sabendo que no modelo SIR sem dinamica vital 3 € o nimero de infec¢ao
. 1 . . ~ ~
por unidade de tempo e ;2 taxa de remocao dos infectados, entdo em uma populacao onde

todos os individuos sejam suscetiveis um infectado produz 5 Assim,

RO:

< I®

No modelo SIR com dindmica vital o nimero de infec¢do por unidade de tempo também

r ~ . , 1 ~ . . , .
¢ B e a taxa de remocao dos infectados € " entdo um infeccioso € capaz de produzir YTBu

novas infec¢des. Logo, seu niumero de reprodutividade basal pode ser dado por:

__8
Ry = ——

Em suma, partir do valor de R, temos que:

e quando Ry, > 1, a doenca atinge seu nivel epidémico;
e se Ry < 1,apopulacdo tende ficar livre da doenca;
e Sendo, Ry =1, a doenga atinge seu nivel endémico.

Nas figuras seguintes, de Marcolino (2016), sdo atribuidos valores para 3, y, 1 € as
populagdes, visando observar graficamente a influéncia do valor de R nas solu¢des do modelo
SIR com dinamica vital. Na figura 7 sdo considerado N(0) = 10, S(0) =9, I(0) =1, R(0) =0, B
=02, y=15¢e p=0,1, implicando em Ry= 1,25 > 1 e assim, uma situagdo de equilibrio
endémico. Ja na figura 8 o autor considera N(0) =10, S(0) =8, 1(0)=2,R(0)=0,3=0,2,y =
1,7 e p = 0,4, obtendo desse modo Ry= 0,95 < 1 e nesse caso, a doencga estd tendendo para a
erradicacao.



Figura 7 — Solug¢do
R(): 1,25

em equilibrio endémico:
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Fonte: Marcolino (2016) Fonte: Marcolino (2016)

Portanto, no modelo SIR com ou sem dindmica vital, da mesma forma que no modelo
SI, o Ry pode indicar a expansdo ou diminui¢do de uma doenca infecciosa. Se Rp > 1 a
quantidade de infectados aumenta, mas se R, < 1 essa quantidade decresce proporcionando
que a doenca tenda a ser extinta.

2.2 METODOLOGIA

A pesquisa tem abordagem quali-quantitativa, consistindo em um estudo de revisdo
sistematica de literatura. Foram analisados os resultados obtidos em produgdes académico-
cientificas, de forma descritiva, visando mostrar como a aplicagdo da modelagem matematica
pode contribuir na epidemiologia ¢ qual o modelo mais adequado para ser usado conforme a
situacdo em questao.

O trabalho foi desenvolvido em 5 etapas, a saber: Etapa 1) Identificagdo do tema e
problema de pesquisa; Etapa 2) Selecdo de material de estudo; Etapa 3) Defini¢do das
informacdes a serem extraidas do material de estudo selecionados e categorizacao; Etapa 4)
Andlise e interpretacdo dos resultados do material selecionado; Etapa 5) Explanacdo da sintese
do conhecimento.

A coleta de dados para nortear a pesquisa deu-se por busca eletronica nas ferramentas
Google Académico e Scientific Electronic Library Online (SCIELO), tomando como base os
seguintes descritores: modelagem matematica, epidemiologia, modelos matematicos
epidemiologico. O material de estudo foi selecionado conforme os seguintes critérios: artigos e
monografias publicados nos tltimos 6 anos, escritos em Lingua Portuguesa, em que abordassem
conceitos referentes a modelos matematicos epidemioldgicos mencionados no resumo,
resultados e conclusdo da pesquisa. Foram eliminados os materiais que ndo atendiam aos
critérios citados acima e os as publicagdes repetidas.

Desse modo, no levantamento bibliografico foi selecionado um total de 08 (oito)
producdes académico-cientificas publicadas, tais como artigos desenvolvidos em conclusdo de
curso, monografias apresentadas em conclusao de curso de licenciatura ou pds-graduagao Lato
Sensu e publicagdes em revistas de ciéncias. Nessa pesquisa foram abordadas mais
especificamente a infecg¢do causada pelo HIV, e a COVID-19, provocada pelo SARS-CoV-2.

E oportuno ressaltar que os dados coletados na pesquisa foram organizados como base
nos critérios propostos por Bardin (1977), que ressalta sobre a necessidade de um
aprimoramento constante sobre o conjunto de métodos na analise de conteudo, discutindo e
colocando as informagdes em formas de categorias, adaptando da melhor maneira os assuntos
investigados.
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Procurou-se analisar a contribui¢do de modelos matematicos no estudo de doengas
infectocontagiosas, bem como entender qual o mais adequado a ser empregado, dependendo
das caracteristicas da infeccdo, dos dados existentes e dos objetivos que se pretende alcancar.
Os principais aspectos observados nas producdes investigadas foram: os modelos matematicos
epidemioldgicos aplicados em cada situagdo, crescimento ou decrescimento da doenca dados a
partir de equagdes matematicas e, finalmente o auxilio da modelagem matematica para entender
o desenvolvimento de doencas e obter informagdes para criar medidas de controle.

2.3 ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Esta secdo da pesquisa mostra uma analise de produgdes académicas sobre modelagem
matematica aplicada a epidemiologia, selecionadas no periodo de 2018-2023 organizadas em
um quadro (Quadro 1), evidenciando-se a ordem de cada producao estudada intitulada pela letra
“P”, o titulo, autores/ano e o objetivo de cada uma, em seguida ¢ apresentada uma andlise e

discussdo dos resultados a partir das categorias dispostas para o estudo.

2.3.1 Identificacao do material de estudo e analise

Quadro 1 — Produgdes académico-cientificas selecionadas (2018-2023)

Producio Titulo Autores/ano Objetivo

P-1 Um estudo sobre | LIMA, Jucimeri | Estudar Equagdes
Monografia | equacdes diferenciais | Ismael de. Diferenciais  Ordinarias
apresentada | ordinarias aplicadas 4 | 2018 aplicado a Epidemiologia,
em conclusdo | epidemiologia em particular apresentar

de um modelo epidemiolégico

curso aplicado ao virus HIV, o

qual foi desenvolvido por
meio de um modelo
compartimental que
considera que todo
individuo infectado pelo
virus HIV terd AIDS.

P-2 DINAMICA DA | NASCIMENTO, | Descrever a evolucdo da
Monografia | COVID-19 DESCRITA | Mateus do. pandemia da COVID-19,
apresentada | PELO MODELO SIR: | 2020 atraveés do modelo
em conclusdo | estudo de caso para trés epidemiologico SIR, em

de cidades brasileiras trés cidades distintas: Sdo

curso Paulo/SP; Belo
Horizonte/MG; e
Varginha/MG
P-3 Modelagem dindmica da | GOMES, Compreender melhor a
Artigo COVID-19 com | Sebastido Cicero | dindmica de espalhamento
publicado em | aplicagdo a  algumas | Pinheiro; da COVID-19, utilizando
revista cidades brasileiras Monteiro, Igor | de um modelo dinamico
Oliveira; Rocha, | compartimental do tipo
Carlos SIR.
Rodrigues.
2020

P-4 Modelos matematicos em | RODRIGUES, | Apresentar e  analisar

epidemiologia Renata Alves. qualitativamente 0s
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Artigo 2021 modelos SI, SIS e SIR e,
apresentado posteriormente apresentar
em conclusdo uma aplicacdo do modelo

de SIR a COVID-19.

curso

P-5 Equagoes diferenciais | AZEVEDO, Apresentar modelos

Artigo aplicadas 4 epidemiologia | Kimberly de. matematicos estudados na
apresentado 2021 Epidemiologia, com
em conclusdo enfoque em  doengas

de transmissiveis, como as

curso transmitidas pelos virus
HIV e SARS-CoV-2.

P-6 Um Modelo Matematico | AZEVEDO, Apresentar um modelo

Artigo Discreto do tipo SIR | Jocenir matematico discreto do
publicado em | aplicado a dados de casos | Aureliano  de; | tipo SIR em que sdo

revista da COVID-19 no Estado | ASSIS, Luciana | utilizados dados relativos

de Mato Grosso Mafalda  Elias | a0 numero de casos da
de; ASSIS, Raul | COVID-19 no Estado de
Abreu de. Mato Grosso, Brasil, para
2022 claborar  simulagdes e
previsoes sobre 0
fendmeno de propagacdo
da doenga.

P-7 Modelagem matematica | Moreira,  Luiz | Adaptar os modelos SIR e

Artigo da evolu¢do da pandemia | Henrique; Petry, | SIRS, que descrevem a
publicado em | de COVID-19 no Brasil | Vitor José. dindmica entre individuos

revista 2022 suscetiveis, infectados e

removidos, com a
finalidade de simular o
desenvolvimento da
pandemia no Brasil.

P-8 Analise do | ALMEIDA, Executar simulacdes do
Monografia | comportamento da | Leonardo modelo, em linguagem
apresentada | COVID-19 no Brasileem | Alberto  Freire | Python, levantar dados
em conclusdo | Sorocaba via modelagem | de. reais da Covid19 no pais e

de curso matematica 2023 no municipio, estimar os

epidemiologica parametros do sistema e
plotar graficos capazes de
auxiliar na compreensao da
dindmica da pandemia.

Fonte: Autores

As informagdes obtidas nas producdes mencionados acima apontam, com base em suas
abordagens, a ampla aplicabilidade da modelagem matematica no estudo de doengas
infectocontagiosas, destacando diversas contribui¢cdes dos modelos matematicos para entender
e prever a disseminagao ou controle de doengas, contribuindo assim para o desenvolver politicas
de satde publica.

2.3.2 Modelos matematicos aplicados, as doencas estudadas e escolha dos modelos
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A fim de proporcionar uma melhor compreensao a respeito dos estudos desenvolvidos
pelos autores das producdes mencionadas nesse artigo o Quadro 2 apresenta uma descri¢ao
dos modelos aplicados na pesquisa, das doencas estudadas, e motivos da escolha dos modelos
utilizados para estudar as doengas infectocontagiosas nas referidas produgdes.

Quadro 2 — Modelos matematicos, doengas, motivo da escolha dos modelos apresentados nas
roducdes

Producdes Modelo matematico Doenca Motivo da escolha do
aplicado estudada modelo
P-1 Modelo epidemiologico HIV Considera-se uma populacao
com base no modelo SI formada apenas por
sem dinamica vital individuos  suscetiveis e

infectados, desconsiderando-
se nascimentos € mortes, além
disso, ao ser infectado o
individuo ndo obtém cura.

P-2 SIR com dinamica vital COVID-19 Tal modelo ¢é capaz de
descrever a propagacdo de
doencas infecciosas cuja
transmissao ocorre de forma
direta, de individuo para

individuo.

P-3 SIR sem dinamica vital COVID-19 Sua estrutura simples
necessita de poucos
parametros  para  serem
estimados, minimizando

desse modo a dificuldade de
se estimar parametros da
dindmica epidémica em uma
determinada regido destacada
por diversos autores.

P-4 SIR sem dinamica vital COVID-19 A populagdo ¢ formada por
individuos suscetiveis,
infetados e recuperados; nao
considera  diretamente a
aplicacio de medidas de
controle da epidemia, como a
vacinacdo e, desconsidera
nascimentos e mortes.

P-5 SI e SIR sem dindmica | HIV e COVID- | No modelo SI os individuos
vital 19 sucessiveis ao serem
infectados ndo adquirem
imunidade; no SIR considera-
se que o individuo pode passar
pelo  compartimento  de
suscetiveis (S), infecgao (I) e
removidos (R).

P-6 SIR com dinamica vital COVID-19 O contagio pela doenca
COVID-19  depende da
interacdo entre uma pessoa
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infectada e pessoas
suscetiveis, e os infectados
podem obter cura.

P-7 SIR sem dinamica vital COVID-19 O trabalho leva em conta o
fato de que no inicio dos casos
de COVID-19 ndo eram

conhecidos casos de
reinfecgao.
P-8 SIR sem dinamica vital COVID-19 A populagdo total desse

modelo ¢ composta por
suscetiveis, infectados e
removidos, além disso, a
COVID-19 ¢ transmitida de
pessoa para pessoa.

Fonte: Autores

Nota-se que em todas as produgdes mencionadas acima os modelos abordados foram SI
ou SIR, com ou sem dinamica vital, no qual a escolha de cada modelo se deu conforme as
caracteristicas da enfermidade, podendo ser modificado de acordo com os dados que o
pesquisador dispde e os objetivos que pretende alcancar.

2.3.3 Modelos matematicos apresentados e suas contribuicdes no estudo de doencas
infectocontagiosas

Analisando os trabalhos sobre o modelo SI sem dindmica vital aplicados ao HIV,
verifica-se que quanto maior for a taxa de infec¢do (3), mais rapido aumenta o numero de
individuos infectados e, consequentemente, diminui o de suscetiveis. Esse fato ¢ observado
facilmente considerando as equagdes (7) e (8) apontadas anteriormente e atribuindo valores
para o parametro 3. Nas figuras 9 e 10 consideremos 3 = 0,3 ¢ 3 = 0,7, respectivamente. Vale
ressaltar que inicialmente considera-se a inser¢do de um infectado em uma populagdo de
suscetiveis, isto €, [(0) = 0,1 e S(0) =0,9.

Figura 9 - Varia¢do temporal do numero de Figura 10 - Variagdo temporal do niimero de
suscetiveis S(t) e de infectados I(t), no modelo suscetiveis S(t) e de infectados I(t), no modelo
SI sem dinamica vital, para § = 0,3, com 1(0) = SI sem dindmica vital, para § = 0,7, com 1(0) =
0,1 e S(0)=0,9. 0,1 e S(0)=0,9.

10 Infectados At} 1.0 Infectadas I(t)
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Fonte: Autores Fonte: Autores
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Portanto, ¢ perceptivel que quando t tende ao infinito, tlim S(t) =0, e consequentemente
—00
tlim [(t) = 1, ou seja, toda populacdo sera infectada. Além disso, podemos observar que quanto
—00

maior o coeficiente de transmissao 3, mais rapidamente o nimero de infectados cresce.

Ao analisar as produgdes que tratam da COVID-19, observa se que em todas aplica-se
o modelo SIR ou uma adaptagdo deste. Conforme exposto nos referidos estudos, o modelo,
apesar de ser relativamente simples, pois considera a divisao total em apenas trés
compartimentos (Suscetiveis-Infectados-Recuperados), mostrou se eficaz para prever a
propagacao e controle da doenga.

E notério nos estudos referentes a aplicagdo do modelo SIR sem dinimica vital na
COVID-19 que os valores da taxa de infecgao () e taxa de recuperacao (y) sdo essenciais para
verificar o crescimento ou decrescimento da infec¢do. Aumentando o valor de 3 o niumero de
infectados cresce exponencialmente, 8 medida que aumentando o valor de y quantidade de
infectados e diminui.

Nas produgdes relativas a utilizagdo do modelo SIR com dinamica vital, constata-se que
o numero de reprodutividade basal (R;), ¢ fundamental para o controle dos casos da doenca.
Atribuindo valores para R percebe-se, por exemplo, 0 momento de pico da infecgao.

Dessa forma, constata-se que os modelos SI e SIR se apresentam como importante
ferramenta no estudo da infecgdo acarretada pelo HIV e da COVID-19, respectivamente. Esses
modelos sdo simples, com poucos parametros e varidveis, o que permite que seja adaptado para
diferentes contextos. Além disso, seus parametros sdo essenciais para verificar a dinamica
dessas doencas infectocontagiosas e servir para nortear a formulagdo de politicas de controle.

3 CONSIDERACOES FINAIS

Diante da anélise das produgdes académico-cientificas apresentadas nesta pesquisa,
constatou-se a extensa aplicabilidade da Matematica no campo da epidemiologia, sendo
relevante compreender como a modelagem matematica pode contribuir nos estudos sobre
doengas infectocontagiosas no contexto brasileiro, bem como a identificagdo do modelo mais
adequado a ser aplicado conforme a doenga estudada.

Perante o exposto, certifica-se que o objetivo geral foi atendido, pois com a andlise
conseguiu-se identificar a contribui¢cdo da modelagem matematica no estudo sobre a dindmica
de propagacdo e controle de doencas infectocontagiosa no contexto brasileiro, uma vez que
modelos matematicos podem descrever o crescimento ou decrescimento do HIV e da COVID-
19, contribuindo para a tomada de decisdes coerentes no campo da saude publica.

O entendimento de conceitos basicos de modelagem matematica e modelos matematicos
epidemioldgicos possibilitou visualizar a colaboracdo de equacdes matematicas na investigacao
de doencas infectocontagiosas, sendo que quanto mais complexa for a equagao mais precisos
serdo os resultados do estudo.

O presente trabalho consiste no estudo sistematico de producdes académico-cientificas
tratando da aplicacdo de modelos matematicos no HIV e na COVID-19. Assim, percebe-se que
a pesquisa poderia ser realizada com uma quantidade maior de produgdes, principalmente
voltadas a infec¢@o causada pelo HIV, no entanto nao foi possivel devido ao numero limitado
de publicacdes recentes relacionadas ao tema.

Em sintese, a Matematica, ciéncia de grande relevancia na humanidade, através da
ferramenta modelagem matematica pode contribuir significativamente no estudo de doengas
infectocontagiosas no contexto brasileiro, possibilitando uma abordagem quantitativa confiavel
para compreender a dinamica de tais doencas. Dessa forma, a modelagem matemadtica tanto
favorece o campo da epidemiologia, quanto se mostra essencial norteadora para elaboragao de
politicas publicas eficazes para o controle de enfermidades.
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