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RESUMO

O grafeno, uma única camada atômica de carbono, destaca-se por suas propriedades
eletrônicas, mecânicas e térmicas excepcionais, o que o torna promissor para diversas
aplicações tecnológicas. Para compreender essas propriedades, é fundamental anali-
sar sua estrutura cristalina e os aspectos matemáticos associados. O grafeno pode ser
descrito como duas sub-redes de Bravais triangulares interpenetradas, com sua rede
recíproca associada aos vetores de onda k, que exibem a periodicidade da estrutura.
Particularmente, os pontos K e K ′ , conhecidos como pontos de Dirac, são de grande
importância devido aos fenômenos eletrônicos singulares que ocorrem nessas regiões.
O formalismo de segunda quantização, uma ferramenta crucial na física quântica, é apli-
cado ao modelo tight-binding para descrever as interações entre os átomos de carbono
e diagonalizar o sistema, facilitando a compreensão das bandas de energia do grafeno.
Este trabalho revisa o processo de diagonalização do grafeno, explorando o formalismo
de segunda quantização no modelo tight-binding e oferece uma análise detalhada dos
pontos de Dirac. O objetivo principal foi mostrar a estrutura do grafeno e a parte mate-
mática sobre as energias permitidas e os pontos de Dirac. Neste contexto, o presente
trabalho se propõe a servir como um guia para aqueles que desejam iniciar seus estudos
sobre o grafeno.

Palavras-Chave: grafeno; formalismo de segunda quantização; modelo tinght-bindig;
diagonalização; pontos de Dirac.



ABSTRACT

Graphene, a single atomic layer of carbon, stands out for its exceptional electronic,
mechanical, and thermal properties, making it promising for various technological appli-
cations. To understand these properties, it is essential to analyze its crystal structure and
associated mathematical aspects. Graphene can be described as two interpenetrating
triangular Bravais sublattices, with its reciprocal lattice linked to wave vectors k that exhibit
the periodicity of the structure. Particularly, the K and K points, known as Dirac points,
are of great importance due to the unique electronic phenomena occurring in these re-
gions. The second quantization formalism, a crucial tool in quantum physics, is applied
to the tight-binding model to describe the interactions between carbon atoms and diago-
nalize the system, facilitating the understanding of graphene’s energy bands. This work
reviews the diagonalization process of graphene, exploring the second quantization for-
malism within the tight-binding model and providing a detailed analysis of Dirac points.
The main objective was to show the structure of graphene and the mathematical part
about the allowed energies and the Dirac points. In this context, the present work aims to
serve as a guide for those who wish to begin their studies on graphene.

Keywords: graphene; second quantization formalism; tight-binding model; diagonaliza-
tion; Dirac points.
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1 INTRODUÇÃO

O grafeno é um material altamente promissor, apresentando-se como uma alter-
nativa inovadora para diversas tecnologias. Suas excelentes propriedades mecânicas,
elétricas, térmicas e ópticas foram evidenciadas pelos físicos Andre Geim e Konstantin
Novoselov, que, por meio de experimentos, demonstraram seu extraordinário potencial
eletrônico. Esse trabalho pioneiro rendeu à dupla o Prêmio Nobel de Física em 2010.
Desde então, o grafeno tem recebido grande destaque na comunidade científica, devido
à sua leveza, resistência e desempenho superior em comparação com materiais de uso
semelhante, confirmando o fascínio e a importância de suas aplicações potenciais (Re-
bello; Nascimento; Amarante, 2018).

Embora o termo grafeno só tenha sido associado à sua descoberta em 2004, ele
foi utilizado pela primeira vez em 1987. A definição oficial do grafeno foi estabelecida
apenas em 1994 pela International Union of Pure and Applied Chemistry (IUPAC) (Silva;
Cária, 2017). O grafeno desempenha um papel significativo na ciência dos nanomateriais
devido às suas notáveis características, como flexibilidade, excelente condução elétrica e
quase total transparência. Essas propriedades fazem do grafeno um material mais revolu-
cionário do que o silício e o plástico. Com um enorme potencial de aplicação em diversas
áreas, o grafeno destaca-se na micro e nanoeletrônica, sensores, nanoengenharia, entre
outras(Hasan; Marion et al., 2016).

O grafeno foi obtido pela primeira vez em 2004 por Novoselov, Geim e seus co-
laboradores através da microesfoliação mecânica. Este método consiste na esfoliação
de flocos de grafite de alta pureza utilizando fitas adesivas. Embora essa técnica seja a
mais comum e barata, existem outras técnicas de produção, como a deposição química
na fase vapor, a sublimação de carbetos e a esfoliação química(Cadore, 2013). Diante
disso, estudos recentes demonstraram a possibilidade de obtenção do grafeno em larga
escala. Podemos citar a síntese reprodutível de grafeno de alta qualidade, a qual uti-
liza o método de deposição química de vapor sem oxigênio. A presença de oxigênio no
grafeno é responsável por defeitos estruturais. Sendo assim, por meio desse método,
torna-se possível, através da integridade do material, a utilização em aplicações eletrô-
nicas e tecnológicas de ponta, bem como sua viabilidade para comercialização em larga
escala (Amontree et al., 2024).

Os elétrons no grafeno se comportam como partículas relativísticas sem massa,
com mobilidade de aproximadamente 106 m/s. Além de ser um excelente condutor elé-
trico, o grafeno também é um ótimo condutor térmico, devido à livre circulação dos elé-
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trons em sua estrutura única. O grafeno possui um alto grau de transparência, permitindo
a passagem da luz com uma transmitância superior a 95% em filmes finos de apenas 2
nm. Por fim, a flexibilidade é uma característica intrínseca do grafeno; mesmo quando do-
brado, ele retorna ao seu estado plano original sem sofrer danos à sua estrutura(Araujo,
2022).

Como será discutido ao longo deste trabalho, o grafeno apresenta o que chama-
mos de gap nulo, ou seja, não possui uma banda proibida entre a banda de valência
e a banda de condução. Isso dificulta sua aplicação em dispositivos eletrônicos, pois é
através dessa banda proibida que se torna possível controlar o fluxo de corrente elétrica,
permitindo, de forma simplificada, ligar ou desligar o dispositivo(Gomes, 2024). Para
resolver esse problema, diversos estudos têm sido realizados. Um deles, publicado re-
centemente, propõe a introdução de materiais híbridos, como o grafeno temperado com
hBN, como uma possível solução. Outra alternativa ainda mais promissora é o grafino,
um alótropo do carbono que, devido à sua menor rigidez em comparação ao hBN, oferece
vantagens adicionais(Cruz, 2024).

Ferramentas como softwares de simulação computacional são amplamente utiliza-
das para estudar as propriedades eletrônicas do grafeno, que envolvem cálculos numéri-
cos complexos. Um exemplo prático do uso dessas ferramentas é a simulação do com-
portamento de uma nanofita de grafeno sob a aplicação de um campo elétrico, permitindo
a reprodução detalhada dos fenômenos eletrônicos em escala nanométrica (Bigon; Te-
desco, 2022). O Kwant, um pacote de software livre baseado em Python, é especialmente
focado no transporte quântico e é utilizado, por exemplo, para realizar cálculos numéri-
cos complexos, como a determinação da densidade de corrente de probabilidade(Araújo
et al., 2022). Outra ferramenta utilizada é o o software pybinding o qual usa python como
linguagem de programação(Cavalcante, 2021).

Diversos estudos estão sendo conduzidos sobre o grafeno, com o objetivo de pro-
mover inovações em várias áreas. Um exemplo recente é o estudo intitulado "Avanços
Recentes em Dispositivos Eletroanalíticos Baseados em Grafeno para Aplicações em
Saúde"(Avanços. . ., s.d.). Além disso, há revisões abrangentes sobre as propriedades,
síntese e aplicações do grafeno (Urade; Lahiri; Suresh, 2023), e investigações relaci-
onadas ao uso da membrana corioalantoica (HET-CAM) como método alternativo para
avaliar a biocompatibilidade de pontos quânticos de grafeno (GQDs) com fins biomédicos
(Santos, 2023). Outros estudos focam na síntese de óxido de grafeno dopado com nano-
partículas de ouro e Fenil-Tio-Ftalocianina, com potencial para tratamento fotodinâmico e
fototérmico do câncer de pele (Junior et al., 2024).



13

Diante disso, este trabalho oferece uma introdução ao estudo do grafeno, com o
intuito de ser um recurso útil para aqueles que desejam compreender as principais ca-
racterísticas desse material, como sua estrutura cristalina e sua rede recíproca. A abor-
dagem inclui uma análise detalhada do comportamento eletrônico do grafeno, abordando
a formação da sua banda de energia e a diagonalização dentro do modelo tight-binding,
com especial atenção aos pontos de Dirac. Ao empregar o formalismo de segunda quan-
tização, este material busca proporcionar uma base sólida para a compreensão dos fenô-
menos eletrônicos associados ao grafeno, preparando o leitor para estudos mais apro-
fundados sobre esse material fascinante.

Sendo assim, este trabalho tem como objetivo fazer uma revisão sobre diagona-
lização do grafeno, permitindo a compreensão das bandas de energia desse material.
Para isso, será utilizado o formalismo de segunda quantização dentro do modelo tight-
binding. Este modelo é amplamente empregado para descrever sistemas cristalinos, pro-
porcionando uma compreensão detalhada das propriedades eletrônicas do grafeno. O
formalismo de segunda quantização oferece uma abordagem matemática robusta para
resolver problemas de muitos corpos, permitindo a análise precisa dos estados eletrôni-
cos do grafeno.

Além disso, este trabalho realizará um estudo detalhado dos pontos de Dirac. Os
pontos de Dirac são locais no espaço de momento onde a estrutura de bandas do grafeno
exibe uma dispersão linear, similar ao comportamento de partículas relativísticas. Para
essa análise, utilizaremos uma abordagem matemática rigorosa e detalhada, visando
torná-la de fácil compreensão para leitores iniciantes no tema, embora o tema seja muito
pesquisado, sua abordagem foi pensada para ser acessível e didática, ajudando a formar
a próxima geração de pesquisadores que trabalharão com o grafeno.

A presente pesquisa é organizada da seguinte forma: inicialmente, discutiremos
as propriedades e a estrutura cristalina do grafeno, estabelecendo a base para a com-
preensão de suas características eletrônicas. Em seguida, apresentaremos o formalismo
de segunda quantização, que fornece uma estrutura matemática poderosa para a des-
crição de sistemas quânticos de muitos corpos. A diagonalização do grafeno dentro do
modelo tight-binding será então explorada em detalhe. E por fim, analisaremos os pontos
de Dirac e suas implicações físicas.
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2 PROPRIEDADES E ESTRUTURA CRISTALINA DO GRAFENO

O grafeno, um alótropo do carbono, assume uma disposição bidimensional em um
retículo, com espessura equivalente à de um átomo. Este material é organizado em uma
estrutura cristalina conhecida como "favo de mel". De acordo com a referência (De Jesus;
Freire; Guimarães, 2012), o grafeno pode ser considerado o bloco fundamental para todas
as formas alotrópicas do carbono, como os fulerenos, nanotubos de carnobo, grafite e etc.
Os fulerenos, por exemplo, podem ser entendidos como uma folha de grafeno enrolada
formando uma esfera, enquanto os nanotubos de carbono consistem em uma folha de
grafeno enrolada em torno de seu próprio eixo, formando um cilindro. Por outro lado, o
grafite corresponde ao empilhamento de várias folhas de grafeno. Além de suas notáveis
propriedades térmicas, mecânicas e de alta condutividade, o grafeno apresenta grande
potencial como substituto do silício na indústria de microeletrônica. Isso se deve ao fato
de que o silício perde estabilidade quando manipulado em escalas nanométricas, como
indicado por Frazier et al. em (Frazier et al., 2009).

Até 2005, acreditava-se que o isolamento estruturas cristalinas bidimensionais
fosse impossível, devido à instabilidade termodinâmica de materiais com essa carac-
terística(Santos; Souza, 2019). No entanto, os físicos Andre Geim e Konstantin Novose-
lov demonstraram que essa convicção estava equivocada(Novoselov et al., 2004). Utili-
zando o grafite, um alótropo do carbono, eles utilizaram um método simples para isolar
o grafeno, conhecido como clivagem micromecânica(Camargos; Oliveira Semmer; Silva,
2017). Esse processo envolveu a remoção de camadas do grafite com o uso de fita
adesiva, repetindo o procedimento várias vezes até obterem uma camada tão fina que
consistia apenas em um único plano de átomos de carbono, ou seja, o grafeno. A des-
coberta do grafeno em 2004 culminou no Prêmio Nobel de Física concedido a Geim e
Novoselov em 2010.(Segundo; Vilar, 2016; Novoselov, 2011).

O grafeno é o resultado da hibridização sp2 do carbono, no qual os átomos desse
elemento químico são ligados por meio de ligações covalentes. Cada átomo de carbono
no grafeno forma três ligações σ e uma ligação π . As ligações σ estão no mesmo plano
e formam ângulos de 120◦ entre si, enquanto a ligação π é perpendicular ao plano do
grafeno e é responsável pela mobilidade eletrônica no material(SÁ et al., 2015). Nas pró-
ximas seções, discutiremos detalhadamente a rede direta e a rede recíproca do grafeno,
conceitos fundamentais para compreender sua estrutura cristalina. A análise dessas re-
des é crucial para entender a formação das bandas de energia e, consequentemente,
os fenômenos eletrônicos que tornam o grafeno um material tão promissor. A partir da
definição das redes, será possível explorar com mais profundidade as propriedades ele-
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trônicas, especialmente em torno dos pontos K e K
′ , que desempenham um papel

central na dinâmica dos elétrons no grafeno.

2.1 Rede direta

Os sólidos são estruturas cristalinas que são formadas por arranjos regulares de
átomos, dessa forma os elétrons que se movem sobre essa estrutura cristalina são sub-
metidos a um potencial periódico. Uma forma tradicional de descrever redes cristalinas
é através da chamada rede de Bravais, que representa pontos que correspondem as po-
sições discretas no espaço(Junior; Francisco, 2024). A rede de Bravais é periódica e
permanece inalterada por translações discretas

R → R + T

onde
T = La1 +Ma2 +Na3

sendo L, M, N valores inteiros.

A rede hexagonal do grafeno não é uma rede de Bravais, ou seja, não existe dois
vetores primitivos, no qual realizando operações de translações podem gerar qualquer
outro sítio da estrutura cristalina. Mas podemos enxerga-lo como duas sub-redes de
Bravais triangulares interpenetrada, contendo dois atomos de carbono na base. Essas
sub-redes serão chamadas de sub-rede A e sub-rede, B, como ilustrado a figura 1 (Gross;
Wiese, 2011).

Na ilustração esquemática da figura ?? das duas redes, a imagem (a) representa
a rede cristalina (rede direta ou real), com os vetores de translação primitivo, identificados
como a1 e a2, a imagem (b) representa a rede recíproca, com os vetores b1 e b2. Como
mostra na figura (a), a base do grafeno é constituída por dois átomos de carbono, um da
sub-rede A (átomo vermelho) e outro da sub-rede B (átomo azul). A celula unitária de
cada rede é representada pela figura geométrica na cor cinza. Os vetores da sub-rede
A e sub-rede B serão escritos em coordenadas cartesianas. A distância entre os átomos
de carbono adjacentes é 1.42 Å (Araújo, 2021). Fazendo a decomposição dos vetores
primitivos a1 e a2, encontramos as componentes de cada um,

a1 = (
3a

2
,

√
3a

2
), a2 = (

3a

2
,−

√
3a

2
) (1)
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Figura 1: Imagem (a) representa a estrutura cristalina, e (b) a rede recíproca.

Fonte:(Araújo et al., 2022)

Os vetores para os três vizinhos próximos no espaço real são dados por

δ⃗1 =
a

2
(1,

√
3), δ⃗2 =

a

2
(1,−

√
3), δ⃗ = −a(1, 0) (2)

É interessante observar que os três primeiros vizinhos de um determinado sítio da sub-
rede B sempre é os sítios sa sub-rede A, assim como os três primeiros vizinhos de um
determinado sítio da sub-rede A são sítios da sub-rede B. Já os segundos vizinhos de
cada sub-rede são seis sítios da sub-rede equivalente. Na próxima subseção, discuti-
remos a rede recíproca e apresentaremos matematicamente o processo de conversão
entre a rede direta e a rede recíproca.

2.2 Rede recíproca

É a partir da rede de Bravais que a rede recíproca é definida, a rede de Bravais é
frequentemente referida como rede direta. Se considerarmos um conjunto de pontos R
constituindo uma rede de Bravais e uma onda plana associada a essa rede. Em geral,
para um vetor de onda k arbitrário, essa onda plana não seguirá a periodicidade da rede
de Bravais. No entanto, para certas escolhas específicas do vetor de onda, a onda plana
exibirá a mesma periodicidade da rede.A rede recíproca é, portanto, o conjunto de todos
os vetores de onda K que garantem que as ondas planas tenham a periodicidade de uma
rede de Bravais específica (Ashcroft; Mermin; Rodriguez, 1978).
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Essa periodicidade pode ser formalmente expressa utilizando a relação entre o vetor po-
sição R e o vetor de onda K da rede recíproca. Podemos demonstrar essa periodicidade
através da equação:

eiKR = 1 (3)

Essa expressão indica que, ao transladar o vetor posição R, a onda plana mantém sua
periodicidade em relação à rede de Bravais. Para um vetor de onda K pertencente à rede
recíproca, temos:

eiKr = eiK(R+r) (4)

Aplicando a propriedade distributiva, obtemos:

eiKr = eiKReiKr (5)

Dividindo ambos os lados da equação por eiKr chegamos à seguinte expressão:

eiKR = 1 (6)

A equação (6) evidencia a operação de simetria da rede, na qual a translação de uma
molécula, átomo ou partícula ao longo da rede recíproca resulta em uma posição final
indistinguível da inicial, preservando assim a configuração do sistema.

Para fazermos a mudança de base da estrutura cristalina para a base recíproca,
ou seja, espaço dos momentos é necessário utilizar a seguinte relação(Kittel, 2005):

b⃗1 = 2π
a2 × a3

a1 · a2 × a3
, b⃗2 = 2π

a3 × a1
a1 · a2 × a3

(7)

b⃗1 = (
2π

3a
,
2π

√
3

3a
), b⃗2 = (

2π

3a
,−2π

√
3

3a
) (8)

Os vetores b1 e b2 do espaço recíproco são construídos por meio de uma transformada de
Fourier a partir do espaço real, e seguem a condição de ortogonalidade(Cadore, 2013):

bj.aj = 2πδij (9)

δij =

1 para i = j

0 para i ̸= j
(10)
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δij é o delta de Kronecker.

Os pontos K e K ′ tem uma importância particular no estudo teórico do grafeno, e
são escrito no espaço recíproco da seguinte forma(Sousa, 2014)

K =

(
2π

3a
,

2π

3
√
3a

)
, K

′
=

(
2π

3a
,− 2π√

3a

)
(11)
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3 FORMALISMO DE SEGUNDA QUANTIZAÇÃO

O formalismo da segunda quantização é amplamente utilizado para descrever sis-
temas de muitos corpos, compostos por múltiplas partículas indistinguíveis, como elé-
trons ou fótons em contextos quânticos. Nesse formalismo, empregam-se operadores de
criação (a†i ) e destruição (ai), responsáveis por representar a criação e aniquilação des-
sas partículas. A relevância da segunda quantização é destacada no estudo de sistemas
com várias partículas, uma vez que o formalismo de primeira quantização, adequado para
sistemas de uma única partícula, não atende a esses casos. Portanto, este trabalho se
concentrará no formalismo de segunda quantização, com ênfase na análise detalhada
das propriedades dos operadores de criação (a†i ) e destruição (ai), fundamentais para
compreender o processo de diagonalização do hamiltoniano do grafeno(Paniagua, s.d.).

No formalismo de segunda quantização, o estado de um sistema de N partıculas
pode ser escrito da seguinte forma, utilizando a notação de Ket’s de Dirac:

|Ψ⟩ = |n1, n2, n3..., ni...⟩ (12)

Nos limitaremos ao estudo de sistema de partıculas fermiônicas. Férmions podem
ser definidos como partıculas de spin semi-inteiro idênticas que obedecem ao princıpio
de exclusão de Pauli, isto é, duas partıculas fermiônicas não podem ocupar o mesmo
estado quântico. O operador de criação (a†i) criou um elétron no orbital χi(Castro, 2014).
Veja a expressão

a†i |χk...χl⟩ = |χiχk...χl⟩

Esses operadores tem a propriedade de que quando atuam em um estado criam ou
destroem uma partıcula nesse estado.A ordem de aplicação do operador vai influenciar
na ordem de criação do eletron no orbital(SANTOS JUNIOR et al., 2020). Por exemplo,

a†ia
†
j|χk...χl⟩ = a†i |χjχk...χj⟩ = |χiχjχk...χj⟩

Invertendo a posição dos operadores, podemos observar que a ordem vai influenciar.
veja o exemplo,

a†ja
†
i |χk...χl⟩ = a†j|χiχk...χj⟩ = |χjχiχk...χj⟩ = −|χiχjχk...χj⟩
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Sendo assim, podemos escrever a seguinte relação

(a†ja
†
i + a†ia

†
j)|χk...χl⟩ = 0

O anti-comutador de dois operadores de criação sempre será 0. Para trocar a ordem de
aplicação dos operadores, basta mudar o sinal do operador a†ja

†
i .logo, podemos escrever

a relação

a†ja
†
i = −a†ia

†
j

Se os índices forem iguais, temos

a†ia
†
i = −a†ia

†
i = 0

Veja a seguinte expressão

a†1a
†
1|χ2χ3⟩ = a†1|χ1χ2χ3⟩ = |χ1χ1χ2χ3⟩ = 0

Logo, podemos verificar que é impossível criar dois elétrons no mesmo orbítal χ1, além
disso, não é possível criar um elétron em um orbítal que já está ocupada. Sendo assim,
obedece o princípio de exclusão de Pauli, esse princípio estabelece que duas partícu-
las idênticas, como elétrons, prótons e nêutrons, não podem ocupar o mesmo estado
quântico simultaneamente em um sistema quântico(Silva, 2021)(Pauli, 1994).

Neste momento, dedicaremos nossa análise às propriedades do operador de aniquilação
a1. É fundamental ressaltar que essas propriedades guardam semelhança com aquelas
do operador de criação a†1.Veja a expressão

ai|χiχj⟩ = χj

O operador aniquilação ai removeu uma partícula do orbital χi.

ai|χiχk...χl⟩ = |χk...χl⟩

Podemos concluir que matematicamente o ai dimunui o número de partículas do
sistema.

ai|χkχlχi⟩ = −ai|χiχlχk⟩ = −|χlχk⟩ = |χkχl⟩
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Para que o operador ai aniquile uma partícula do orbital χi , é fundamental que esse
orbital esteja ocupado. O sinal de menos presente na expressão indica a transição do
orbital χk para o orbital χi, essa transição é necessária para a aplicação do operador,
uma vez que a ordem de aplicação é crucial, pois só é possível aniquilar uma partícula
se ela estiver presente no orbital correspondente (Altland; Simons, 2010).

ajai + aiaj = 0 ⇒ ajai = −aiaj (13)

A relação anti-comutação também é valida para o perador aniquilação, assim como
para o operador criação.

Se j = i
aiai = −aiai = 0 (14)

Portanto, não se pode aniquilar um elétron duas vezes no mesmo orbital.
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4 DIAGONALIZAÇÃO DO GRAFENO DENTRO DO MODELO

TIGHT-BINDING

O modelo de ligação forte, do inglês ( tight-binding) do grafeno, foi implementado
inicialmente por P.R. Wallace, visando a descrição de um plano atômico no grafite, em
1947. O plano atômico do grafite consiste em múltiplas camadas de grafeno empilha-
das(Jimenez, 2015). No entanto, esse modelo só é útil se considerarmos a superposição
dos orbitais eletrônicos entre os vizinhos mais próximos, primeiros e segundos vizinhos, e
terceiro para casos mais complicados. O método de tight-binding, inicialmente desenvol-
vido por Bloch em 1928, envolve a combinação linear de orbitais atômicos localizados em
diferentes átomos do cristal. Utilizando essa abordagem, obtemos um número reduzido
de funções base em comparação com a combinação de ondas planas. Na aproxima-
ção tight-binding, os estados eletrônicos de um cristal são determinados com base nos
orbitais dos átomos isolados(Silva Júnior et al., 2018).

A diagonalização do grafeno nos permite entender quais são as energias permi-
tidas pelo sistema e como funciona as bandas de energia desse material. Na prática,
trabalhar com o grafeno, que é composto por diversos átomos, é resolver a equação de
Schörodinger, para muitos corpos(NASCIMENTO et al., 2012). Assim, utilizaremos o for-
malismo de segunda quantização, dentro do modelo de ligação forte para diagonalizar o
hamiltoniano e entender as energias permitidas por ele. O Hamiltoniano será expresso
em termos de operadores de criação e aniquilação, assim como no formalismo de se-
gunda quantização.

H = −t
∑
⟨i,j⟩

(a†ibj + b†jai)− t
′ ∑
⟨⟨i,j⟩⟩

(a†iaj + b†ibj + a†jai + b†jbi) (15)

,

Onde t = 2.8eV é o paramentro de hopping associado a transição de elétrons entre
os sítions mais próximos (primeiros vizinhos), enquanto o hopping para os segundos
vizinhos é t

′
= 0, 2 < eV , isto significa que t

′ é da ordem de 10% de t (Nunes, 2015).
ai(a

†
i ) é um operador fermiônico que aniquilia (cria) um elétron no sítio i da sub-rede A

e bi(b
†
i ) é um operador fermiônico que aniquilia (cria) um elétron no sítio i átomo na sub-

rede B. O termo ⟨i, j⟩ representa a soma entre os primeiros vizinhos e o termo ⟨⟨i, j⟩⟩
representa a soma dos segundos vizinhos.

Vamos analisar inicialmente as bandas de energia para os primeiros vizinhos. Para
fazer esse processo, será utilizado a referência (Neto et al., 2009)(LINS et al., 2018). Para
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diagonalizar o primeiro termo do Hamiltoniano (15) associado aos primeiros vizinhos,
vamos recorrer as transformadas de Fourier, para passar do espaço real, ou direto para o
espaço recíproco, onde temos vetores de onda k⃗ associado a rede. Essas transformadas
são dadas por

ai =
1√
N

∑
k⃗

ak⃗e
ik⃗·r⃗i ; a†i =

1√
N

∑
k⃗

a†
k⃗
e−ik⃗·r⃗i

bj =
1√
N

∑
k⃗′

b
k⃗′
eik⃗

′ ·r⃗j ; b†j =
1√
N

∑
k⃗′

b†
k⃗′
e−ik⃗′ ·r⃗j (16)

Onde N representa a quantidade de de átomos em cada sub-rede e k⃗ é o vetor de onda
no espaço recíproco. Agora vamos substituir as transformadas de fourier no local dos
operadores de criação de aniquilação na equação do Hamiltoniano (15), assim, temos

H = −t
∑
⟨i,j⟩

(
1√
N

∑
k⃗

a†
k⃗
e−ik⃗·r⃗i 1√

N

∑
k⃗′

b
k⃗′
eik⃗

′ ·r⃗j +
1√
N

∑
k⃗′

b†
k⃗′
e−ik⃗′ ·r⃗j 1√

N

∑
k⃗

ak⃗e
ik⃗·r⃗i
)

(17)

. Organizando a equação 17, temos a seguinte expressão

H = −t
∑
⟨i,j⟩

[
1

N

∑
k⃗k⃗′

a†
k⃗
b
k⃗′
e−ik⃗·r⃗ieik⃗

′ ·r⃗j +
1

N

∑
k⃗k⃗′

b†
k⃗′
ak⃗e

−ik⃗′ ·r⃗jeik⃗·r⃗i
]

(18)

.

Denotando o vetor relativo δn entre um átomo na posição r⃗i e seus primeiros vizinhos,
assim δn = r⃗j−r⃗i, fixando o sub-índice j, temos r⃗jn = r⃗i+δn. Reescrevendo o hamiltoniano

H = −t
[∑

k⃗k⃗′

a†
k⃗
b
k⃗′
1

N

∑
i

e−ik⃗·r⃗ieik⃗
′ ·(r⃗i+δ⃗n) +

∑
k⃗k⃗′

b†
k⃗′
ak⃗

1

N

∑
i

e−ik⃗′ ·(r⃗i+δ⃗n)eik⃗·r⃗i
]

(19)

Reorganizando o hamiltoniano, temos

H = −t
[∑

k⃗k⃗′

a†
k⃗
b
k⃗′
1

N

∑
i

e−ik⃗·r⃗ieik⃗
′ r⃗ieik⃗

′ ·δ⃗n +
∑
k⃗k⃗′

b†
k⃗′
ak⃗

1

N

∑
i

e−ik⃗′ ·r⃗ie−ik⃗′ ·δ⃗neik⃗·r⃗i
]

(20)
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H = −t
[∑

k⃗k⃗′

a†
k⃗
b
k⃗′
1

N

∑
i

e−i(k⃗−k⃗′)·r⃗i
3∑

n=1

eik⃗
′ ·δ⃗n +

∑
k⃗k⃗

′

b†
k⃗′
ak⃗

1

N

∑
i

e−i(k⃗−k⃗
′
)r⃗i

3∑
n=1

e−ik⃗′ ·δ⃗n
]

(21)

Com essa manipulaçõo algébrica conseguimos montar um delta de Kronecker que sim-
plificará termos no somatório

δk⃗k⃗′ =
1

N

∑
1

±e−i(k⃗−k⃗′)·r⃗i =

{
1, k⃗ = k⃗

′

0, k⃗ = k⃗
′

(22)

. Assim, para k⃗ = k⃗
′, o hamiltoniano pode ser escrito como

H = −t
∑
k⃗

a†
k⃗
bk⃗

3∑
n=1

eik⃗·δ⃗n − t
∑
k⃗

b†
k⃗
ak⃗

3∑
n=1

e−ik⃗·δ⃗n (23)

Vamos considerar que

∆k⃗ ≡
3∑

n=1

eik⃗·δ⃗n e ∆∗
k⃗
≡

3∑
n=1

e−ik⃗·δ⃗n (24)

Onde esse termo caracteriza a geométria da rede, chamado de fator geométrico. Rees-
crevendo o hamiltoniano, temos (23)

H = −t
∑
k⃗

[
∆k⃗a

†
k⃗
bk⃗ +∆∗

k⃗
b†
k⃗
ak⃗

]
. (25)

O vetor relativo δ⃗n conecta um átomo da sub-rede A aos primeiros vizinhos da sub-rede B.
Sabemos, que um átomo da sub-rede A tem três vizinhos na sub-rede B, assim, teremos
três vetores relativos, ligando esse átomo da sub-rede A a cada vizinho da sub-rede B.
Em cordenadas cartesianas esses vetores são escritos como

δ⃗1 =
a

2
(x̂+

√
3ŷ) , δ⃗2 =

a

2
(x̂−

√
3ŷ) e δ⃗3 = −ax̂ (26)
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Fazendo o produto desses vetores com os respectivos k⃗ = k⃗xx̂+ k⃗yŷ, e reescrevendo ∆k⃗

∆k⃗ = eik⃗·δ⃗1 + eik⃗·δ⃗2 + eik⃗·δ⃗3 = eik⃗·δ⃗1

[
1 + eik⃗·(δ⃗1−δ⃗2) + eik⃗·(δ⃗1−δ⃗3)

]

= e−iakx

[
1 + ei

3
2
akx

(
ei

√
3

2
aky + e−i

√
3

2
aky

)]
.

(27)

Sabendo que 2 cos(
√
3
2
kya) = ei

√
3
2
aky + e−i

√
3

2
aky

∆k⃗ = e−iakx

[
1 + 2 cos(

√
3

2
kya)e

i 3
2
akx

]
. (28)

Assim, o complexo conjugado de ∆k⃗ pode ser escrito como

∆k⃗∗ = eiakx

[
1 + 2 cos(

√
3

2
kya)e

−i 3
2
akx

]
. (29)

No espaço recíproco da rede hexagonal do grafeno, as funções ∆k⃗ e ∆k⃗∗ descrevem as
interações entre os primeiros vizinhos da rede recíproca.

Multiplicando ∆k⃗ e ∆k⃗∗, temos

∆k⃗∆k⃗∗ =
(
e−iakx

(
1 + 2 cos(

√
3

2
aky)e

i2akx
))(

eiakx
(
1 + 2 cos(

√
3

2
aky)e

−i2akx
))

(30)

Organizando os termos:

∆k⃗∆k⃗∗ =
(
e−iakxeiakx

)(
1 + 2 cos(

√
3

2
aky)e

i2akx
)(
1 + 2 cos(

√
3

2
aky)e

−i2akx
))

(31)

Simplificando os expoentes:

=
(
1 + 2 cos(

√
3

2
aky)e

i2akx
)(
1 + 2 cos(

√
3

2
aky)e

−i2akx
)

(32)

Aplicando a distributiva:

= 1 + 2 cos(

√
3

2
aky)e

−i2akx + 2 cos(

√
3

2
aky)e

i2akx + 4 cos2
(√3

2
aky
)

(33)
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Usando a identidade trigonométrica eix + e−ix = 2 cos(x):

= 1 + 2 cos(

√
3

2
aky)

(
e−i2akx + ei2akx

)
+ 2 cos(

√
3

2
aky) + 4 cos2

(√3

2
aky
)

(34)

= 1 + 2 cos(

√
3

2
aky)2 cos(2akx) + 4 cos2

(√3

2
aky
)

(35)

= 1 + 4 cos(

√
3

2
aky) cos(2akx) + 4 cos2

(√3

2
aky
)

(36)

Usando outra identidade trigonométrica para simplificar ainda mais cos2(x) = 1+cos(2x)
2

.

Temos:

= 1 + 4 cos(

√
3

2
aky) cos(2akx) + 4

(1 + cos(
√
3aky)

2

)
(37)

= 1 + 4 cos(

√
3

2
aky) cos(2akx) + 2

(
1 + cos(

√
3aky)

)
(38)

= 1 + 4 cos(

√
3

2
aky) cos(2akx) + 2 + cos(

√
3aky) (39)

Logo, a expressão para a multiplicação de ∆k⃗ e ∆k⃗∗ é:

∆k⃗∆k⃗∗ = 3 + 2 cos
(√

3aky
)
+ 4 cos

(√3

2
kya
)
cos
(√3

2
akx
)

(40)

Assim
∆k⃗∆k⃗∗ = 3 + f(k⃗) (41)

Onde f(k⃗) = 2 cos
(√

3aky
)
+ 4 cos

(√
3
2
kya
)
cos
(√

3
2
akx
)

Para obtermos as bandas de energia do grafeno, é necessário diagonalizar o Ha-
miltoniano tight-binding no espaço recíproco. Reescrevendo a (23) da seguinte forma

Ĥ = −t
∑
k⃗

[∆k⃗a
†
k⃗
bk⃗ +∆k⃗∗b

†
k⃗
ak⃗]

Ĥ = −t
∑
k⃗

(a†
k⃗
b†
k⃗
) · Ĥ0 ·

(
ak⃗
bk⃗

)
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Que também pode ser escrito como

Ĥ =
∑
k⃗

ψ†
k⃗
Ĥ0ψk⃗ (42)

Onde,

ψ†
k⃗
≡ (a†

k⃗
b†
k⃗
) ψk⃗ ≡

(
ak⃗
bk⃗

)
Ĥ0 ≡

(
0 ∆k⃗

∆k⃗∗ 0

)
(43)

A equação de autovalores para a diagonalização do Hamiltoniano de primeiros vizinhos
é dada por:

Det(Ĥ0 − IE) = 0 ⇒ Det

(
−E −t∆k⃗

−t∆k⃗∗ −E

)
= 0 (44)

Dessa forma, as energias eletrônicas são dadas por:

E±(k⃗) = ±t
√

∆k⃗∆k⃗∗ (45)

Substituindo a equação (40) na equação (45)

E±(k⃗) = ±t
√
3 + f(k⃗) (46)

As bandas de energia associada aos primeiros vizinhos, são simétricas ao plano de ener-
gia nula (EF = 0). Assim E−(k⃗) representa a banda de valência (banda negativa), e
E+(k⃗)a banda de condução (banda positiva) (LINS et al., 2018; Araújo et al., 2022).É im-
portante destacar que existem duas soluções(±) para a dispersão eletrônica do grafeno
para os primeiros vizinhos, justificadas pela presença de dois orbitais na célula unitária
do grafeno (Silva Júnior et al., 2018).

O segundo termo da equação (15) corresponde à interação entre os segundos vi-
zinhos. Para o salto t′ , os elétrons se deslocam entre sítios dentro da mesma sub-rede,
ou seja, de um sítio da sub-rede A para outro sítio também da sub-rede A. Seguindo o
mesmo procedimento de diagonalização utilizado para os primeiros vizinhos, encontrare-
mos a dispersão eletrônica total do sistema.

O Hamiltoniano para os segundos vizinhos é dado por:

H = −t′
∑
⟨⟨i,j⟩⟩

(a†iaj + b†ibj + a†jai + b†jbi) (47)
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Aplicando a transformada de Fourier, o Hamiltoniano assume a seguinte forma:

Ĥ = −t′
∑
⟨⟨i,j⟩⟩

[
1

N

∑
k⃗

a†
k⃗
ak⃗e

−ik⃗·r⃗ieik⃗·r⃗j +
1

N

∑
k⃗′

b†
k⃗
′ bk⃗′e

−ik⃗
′ ·r⃗jeik⃗

′ ·r⃗i
]

−t′
∑
⟨⟨i,j⟩⟩

[
1

N

∑
k⃗

a†
k⃗
ak⃗e

−ik⃗·r⃗jeik⃗·r⃗i +
1

N

∑
k⃗′

b†
k⃗′
bk⃗′e

−ik⃗
′ ·r⃗jeik⃗

′ ·r⃗i
]
.

Denotando O vetor relativo δn entre um átomo na posição r⃗i e seus segundos vizinhos,
assim δn = r⃗j−r⃗i, fixando o sub-índice j, temos r⃗jn = r⃗i+δn. Reescrevendo o hamiltoniano

Ĥ = −t′
∑
⟨⟨i,j⟩⟩

[
1

N

∑
k⃗

a†
k⃗
ak⃗e

−ik⃗·r⃗ieik⃗·r⃗i
6∑

n=1

eik⃗·δ
′
n +

1

N

∑
k⃗′

b†
k⃗′
bk⃗′e

−ik⃗
′ ·r⃗ieik⃗

′ ·r⃗i
6∑

n=1

eik⃗·δ
′
n

]

−t′
∑
⟨⟨i,j⟩⟩

[
1

N

∑
k⃗

a†
k⃗
ak⃗e

−ik⃗·r⃗ieik⃗·r⃗i
6∑

n=1

eik⃗·δ
′
n +

1

N

∑
k⃗′

b†
k⃗′
bk⃗′e

−ik⃗
′ ·r⃗ieik⃗

′ ·r⃗i
6∑

n=1

eik⃗·δ
′
n

]
. (48)

Definindo o fator geométrico para os segundos vizinhos

∆k⃗ ≡
3∑

n=1

e±ik⃗·δ′n ; ∆∗
k⃗
≡

3∑
n=1

e±ik⃗·δ′n ; ∆k⃗′ ≡
3∑

n=1

e±ik⃗
′ ·δ′n e ∆∗

k⃗′
≡

3∑
n=1

e±ik⃗
′ ·δ′n (49)

Reescrevendo a equação (48)

Ĥ =
−t′

N

[∑
k⃗

∆k⃗a
†
k⃗
ak⃗ +

∑
k⃗′

∆k⃗′ b
†
k⃗′
bk⃗′ +

∑
k⃗

∆∗
k⃗
a†
k⃗
ak⃗ +

∑
k⃗′

∆∗
k⃗′
b†
k⃗′
bk⃗′

]
(50)

Reorganizando a equação, temos

Ĥ =
−t′

N

[∑
k⃗

a†
k⃗
ak⃗(∆k⃗ +∆∗

k⃗
) +

∑
k⃗′

b†
k⃗′
bk⃗′ (∆k⃗′ +∆∗

k⃗′
)

]
(51)

Reorganizando a expressão, o Hamiltoniano é escrito de forma matricial:

Ĥ =
∑
k⃗k⃗′

(a†
k⃗
b†
k⃗′
) · Ĥ0 ·

(
ak⃗
bk⃗′

)
(52)
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Onde o operador Ĥ0 é:

Ĥ0 = −t′
(

0 ∆k⃗ +∆∗
k⃗

∆k⃗′ +∆∗
k⃗′

0

)
(53)

Para a obtenção das autoenergias do hamiltoniano será escrito a equação de auto-valor,
assimo como foi feito para os primeiros vizinhos

Det(Ĥ0 − IE) = 0 ⇒ Det

(
−E −t′(∆k⃗ +∆∗

k⃗
)

−t′(∆k⃗′ +∆∗
k⃗′
) −E

)
(54)

A relação de dispersão para os segundos vizinhos na rede hexagonal é dada por:

E(k⃗) = −t′
√

(∆k⃗ +∆∗
k⃗
)(∆k⃗′ +∆∗

k⃗′
) (55)

Para k⃗ = k⃗
′ , a equação simplifica para:

E(k⃗) = −t′(∆k⃗ +∆∗
k⃗
) (56)

Substituindo o fator geométrico correspondente:

∆k⃗ =
3∑

n=1

e±ik⃗·δ′n = eik⃗·δ
′
1 + eik⃗·δ

′
2 + eik⃗·δ

′
3 (57)

Com os vetores relativos δ′n:

δ
′

1 ≡ ±a
2
(3x̂+

√
3ŷ), δ

′

2 ≡ ±a
2
(3x̂−

√
3ŷ), e δ

′

3 ≡ ±(−
√
3aŷ) (58)

Substituindo os vetores relativos no fator geométrico da rede

∆k⃗ = e±ia
2
((3kx+

√
3ky) + e±ia

2
((3kx−

√
3ky) + e∓i

√
3aky (59)

= e∓i
√
3aky + 2 cos (

√
3

2
aky)e

±i 3
2
akx (60)

Tomando o conjugado de ∆k⃗ e somando, temos a seguinte equação

∆k⃗ +∆∗
k⃗
= 2 cos (

√
3

2
akx) + 4 cos (

√
3

2
aky) cos (

3

2
aky) = f(k⃗) (61)
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Portanto, temos a energia do grafeno, descrito pela interação dos segundos vizinhos

E(k⃗) = −t′f(k⃗). (62)

Assim, a energia para o grafeno considerando interações de primeiros e segundos vizi-
nhos é:

E±(k⃗) = ±t
√
3 + f(k⃗)− t

′
f(k⃗) (63)

O termo −t′f(k⃗) na equação (63) quebra a simetria perfeita entre as bandas em torno de
EF = 0. Por contraste, alguns autores optam por negligenciar as interações entre átonos
de carbono mais distantes(segundos vizinhos), porque o parâmetro de ligação entre os
primeiros vizinhos é aproximadamente uma ordem de grandeza maior que o parâmetro de
ligação/salto entre segundos vizinhos.(Araújo et al., 2022).Nesta aproximação, a simetria
em torno de EF = 0 é restaurada, e a energia é descrita por:

E±(k⃗) = ±t
√
3 + f(k⃗) (64)

Figura 2: As bandas de energia do grafeno para os primeiros vizinhos são mos-
trados em 3D na imagem (a). A superfície superior representa a banda de con-
dução e a superfície inferior representa a banda de valência. As duas ban-
das se tocan nos pontos K. A direita, está a visão 3D da equação plotada
para pequenas energias e próximo ao ponto K, chamados de pontos de Dirac.

Fonte:(Araújo et al., 2022)
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O espectro de energia de uma partícula é representado por duas superfícies (E > 0 e E <

0) que se interceptam quando a energia de fermi EF = 0 é igual a zero, em seis pontos
localizados nos vértices da primeira zona de Brillouin (Bueno et al., 2011). Podemos
observar esse comportamento na figura (2).Pode-se observar que as bandas de condu-
ção e de valência tocam a energia de Fermi, indicando a ausência de um intervalo de
energia proibida, o que faz com que o grafeno seja classificado como um semicondutor
de gap nulo. É essencial ressaltar que o comportamento do grafeno difere dos metais
convencionais, uma vez que a energia de Fermi não reside na banda de condução tí-
pica dos metais, nem está contida em uma faixa estreita de energia, como ocorre em
semicondutores tradicionais(SILVA et al., 2018).
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5 PROPRIEDADES DOS PONTOS DE DIRAC

Uma das características mais importantes do espectro de energia do grafeno é
a relação linear entre a energia e o momento nos pontos onde as bandas de valência e
condução se tocam, conhecidos como pontos de Dirac. Essas duas bandas se encontram
nos cantos das zonas de Brillouin, formando os chamados cones de Dirac(Nascimento
et al., 2019).Neste capítulo iremos fazer uma abordagem detalhada sobre o análogo da
equação de dirac para o Grafeno. Para essa abordagem iremos fazer uma expansão de
taylor da equação ∆k⃗ relacionado a diagonalização dos primeiros vizinhos, em relação ao
ponto K⃗ . Para essa analogia, usaremos a referência (SANTOS JUNIOR et al., 2020) .

∆k⃗ = e−iakx

[
1 + 2 cos(

√
3

2
kya)e

i 3
2
akx

]
(65)

Definindo o vetor de onda relativo como a diferença entre o vetor de onda geral e a
posição do ponto Dirac q⃗ = k⃗ − K⃗. Vamos substituir na equação (65)

∆K⃗+q⃗ = e−ia(Kx+qx)

[
1 + 2 cos

(√
3

2
a(Kx + qx)

)
ei

3
2
a(Kx+qx)

]

Fazendo as substituições das componentes Kx e Ky do ponto de Dirac K⃗ = (2π
3a
, 2π
3
√
3a
)

= e−iaKxe−iaqx

[
1− 2ei

3
2
aqx cos

(
π

3
+

√
3

2
aqy

)]
. (66)

Para chegarmos ao resultado esperado vamos expandir a equação (66) em uma série de
Taylor, considerando apenas os termos de primeira ordem, visto que estamos conside-
rando pequenas variações do vetor de onda em torno dos pontos de Dirac. A forma geral
da série de Taylor é escrita obedecendo o seguinte formato (Rosa et al., 2012):

f(x) = f(a)+f ′(a)(x−a)+ f ′′(a)

2!
(x−a)2+ f ′′′(a)

3!
(x−a)3+ · · ·+ f (n)(a)

n!
(x−a)n+ · · · (67)

Vamos realizar esse processo expandindo cada termo separadamente. Inicialmente va-
mos expandir o termo e−iaqx até a primeira ordem em qx:

e−iaqx = 1− iaqx



33

Agora vamos expandir o segundo termo ei
3
2
aqx até a primeira ordem em qx:

ei
3
2
aqx = 1 + i

3

2
aqx

Para expandir o termo cos

(
π
3
+

√
3
2
aqy

)
vamos recorrer a identidade trigonométrica da

soma dos ângulos para o cosseno cos (a+ b) = cos a cos b− sin a sin b

cos

(
π

3
+

√
3

2
aqy

)
= cos

π

3
cos

√
3

2
aqy − sin

π

3
sin

√
3

2
aqy

)

Sabemos que o cos π
3
= 1 e o sin π

3
=

√
3
2

, fazendo as devidas substituições, temos a
seguinte expressão:

cos

(
π

3
+

√
3

2
aqy

)
=

1

2
cos

√
3

2
aqy −

√
3

2
sin

√
3

2
aqy. (68)

Vamos expandir o cosseno cos
√
3
2
aqy e seno sin

√
3
2
aqy

cos

√
3

2
aqy = 1

sin

√
3

2
aqy =

√
3

2
aqy

Agora, substituindo essa expressão de volta na equação original (66)

∆K⃗+q⃗ = e−iaKx(1− iaqx)

[
1− 2

(
1 + i

3

2
aqx

)(
1

2
− 3

4
aqx

)]
(69)

Realizando as manipulações matemáticas necessárias e considerando apenas os termos
de primeira ordem, obtemos a seguinte expressão:

∆K⃗+q⃗ = −ie−iaKx
3a

2
(qx + iqy).

O fator de fase ie−iaKx será ignorado , pois não possui significado físico, já que as bandas
de energia são dadas por ∆K⃗+q⃗ = ±t

√
∆∗

K⃗+q⃗
∆K⃗+q⃗ . A velocidade de Fermi é vf = 3at/2.

Com t = 2, 8eV e a = 0.142nm, ao realizar as substituições, obtemos vf ≈ 1×106m/s que
corresponde à velocidade dos elétrons próximos aos pontos de Dirac.
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∆K⃗+q⃗ = −3a

2
(qx + iqy). (70)

O Hamiltoniano no ponto de Dirac K⃗ é escrito da seguinte forma:

Ĥ0 = vF

(
0 qx + iqy

qx − iqy 0

)
(71)

Escrevendo a relação de dispersão para os primeiros vizinhos E(q⃗) = t
√
∆∗

K⃗+q⃗
∆K⃗+q⃗,

obtemos a dispersão de energia linear dada pela equação nos pontos K⃗

E(q⃗) = vF |q⃗| (72)

No grafeno, os portadores de carga se propagam como se fossem férmios sem
massa, ou seja, como partículas relativísticos com spin 1/2, que obedecem a equação
de Dirac (Araújo et al., 2022). Assim, podemos destacar que dispersão de energia linear
dada pela equação (72) é semelhante a dispersão de energia de partículas relativísticas,
ou seja:

E2 = c2p2 +m2
0c

4 (73)

Assim, podemos observar que, ao considerarmos m = 0, a energia total para par-
tículas relativísticas se resume a E = cp. Dessa forma, a dispersão linear encontrada
nos pontos próximos aos pontos Ke k′ obedece à equação de Dirac, onde a velocidade
da luz é substituída pela velocidade de Fermi, correspondendo a 1/300 da velocidade da
luz no vácuo. Aqui podemos perceber o motivo de se referir aos portadores de carga
no grafeno como férmions de Dirac sem massa e a razão dos pontos Ke k

′ serem nor-
malmente referidos como conesde Dirac (Nascimento et al., 2019; ALVES et al., 2015;
Dartora; Jimenez; Zanella, 2015).Devido às propriedades do grafeno, próximo aos pon-
tos de Fermi, ele se comporta como um metal, exibindo elevada mobilidade. Os elétrons
nesses orbitais são considerados elétrons livres (Bueno et al., 2011).
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6 RESULTADOS E DISCUSSÕES

A diagonalização do grafeno evidenciou que o gap de energia é nulo, o que difi-
culta sua aplicação direta em transistores. Sem uma diferença de energia entre a banda
de valência e a banda de condução, o controle da corrente elétrica em um transistor
de grafeno torna-se inviável, impossibilitando o desligamento completo do dispositivo.
Entretanto, esse problema pode ser superado com o uso de nanofitas de grafeno, que
são fitas estreitas quase unidimensional, que podem ser fabricadas com tamanhos va-
riados. Nessa configuração, o grafeno adquire características semicondutoras, criando
uma lacuna de energia (bandgap) entre as bandas, que pode ser controlada através da
largura e altura da fita, permitindo que o dispositivo seja ligado e desligado de forma
eficiente(Propriedades. . ., s.d.)(Junior; Francisco, 2024).

Existem outras formas de contornar a ausência do gap no grafeno, como junções
PN, dopagem química e a criação de heteroestruturas de grafeno com outros matérias
bidimensionais ou semicondutores(Cardoso; Bruschi, 2023). Para a produção de junções
PN é utilizado a inserção de impurezas, no entanto no grafeno, é possível produzir zo-
nas com concentrações de portadores de carga apenas com a aplicação de potenciais
externo, como a aplicação de um campo magnético(Cavalcante, 2021).

Um dos maiores desafios na aplicação prática do grafeno está relacionado à pro-
dução em larga escala de dispositivos que mantenham a qualidade e as propriedades ex-
cepcionais desse material. Embora o grafeno possua características promissoras, como
alta mobilidade eletrônica e resistência mecânica, a produção em massa ainda enfrenta
obstáculos significativos. Métodos como a deposição química a vapor (CVD), que são
frequentemente usados para sintetizar grafeno em grandes áreas, podem resultar em
imperfeições no material, como defeitos estruturais e variações na espessura, que com-
prometem o desempenho dos dispositivos. Além disso, a integração do grafeno com a
eletrônica tradicional exige técnicas avançadas de fabricação e controle de qualidade, o
que eleva os custos e a complexidade do processo de produção(Liu et al., 2021).

Foi obtido nesse trabalho ao expandirmos o fator de estrutura do grafeno em uma
série de taylor, que os elétrons se comportam como partículas relativísticas em torno dos
pontos K e K ′ e os portadores de carga se comportam como férmios sem massa. Esse
resultado é importante pois abre espaço para a pesquisa relacionada a física de altas
energia, como também na eletrônica de altas velocidades(Dartora; Jimenez; Zanella,
2015).
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7 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Discutimos a estrutura cristalina bem como as propriedades eletrônicas do grafeno.
Fizemos uma análise detalhada da rede direta e da rede recíproca do grafeno revelando
a complexidade dessa sua estrutura bidimensional, composta por duas sub-redes inter-
penetrantes e um padrão de ligações que contribui para sua propriedade. Além disso,
analisamos de forma detalhada o formalismo de segunda quantização, a qual mostrou-se
de estrema importância para a compreensão dos elétrons em sistemas de muitos corpos
permitindo uma descrição matemática precisa dos estados eletrônicos e a diagonalização
do Hamiltoniano do grafeno. Diante disso, essa análise possibilitou uma compreensão
aprofundada da formação das bandas de energia e das implicações dos pontos de Dirac,
onde a dispersão linear dos elétrons se comporta de maneira semelhante a partículas
relativísticas.

Outrossim, ao abordarmos a aplicação do modelo tight-binding para a diagonali-
zação dos estados eletrônicos no grafeno, foi possível demonstrarmos como a interação
entre os átomos de carbono define a estrutura de bandas e influencia as propriedades
eletrônicas do material. Além disso, por meio da análise dos pontos de Dirac, que são
essenciais para a compreensão das características eletrônicas do grafeno, destacamos a
importância desses locais no espaço recíproco para o comportamento dos elétrons. Di-
ante do exposto, atravéz da síntese desses pontos, enfatizamos a relevância do grafeno,
não apenas como um material inovador, mas também como um sistema físico fundamen-
tal para a física do estado sólido e a nanotecnologia. Assim, este trabalho contribui para
uma base sólida no entendimento dos fenômenos eletrônicos associados ao grafeno, pre-
parando o terreno para futuras pesquisas e aplicações tecnológicas que poderão explorar
ainda mais o potencial deste material revolucionário.

Desse modo, por meio da presente pesquisa, evidenciamos a compreensão apro-
fundada da estrutura eletrônica do grafeno, incluindo a diagonalização dentro do mo-
delo tight-binding e a análise dos pontos de Dirac, qual de,demonstra-se fundamental
para desbloquear o potencial completo deste material. Esses aspectos teóricos não
apenas explicam o comportamento eletrônico único do grafeno, mas também fornecem
uma base sólida para o desenvolvimento de dispositivos eletrônicos avançados, sensores
ultra-sensíveis, e novas tecnologias de armazenamento de energia. Assim, a pesquisa
sobre o grafeno não só amplia nosso conhecimento fundamental da física de materiais,
mas também abre novas possibilidades para a inovação tecnológica em áreas como a
microeletrônica, a nanotecnologia e a optoeletrônica.
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Os resultados mais relevantes incluem a descrição detalhada da estrutura eletrô-
nica do grafeno e a caracterização dos pontos de Dirac como regiões de comportamento
linear dos elétrons. Esses pontos, localizados nos vértices da zona de Brillouin, represen-
tam a singularidade topológica do grafeno, onde a massa efetiva dos elétrons se anula,
resultando em um comportamento peculiar e promissor para aplicações em dispositivos
eletrônicos.

Elencamos nesse trabalho os principais aspectos do grafeno e a sua importância
na área de nanotecnologia , uma vez que consolidam o conhecimento sobre sua diago-
nalização dentro do modelo tight-binding e reforçam a relevância dos pontos de Dirac.
No entanto, é importante reconhecer as limitações deste estudo. A abordagem teórica
utilizada simplifica certos aspectos da interação eletrônica no grafeno, desconsiderando,
por exemplo, efeitos de correlação eletrônica e desordem no material. Além disso, a aná-
lise foi restrita ao modelo tight-binding, que, embora eficaz, pode não capturar todos os
detalhes da física do grafeno em situações mais complexas. Investigações futuras podem
incluir abordagens mais sofisticadas, como o uso de técnicas de primeiros princípios ou
simulações numéricas mais avançadas, para complementar e aprofundar os resultados
aqui apresentados.

Em suma, este trabalho reafirma a importância do estudo do grafeno no contexto
da física do estado sólido e da nanotecnologia. A capacidade de entender com precisão
a estrutura eletrônica do grafeno pode levar a descobertas e inovações em campos re-
lacionados, como a física do estado sólido e a ciência dos materiais. O formalismo de
segunda quantização, aplicado neste estudo, é uma ferramenta vital para abordar siste-
mas complexos e pode ser extrapolado para entender outros materiais bidimensionais e
sistemas quânticos. Portanto, o impacto potencial do estudo do grafeno é vasto e multidi-
mensional, fornecendo não apenas avanços teóricos, mas também benefícios tangíveis
para a sociedade através de novas tecnologias e aplicações práticas. O aprofundamento
na compreensão do grafeno é, portanto, não apenas uma conquista científica, mas tam-
bém um catalisador para a evolução de tecnologias que podem transformar a nossa vida
cotidiana e a forma como interagimos com o mundo ao nosso redor. Desse modo ao
compilarmos e explicarmos os conceitos expostos nesse trabalho de maneira acessí-
vel, o trabalho ajuda a preencher lacunas no entendimento dos fenômenos eletrônicos
do grafeno. Ao analisarmos as propriedades cristalinas e eletrônicas do grafeno, junta-
mente com uma análise das redes direta e recíproca, oferecemos uma base sólida para
que os estudantes compreendam não apenas as propriedades fundamentais do grafeno,
mas também como essas propriedades são derivadas e descritas matematicamente. Di-
ante disso, esse entendimento torna-se crucial para qualquer estudante que pretende se
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aprofundar no campo da física de materiais e da nanotecnologia, proporcionando uma
visão clara das interações e comportamentos dos elétrons em sistemas bidimensionais.
Sendo assim, por meio das referências supramencionadas, o trabalho contribui para a
formação de uma base teórica robusta. Para os estudantes de licenciatura, que objeti-
vamuma contribuição para aqueles que precisarem encontrar informações com um certo
nível de detalhamento sobre o grafeno.Dessa forma, o trabalho não apenas contribui para
a educação acadêmica dos estudantes, mas também promove a construção de um co-
nhecimento mais profundo e integrado sobre as propriedades do grafeno.
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