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RESUMO

Este trabalho analisa a importancia do Crivo de Eratdstenes como método pedagdgico no ensino
e aprendizagem dos nameros primos no ensino fundamental. Os objetivos incluem avaliar a
viabilidade desse método e sua influéncia no desenvolvimento do raciocinio légico dos alunos.
A fundamentacéo teorica baseia-se nos Parametros Curriculares Nacionais e na Base Nacional
Comum Curricular, que destacam a matematica como uma ferramenta essencial para a
comunicacdo e a formacdo de cidaddos criticos e propositivos. A metodologia envolve uma
investigacdo bibliografica sobre a eficacia do Crivo de Eratdstenes e suas aplicagdes praticas
no ensino de numeros primos, considerando a necessidade de abordagens concretas e
significativas para facilitar a aprendizagem. Os resultados esperados incluem a melhoria na
compreensdo dos conceitos de ndmeros primos e compostos, bem como no manejo de
operagOes matematicas béasicas. As consideracfes finais sugerem que o uso do Crivo de
Eratdstenes pode otimizar o ensino da matematica, contribuindo para a formacdo de um
conhecimento sélido e integrado, e estimulando futuras pesquisas na area.

Palavras-chave: crivo de Eratostenes; numeros primos; matematica.

ABSTRACT

This work analyzes the importance of the Sieve of Eratosthenes as a pedagogical method in the
teaching and learning of prime numbers in elementary education. The objectives include
evaluating the feasibility of this method and its influence on the development of students' logical
reasoning. The theoretical framework is based on the National Curriculum Parameters and the
Common National Curriculum Base, which highlight mathematics as an essential tool for
communication and the formation of critical and proactive citizens. The methodology involves
a bibliographic investigation into the effectiveness of the Sieve of Eratosthenes and its practical
applications in teaching prime numbers, considering the need for concrete and meaningful
approaches to facilitate learning. Expected results include improvement in the understanding of
the concepts of prime and composite numbers, as well as in the handling of basic mathematical
operations. The final considerations suggest that the use of the Sieve of Eratosthenes can
optimize the teaching of mathematics, contributing to the formation of solid and integrated
knowledge, and stimulating future research in the field.

Keywords: sieve of Eratosthenes; prime numbers; mathematics.

Data de aprovacgéo: 05/11/2024
1 INTRODUCAO

Nos Parametros Curriculares Nacionais a matematica configura-se como uma
construcdo humana capaz de gerenciar a comunicacgao no contexto da sociedade da informacao

e do conhecimento, bem como promover interacdo no ambito natural, social e cultural (Brasil,



1997). E na Base Nacional Comum Curricular a matematica é apresentada como area do
conhecimento que abrange tanto as questdes objetivas quanto estatisticas e probabilisticas das
ciéncias naturais (Brasil, 2018).

Os Parametros Curriculares Nacionais conferem a matematica referencial para
construcdo do conhecimento cientifico com possibilidades de insercdo na sociedade, e
promocdo de cidadania (Brasil, 1997). A Base Nacional Comum Curricular comunga da mesma
ideia ao afirmar que o conhecimento matematico cumpre fungdes sociais para a formacéo critica
e propositiva desses cidadaos (Brasil, 2018).

Na Base Nacional Comum Curricular para a Matematica propde-se cinco unidades
temaéticas: nameros, algebra, geometria, grandezas e medidas e probabilidade e estatistica
assuntos correlacionados e importantes para a estrutura cognitiva dos alunos (Brasil, 2018).

Na unidade teméatica NUmeros para além do pensamento numeérico espera-se que o aluno
internalize ndo s6 o uso das operacGes, mas, seus significados razéo pela qual os contetdos
pensados para esse contexto devem ser mediados por situagdes concretas e significativas de
aprendizagem (Brasil, 2018).

Para a unidade tematica NUmeros tem-se como objetos de conhecimento para o 6° ano

entre outros, nimeros primos e compostos. E como habilidade para estes:

Classificar nimeros naturais em primos e compostos, estabelecer relaces

9% ¢ b1

entre nimeros, expressas pelos termos “é¢ multiplo de”, “é divisor de”, “é fator
de”, e estabelecer, por meio de investigagdes, critérios de divisibilidade por 2,
3,4,5,6,8,9, 10, 100 e 1000 (Brasil, 2017, p. 301).

Desse modo, os nimeros primos sdo tijolos de constru¢ao para os nimeros compostos “[...] a
partir dos quais 0s outros inteiros sdo formados multiplicativamente (Eves, 2011, p. 622)”

Assim, a Base Nacional Comum Curricular enfoca sobre os diversos campos do
conhecimento: algébricos, geométricos, estatisticos e de probabilidade propondo ferramentas
de resolucgéo, apresentacao, aproximagéo ou possibilidades conforme cada situagdo problema
(Brasil, 2018).

Comumente os assuntos de matematica sdo trabalhados de forma abstrata o que faz do
processo de aprendizagem algo mais complexo. Em sentido contréario tem-se a recomendacéao
do uso de recursos 0s mais variados frente ao ensino da matemaética (Brasil, 2018; 1996).

O ensino viabiliza a aprendizagem dos alunos devido sua composi¢do pedagogica
condutora que guia os alunos (Libaneo,1994). A aprendizagem consiste no dominio do

conhecimento; agdo essa, que nao é possivel sem o ensino (Libaneo,1994).



A interacdo entre ensino e aprendizagem ocorre quando o contetido é ministrado sem
perdas ou resumo em excesso; pois um dos papéis do professor é mediar atividades mentais
(Libaneo,1994).

Para 0 assunto em tela como recurso didatico-pedagogico tem-se a utilizacdo do crivo
de Eratotenes que se constitui como um “método de construir uma tabua de niumeros primos
escrevendo a sucessdo dos nimeros naturais impares e eliminando sucessivamente os multiplos
de 3, de 5, de 7, etc. (Ferreiro, 1999, p. 583)

O crivo tem seu alicerce em Eratostenes (276 — 196 a. C): um astrdbnomo, bibliotecario,
geografo, gramatico, poeta, matematico e atleta, nascido em Cirene (atual Libano). Ficou
conhecido por ter inventado o Crivo de Erat6stenes, o primeiro algoritmo que forneceu nimeros
primos, ferramenta 1til para encontrar os numeros primos (Eves, 2011); “com todos os nlimeros
naturais dispostos em ordem, simplesmente séo riscados os numeros de dois em dois (...) e
continua-se assim a riscar cada n-ésimo nimero a seguir do niumero n. (...)” (B. Boyer, 2012,
p. 122).

Como assinalado antes o crivo de Eratostenes implica em uma escolha e estratégia de
se entender e explicar a matematica partindo-se da premissa de que o professor/educador do
ensino matematico necessita de um ou varios métodos para dar consecucdo ao proposito do
ensinar a matematica. O esfor¢o ancora-se na ideia presente de melhor conduzir o trabalho
pedagogico (Pais, 2016).

Indica Pais (2016), que o trabalho docente nas séries iniciais € sindbnimo de maior
desafio tendo em vista que os principios do conhecimento escolar precisam ser articulados com
0s primeiros sinais/situa¢des de formalizacdo matematica.

Diante do exposto até 0 momento a pergunta-problema que norteou este estudo teve:
Como o método Crivo de Eratdstenes auxilia no ensino e aprendizagem dos nimeros primos
no ensino fundamental? E como objetivo: Avaliar a exequibilidade do Crivo de Eratdstenes
para o ensino e aprendizagem  dos nameros primos em trabalhos bibliogréficos.

Como resposta hipotética parte-se da ideia de que o Crivo de Eratdstenes auxilia no
desenvolvimento matematico de sequéncias numéricas iniciadas por nimeros primos assim
como o raciocinio l6gico envolvendo multiplos e divisores no ensino fundamental. E como
objetivo geral: analisar a influéncia do método Crivo de Eratdstenes para o ensino e
aprendizagem dos nimeros primos no ensino fundamental.

A escolha pelo presente tema justificou-se a partir da observacdo enquanto professor de
Matematica de que alguns alunos apresentavam dificuldades tedrico-metodoldgicas com o

contetido sequéncia numeérica e com a identificagcdo do que € um ndimero primo ou composto,



assuntos pilares para a aprendizagem sobre adi¢do, multiplicacdo e divisdo. Em estudos
realizados conheci o Crivo de Eratdstenes, apresentado como método de auxilio na condugédo
do ensino da matemaética o que me motivou a pesquisar em trabalhos cientificos ja realizados
como o crivo de Eratéstenes poderia ser utilizado para a otimizacdo de aprendizagens
matematicas relativas ao ensino dos nUmeros primos.

Espera-se com o produto das consideracGes suscitadas promover discussdes teorico-
metodoldgicas no dmbito da disciplina Matemaética | entre outras. Bem como, que outros

pesquisadores a partir dos achados possam refuta-los ou aprofunda-los.

2 METODO DE PESQUISA

O presente trabalho caracteriza-se como qualitativo tendo em vista que busca enfatizar
aspectos qualitativos dos estudos pesquisados. A possibilidade da fala subjetiva coloca a
pesquisa qualitativa como capaz de permitir ao pesquisador se imbricar no objeto de estudo e
dialogar com os objetos do conhecimento relevantes e escolhidos previamente na preparacao
da pesquisa qualitativa (Richardson et al, 2012).

Quanto ao objetivo do método de pesquisa caracteriza-se como estudo exploratorio,
visto que 0s parametros que o nortearam partem da ideia de procurar nos trabalhos realizados
as respostas para o problema de pesquisa entre outros (Gil, 2019).

Para a consecucdo do estudo elencou-se como técnica e procedimento de coleta de
dados, a pesquisa bibliogréfica, que se caracteriza como a busca por respostas cientificas em
trabalhos ja publicados, tendo sido observado alguns passos: escolha do tema; elaboracdo do
plano de trabalho; fichamento; andlise e interpretacdo e a redacdo propriamente dita (Marconi;
Lakatos, 2010).

Para tal seguiu-se 0s seguintes tramites: acessou-se o0 Google académico com 0s
descritores "Crivo de Eratdstenes” And "nimero primos" resultando em 409 trabalhos, ano de
publicacdo entre 2023 e 2024 chegando-se a 23 trabalhos, dos quais foram escolhidos quatro
(4) trabalhos mantendo-se o crivo do lapso temporal, de trabalhos publicados nos ultimos cinco

anos. A seguir breve resumo dos trabalhos realizados:

Quadro 01: NUumeros Primos e a Hip6tese de Riemann
Tipo Dissertacao

Instituicéo Universidade do Estado do Rio de Janeiro




Autor/Data Coelho, Fernando Nascimento, Data da defesa 28-Mar-2023

Objetivo Mostrar a conexdo entre 0s nimeros primos e a hipétese de Riemann.
Abordou-se resultados importantes sobre numeros primos e sua
distribuicdo; conceitos relacionados a fungdo Zeta de Riemann, suas
extensdes no plano complexo, equagdes funcionais e suas raizes.
Finalmente a conexdo entre a funcdo Zeta de Riemann e a distribuicdo
dos nimeros primos.

Contetdo Os NUumeros Primos

matematico 1. Foram apresentados A Infinitude dos Numeros Primos E o

Teorema da Aritmética que pode ser encontrado no Livro Elementos
de Euclides VII na definicdo 12 (BICUDO, 2009) tentativas de
encontrar formulas para encontrar os nimeros primos como Polinémio
de Euler de p(n) 0 a 41 que nao encontra todos 0s nUmeros primos,
Teorema de Wilson que mostra que ndo ha formulas para encontrar o
préximos numero primo, Série Harmonica e Série Harmonica dos
NUmeros Primos onde ela pode diverge se o numeros tende ao infinito,
Distribuicdo de primos usando a Funcdo da contagem usada por
matematicos para entender os numeros primos onde apresentam 0s
desertos de primos formados por n!+ 2,n! + 3,n! +n e também a
contribuicdo do Matematico Alem&o Johann Carl Friedrich Gauss
conjecturou a funcdo m(x) e a funcdo L;(x) obtida pela integracdo do
reciproco do logaritmo e outras contribuices como a do Matematico
francés Adrien-Marine Legendre e Don Zagier. Fala sobre o teorema
dos nimeros primos primeira e segunda versdo, Terceiro Teorema de
Mertens e demonstracbes que 0 x-€simo primo € aproximadamente
xlnx.

2. Funcéo Zeta no Dominio Real por Bernhard Riemann que fala que
todos 0s zeros ndo triviais (raizes) da fungdo zeta estdo sobre a mesma
linha critica abordando também a Série Zeta e a funcdo {(s). Formula
de Produto de Euler que apresenta uma conex&o entre a Fungédo Zeta e
0 produto de nimeros primos.

Importantes Rela¢6es Oriundas do Produto de Euler como o reciproca
de Zeta e sua derivada, Fun¢do de Mdbios, Funcdo de Von Mangoldt, o
Inverso da Fungdo Zeta, e a relacdo relacionada a derivada de {(s),
Valores especiais de Zeta - problema de Basileia em que temos {(2)
demonstrada por Euler.

3. Funcéo Zeta no Dominio Complexo em que s = ¢ + it da funcgéo
{(s) feita por Riemann, a Série Eta n(s) incluindo aregido 0 < o <1
mostrando que a Série Eta converge paratodo s = ¢ +it,como >0e
o =s real e outras relacdes de Eta...

Relacéo entre Zeta, Eta e a Primeira Relagéo de Zeta.

4. Equacéo Funcional e a Segunda Extensdo de Zeta descoberta por
Riemann inicialmente introduzindo a Funcdo Gama I'(s) em que s =
o + it e calculando I'(s + 1) e fazendo e desenvolvimento até chegar
na na relacdo dessas Funcoes.




Equacdo Funcional de Zeta.
Férmulas Equivalentes e a Equacédo Funcional.
O Célculo de ¢(0), Funcéo £(s).

5. As Raizes da Funcéo Zeta e a Hip6tese de Riemann mostrando que
a Funcdo Zeta estd definida em quase todos 0s numeros complexos
exceto o polo 1.

Analises da dos Zeros das FuncOes Zeta e Eta e sua simetria dos Zeros
e as raizes da funcédo &(s).

6. Funcdo Zeta e a Funcdo de Convergentes dos Numero Primos
abordando o Artigo de Riemann e a Introducdo da Funcdo J(x) e
introduzindo a Fungdo da Inversdo de Morbios e relagdes entre as
funcbes Zeta e Morbios, a seguir foi abordado a Formula explicita de
Riemann para J (x) e a Definicéo (Transformacao de Mellin) no dominio
real e o Teorema da Inversdo de Mellin e for fim abordando também o
Calculo In¢(s).

7. Formula de Von Mangoldt e as duas Fun¢6es do matematico Russo
Pafnuty Chebyshev ¥ (x) e 9(x) de contagem dos nimeros primos onde
Chebyshev provou que essas Funcdes sdo equivalente ao Teorema dos
ndmeros primos e depois Von Mangoldt demonstrados em duas partes
por Integral e por Teorema de Residuos sé sendo possivel pelo fato da
Funcdo Zeta esta definida em todo plano complexo em sua extensdo e
também o uso de Zeta em funcdo de Eta e seus residuos, derivacoes e
limites. O Componente Oriundo de ¥ (x) e um esbo¢o da Demonstragdo
do Teorema dos NUmeros Primos.

Crivo de
Eratdstenes

O Crivo de Eratostenes foi usado para encontrar 0s numeros primos até
um namero finito n eliminando todos os multiplos de todos os

nimeros primos até v/n.

Fonte: Autores, 2023.

Quadro 02: O teorema dos nimeros primos

Tipo Dissertacédo

Instituicao Universidade Federal de Sergipe (UFS)

Autor/Data Vieira, Marcia Oliveira, maio, 2023

Objetivo O objetivo deste trabalho é apresentar 0s nUmeros primos e mostrar uma

relacdo entre a funcdo de contagem de primos, m(x), e a fungdo
logaritmo natural, log(x). Inicialmente, faremos um breve apanhado
histérico. Em seguida, traremos alguns conceitos importantes acerca
dos numeros primos e sobre alguns elementos da Analise Complexa.
Por m, estudaremos a fungdo Zeta de Riemann e traremos a
demonstragéo do Teorema dos Numeros Primos, tragando uma conex&o
entre a fungdo Zeta de Riemann e a fungao n(x).




Conteudo
matematico

2. Um breve apanhado histérico

O artefato mais antigo que remete a ideia de nUmeros primos € 0 0SS0
de Ishango. Registrado de 6.500 a.C, aproximadamente, este artefato foi
encontrado na regido da Africa Central Equatorial contendo os niimeros
primos no intervalo de 10 a 20 com os nimeros 11, 13, 17 e 19.

Fora esse artefato, temos a primeira cultura a tentar desvendar os
mistérios acerca dos numeros primos tenha sido a dos chineses, por
volta de 1.000a.C. Ha registros de que caracteristicas femininas eram
atribuidas aos nimeros pares, e as masculinas, aos impares. O termo
machdes foi atribuido aos primos por ndo poder distribuir os grdos em
fileiras como se este tipo de quantidade de grios “resistisse” as
tentativas de distribuicao.

Os primos e os pitagoricos

Dentre todos os povos antigos, a historia registra que os gregos foram
0s primeiros a associar a ideia de blocos de construcao para 0s nimeros
a partir de nimeros primos. Possivelmente, a no¢cdo de nimero primo
tenha sido introduzida por Pitdgoras, por volta de 530 a.C. Os
pitagoricos perceberam que havia nimero que ndo podia ser expresso
como produto de nimeros menores e com o estudo eles perceberam que
qualquer nimero diferente da unidade era originario de algum produto
envolvendo nameros primos.

Um dos primeiros matematicos a estudar com vigor a Teoria dos
Numeros foi Euclides de Alexandria (aprox. 323 - 283 a.C). Apesar de
ser conhecido por grandes descobertas no campo da geometria, Euclides
chegou a escrever trés livros voltados para a teoria elementar dos
nameros. O livro Elementos VII onde podemos calcular 0 maximo
divisor de dois ou mais nimeros (mdc), e que verificava se dois nimeros
inteiros séo primos entre si.

O surgimento de um crivo

Registra-se que o primeiro matematico a escrever uma tabela de
numeros primos foi o bibliotecario-chefe da universidade local de
Alexandria, o grego Eratostenes de Cirene (aprox. 276 194 a.C.). Ele
criou um dispositivo muito Gtil para descobrir todos os nimeros primos
pertencentes ao intervalo [1, N], onde N é um nUmero natural. O
método utilizado por Eratostenes consiste em eliminar gradativamente
ndmeros compostos, inicialmente faz uma sequéncia numéricade 1 a N
e elimina os multiplos encontrados de primos de forma crescente até N.

Um teste de primalidade e a busca por formulas

Sendo advogado, e tendo recebido sua educagéo inicial em casa, 0
francés Pierre de Fermat (1.601 1.665) dedicava horas de sua folga para
0 estudo da Matematica fazendo grandes contribuicGes, dentre eles, a
Teoria dos NUmeros. Em especial, enunciou teoremas voltados ao
estudo dos numeros primos. Destacamos neste trabalho o Pequeno
Teorema de Fermat, que fornece um importante teste de primalidade.

Euler e o inicio da anéalise complexa

Com sérios problemas na viséao, o sui¢co Leonhard Euler (1.707 1.783),
inspirado pelas ideias de Fermat, foi responsavel por implementar
importantes notagdes, tais como f(x) para funcbes, e para a base de




logaritmos naturais, X para somatorios e i para a unidade imaginaria,
onde i2 = —1 chegando a publicar 530 trabalhos durante sua vida.
Euler além matematica ele tinha uma grande visdo de assuntos para
resolucdo de problemas sobre hidraulica, constru¢cdo de navios e
balisticas. Uma de suas conquistas, foi dar uma solucédo plausivel para
0 problema das pontes de Konigsberg.

Seu amor pela Teoria dos NUmeros se estendeu pelo interesse acerca do
mistério dos nimeros primos, levando-o a construir tabelas de primos
para valores pouco superiores a 100.000.

A disputa entre Gauss e Legendre

Cita que aos 15 anos Karl Friedrich Gauss (1.777 1.855) ficou curioso
com o fato de um livro sobre logaritmos conter uma tabela de numeros
primos na sua contracapa. Embora era comum trabalhar com logaritmos
em varios ramos, sua curiosidade o fez trabalhar em tabelas, e perceber
que esses dois temas possuiam alguma conexdo. Assim fez anotacdes
de como encontrar a quantidade de primos de um até X mas ndo
anunciou por ndo poder provar.

Na mesma época que Gauss, Adrien-Marie Legendre (1.752 1.833)
também estudava o mistério em torno dos nUmeros primos.
Diferentemente de Gauss, Legendre ndo temia o anuncio de ideias sem
o respaldo de uma prova. Assim, em 1.798, ousou anunciar uma relagao
entre 0s numeros primos e logaritmos préxima a ideia de Gauss: a
quantidade de nimeros primos existentes de 1 até o nimero x consistia
em um valor proximo a mesma ideia que Gauss sO que mais precisa.
Gauss, por sua vez criou uma nova formula que podia prever uma
moeda viciada e era mais precisa que a de Legendre, Gaus chegou a
listar nimeros primos até 3.000.000 durante sua disputa.

Chebyshev e uma importante estimativa

Em meados do século X1X, o russo Pafnuti Lvovitch Chebyshev (1.821
— 1.894) conseguiu mostrar que a razao entre m(x) e x/ log(x) estava
sempre contida em um intervalo (C1, C2), onde C1 e C2 sdo numeros
positivos, para todo valor x > 2. Esta se tornou a primeira contribuicao
concreta para a prova do teorema dos nimeros primos.

Riemann, os nimeros primos e a musica

Aluno de Gauss e do matemético Dirichlet, o alem&o Georg Friedrich
Bernhard Riemann (1.826 - 1.866) foi responsavel por relacionar uma
fungéo antiga grega, a funcdo zeta {(x), a Analise Complexa e a Teoria
dos NUmeros primos.

Em 1.748, Euler percebeu que ao inserir nimeros complexos na funcao
2% | seu gréfico possui ondulagdes semelhantes as de ondas sonoras, e
acreditava que os numeros primos tinham algo em relacdo a
combinagOes de notas musicais, Como um grande mentor, Dirichlet
influenciou fortemente Riemann a estudar a funcéo zeta, e tomar como
base as analises feitas por Euler um século antes. Riemann percebeu
que a armacao acerca dos logaritmos feita por Gauss era cada vez mais
plausivel suas ideias sobre os numeros primos foram revolucionarias
pois indicavam gue existe alguma ordem em meio a aleatoriedade do
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surgimento de numeros primos a medida que caminhamos na reta dos
nUmeros naturais.

Ele afirmou que a distribuicdo dos nimeros primos estava diretamente
relacionada a funcao zeta, mas ndo conseguiu mostrar tal fato, também
fez uma forte afirmacdo, chamada hipdtese de Riemann que ainda nédo
foi provada e atualmente a uma recompensa de um milhdo de délares
para aquele que apresentar solugoes.

Hadamard, Poussin e uma demonstracao

Apos séculos de hipdteses e descobertas somente em XIX, Jacques
Hadamard (1.865 - 1.963) e Charles Jean de la Vallée-Poussin (1.866 -
1.962) conseguiram demonstrar o Teorema dos NUmeros Primos usando
as analises de Riemann, de forma independente e no mesmo ano. A
prova deste teorema corresponde a prova da conjectura proposta por
Gauss de que, para um x suficientemente grande para m(x). Varios
matematicos ap6s Hadamard e Vallé-Poussin trabalharam para obter
outras demonstragdes mais elementares ou simples para 0 mesmo
teorema, como Atle Selberg e Paul Erdds em 1.949, e Donald J.
Newman em 1.980.

3. Espacamentos entre primos

A busca por padrdes tem desafiado os adeptos da Teoria dos NUmeros
através dos numeros primos, esses nUmeros estdo presentes até na
natureza como a saida das cigarras de 7, 13 ou 17 anos, esse capitulo
trata da teoria dos numeros e da divisibilidade.

Conceitos basicos
Conceitos de divisibilidade e o Teorema da divisdo Euclidiana assim
como o Maximo Divisor Comum.

Os numeros primos

Apos o conceito de divisibilidade podemos definir que um numero é
dito primo se possuir apenas dois divisores, 1 e ele mesmo. Neste
capitulo foi usado o Lema de Euclides e o Teorema Fundamental da
Aritmética para demonstrar.

Alguns tipos de nimeros primos

Fermat estudou uma sequéncia de nimeros na forma F(n) =

22" + 1, onde n é um nimero inteiro ndo negativo. Tais nimeros
receberam o nome de nimeros de Fermat e o Pequeno Teorema de
Fermat. Em trés séculos de analises, ja foram encontrados mais de 200
divisores de alguns numeros de Fermat. At¢ o momento, apenas oS
numeros de Fermat para valores de n pertencentes ao intervalo [5, 11]
foram completamente fatorados.

Inspirado pela determinacdo de Fermat o padre e matematico Marin
Mersenne do século XVII estudou amplamente uma sequéncia de
numeros que recebeu seu nome. A sequéncia (2™ — 1) n € N havia sido
analisada anteriormente por Euclides, em torno do século Il a.C., e
tinha conexdo com o0s numeros perfeitos. Mersenne descobriu uma
particularidade para quando n fosse primo, e se dedicou a esse caso.
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Mp=2" -1
Algo importante a se destacar € que nem todo niumero de Mersenne é
primo como o nimero M11 = 2047 = 23 - 89.

Sophie se passando por homem estudou e se comunicou com VArios
matematicos, inclusive com Gauss e Legendre. Ela descobrir uma
férmula que gera alguns nimeros primos e também mostrou que se p e
2p + 1 sdo numeros primos, onde p # 2, entdo a equagdo xP + y? =zP
ndo possui solucéo para x, y e z naturais. Ainda ndo foi provado se
existem infinitos primos de Sophie Germain, sendo que ja foi descoberta
uma quantidade proxima a 200 destes até esta data.

Um ndmero primo p é chamado primo fatorial, se puder ser escrito na
formap=n!£1, onde, n€eN.

Lacunas entre primos

H& como prever alguns intervalos onde ha uma série de nimeros
compostos consecutivos. Estes intervalos sdo chamados lacunas ou,
usando a expresséo correspondente em inglés, os gaps.

O Unico par de primos consecutivos cujo intervalo € de apenas 1 unidade
é (2, 3).

Dois nimeros primos consecutivos pl e p2 sdo ditos gémeos se p2 = pl
+ 2,

A excecdo do par (3, 5), todo par de primos gémeos é da forma (6k — 1,
6k + 1) onde k € N.

Trés niUmeros primos consecutivos pl, p2 e p3 sdo ditos trigémeos se p3
=p2+2=pl+4.

A Unica terna de primos gémeos consecutivos € (3, 5, 7).

As lacunas e o Teorema dos Nameros Primos

Seja x um numero real, x > 0, entdo m(x) representa a quantidade de
nameros primos existentes no intervalo [0, X].

4. Um pouco sobre analise complexa

Neste capitulo, trata sobre ferramentas da Anéalise Complexa
necessarias para a demonstracdo do Teorema dos NUmeros Primos.

O corpo dos numeros complexos

A solucdo da equagdo x? + 1 = 0 data da época do século XVI, pom
Niccolo Fontana, conhecido como Tartaglia. ja a notacdo i para a
unidade imaginaria foi adotada pela primeira vez apenas no século
XVII, por Leonard Euler. Ainda assim, a expressdo numero complexa
s0 foi usada pela primeira vez apenas em 1.832, por Gauss.

O conjunto dos nimeros complexos € o conjunto

C={x+yi; X, y€ER},

onde i é a unidade imaginéaria que satisfaz a igualdade i? = —1. Para o
nimero complexo z = X + yi, dizemos que x € a parte real de ze y a
parte imaginaria.

Funcdes Complexas

A ideia de fungdes complexas esta intimamente ligada a nocdo de
funcdes reais, uma vez que associamos um par ordenado z = (X, y) € R?
aum par w = (u(x, y), v(X, y)) € R?
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Alguns subconjuntos de Complexos
Diz-se que a esséncia do célculo diferencial e integral de funcdes de
variavel real se estende as funcdes de variavel complexa.

Noc0es sobre sequéncias de numeros complexos
A ideia de sequéncias de nimeros complexos também estd intimamente
ligada a ideia de sequéncias de nimeros reais

Séries de poténcia e fungbes analiticas
Neste capitulo fala da série de nimeros complexos convergentes e
divergentes, funcéo continuas, derivacdo de funcdes, fungdes analiticas

Integrais, polos e residuos

Finalizacdo do capitulo falando sobre integracdo para fungdes de
varidveis complexas, ideia de caminho de integracdo, a funcéo
holomorfa e série de Laurent.

5. A distribui¢do dos nimeros primos

Este capitulo se destina a apresentar a funcao Zeta de Riemann e mostrar
uma prova para o Teorema dos NUmeros Primos, prova diferente de
Hadamard e Poussin. Tal demonstracdo sera realizada apresentando
uma relacdo entre a funcdo Zeta de Riemann e umas das funcdes do
matematico Pafnuty Chebyshev.

As funcdes de Chebyshev

Embora ndo apresentou uma prova acerca do Teorema dos NUmeros
Primos, Pafnuty Chebyshev contribuiu com uma analise muito
importante a respeito da razao entre m(x) e x/ log(x) em 1.850, na cidade
de S&o Petersburgo.

O primeiro deles se refere a maior poténcia de base p que divide n!
Todo nimero primo que satisfaz a condicdo n < p < 2n, onde n é um
niimero natural, divide o bindmio (Hl2") .

Também fala de outras proposi¢des de como primeira e segunda funcdo
de Chebyshev e outras proposicoes.

A funcéo Zeta

Leonhard Euler foi o primeiro matematico a estudar a funcéo zeta no
século XVII, usando artificios para convergéncia de somas finitas para
afirmar que séries infinitas convergiam obtendo resultados verdadeiros
e brilhantes, assim, ele mudou o rumo da histéria da Matematica. Em
1735, Euler apresentou a solucéo para o famoso Problema da Basiléia,
usando a soma dos inversos dos quadrados dos nimeros naturais ele
relacionou a funcéo zeta. Esta solugéo recebeu criticas, uma vez que as
devidas observagbes mais rigorosas no campo analitico foram
ignoradas, mesmo assim é valida.

Riemann estudou o conhecido Produto de Euler em 1858, utilizando
técnicas de variaveis complexas e teoria das funcGes analiticas a
nomeou de fun¢do Zeta de Riemann ((s).
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Definigdo:Um ndmero natural n é dito livre de quadrados se n ndo existe
primo p tal que p? | n.

Este capitulo apresenta outros lemas, proposicoes, definicdes e teorias
acerca da {(s)...

Transformadas de Laplace e Mellin

Este capitulo faz uso de alguns teoremas relacionados a transformada
de Laplace e Mellin, conhecidos como Teoremas Tauberianos, algumas
funcbes limitada e integravel e um teorema € inspirado no teorema de
Ikehara-Wiener

O Teorema dos Numeros Primos
Esta secdo aborda o usar os resultados obtidos neste capitulo para provar
a demonstracao do Teorema dos NUmeros Primos.

Crivo
Eratostenes

de

Aborda que o Eratdstenes foi o primeiro a criar um crivo que podia
encontrar os nimeros primos de 1 a N onde N € um numero natural

Fonte: Autores, 2023.

Quadro 03: Teoria dos nimeros e criptografia RSA

Tipo Dissertagdo

Instituicdo Universidade Federal da Paraiba

Autor/Data Mota, Wélisson Martins Fevereiro de 2023

Objetivo Neste trabalho, fazemos uma abordagem de alguns conceitos basicos de
teoria dos nimeros visando o entendimento dos modelos de criptografia.
Apresentamos inicialmente topicos de divisibilidade, congruéncias,
nameros primos e funcgdes aritméticas. Em seguida, fazemos um breve
estudo sobre criptografia, com énfase no sistema RSA (Rivest-Shamir-
Adleman). Apds o estudo de criptografia, apresentamos duas propostas
de atividades a serem desenvolvidas em sala de aula que abordam
criptografia com funcéo afim e congruéncia de niUmeros inteiros.

Contetdo Capitulo 1

matematico 1. O presente trabalho apresenta os Conceitos basicos de divisibilidade

e numeros primos e seu mdultiplos usando demonstracdes de
divisibilidade, também foram usados os Algoritmo da divisdo e seus
Teoremas e Corolarios e o Algoritmo Euclidiano com sua Defini¢ao
de Méaximo divisor comum e o0 Teorema de Bachet-Bézout, Lema de
Gauss, Algoritmo Euclidiano, uma abordagem sobre os numeros
primos grandes e sua importancia para a criptografia assim como a
definicdo de Numeros Primos e NUumeros Compostos e 0 Lema de
Euclides sobre divisibilidade e Teorema Fundamental da Aritmética
que cita que todo nimero natural maior que 1 ou é primo ou Se escreve
como um produto de fatores primos sendo que o Teorema Fundamental
da Aritmeética, trata da infinidade dos numeros primos e Alguns
critérios de divisibilidade por 3, 7, 9 e 10, a Quebra da Unidade,
Encontrando nimeros primos que inicia com Formulas Polinomiais
que €é antigo no processo de obtengdo de nimeros primos, podemos citar
a conjectura que afirma a existéncia de infinitos primos da forma n? +




14

1 (com n € N) que ainda n&o foi provado para todos os primos e o
Numeros de Mersenne M(n) = 2™ — 1 que ainda ndo temos garantia
que existem infinitos primos dessa forma, mas, também temos
Conjectura Existem infinitos primos de Mersenne em que 0S maiores
ndmeros primos ja encontrados sao de Mersenne.

NGmeros de Fermat, F(n) = 22" + 1. Observando esse comportamento,
Fermat afirmou que todos os numeros dessa forma sdo primos, até que
em 1732, Leonhard Euler mostrou que

F(5) néo era primo sendo divisivel por 641.

Crivo de Eratostenes sendo um dos primeiros métodos para achar
primos e um dos mais simples. Fazendo uma implementacdo a
programas computacionais convenientes, 0 mesmo pode fazer a lista de
primos menores ou iguais an € N, para um n consideravelmente grande.
Fatoracéo de Fermat que fala do Algoritmo de fatoragéo de Fermat:
Se n € N é um namero composto, entdo podemos escrevé-lo na forma:
n=2k.p.

Capitulo 2

2. Aritmética dos restos que inicia com 2.1Congruéncias que é uma
das areas de estudo mais importantes da teoria dos nimeros sdo as
congruéncias médulo m, pois tem fundamental importancia no processo
de checagem da divisibilidade de um numero por outro e é usado no
sistema de criptografia mais seguros da atualidade.

Fala também da Lei do cancelamento, do Pequeno Teorema de
Fermat que cita que se p € um nimero primo e a € Z tal que p 1 a, entdo:
aP = a mod p e também foi usados os Lemas 1,2 ¢ 3, Teorema de
Wilson que menciona que um nimero natural p € primo se, e somente
se, (p— 1)! =—1 mod p.

2.2Classes de residuos que conjectura que se m > 1 é um ndmero
inteiro, temos que todo conjunto de numeros inteiros cujos restos da
divisdo por m s3o os numeros 0, 1, 2, ., m—1 sem repeticoes,
independentemente da ordem, é dito um sistema completo de residuos
modulo m. Aborda também a definicdo e proposicdo sobre residuos.
Nesse mesmo capitulo aborda o Teorema de Euler que nos diz que se
a, m € Z,comm > 1 e mdc(a, m) = 1. Entdo: a®™ =1 mod m.
Aborda do Teorema que afirma que se m = p&l . p%2 . . po" a
decomposicdo em fatores primos de m em fatores primos.

2.3 FuncOes aritméticas na teoria dos nimeros merecem destaque
devido a sua importancia como:

T (n) : namero de divisores positivos de n.

o(n) : Soma dos divisores positivos de n

n(n) : numero de primos menores ou iguais a n.

¢(n) : Fungdo ¢ de Euler

Capitulo 3

3. Neste capitulo aborda sobre a Criptografia que aborda que quem sé
entende uma mensagem é quem esta enviando e quem esta recebendo
pois caso um terceiro intercepte a mensagem, ndo sabera do que se trata,
Em resumo, a criptografia é responséavel pelo estudo e aplicacdo de
técnicas que possibilitam a codificacdo e decodificacdo de mensagens.
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Aborda também de Um sistema de criptografia simétrico com
Funcdo Afim iniciando pela codificacdo anterior fazendo
correspondéncias entre letras do alfabeto como entrada e os nimeros
como a saida para enviar a mensagem e antes de enviar deve escolher
uma Fungédo Afim dada por f(x) =ax + bcom a, b € Ze mdc(a, S) =1
onde S é o numero de simbolos do alfabeto. Codificando uma
mensagem.

O processo de codificacdo de uma mensagem € bem simples. Basta
aplicar a fungdo de codificacdo e usar congruéncia modulo S para
transformar letra em letra usando no processo uma fungéo para trocar
por numeros correspondentes a essa letra e assim mudar ela por outra
letra.

Decodificando uma mensagem.

O processo de decodificacdo também é simples. Definida a funcdo de
codificacdo f(x) = ax + b basta encontrar a inversa dada por f~1(x) =
ax+b ondea-a"=1modS (a”"éoinversodeamodS)eb =-a’ -
b. Apds encontrar f~1(x) o processo fica igual a codificago.

A codificacdo e a decodificacdo RSA encontrado no livro de Coutinho.
Inicialmente devemos corresponder ao alfabeto a um ndmero sendo
importante saber quantos digitos tem o alfabeto e usa a mesma
quantidade nos nimeros.

Codificando.

Para o processo de codificagdo precisamos do valor de n=p - q (produto
dos primos escolhidos) e um nimero inteiro o tal que mdc(a, ¢(n)) =1,
pois queremos que o seja inversivel modulo ¢(n). Chamamos o par (n,
a) de chave de codificagao,

sabemos que conhecidos os valores de p e g torna-se muito facil
encontrar o valor de o(n=p - q) que ¢ dado por p(n)=(p—1) - (q— 1).
Por isso p e g devem ser mantidos em segredo e 0 sucesso desse sistema
depende disso.

Decodificando

O segredo do sistema RSA esta na decodificacdo, pois a mesma sé pode
ser feita por quem tem conhecimento dos primos p e g escolhidos.
Mesmo conhecendo a chave de codificacdo e sabendo codificar, ndo
saber os valores de p e g faz com que o0 processo de decodificacdo seja
praticamente impossivel. Por isso, 0 RSA é dito um sistema de chave
publica (Todos podem tem acesso a chave de codificagdo). Mas como
decodificar uma mensagem?

Variacado do RSA (codificando palavras em palavras)

O processo € semelhante, inicialmente escolhemos dois primos p e g
extremamente grandes e definimos n = p-q, calculamos @(n) =
(p—1):(q—1)=n+1—p—q, escolhemos 1 < a < @(n) tal que mdc(a, ¢(n))=1
e calculamos o inverso multiplicativo de o médulo @(n) resolvendo a
congruéncia a-a.” = 1 mod n. A chave de codificagdo € (n, o) e a chave
de decodificacdo ¢ (n, a")

Codificagédo

A codificacao para um bloco b ¢ dada por C(b) =b a mod n, onde C(b)
é o resultado do bloco b codificado. A mudanga dessa variagdo com
relacdo a anterior na receita de codificacao é que nessa os blocos gerados
na pré codificacdo devem ter a mesma quantidade de caracteres, ou seja,
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quebramos a mensagem original em blocos de 2, ou 3 ou 4... digitos
uniformemente.

Decodificacao

Para decifradora de um bloco codificado C(b) = x é dada por D(x) = x*
mod n. Ora, mas até aqui 0 processo é praticamente 0 mesmo descrito
anteriormente. O que muda de fato? A mudanca é que nessa variacdo
deseja-se codificar uma palavra em um bloco de letras, e ndo de
nlmeros, para isso a mudanca se da pelo uso das bases numéricas e a
aritmética dos restos implementada a associacdo de um alfabeto bem
organizado no processo de pré codificacéo.

Pré codificacéo

Com a organizacao do alfabeto e associando numeros e letras por meio
da aritmética dos restos com um alfabeto de S simbolos e fazemos uma
correspondéncia biunivoca entre os simbolos do alfabeto e os inteiros
do intervalo [0, S — 1]. dividimos o texto que queremos cifrar (ja
associado aos numeros) em blocos de k digitos e escolhemos a
quantidade m de digitos que os blocos codificados devem ter. Para que
n&o ocorram falhas devemos escolher k e m de modo que S¥ <n<S™
se k <m ou S™ < n < Sk caso m < k, pois com isso qualquer unidade
de texto simples corresponde a um elemento em Z,, e a unidade
codificada C(b) = b*mod n que também é um elemento de Z,, pode ser
escrita como um bloco de m letras.

E por fim Comentarios acerca das duas variacdes do RSA.

Capitulo 4

4. Sugestoes de atividades para sala de aula

Criando um modelo de Criptografia Simples foi feito atividades
organizando a divisdo de tempo e também implementando um modelo
de criptografia com funcdo afim no Construct onde foi feito
Comentéario sobre as aplicacdes feitas em sala de aula e por fim
apresentando o trabalho de dois alunos.

Crivo de
Eratostenes

O Crivo de Eratostenes foi usado como uma forma para encontrar 0s

nimeros primos até n excluindo todos os multiplos de primos até v/n
iniciando pelo primeiro primo que é 2.

Fonte: Autores, 2023.

Quadro 04: Engenharia Elétrica E Computacao

Tipo Dissertagéo

Instituicdo UNIVERSIDADE PRESBITERIANA MACKEZINE

Autor/Data Paris, Bruno Mendong¢a, 2018

Objetivo Seja d-primo um numero natural com exatamente d divisores. De

acordo com essa definigéo, esses nimeros primos usuais
correspondem ao caso particular d= 2. Parte desse teste consiste em
investigar parte desse teste computacionalmente as sequéncias
numéricas que corresponde as lacunas entre d-primos consecutivos
comd € {2, 3,...,16} A partir dessas sequéncias, sdo construidos
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graficos usando algoritmos de visibilidade natural e de visibilidade
horizontal e, entdo, a topologia desses graficos é analisada. Nesta
andlise, sdo também calculadas a entropia informacional das
sequéncias de lacunas e a densidade dos primos. As simulagdes
computacionais mostram que os grafos gerados a partir de lacunas
entre d-primos consecutivos tém, em geral, uma distribuicdo em graus
que é livre-de-escala. Essa simulacdo mostra que essa densidade de d-
primos parad par d € {2, 3,...,16}. Nesse teste também se calcula a
entropia informacional e constroem-se grafos de visibilidade natural e
de visibilidade horizontal a partir das sequéncias formadas pelas
quantidades de divisores de nimeros e pela ampliagdo recursiva da
funcéo quantidade de divisores dessa sequéncia. Para efeito de
comparacdo, 0 mesmo trabalho é feito considerando os nimeros
felizes, que sdo nimeros naturais que acabam convergindo para 1 ao
se calcular recursivamente a soma dos quadrados de seus digitos. A
topologia desses grafos € caracterizada, seguindo que as sequéncias
que 0s geraram tém um carater quase-aleatorio.

Contelido
matematico

Capitulo 1

Inicia conceituando o que € um nimero primo, 0 Seu primeiro
algoritmo que foi o Crivo de Erastostenes.

aborda que os numeros primos sdo fundamentais em estudos de muitas
areas como Teoria dos numeros, criptografia classica e criptografia
conhecida como RSA.

Algumas espécies de cigarras possuem circulos de via cuja sua
duracdo em numeros sdo nimeros primos como 13 ou 17.

Elucida que se um namero ndo é primo ele é composto. O Teorema
Fundamental da Aritmética aborda os trabalhos de Euclides feios por
volta de 300aC afirmando que qualquer nimero natural possui uma
Unica decomposicdo em fatores primos. Acredita-se que o conceito de
primos se deve a Euclides.

Aborda também sobre contextos histéricos de Kulik,Euler, Gauss,
Legendre,Hadamard e Riemann na contribuicdo individual para os
ndmeros primos.

Dentre essas contribuicdes temos o Teorema Fundamental da
Aritmética, Teoria dos NUmeros, a relacdo dos nimeros primos com a
funcéo zeta, e outras contribuicGes de outros autores como 0s maiores
numeros conhecido sdo os numeros de Mersenne, lacunas entre
primos, sequéncia de primos, sequéncia de trajetoria de numeros
felizes.

Esse trabalho usou um software mathematica 12 para fazer calculos
em um computador pessoal com processador de 4 nucleo e clock de
3Gz e memoria RAM de 8GB tendo limitagcGes na memoria durante os
calculos.

Capitulo 2

Definicdes 2.1.1

Sequéncia 2.1

NuUmeros primos 2.1.2

Um namero primo é um nimero que s6 possui 2 divisores, 1 e ele
mesmo sendo maior que 1.
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Teorema Fundamental da Aritmética 2.1.3
O Teorema Fundamental da Aritmética fornece o alicerce para a
construcdo dos numeros naturais e para a fatoracdo prima

NuUmeros d-primo 2.1.4
Numeros d-primos sdo numeros que possuem exatamente d divisores.
Exemplo, 0 4 é 3-primo porque tem 3 divisores, 1,2 e 4.

Numeros felizes 2.1.5

No conjunto de nameros felizes H um ndmero feliz é denotado por h,
um numero ele pode ser feliz ou um numero triste, 0s nUmeros tristes
como o 11 por exemplo fica 12+ 12=2, 22 = 4, que acabam
convergindo para esse sequéncia ( 4, 16, 37, 58, 89, 145, 42, 20) a
partir dai repetindo indefinidamente. Portanto os nimeros felizes sdo
23, 32, 203, 230, 302, 320, e incluindo o zero ndo altera a felicidade
como 3002, 30002 e por dai em diante.

Funcao quantidade de divisores 2.1.6
E conhecida como D(n)

Entropia informacional 2.1.7

A entropia informacional é definida por H e a variabilidade de uma
sequéncia {x(n)} pode ser calculado calculando H, assim quanto maior
o valor de x maior o valor de H, proposto por Shannon.

Lei de poténcia 2.1.8
E uma funcao f(x) relacionada a variavel x com A e y constantes por
meio da formula f(x)=Ax~?.

Métodos 2.2
Apresenta dois algoritmos que convertem séries temporais em grafos
néo direcionados.

Visibilidade natural 2.2.1
Representa dados amostrais contendo nds que podem se conectar no
grafico.

Visibilidade horizontal 2.2.2
Ocorre uma analise grafica no plano cartesiano no sentido horizontal
onde indicam conexao permitidas ou nao.

Algumas medidas em grafos 2.3

Aborda estruturas topoldgicas de grafos construidos por meio de
algoritmos de visibilidade caracterizados a seguir, distribuicédo de
graus, grau médio, coeficiente de agregagdo, menor caminho médio e
coeficiente de agregacdo média.

Relacéo entre d-primos e d primos 2.4
Hardy e Wright apresentam um resultado que aumenta a eficiéncia de
geradores de numeros d-primos em que d é 2, ou seja, 2 divisores.
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Capitulo 3

Lacuna entre d-primos

Analisa as lacunas ja que elas ndo geram sequéncia necessariamente
crescente enquanto os d-primos s6 aumentam o valor ao decorrer de
uma sequéncia correspondente.

Para calcular a variabilidade de cada uma dessas sequéncias de
alcunhas, foi calculada a entropia informacional com seus valores
normalizados denotado por A.

Resultados 3.1
Apresenta os valores da entropia normalizada A calculada pela
equacéo de primos consecutivos e seus grafos e tabelas.

Discussoes 3.2
Aborda pontualmente os grafos, dados e tabelas e seus resultados.

Capitulo 4

Densidade de d-primos

Nesse capitulo foi calculado a densidade de d-primo usando a funcgéo
de contagem.

Resultado 4.1

Foi percebido que conforme o niUmero aumenta 0s nUmMeros pares
converge para uma distribuicdo de 10% para 0s sao 2-primos, 25% sao
4-primos, 5% sdo 6-primos, 20% séo 8-primo, 5% sdo 10-primos,
2%sa0 14-primos, e 10% séo 16-primos, a soma dessa porcentagem é
92%, 0s 8% sdo d-primos impares com d menor que 16.

Discussoes 4.2.

Em uma das figuras ha um comportamento de densidade de d-primos
para d par em que parece tender para um namero fixo entre 0,002 e
0,003, j& para d impar esse nimero parece tender para zero.

d impar: densidade muito baixa.

d par e concavidade para cima: densidade semelhante aos nimeros
primos.

d par e concavidade para baixo: diferente dos anteriores

Capitulo 5

Quantidade de divisores dos nUmeros naturais e felizes

Fala da sequéncia de divisores (n,D(n)) e da sequéncia de quantidade
de divisores D(n) e T(n) onde levam em conta os 30000 primeiros
termos dessa sequéncia, apds realizar calculos a seguir foi publicado
em (Mayer; Monteiro, 2023)

A mesma sequéncia também foi repetida para a sequéncia de nimeros
felizes gerando a sequéncia de divisores e das trajetdrias, denotadas
por D(h) e T(h) respectivamente.

Resultados 5.1
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Apresenta os resultados gerados usando sequéncia de divisores e e
sequéncia das trajetorias de divisores, tanto para 0s hiUmeros naturais e
para 0s numeros felizes.

Para os numeros naturais 5.1.1

Os valores para N=30000 sdo A=0,582 para (D(n)) A=0,687 para
onde os saltos em A sdo mais evidentes em (T(n)) ja que corresponde
a introducao de um novo valor na trajetoria.

Discussoes 5.2

Apesar da similaridade de valores para entropia normalizada de
numeros impares e pares de D(n) e D(h) as sequéncias de nimeros
naturais e felizes foram mapeadas em grafos com medidas topoldgicas
distintas nas sequéncias e trajetorias.

Para N = 30000, 1 <D(n) <96, 1 <D(h) <160 e 0 <T(n), T(h) <6.
Desse modo, os valores distintos nas sequéncias {D} sdo maiores do
que nas sequéncias {T}. Inesperadamente, a entropia normalizada A é
superior para as sequéncias {T} em relacao sequéncias {D}.

Dentre outros resultados notou que nem todos os valores sdo
puramente aleatorios dentro dos resultados.

Capitulo 6

Concluséo

O estudo de divisores de numeros naturais precisa de mais
investigacao por ser muito abrangente.

Lacunas entre primos.

* A= 0.7 parad par e A = 1 para d impar; assim, a entropia
normalizada distingue d par de d impar;

* nos grafos de VH, (k) > 3.9 para d par e (k) < 3.9 para d impar;
assim, o grau médio dos grafos de visibilidade horizontal diferencia d
par de d impar;

* para d-impar, (k) = 4 nos grafos de VH, o que € caracteristica de
sequéncias aperiodicas.

Sobre a densidade dos d-primos:
* 0 comportamento da curva da densidade para d impar e para d par
sdo distintos, e dentro dos pares ha uma divisao levando em conta a

concavidade dessa curva;

* d par com a concavidade para cima ¢ similar ao caso de d =2, pois
esses casos seguem uma distribuicéo assintética do tipo a/(In(n) + b);

* Para d par, concavidade voltada para baixo ocorre em 62.5% dos
casos aqui analisados.

Sobre a quantidade de divisores dos nimeros naturais e felizes:
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* As quatro sequéncias foram mapeadas em grafos com (I) = (l)
random e 0 « (c) < 1, que sdo caracteristicas de conectividade
geralmente encontradas em redes bioldgicas, sociais e tecnolégicas;

* Analisando o formato de P(k), os grafos de VN tém formato de sino e
os de VH decrescem monotonamente, tanto para 0s nimeros naturais
quanto para os numeros felizes;

* Apesar de a quantidade de pares e impares serem iguais nos naturais
e quase iguais nos felizes, em todos os grafos, as ligacdes entre
impares s&o as menos frequentes.

Trabalhos feitos ndo relatados
No periodo de 4 anos de pesquisa os trabalhos que nao obtiveram
resultados satisfatorios ndo foram mencionados.

Trabalhos futuros
Apresenta a intencdo de prosseguir com a pesquisa de com valores
maiores a fim de obter uma melhor compreenséo usando novos

métodos.
Crivo de | O Crivo de Eratostenes foi citado apenas como a primeira referéncia a
Eratdstenes um algoritmo capaz de descobrir os nimeros primos dentro de uma
sequéncia

Fonte: Autores, 2024.

Para a andlise dos dados produzidos utilizou-se a analise tematica que considera partes
similares de cada trabalho para serem discutidos a luz de embasamento teérico previamente
escolhido, o que proporciona o levantamento de categorias de analise (Minayo, 2015). Como
categorias de analise pensou-se 0s contetdos matematicos empreendidos por cada autor e como
o crivo de Eratostenes foi didatico-pedagogicamente trabalhado.

As dissertacdes de Fernando Nascimento Coelho, Marcia Oliveira Vieira, Wélisson
Martins Mota e Brian Lee Mayer abordam temas centrais na teoria dos nimeros, cada uma com
seu foco e metodologia, refletindo a riqueza e a complexidade desse campo da matematica.
Coelho explora a conexdo entre 0s nimeros primos e a hipétese de Riemann, enfatizando
conceitos fundamentais como a funcédo zeta de Riemann. Sua dissertacdo se inicia com uma
discussdo historica sobre a infinitude dos nimeros primos e os fundamentos da teoria dos
nameros, como o Teorema da Aritmética. O autor ndo apenas menciona contribui¢des classicas,
mas também analisa a funcdo zeta em profundidade, destacando a importancia de seus zeros
ndo triviais. O trabalho é abrangente e bem fundamentado, promovendo uma visdo clara sobre
a relacdo entre a distribuicdo dos primos e a hipotese de Riemann, consolidando sua relevancia
para pesquisas futuras.

Vieira, por sua vez, foca na funcdo de contagem de primos e sua relagdo com o logaritmo
natural. Sua dissertacdo inicia-se com um panorama historico, incluindo referéncias a artefatos
antigos, e avanca para discutir métodos classicos de identificacdo de primos. Um aspecto
marcante é a analise do Teorema dos NUmeros Primos, assim como a relagdo com a fungéo zeta
e a hipotese de Riemann. O texto é enriquecido com uma exploracao das lacunas entre niUmeros
primos, demonstrando a complexidade do assunto e sua importancia contemporanea em areas
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como seguranca digital. A discussdo sobre a persisténcia de mistérios na distribui¢do dos primos
revela uma abordagem critica e atualizada.

Mota se destaca ao conectar a teoria dos numeros com aplicacGes praticas em
criptografia, especificamente no sistema RSA. Sua dissertacdo é estruturada para ser acessivel,
com énfase em atividades educacionais, 0 que a torna particularmente relevante para a aplicacédo
em sala de aula. O trabalho aborda conceitos fundamentais de divisibilidade e congruéncias,
apresentando algoritmos classicos e teoremas relevantes. Ao final, o autor propde uma
metodologia didatica, evidenciando a eficicia de suas atividades por meio de avaliacBes. A
pratica pedagdgica € um ponto forte, pois promove um ensino ativo e engajado, contribuindo
para a formacéo de novos educadores.

Mayer investiga os nimeros d-primos e as lacunas entre eles, utilizando ferramentas
computacionais e tedricas. Sua dissertacao é inovadora, apresentando uma analise grafica das
lacunas e explorando a entropia informacional das sequéncias. O trabalho esta bem estruturado,
comecando pela introducéo dos conceitos de nimeros primos e a importancia historica deles,
até a exploracao de dados de 30.000 termos. A distin¢do entre sequéncias de nimeros naturais
e felizes é um aspecto interessante, que revela a diversidade no estudo dos nimeros. Mayer
conclui com um convite a continuidade das investigacdes, destacando a necessidade de mais
pesquisa nas areas abordadas.

Cada dissertacdo traz uma contribuicdo Unica para o campo da teoria dos numeros.
Coelho e Vieira oferecem uma profundidade tedrica e historica sobre a hip6tese de Riemann e
a distribuicdo dos primos, enquanto Mota combina teoria e pratica educacional. Mayer, com
sua analise sobre d-primos, amplia o escopo de pesquisa computacional na area. Juntas, essas
dissertagcdes ndo apenas avangam o conhecimento matematico, mas também incentivam novas
investigacOes e aplicacdes préaticas, refletindo a vitalidade e a relevancia da matemaética
contemporanea.

3 RESULTADOS E DISCUSSOES

O Crivo de Eratdstenes é uma das formas mais antigas e eficientes de encontrar nUmeros
primos. Sua aplicacdo pratica no ensino fundamental vai além da simples identificacdo dos
nameros primos; ele promove habilidades de raciocinio critico e resolucdo de problemas. A
visualizacdo do processo — onde os alunos marcam multiplos e observam quais nimeros
permanecem ndo marcados — transforma a aprendizagem em uma atividade interativa e
colaborativa. Os alunos podem trabalhar em grupos, discutir suas observacgdes e desenvolver
um entendimento mais profundo sobre a natureza dos numeros primos.

A utilizacdo do Crivo de Eratdstenes também pode ser complementada com atividades
ludicas, como jogos e desafios, que estimulam a competicdo saudavel e a motivacdo. Essa
abordagem prética é especialmente eficaz em uma faixa etaria onde o aprendizado por meio da
interacdo e da exploracdo é fundamental.

3.1 NUMEROS PRIMOS E A HIPOTESE DE RIEMANN

A Hipotese de Riemann, que sugere uma conexdo profunda entre nimeros primos e
fungdes complexas, pode ser um tema inspirador, mesmo que os detalhes técnicos sejam
complexos para o ensino fundamental. Os professores podem usar o conceito de distribuigédo
dos nimeros primos para introduzir a ideia de padrdes matematicos. A partir do Crivo de
Eratostenes, os alunos podem explorar como a distribui¢do dos nimeros primos muda conforme
aumentamos o intervalo de busca.

Iniciativas como debates em sala de aula sobre a importancia dos numeros primos em
diversas areas da matematica e da ciéncia podem instigar a curiosidade. Ao conectar o Crivo de
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Eratdstenes com a Hipotese de Riemann, os alunos podem comecar a perceber que a matematica
estd cheia de mistérios ainda ndo resolvidos, incentivando uma mentalidade de descoberta e
pesquisa.

3.2 0 TEOREMA DOS NUMEROS PRIMOS

O Teorema dos Numeros Primos estabelece que a quantidade de nimeros primos até
um ndmero nnn é aproximadamente nln{/oi(n)\frac{n}{\In(n)}In(n)n. Embora a formulago
formal do teorema seja complexa, 0s conceitos por tras dele podem ser introduzidos aos alunos.
O Crivo de Eratostenes pode ser utilizado para calcular quantos nimeros primos existem até
100 ou 1000, permitindo que os alunos comparem esses valores com a previsdo do teorema.

Além disso, os professores podem criar graficos que mostrem a frequéncia dos numeros
primos em relacdo aos nimeros naturais, ajudando os alunos a visualizarem a relagéo entre a
densidade dos nUmeros primos e 0 aumento dos numeros. Essa abordagem visual pode
solidificar a compreensdo e motivar discussdes sobre padrbes, crescimento e limites em
matematica.

3.3 TEORIA DOS NUMEROS E CRIPTOGRAFIA RSA

A criptografia RSA é um exemplo prético e relevante da teoria dos nimeros que pode
ser apresentada no contexto do ensino fundamental. Apds entender como identificar nameros
primos usando o Crivo de Eratostenes, os alunos podem explorar como esses numeros sdo
usados para codificar informacGes. Uma atividade interessante seria simular a codificacdo e a
decodificacdo de mensagens utilizando pequenos nimeros primos, permitindo que os alunos
vejam a aplicacdo préatica do que aprenderam.

Discutir a importancia da criptografia na seguranca da informagdo pode ajudar a
conectar a matematica com o mundo real, mostrando como 0s conceitos matematicos se
traduzem em tecnologias que usamos diariamente. 1sso pode incentivar o interesse dos alunos
em areas como ciéncia da computacdo e engenharia, destacando a relevancia dos nameros
primos além da sala de aula.

3.4 ENGENHARIA ELETRICA E COMPUTACAO

Os numeros primos tém varias aplicacfes em engenharia elétrica e computagdo, como
na analise de circuitos e em técnicas de modula¢do. Em computacdo, sdo fundamentais em
algoritmos de geragdo de chaves e em processos de hash. Introduzir o Crivo de Eratdstenes
como uma ferramenta de programacdo pode ajudar os alunos a verem a matematica como uma
linguagem que pode ser codificada.

Os alunos podem ser desafiados a criar seu proprio algoritmo para o Crivo de
Eratostenes usando uma linguagem de programacao simples, como Python. Isso ndo apenas
reforca 0 aprendizado dos numeros primos, mas também desenvolve habilidades em
programacéo e pensamento logico. Ao integrar matematica e tecnologia, 0s alunos podem se
tornar mais engajados e preparados para futuras carreiras nas ciéncias exatas.

4. CONSIDERAGCOES FINAIS
O método Crivo de Eratostenes ndo é apenas uma ferramenta para encontrar nUmeros

primos; ele se configura como um recurso educacional versatil que promove uma aprendizagem
ativa e integrada. Essa abordagem interativa permite que os alunos ndo apenas reconhegam os
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nimeros primos, mas também desenvolvam uma compreensdo mais profunda de sua
importancia e aplica¢des em diversas areas do conhecimento.

Ao explorar os numeros primos sob diferentes perspectivas, como a Hipltese de
Riemann, os educadores podem introduzir questdes fundamentais sobre a distribuicdo dos
primos e 0s mistérios que cercam a matematica. A Hipotese de Riemann, embora complexa,
oferece uma janela para discussdes sobre padrdes e conjecturas matematicas, instigando a
curiosidade dos alunos e incentivando-o0s a pensar criticamente sobre como 0s numeros primos
se comportam.

Além disso, ao abordar o Teorema dos NUmeros Primos, os professores podem levar 0s
alunos a compreenderem a relacdo entre a densidade dos numeros primos e a funcéo
logaritmica, criando uma conexdo entre teoria e pratica. Essa compreensdo nao é apenas
académica; ela fundamenta a habilidade dos alunos em aplicar conceitos matematicos em
situacBes do mundo real, contribuindo para um aprendizado mais significativo.

Outro aspecto essencial do Crivo de Eratostenes é sua relevancia na criptografia RSA.
Ao conectar a matematica a seguranca digital, os educadores podem demonstrar como 0s
ndmeros primos sdo essenciais para proteger informacfes em um mundo cada vez mais
dependente da tecnologia. Essa ligacdo pratica ndo apenas torna a matematica mais acessivel,
mas também prepara os alunos para entenderem a importancia da seguranca da informacao em
suas vidas diarias.

As aplicagbes dos numeros primos também se estendem a areas como engenharia e
computacdo. Ao discutir como nimeros primos sdo utilizados em algoritmos, modulagéo de
sinais e até mesmo em tecnicas de compressdo de dados, os alunos podem visualizar a
matematica como uma linguagem que se entrelaca com a tecnologia. Isso estimula a
criatividade e o pensamento critico, fundamentais para resolver problemas complexos em
campos técnicos.

A experiéncia de aprendizado proporcionada pelo Crivo de Eratostenes, portanto, ndo
se limita a memorizacdo de férmulas ou a realizacdo de calculos. Em vez disso, ela instiga uma
mentalidade de exploracdo e inovagdo. Os alunos séo encorajados a questionar, experimentar e
investigar, habilidades que sdo valiosas em suas futuras jornadas académicas e profissionais.
Essa abordagem ativa prepara os estudantes para se tornarem pensadores independentes,
capazes de aplicar o conhecimento matematico de maneira flexivel e criativa.

Por fim, ao integrar o Crivo de Eratostenes no curriculo, os educadores criam um
ambiente de aprendizado dindmico e interconectado. Isso ndo apenas melhora a compreensao
dos numeros primos, mas também ensina aos alunos que a matematica € uma disciplina viva,
cheia de conexdes e aplicacbes no mundo real. A experiéncia adquirida através do Crivo de
Eratostenes pode inspirar uma nova geracdo de matematicos, cientistas, engenheiros e
inovadores, capacitando-os a enfrentar os desafios do futuro com confianca e criatividade.
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