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RESUMO

O presente trabalho aborda a Formulacdo Covariante da Relatividade Especial (RE),
com a sua aplicacdo na descricdo de Fluidos Relativisticos (Hidrodindmica
Relativistica). E feito um estudo das Transformacbes de Lorentz focando nos
aspectos geomeétricos do espaco-tempo de Minkowski. Utiliza-se a notacdo de
Einstein para encontrar os invariantes da teoria. Aplica-se essa estrutura de célculo
tensorial no problema do fluido perfeito. Ele se apresenta como um material de
apoio aos estudantes de graduacdo que tenham interesse em se aprofundar no
tema. Os principais aspectos matematicos foram desenvolvidos de forma clara e
concisa 0 que deve possibilitar uma aprendizagem mais rapida nos conceitos

fundamentais da teoria.

Palavras-chave: relatividade especial;, formulacdo covariante; particula relativistica,

hidrodinamica relativistica.



ABSTRACT

This paper addresses the Covariant Formulation of Special Relativity (SR), with its
application in the description of Relativistic Fluids (Relativistic Hydrodynamics). A
study of Lorentz transformation is made focusing on the geometric aspects of
Minkowski space-time. Einstein’s notation is used to find the invariants of the theory.
This tensor calculus is applied to the problem of the perfect fluid. It is presented as a
support material for undergraduate students who are interested in delving deeper into
the subject. The main mathematical aspects were developed in a clear and concise

way, which should allow a faster learning of the fundamental concepts of the theory.

Keywords: special relativity; covariante formulation; relativistic particle; relativistic
hydrodynamics.
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1 INTRODUCAO

O principio da relatividade de Einstein diz, grosso modo, que toda lei Fisica (incluindo, em
particular, a velocidade da luz no vicuo) é a mesma para todos os observadores ndo acelerado-
res. Este principio foi motivado pela teoria eletromagnética e, de fato, o campo da relatividade
especial foi lancado por um artigo intitulado “Sobre a eletrodindmica dos corpos em movi-
mento” (Einstein 1905) [1,2]. Originalmente, na fisica, a relatividade significava a abolicao do
espaco absoluto, uma busca que era reconhecida como desejavel desde os dias de Newton. E foi
isso que as duas teorias de Einstein realizaram: a relatividade especial (RE), a teoria do espago-
tempo plano, aboliu o espaco absoluto em seu papel maxwelliano como o “éter’que carregava
campos eletromagnéticos e, em particular, ondas de luz, enquanto a relatividade geral (RG),
a teoria do espago-tempo curvo, aboliu o espaco absoluto também em seu papel newtoniano
como o padrdo onipresente e ndo influencidvel de repouso ou movimento uniforme. A teoria de

Einstein também aboliu o conceito de tempo absoluto de Newton.[3-6].

A relatividade especial €, portanto, para comecar, a teoria do espaco e do tempo em um
mundo repleto de Referenciais Inerciais (RI) que se relacionam por transformacoes de Lorentz.
Isso inclui resultados como dilatagdo do tempo, contracdo do comprimento, adi¢cao de veloci-
dade relativistica, a existéncia de um limite de velocidade, a cinematica relativistica das ondas,
etc [1,2,7]. A maioria das leis fisicas faz referéncia ndo apenas ao comprimento e ao tempo, mas

também a quantidades ndo cinemadticas como forg¢as, campos, massas e fluidos relativisticos.

A hidrodindmica relativistica € a parte da fisica dedicada ao estudo de ambos os fluxos,
nos quais as velocidades atingidas por particulas individuais ou pelo fluido como um todo se
aproximam da velocidade da luz no vacuo. Modelos de fluidos relativisticos sdo de considerdvel
interesse em diversas areas da astrofisica, fisica de plasma e fisica nuclear [8, 9]. Teorias de
colapso gravitacional e modelos de explosdes de supernovas sdo baseados em um modelo de
fluido relativistico para a estrela [10—12]. O trabalho estd organizado da seguinte maneira: no
capitulo (3) trata os tensores, sua definicdo e como eles se transformam sob uma mudanca de
coordenadas, incluindo os tensores contravariantes e covariantes. No capitulo (5), apresenta as
equacdes do eletromagnetismo em sua forma covariante. No (6) apresentaremos os resultados

e conclusoes.
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2 TRANSFORMACOES DE LORENTZ

Einstein disse que vivemos em um continuo espaco-tempo quadri-dimensional com coor-
denadas cartesianas x* = (x1 X2, %3, ct) e amétrica de Lorentz da Eq. (2.5). A seguir, destaca-se
pontos importantes em relacao a fisica do espaco de Minkowski, onde em diferentes referen-
ciais inerciais é representada por transformacgdes de coordenadas. Visualiza-se entdo, que, em
diferentes sistemas de coordenadas € tratada a mesma fisica, os mesmos eventos, 0 mesmo ele-
mento de linha ds e os mesmos intervalos (ds)?; Sio colocados em correspondéncia diferentes

referenciais inerciais com sistemas de coordenadas neste espaco, sendo que sdo relacionados

por uma transformagado de Lorentz.

Logo, uma transformacdo de Lorentz € uma regra que informa como as coordenadas em

um referencial inercial x* = (x1 X2, %3, ct) estdo relacionadas com as de um segundo referencial

inercial x* = (¥',%%,%,cf). Algo muito importante a destacar aqui, é que o tempo nio é o
mesmo para dois referenciais inerciais. Esta € uma grande ruptura com o pensamento cldssico

e revoluciona a compreensdo de como o universo se comporta [1,2,7].

Mediante as analises anteriores de transformacgdes de coordenadas, agora serd feito o uso
das mesmas em um dado ponto do espaco-tempo, no espago tangente, introduzindo uma base
cartesiana.

Figura 1 — Dois referenciais inerciais f e f' movendo-se com velocidade relativa V.

NP
=
f f’
—> ’
X0 O
o ; = >

Fonte: Walecka, 2010.

tem-se aqui dois referenciais enerciais, o primeiro f com coordenadas x* = (x!,x?,x3,ct) e no

segundo referencial f' movendo-se com velocidade V, apresenta uma nova base cartesiana na-

quele ponto no espago tangente com coordenadas x* = (Xl ,)?2,)?3, ct) e correspondentes vetores
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de base para cima [6, 13].

Em termos das novas coordenadas, o elemento de linha, intervalo e métrica sao dados por

dS — aud)_c'u,
(ds)> = Tydx*dx’ = oy - o, (2.1)

todos os referenciais inerciais sdo equivalentes, deve-se ser capaz de usar uma métrica da mesma

forma no segundo referencial inercial

100 0

{010 0

n= : (22)
001 0
000 —1

portanto, conclui-se que uma transformagdo de Lorentz deixa a métrica invariante.

Figura 2 — Novas bases cartesianas no referencial f’

Fonte: Walecka, 2010.

A figura acima representa a base cartesiana no referencial f’ e é importante notar o seguinte: O
espaco € plano, e aqui o espaco tangente € idéntico a todo o espago; Os vetores de base carte-
siana e, sdo os mesmos em todos os lugares; Os vetores de base cartesiana o s30 0s mesmos
em todos os lugares; A correspondente transformacdo de coordenadas, ou transformacgao de

Lorentz, descreve a transformacao fisica entre os referenciais inerciais (Einstein).

Ao ser iniciado os reldgios quando as duas origens O e O’ se coincidirem, faz com que
o primeiro evento tenha a presenca de um quadri-vetor x, onde o mesmo pode ser colocado

em correspondéncia biunivoca com o segundo evento no espago-tempo. Assim, o quadri-vetor
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pode ser decomposto em qualquer referencial, como mostra a seguir

X = e”x”:xiei+cte4,

x = o =%0;+clou, (2.3)

aqui os indices latinos repetidos sdo somados de 1 a 3 e essas expressoes ainda pode ser descrita

como

x'e; +ctey X+ ctey,

Ye;+ctes = ¥ +ct'ey, (2.4)

ondet =7

Figura 3 — Relogios ajustados no primeiro evento.

—>
V -
—.7_
/
O
O
‘. firstevent

~OC

Fonte: Walecka, 2020.

* No referencial f, utiliza-se as quantidades (X, ct) para descrever o quadri-vetor X e 0 ponto

espaco-temporal correspondente;

* No referencial f, utiliza-se as quantidades (x',ct’) para descrever o quadrivetor x € 0

ponto espaco-temporal correspondente.

Agora, considerando que o referencial f’ descreve um deslocamento subsequente da origem
O’ no espaco-tempo. Tem-se em segundo evento que acontece no espago-tempo marcando a

localizagdo da origem o' Como mostra a seguir,
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Figura 4 — Um segundo evento no espago-tempo localizado na origem O'.

Neals
-O- secondevent
7
Fonte: Walecka, 2010.

nota-se que o quadri-vetor X conecta os dois pontos no espago-tempo marcado pelos dois even-

tos. Logo,

X = Xo+ctey,

X = Vt+ctey, (2.5)
uma vez que a localiza¢do da origem O’ em f estd agora em
Xo=Vt= (Vie,‘)l‘, (2.6)

no referencial f/, o segundo evento ocorre na origem x’ = 0 e em um tempo ¢’ e, portanto, diz-se

que o quadri-vetor fisico x é dado por O’ em f’
x=0+ct'ou, (2.7)

portanto, essas duas expressoes para x podem agora ser igualadas e resolvidas para o4,

I <{

= (B+e); B= (2.8)

)
C

esta expressao pode ser pontilhada em si mesmo e fazer o uso da mesma da seguinte forma

04 04 = gyq=—1,
e ey = gu=-—1
B-es = (Ble)-es=Pigiu=0, (2.9)

com

1= <_>2([32_1)7 (2.10)
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ou com uma dilata¢do do tempo
t= ;ﬂ (2.11)
(1-p2)2
note que o tempo ¢ estd bem definido em todo o f. O mesmo vale para o tempo t' em f’. Logo,
essa equagdo mostra que o relégio no referencial f’ na origem O’ é mais lento que o relégio no

referencial f. E assim a relacdo entre os vetores de base serd dada da seguinte forma

e
oy = L“l (2.12)
(1-p2):
Agora serd feito a expansdao de um quadri-vetor x arbitrdrio no espaco-tempo representado

em dois referenciais inerciais f e f’ com origens que se coincidem quando os reldgios iniciam.

O mesmo fica representado da seguinte forma

Figura 5 — Quadri-vetor X no espaco-tempo visto nos dois referenciais inerciais f e f’.

.].

o)

Fonte: Walecka, 2010.

¢ importante ressaltar que em f o quadri-vetor é x = (X, ct), logo, ele pode ser expandido em

qualquer sistema de coordenadas (referencial inercial) como

X = X+ctey,

= ¥ +ct'ou, 2.13)

como ja foi definido anteriormente os trés vetores espaciais (ver Eq 2.53), como

=L
I

x’el-,

Yo, (2.14)

=4
I
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pontilhando oy em x na Eq. (2.62), e como foi visto que B -e4 = (B'e;) -e4 na Eq.(2.58), tem-se
o0 seguinte

- X =0 (Fay) =0, (2.15)

substituindo o a4 que ja foi encontrado, leva a

% (R+crey) = —ct,
Poiza oy 2.16)
(1-B2):

isso dd a relagdo geral entre os tempos 7 € ¢’ nos dois referenciais inerciais

(2.17)

contudo, percebe-se que o tempo ¢’ no segundo referencial depende de (¥, ct) no primeiro refe-

rencial. Resolvendo agora para o x/, e fazendo o uso das Egs. 2.61 e 2.66

¥ o= )_CiOC,',
= X+ CZ‘(?4—CI‘/OC47
o o p2=_ (ol ¥ [%— ]
X—Vt — X—(v-X)vy (c)
¥ o= f—[ﬁz( ﬂ+ g (2.18)

aqui v = ﬁ € um vetor unitdrio na direcdo de V. Definindo a posi¢ao de X em relacdo a origem
O’ no referencial f.

p=x—, (2.19)

(pxB)xB = (¥xB)xB=-Bx(¥xB).
_ _)—C»*erB‘(,—C».B)? (2.20)

a Eq.(2.67) torna-se entdo

X”:Xiai:ﬁ+(ﬁx qzjg’;_ (ﬁB) e4' (2.21)

As equagdes (2.70) e (2.66) sao a transformacao geral de Lorentz entre dois sistemas de coorde-
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nadas, o primeiro com coordenadas x* = (x1 ,x2,x3,ct) e vetores de base e, € 0 segundo com
Xt = (x!,%%,%2,cf) para cima oy, representando, segundo Einstein, dois referenciais inerciais
movendo-se com velocidade relativa ¥ = B¢, e com origens coincidentes. Como ilustra a seguir

o segundo evento ocorre em um determinado ponto do espago-tempo especificando x, que é

Figura 6 — Um segundo evento, depois o primeiro evento, visto nos dois referenciais inerciais

fef.

T’

2" event o event
-3
=, 7
p Cxel)
Vi o’ / o)
/!
frame f
Q
frame f
Fonte: Walecka, 2010.
entdo descrito da seguinte forma:
* No referencial f:
X = x'u eu y
x = (Vt+p,cr). (2.22)
* No referencial f:
X = )_C” au 5
x = (¥, (2.23)

aqui t = 7. Como exemplo, considerando o caso em que o vetor p é perpendicular a velocidade

—
—

de modoque pLB e p ﬁ = 0. Nesse caso

L ﬁ+(ﬁ><ﬁ)f3:ﬁ7

1-p2
{ = (1—55%% (2.24)
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0s vetores transversais sdo, portanto, inalterados sob uma transformacdo de Lorentz e, para
tais vetores, a dilatagdo do tempo € independente de p. colocando e3 ao longo da dire¢io da

velocidade de modo que,
B = Bes, (2.25)

como foi mostrado que os vetores espaciais transversais sao inalterados, entdo pode-se tomar

o = eyg,

o = e, (2.26)

para satisfazer az - a4 =0e a3 - a3z = 1, tem-se

oy = BTPe 2.27)

17

(1-p2)2
agora, chega-se na métrica que ja foi vista quando estava se tratando de quatro-vetores, esta

sendo representada no primeiro referencial

Nuv = €y-ey,
1 00 O
010 O
n = ; (2.28)
001 O
000 —1
logo, percebe-se que a métrica na nova base é
ﬁyv = 0Oy 0Oy,
1 00 O
_ 010 O
n = , (2.29)
001 O
000 —1

e, de fato, a métrica de Lorentz é preservada sob esta transformacao de coordenadas. E impor-
tante ressaltar que nesse caso a relagdo entre os vetores de base € global. Observe que ambas as

métricas sao diagonais e

nt’ =

™ o= M. (2.30)
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Contudo, a partir da teoria geral de transformacgdes de coordenadas, a relagdo entre os vetores
de base é dada por

o, = ale,, (2.31)

portanto, pode-se apenas ler a matriz de transformacao de Lorentz a da relag@o entre os vetores

de base, como

apy = ab,
(1-B2)2 0 0 0
1
1 0 1-B8%2 0 0
a = - (1=F% , (2.32)
(1-p22 | 0 0 1B
0 0 B 1
com
B =Pes
. A partir de uma anélise geral, tem-se
v _ v
a, = ay,
a = n**nyeaf, (2.33)
assim com a notacdo de matriz
ayy = ay, (2.34)
com ) 3
(1-B2)2 0 0 0
1 0 1-B)z 0 0
a=——-r (1=5% (2.35)
(1-p7| 0 0 1 P
0 0 —-B 1
E importante ressaltar que
aya, =8y . (2.36)

Um ponto importante a se destacar nessa etapa € o termo de quadri-velocidade, porque
assim como hd o quadri-vetor tem-se também a parecenca da mesma quando se trata de eventos

no espago-tempo continuo. Portanto tem-se a seguinte forma

uy = N’ = —— [V, —c|, (2.37)
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3 FORMULACAO COVARIANTE DA RELATIVIDADE ESPECIAL

O principio basico da Relatividade Especial (RE) é que se deve ter as mesmas leis da fisica
incluindo o fato de que existe uma velocidade limite na propagacgdo de sinais, ou seja,c, a veloci-
dade da luz em qualquer Referencial Inercial (RI). Qualquer sistema de coordenadas movendo-
se com velocidade constante em relacdo a um RI € inercial. Einstein observou que vivemos em
um espaco-tempo quadri-dimensional continuo. Com isso, € importante introduzir o conceito

de quadri-vetores e, a seguir, fazer o uso de sua estrutura [1,2].
3.1 VETORES NO ESPACO-TEMO DE MINKOWSKI

Um quadri-vetor € escrito em termos dos vetores de base no espaco-tempo quadridi-mensional

(4D) como
4

v = Zv“e”:v“eu, (3.1)
u=1

onde os indices gregos superiores e inferiores repetidos significa soma de 1 a 4 [7]. Logo,
quando se estende para uma localizacao da posi¢ao no espago-tempo 4D e deslocamento infini-

tesimal dessa posicdo em um RI qualquer, sua representacao fica da seguinte forma: As coor-

Figura 7 — Vetor decomposto em eixos ortogonais

Fonte: Walecka, 2010.

denadas na figura acima sio (x',...,x*) = (x',x?,x%,ct). A coordenada espacial x! é suprimida,

e apenas as duas coordenadas espaciais (x?,x°) sdo mostradas. Aqui x e ds sdo quadri-vetores.

O vetor posi¢ao neste referencial inercial é dado por

"
x—xeﬂ

o= (K2 x3 ). (3.2)
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E importante notar aqui, que os trés primeiros componentes deste quadri-vetor sdo as compo-

nentes da localizacdo espacial, e a quarta componente € a velocidade da luz multiplicada pelo

tempo. Aqui as coordenadas generalizadas sio assim x* = (x!,x?,x3 ct) e os vetores de base

correspondentes sdo e, com (i = 1,...,4). No espago tangente, o deslocamento infinitesimal

que define o elemento de linha é dado por
ds = eydxt. (3.3)
O quadrado desse deslocamento, que define o intervalo, € dado em fun¢ao da métrica por

(ds)* = nuvdx*dx, (3.4)

Nuv =€y - ey. 3.5)

Com a escolha de coordenadas cartesianas para a posi¢do espacial [13], a métrica conhecida

também como a métrica de Lorentz assume a forma

100 0
010 0
n= (3.6)
001 0
000 —1

Aqui, nota-se que o sinal na quarta componente da métrica € negativo, logo, € um ponto muito
importante, pois garante que a velocidade da luz é a mesma em todos os referenciais inerciais.
A presenca desse sinal de menos implica que o espago-tempo quadri-dimensional continuo nao

¢ euclidiano, mas forma um espago de Minkowski. Assim, a base € definida pela relagao

ooV 5V — 1 se u=v

ueé =90y =
0 se u#v.

Percebe-se, que a métrica levanta e baixa indices. Tendo em mente conhecimento sobre matrizes

inversas, logo, percebe-se que a matriz na Eq. (3.6) é seu proprio inverso, € assim tem-se o

seguinte,

(M v =n", (3.7)
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ou
Y =nuy, (3.8)

assim, temos que
Mupn?" = 8. (3.9)
Sendo que um quadri-vetor pode ser expandido em qualquer base
v=1le, =v et (3.10)
e o seu quadrado € invariante sob transformac¢des de coordenadas, como:
Vv =Nty = vk, (3.11)
em particular, o intervalo em RS assume a forma
(ds)* = nuydx*dxt = dx - di — c*(dt)*. (3.12)

Nessa primeira parte, foi realizada uma breve introdugao sobre um quadri-vetor em um espago-

tempo 4D continuo, buscando detalhar os vetores, indices e coordenadas do sistema.
3.2 MOVIMENTO DE UMA PARTICULA RELATIVISTICA

Considere uma trajetéria de particula C em um referencial inercial no espago-tempo quadri-

dimensional como ilustrado na Fig.(8). Deixe T parametrizar a distancia ao longo da curva com
71 <7< 1, (3.13)

Seja ds um deslocamento infinitesimal ao longo do caminho real C. Entdo podemos definir dt

Figura 8 — Trajetoria C de uma particula no espaco-tempo.

Fonte: Walecka, 2010.
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através do intervalo invariante

—c?(d7)* = (ds)>. (3.14)

Com a escolha da métrica na Eq. (3.6), o intervalo (ds)? na Eq. (3.12) é sempre negativa para

o movimento das particulas, pois neste caso
(d%)? = V*(dr)?, (3.15)
onde vV € a velocidade da particula (com |V| < ¢) e, portanto
(ds)? = (dX)* — c*(dr)? = (W — ) (dr)* < 0. (3.16)

Assim, com a defini¢io na Eq. (3.14), a quantidade (dt)? é positiva e d7 é real. O parimetro T
€ conhecido como o tempo adequado. No espago tangente, aqui idéntico a todo o espaco, Egs.

(3.4) e (3.14) podem ser divididos por (d7)? para dar

ds ds ds\* d" dx" 2
2 22) = R — 3.17
dt dt (d’c) M gear = ¢ G4

esta quantidade € apropriadamente constante ao longo do caminho real C. Definimos a quadri-

velocidade por
dx*

dt’

ut =

(3.18)

Como x* é um quadri-vetor ¢ dt é um invariante, essa quantidade também é um quatro-vetor.

Segue da Eq. (3.17) que
d 2
<_S) = uvtu’ = —, (3.19)

com a métrica de Lorentz da Eq. (3.6), tem-se
(ds)? = dx-%— c?(dt)* = —c*(dr)>. (3.20)
Ap6s a divisao pelo intervalo de tempo (dt)z, isso leva a

ds 2 dx 2 2 ) 2 2 drt 2
(&) ~(&) 2-r-e-=(3) o

portanto, a relag@o entre o tempo e o tempo proprio € dada por

drt

_ _R2\%
= ¥
p = - (3.22)
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Aqui B = g € arazdo entre a velocidade da particula e a velocidade da luz. As componentes das

quatro velocidades na Eq. (3.18) assumem entdo a forma

detdr 1

ut = — =
dt dt (1—B2)2

essas relacoes reproduzem a Eq. (3.19)

que € invariante. O quadri-momento da particula de massa m € dado por

pt =mut,

as componentes do quadri-momento podem ser obtidas da seguinte forma:

dxt
wo_o 9
P dea
)
p dr dt’
m L E
p'u: l(V,C): (pu_>7
(1-p2)2
c
PPpu = —(me)?,

2
. [E

Pt = pz—(—) :
C

assim, encontramos a relacdo de Einstein para a energia relativistica

E? = 23 +m2 .

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

Observe que, para uma particula em repouso, isso se reduz a celebrada relacdo de Einstein

E = mc2.
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4 LEI GERAL DE TRANSFORMACAO DE TENSORES

A partir do que foi visto anterior em relagdo as transformacdes de coordenadas, a relagao
entre um tensor geral T no referencial f, e T no novo referencial f', € definido da seguinte

forma

=u'vp'..
TP — aﬁ,az,ag,...T“ P
FUVP... Uy — Wp'...
T = aﬁ/ag,ag,...T“VP , 4.1)

por exemplo, considerando um quadri-vetor x que esta localizado em um segundo evento ao

longo do eixo z ocorrendo em (z,7) em f, e (Z,7) em f’ como mostra a Fig.(2?)

*o= 10,0,z ct],

= a@,x* =[0,0,z,cf], (4.2)

dadas as Egs. (2.83-2.84), x* é simplesmente obtido pela multiplica¢do de matrizes

0 (1-B2): 0 0 0 0
0 1 0 1-8%2 0 0 0
L (1—p7) ’ 43)
z (1—p2)2 0 0 1 -B 4
ct 0 0 B 1 ct
com a TL padrao
_ z—wt
z = ——,
(1-pB2)?
1=
P — (4.4)
(1-B%)2

suponha-se que o evento ocorra na posi¢do da origem O'. Entdo

~l
Il
o

P (1B, 4.5)
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logo, chega ao resultado anterior para a dilatagcdo do tempo. Suponha que se tenha uma barra
de comprimento / em repouso no referencial f’ e orientada ao longo do eixo z comecando
em O'. Em seguida um segundo evento ocorre quando a ponta da barra atingir algum ponto
z no referencial f (o “laboratdrio”). Isso ocorrerd em algum momento ¢ em f. A posi¢do da
extremidade posterior da barra em f no momento ¢ serd simplesmente vt. A situacao € ilustrada

da seguinte forma comprimento em f;

Figura 9 — Um segundo evento, depois o primeiro evento, visto nos dois referenciais inerciais

fef.

O

Fonte: Walecka, 2010.

z=1
ligp =z—vt
=1(1-p?)2 (4.6)

A barra aparece mais curta no referencial f. H4 uma contragdo de Lorentz de seu comprimento

na direcao do movimento, com

hap = 1(1— B2)? (4.7)

Percebe-se que mudam de um referencial para o outro tanto o comprimento quanto o tempo,
mas as mudangas de coordenadas na transformagdo de Lorentz sdo exatamente para manter a
velocidade da luz constante nos dois referenciais inerciais. Para ver isso, suponha que haja
dois eventos no espaco-tempo que possam ser conectados com um sinal de luz. Por exemplo,

a luz € emitida por um oscilador em um ponto e absorvida por um segundo oscilador em outro
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ponto. Comece no referencial inercial f. Um observador diz que o primeiro evento ocorreu
em x; = (X1,ct1) e o segundo em X, = (Xp,ct2). O observador entdo mede uma velocidade ¢
para o sinal de luz (distancia/tempo). Isso implica que o intervalo global conectando esses dois

eventos desaparece em f

intervalo de luz;

sh= (X1 —%2)2 = (¥ —%)* = A(t1 —1)* =0 (4.8)

O intervalo € uma quantidade fisica que é preservada sob uma transformacao de coorde-
nadas. Agora, fazendo uma transformagio de Lorentz para um segundo referencial inercial f”.
Um observador neste referencial diz que o primeiro evento ocorre em x| = (X}, ct{) e o segundo

em X, = (X5, ct}), mas como o intervalo novamente desaparece

st = (X1 —X%2)? = (¥ —%)> —*(t] —1)* =0 (4.9)

o segundo observador mede a velocidade certa para o sinal de luz (mesma distancia/tempo).
Observe que o sinal de menos na quarta componente da métrica de Lorentz na Eq. (2.5) é o que

leva a esse resultado.
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5 HIDRODINAMICA RELATIVISTICA

Agora serd aplicado todo arcabougo tedrico da RE, para obter a dindmica de um fluido
relativistico [9, 11, 14, 15]. Na RE, existe um tensor energia-momento de segunda ordem para o
fluido

T = T’Jve‘uev - T“va‘u(xv, (5.1)

logo, serd util para uma andlise detalhada de um fluido isotrépico sem forcas de cisalhamento
em um sistema onde os vetores de base espacial cartesiana séo (e, e;,e3) com origem O em um
referencial f com velocidade vV = ves constante. Ainda no mesmo sistema, tem-se a presencga
de um segundo referencial f’ com vetores de base espacial (o, @, 03) com uma origem O’

que coincide com O quando os reldgios iniciam. Representado da seguinte forma o tensor

Figura 10 — Fluido isotrépico sem forgas de cisalhamento movendo-se com velocidade
uniforme v

onte Walecka, 2010
energia-momento T"" no referencial de repouso do fluido f’ é definido como

TV = Pp§Y

=44 2

T = pc, (5.2)
onde, mais uma vez, os indices latinos se referem as componentes espaciais. Aqui P € a

pressdo, p é a densidade de massa adequada e pc? é a densidade de energia adequada. A
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lei de transformacdo do tensor nos permite re-expressar este tensor no referencial f como
TH = " iy vV (5.3)
apos a substitui¢ao da Eq. (5.2), isso se torna
"V = Pal'a +pc ayay. (5.4)

A Eq. (??) agora pode ser usada para reescrever a segunda contribuicdo em termos da quadri-

velocidade do fluido

1
Moy u
a, a EL u¥
1 u 1
—u = 1 [0707ﬁ71] (55)
¢ (1-p%)>

se o fluido estiver se movendo em uma dire¢do arbitraria, a quadri-velocidade é dada pela Eq.

(22)
1 1 =
Sut=—— B, 1], 5.6
= g 56)

onde B = g Para o primeiro termo na Eq. (5.4), afirma-se que para a presente configuracao

1
af'al = g"" + Zuu" (5.7)

aja; = aiza% =1,
al-lal2 = al-la? = al-la? = a,-zal1 = a%a? =0,
2
s4 B 1
aa; = 1_[32 —1+1_B2,
1 B2
3 _ _
alal - 1—ﬁ2 1+1_ﬁ27
3 4 4 3 B*
aa; = aq;4a; = 1_—[),2 (58)
portanto, logo deve ser comparado com
1 0 0 0
v 1 v 0 1 0 0
v+ sutu¥ = g2 e , (5.9)
¢ 0 0 1+ I p? I p?
00 £, 141
i 5 T
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observa-se que isso € idéntico a Eq. (5.8), e o resultado estd estabelecido. Em resumo, o tensor
energia-momento para um fluido isotrépico sem forcas de cisalhamento movendo-se com quatro

velocidades u* é dado por

P
"V = pntY + <p+c—2) utu”. (5.10)

Diante do que foi visto sabe-se que a quadri-velocidade u* é um quadri-vetor pela forma
como foi definida; a métrica € um tensor de segunda ordem; a pressao e a densidade de energia
adequada sdo definidas no referencial de repouso do fluido e ndo se transformam,logo, eles sdao
escalares de Lorentz. Portanto, THY é de fato um tensor de Lorentz de segunda ordem, que é
claramentre simétrico

THY = TVH, (5.11)

De modo gera, um fluido cldssico é feito de particulas, que ndo sdo criadas nem destruidas.
A corrente de uma particula na relatividade especial forma um quadri-vetor e também pode-se

definir a densidade de particula e a corrente no referencial de repouso do fluido como

—4
N = n,

N = o, (5.12)
em um determinado referencial, a corrente transformada € entdo dada por
NH :aff]vv:naff, (5.13)

portanto,

N =Dyp (5.14)
(6

logo, essa equacio quando considerada inicialmente no ponto x = (X,) do referencial a corrente
tem a forma

Nt = @u“(x). (5.15)

A conservacao atual aqui reflete a conservagao do nimero de particulas que compdem o fluido.

. . <i .
No referencial de repouso local, a corrente de particula S desaparece na origem, mas como

oxt

tanto, % pode ser diferente de zero. como ilustra a seguir em uma transi¢do de uma analise

agora ela varia de ponto a ponto, sua divergéncia espacial pode nao desaparecer ali e, por-

global para a local a densidade do fluido e o campo de velocidade variam com x = (X,¢), mas

existe um referencial local no qual o fluido estd em repouso na origem, logo, todas as velocida-
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Figura 11 — Transicao da andlise global para local

AN 10070 NN

rest
frame

Fonte: Walecka, 2010.

des sdo pequenas e, portanto, pode ser usada a conhecida andlise ndo relativistica.
—+—=5 =0 (5.16)

com o emprego do atual quadri-vetor, tem-se

— 1
Nt = (—S’,n) , (5.17)
c
portanto, a Eq (5.16) pode ser escrita como
Jd —
= H=o, (5.18)

as barras novamente indicam quantidades no referencial de repouso local. Esta € a demonstracao

de conservacgdo de corrente na origem, como
IuN" =0, (5.19)

agora percebe-se que a conexao afim desaparece em um espaco onde a métrica € plana cartesi-

anas

A

T,, =0, (5.20)

portanto, a derivada ordindria também € a derivada covariante neste caso. Assim, o L.h.s. da Eq.

(5.18) e pode ser escrita como uma divergéncia covariante
V,N" =0, (5.21)

agora fazendo a transformacdo de coordenadas (transformacdo de Lorentz) do referencial de

repouso local de volta ao referencial de laboratério. Tem-se a correspondente de conservagao
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de corrente no referencial de laboratdrio como
V,N* =V, N, (5.22)

novamente, a conexao afim desaparece com a métrica da Eq. (2.28), e a divergéncia covariante

no referencial de laboratorio se reduz a divergéncia ordindria

d
w_ 9w
VNt = SoNH =0, (5.23)

com a substituicao da Eq. (5.15), essa relacao se torna

J {@uu(x)] _0 (5.24)

oxt | ¢

esta € a conservacdo de particulas no referencial do laboratério na relatividade restrita. E em

detalhes, com a substituicao da Eq. (5.40), esta relacdo afirma a corrente atual

bB 19 no |
<1—ﬁ2>%] e [(1—132)%] - o

aqui n(X,) é a densidade da particula local, definida no referencial de repouso local, e V(¥,7) =

V.

cB(X,t) é a velocidade local do fluido de laboratério. O limite ndo relativistico desta expressdo

simplifica consideravelmente e reduz a

on

= V- (nm) =0. (5.26)

Considerando agora a conservacio do tensor energia-momento e em seguida indo para o
referencial de repouso do fluido e, nas proximidades da origem no referencial de repouso, pode-
se novamente usar a andlise ndo relativistica. Com u* — (V,c) e % — 0, Eq. (5.10) se reduz

a

T/ = P§+piy
T = pv,

™ = pe? (5.27)

e a forma ndo relativistica das leis de conservagao é:

d —4j 0 —is
o T oa !
d g, O g _ g (5.28)

ox/ dct
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A primeira relacdo é apenas a lei de Newton para o fluido, que leva a equacdo bésica da hi-
drodindmica. A segunda relagio é a equacdo de continuidade para a densidade de energia pc?,
que expressa a conservacao de energia. Essas relacdoes podem ser combinadas para expressar a

conservacao de energia-momento no referencial de repouso como a relagao tensorial

v
a,T" " =0, (5.29)
u=1,..,4
a conexao afim desaparece, e isso € o mesmo que uma declaracao sobre a divergéncia covariante

v, 7" =0 (5.30)

agora, como antes, realiza-se uma transformac¢do de coordenadas de volta ao referencial do

laboratério. Os indices nao se transformam, e assim
V,TH = aﬁiﬁ“v =0, (5.31)

a divergéncia covariante ¢ novamente a mesma que a divergéncia ordindria, e a lei da conservagao

de energia-momento no referencial de laboratdrio torna-se

avT'uv - 0,
u=1,..4. (5.32)
O tensor de tensdo local é dado por
v v P('x) v
" (x) =P(x)n*V + |p(x) + 2 ut (x)u” (x), (5.33)
e a quadri-velocidade local é
) = [B(). 1] (534
—u"(x) = ———|B(x), 1], .
¢ [1-p2()]2
V= ﬁc

. Passamos a escrever a Eq. (5.32) em detalhes.

(1) Para pu = 1, um indice espacial, tem-se

AT
oxi ox/ p 2 ) dct

(&)%) - °



(2) Para u = 4, encontra-se

i(_p>+i +£ 4. +i _|_£ c? = 0
dct ox |[\PT)uH ga [\P T2 ) 1= B2l
d d P\ Vi d P c?
iﬂ(—P)+ﬁ[<P+c—2) 1_—[32:|+£|:<P+C—2) 1—ﬁ2:| = 0,(5.36)
agora combinando essas duas relagdes com (1) — (V/c)(2):

- P\ (¥-V)¥ P\ 1 9V ¥oP
VP—I—(p—l-?) 1—ﬁ2+(p+c_2)m§+2%_0’ (5.37)

esta € a equacao relativistica de Euler para fluxo de fluido

o o, 1-p* (o _d [P
E‘F(V‘V)V— (p—}—C%) |:VP+VE <g):|, (5.38)

o limite ndo relativistico (NRL) produz a conhecida equagdo bésica da hidrodindmica para o
campo de velocidade V = (¥,1)

av 37
dr ot

— 1 — —
V)T == VP (5.39)

aqui € incluido a possibilidade de um forg¢a adicional fa pp

A expressao em (2) acima Eq. (5.36) € a generalizagao relativistica da equacgdo de continui-
dade para a densidade de energia. A multiplicagio por ¢ e uma expansio subsequente em 1/c?

fornece o limite ndo relativistico para a conservagdo de energia como

%(pﬁ%pvz) +V. {v (pe+%pv2+P)] = PV fapps (5.40)
aqui pée ¢ a densidade de energia interna no sistema de laboratério, que na ordem de partida é
apenas p€ = pc? [veja a segunda das Egs. (5.28)]. Aqui incluimos novamente a possibilidade
de uma forca ﬁ,pp adicional realizando trabalho no sistema. A Eq. (5.40) permite identificar
tanto a densidade de energia quanto o fluxo de energia para o fluido em movimento através

desta ordem.
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6 CONCLUSAO

A partir do formulacdo covariante da RE, foi possivel encontrar de maneira mais simplista
as TL que conectam os RI, as quantidades cinemadticas: quadri-vetor velocidade, aceleragdo,
momento e energia relativisticos, etc. Também foi feita a andlise da linha-mundo de uma
particula relativistica no espago-tempo de Minkowski, onde foi definido o tempo-prépio, d7,
que € o parametro que descreve a evolugao da particula. Aplicamos todo esse ferramental ma-
tematico para investigar a Hidrodindmica Relativistica, ou seja, o comportamento de um fluido
com velocidade préxima a da luz. Foi encontrado o tensor-enegia do fluido, sua pressdo e a
equacao da continuidade para o limite ndo-relativistico. Espera-se aplicar o estudo da HR a mo-
delos mais complexos, como colapso de estrelas e em modelos cosmoldgicos que descrevem a

evolugdo do universo.
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