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RESUMO

Este trabalho revisa a Teoria da Relatividade Especial (TRE), abordando as implicacdes
geométricas do espaco-tempo de Minkowski e aprofundando-se nos aspectos matematicos do
grupo de Lorentz (GL). Além disso, € derivada a equacdo de onda para uma particula rela-
tivistica, que resulta na equagdo de Dirac, a qual descreve particulas de spin 1/2. Em seguida,
realiza-se um estudo detalhado sobre as simetrias locais em teoria de campos e sua conexao
com o campo espinorial. O objetivo deste material didéatico é proporcionar uma compreensao
clara e acessivel das ferramentas matematicas necessarias para o estudo das teorias de campos
relativisticas, facilitando tanto a andlise tedrica quanto a manipulagdo das equagdes que descre-
vem o comportamento das particulas. Espera-se que este contetddo seja util como complemento
a bibliografia bésica da area, permitindo que estudantes iniciantes em Fisica de Altas Energias
e Particulas Elementares possam explorar e aprofundar seus conhecimentos nesse campo desa-
fiador e fascinante. O material visa, portanto, auxiliar na transi¢do do aprendizado inicial para

um entendimento mais profundo das complexas interagcdes entre particulas e campos

Palavras-chave: relatividade especial; grupo de Lorentz; equacdo de Dirac; teoria de cam-
pos;simetrias locais



ABSTRACT

This work reviews the Special Theory of Relativity (SRT), addressing the geometric implica-
tions of Minkowski spacetime and delving into the mathematical aspects of the Lorentz group
(GL). In addition, the wave equation for a relativistic particle is derived, which results in the
Dirac equation, which describes particles of spin 1/2. Then, a detailed study is carried out on
local symmetries in field theory and their connection with the spinor field. The objective of this
teaching material is to provide a clear and accessible understanding of the mathematical tools
necessary for the study of relativistic field theories, facilitating both theoretical analysis and the
manipulation of the equations that describe the behavior of particles. It is expected that this
content will be useful as a complement to the basic bibliography of the area, allowing students
beginning in High Energy Physics and Elementary Particle Physics to explore and deepen their
knowledge in this challenging and fascinating field. The material therefore aims to assist in the
transition from initial learning to a deeper understanding of the complex interactions between

particles and fields.

Keywords: special relativity; Lorentz group; Dirac equation; field theory; local symmetries.
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1 INTRODUCAO

Erwin Schrodinger, no final de 1925 formulou uma equagao quantica que descre-
via a evolugdo temporal de um elétron. Porém, seu limite de validade € apenas para baixas
velocidades. Sendo assim, a equacdo de Schrodinger ndo € consistente com a Teoria da Relati-
vidade Especial (TRE) de Einstein. Inimeros foram os esfor¢os para tentar conciliar a Mecanica
Quantica, que descreve o mundo microscopico, e a RE que descreve particulas com velocidades
proximas a da luz [1,2]. Klein e Gordon tentaram formular uma teoria que fosse consistente
com a RE e com a transformacao geral da Mecanica Quantica (MQ), mas falharam em seu
objetivo.

A equacgado de Klein-Gordon era de segunda ordem no espaco e no tempo, e isso
implicava que a normalizacdo da fun¢do de onda ndo poderia ser definida positiva, além de
ser complicado interpretd-la corretamente. Porém, mais tarde, ela viria a ser uma equacao
que descrevia particulas com spin igual a zero, as quais, até entdo (1926), ainda ndo haviam
sido descobertas [3,4]. A equacdo de Klein-Gordon possuia solu¢des de energia positivas e
negativas, sendo ela uma derivada de segunda ordem no tempo, e sua densidade de probabili-
dade uma derivada de primeira ordem no tempo. Juntamente com as solucdes de energia ne-
gativa, isso implicava que a normalizac¢do da funcdo de onda ndo deveria ser definida de forma
positivo-definida. Além de tornar sua interpretagao mais complicada, o que € inconsistente com
a defini¢do de uma densidade de probabilidade [5, 6].

Coube a Paul Dirac, em 1928, unificar a MQ e a TRE em uma teoria quantica para o
elétron. Ele mostrou que a invariancia de Lorentz exigiria que o espaco e o tempo fossem trata-
dos em um pé de igualdade e, portanto, tal equacgao resultante deveria ser de primeira ordem nas
derivadas de espaco e tempo assim como a equagao de Schrodinger. Dirac introduziu o conceito
de spinor, ou seja, que a fun¢do de onda para o elétron relativistico possuia quatro componen-
tes. Explicando, assim, a origem do spin do elétron e prevendo tedricamente a existéncia da
antimatéria [2].

O estudo das equagdes de onda de Dirac e Klein-Gordon, basearam-se na teoria de
grupos, mais precisamente no grupo de Lorentz. Porém, o estudo de simetrias ainda continuava
progredindo, e chegou a um estagio que podemos considerar como muito avancado. Um desses
estagios € as simetrias de gauge, ou simetrias de calibre, que surgem quando tentamos promover
uma simetria global em uma simetria local. As simetrias de gauge constituem um grupo, que
podemos tratar como grupo de acoplamento entre os campos, de maneira que se preserve cada
ponto do espaco-tempo que ela estd presente. A teoria eletromagnética € invariante para uma

determinada transformacdo de gauge. Podemos dizer que as transformacdes de gauge estdo
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diretamente relacionadas com a invariancia de uma determinada lagrangiana, isso em um dado
sistema fisico, que estd sob as transformagdes locais dos campos, sendo assim, tal teoria pode
ser trabalhada para o caso ndo abeliano.

Essas transformacdes sdo constituidas no que podemos chamar de um grupo de Lie,
que € o grupo na qual ela estd presente. Sendo assim, consideramos o Eletromagnétismo como
uma uma Teoria de Gauge invariante sob o grupo U(1). Os campos de gauge néo abelianos ndo
tiveram muita utilidadade no inicio, ou seja, ndo se cogitava utiliza-la em interagdes. Alegando
que os resultados que se poderia alcancar com essa teoria eram de curto alcange, assim ndo
seria coveniente trabalha-la com particulas de massa zero (fotén)[7]. Os campos nao abelianos
tiveram seu primeiro grande sucesso com a unificacdo das teoria fracas e eletromagnéticas,
assim denominada de teoria eletrofraca, isso no final dos anos 60.

Neste projeto estudaremos o spinor de Dirac de forma clara e objetiva, apresen-
tando equacdes bem elaboradas e minimalistas, onde nesta exposicao das equagdes que se en-
tendiam como necessaria para o estudo foram abordadas de forma clara e explicita para facilitar
a compreensdo. Destacando a relagdo entre a mecanica quantica e a relatividade, focando no
detalhamento de parte do contetido para melhor absor¢do, e por fim, apresenta-se a deducao da
equacgao que descreve um elétron em velocidades proximas a da luz. A ideia é proporcionar
um texto compreensivel e de referéncia para os estudantes de Fisica que desejam se aprofundar
nessa importante drea do conhecimento que € a teoria quantica de campos, tornando o estudo
da teoria acessivel e menos intimidante.

O texto estd organizado da seguinte forma: no capitulo 1 € feita uma revisao da TRE
e do grupo GL e seus geradores: boost e rotacdes. No capitulo 3 trata-se as equacdes de onda
relativistica de uma tnica particula, onde € deduzida a equagdo de Dirac. No capitulo 4 € feito

um estudo sobre simetria de gauge e a lagrangiana do campo Spinorial.
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2 TEORIA DA RELATIVIDADE ESPECIAL - (TRE)

Einstein em 1905, apresentou a Teoria da Relatividade Especial (TRE), e Min-
kowski mostrou que ela poderia ser entendida geometricamente como uma teoria do espago-
tempo quadridemensional, mostrando que o espaco e o tempo ndo sao separados, mas sao

entrelacados e dependem do movimento relativo dos observadores.

2.1 Espaco de Minkowski

O espago de Minkowski € caracterizado por ser um espago-tempo quadrimensional,

no qual o vetor posi¢ao € dado por,

X = .x'ueu,

= (xo,xl,xz,x3), 2.1

em que 4 =0,1,2,3, e a coordenada 10 = ¢t e x',x2,x3 sdo as coordenadas cartesianas [6, 8].

O espaco tangente € idéntico a todo o de Minkowski, e € plano. Isto implica que os vetores de

base sdo globais. O deslocamento € infinitésimal definindo o elemento de linha como,
ds = eydx", (2.2)

0 dx" refere-se a um pequeno diferencial de uma coordenada no espago-tempo. Esses dife-
renciais sao usados na descri¢do de trajetdrias de particulas ou na constru¢do de objetos como
o intervalo no espa¢o de Minkowski. O e, se refere aos vetores de base associados as coor-
denadas do espacgo-tempo e sdo usados para representar dire¢cdes no espaco de Minkowski. O

quadrado deste deslocamento, que define o intervalo, € entao,

(ds)-(ds) = (eudxt)-(eydx"),
(ds)* = (ey-ey)dx"dx’,
(ds)® = nuydxtdx", 2.3)

onde,

Nuv = (eu-ey). (2.4)
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A equagdo (2.4) define o tensor métrico ou simplesmente a métrica do espaco-tempo de Min-

kowski. Ela € um tensor de rank 2, sua forma matricial é:

(1 0 0 0 | (1 0 0 o0 |
0 -1 0 0 v 0 -1 0 0 253)
n e 5 n — 9 :
7 lo 0 -1 o 0 0 -1 0
0 0 0 -1 0 0 0 -1
assim, a forma explicita do intervalo é:
ds’* = cAdi* —dx® —dy? —dZ’. (2.6)

Ela descreve a estrutura geométrica do espaco e determina como calcular a distancia
ou o intervalo entre dois eventos no espago-tempo. Também incorpora a ideia de que o espago
e o tempo ndo sao entidades separadas, mas estao intimamente conectados, formando o espago-
tempo. A métrica nada mais é do que os elementos de linha dos espagos vetorias, onde ela é
invariante sob certas transformagdes, como as (as transformacdes de Lorentz). A métrica de

Minkowski € indefinida, ou seja, ela pode assumir valores negativos, positivos € zero.

2.2  Grupo de Lorentz

Podemos considerar na matematica um grupo como uma estrutrura {G, -}, consis-

29 9

tindo de um conjunto G e uma operagdo ~-”, que satisfaz as seguintes propriedades [9-11]:

Seae Gebe G, entdo a-b € G, (operacdo de fechamento).

Para todo a,b,c € G, temos (a-b)-c =a- (b-c) (propriedade associativa).

Existe um elemento identidade e € G tal que para todoa € G temos e-a =a-e = a.

Para todo a € G, existe um elemento inverso, dado por a~ !, também pertencente a G, tal

quea-cf1 —ala=e.

Se os elementos a,b € G comutam, ou seja, a-b = b -a, o grupo € dito ser abeliano,
os que nao comutam sdo classificados como ndo abelianos, os quais sdo de grande importancia
para o estudo da Fisica de particulas e do modelo padrdao. Em Fisica utiliza-se com frequéncia o
grupo de rotagdes. Serdo utilizadas as defini¢des acima no caso quando os elementos a,b,c € G
sdo todos as possiveis rotagdes no R sobre um ponto fixo [9-11].

As leis fisicas s@o invariantes sob as Transformacdes de Lorentz (TL), elas sdo

transformacoes lineares agindo sobre os quadrivetores e que constituem o grupo Lorentz. O
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grupo de Lorentz é o conjunto de matrizes que obedecem a seguinte relagao,
n=AnAT, 2.7)

representa uma relacdo fundamental que descreve a invariancia da métrica de Minkowski man-
tendo inalteradas as distincias e intervalos entre eventos, sendo denominada TL, onde 1 re-
presenta a métrica do espaco-tempo de Minkowski, e A s@o as matrizes da representacdo deste
grupo. O grupo de Lorentz também é conhecido como o grupo ortogonal SO (1,3). A Eq.(2.7)
também é conhecida como a forma matricial do grupo de Lorentz.

Com uma grande importancia na Fisica relativistica, o grupo O (1,3) tem a denominagao
de especial, também conhecido como o grupo de Lorentz [9]. Ele € o grupo de todas a matrizes
4 x 4 que satisfazem a relagdo da equagdo acima.

Um ponto na variedade do espaco-tempo é denotado por x* = (xo,xl ,xz,x3) onde
1% = ct. O grupo de Lorentz é um grupo de todas as transformagdes lineares atuando no espago

de Minkowski,
KF=AxY. (2.8)

A expressdo mostrada abaixo € conhecida como a forma quadratica. Onde,

o= xt

o= vty

2 = (x0)2 _ ()—C»)z’

a forma invariante é,
K = X “x;L
x'“x;l = My
K? = Ny vAg P AYx*
K = wv (A[;,L AYxPxT)
Nuvax¥ = (ApAY) xPx*
VI

Npr = Aﬁnuv/\¥
n = A'nA. (2.9)

2 2

a relacdo x* e x’* € uma das propriedades fundamentais da teoria da relatividade especial e
reflete o fato de que as leis da fisica sdo as mesmas em todos os sistemas de referéncia inerciais.

A equacido (2.9) € a forma matricial das transformacdes de Lorentz invariante. Lembrando que



17

n € uma matriz que tem todos os elementos da sua diagonal principal igual a 1. Partindo da

equacao acima, podemos obter o seguinte;

det(npe) = det (NuvApAY)
det(npr) = det(nuy)det(Ap)det(A7)
det(A) = 1. (210)

Tomando a componente (0,0), ou seja, p = 7 =0 da eq. (2.9), temos o seguinte;

Mo = MuvAgAg
Mo = TMooAGA+ NiAGAY
(AD*— (M) = 1 (A9 =1+ (Ah)’, @.11)

portanto,
(AD)? > 1 (A9)” > |A). 2.12)

Os vinculos det (A) = £1, |AJ| > 1 define quatro pedagos desconectados no espago
de parametros. Os parametros sao as coordenadas que descrevem como o grupo de Lorentz
age sobre 0 espaco-tempo e incluem rotacdes no espacgo tridimensional, sendo ele um espago
de 6 dimensdes que pode ser parametrizado por 3 rotacdo e 3 parametros de boost. O segundo
vinculo |A8| destingue e usam a chamada TL ortocrona, com A8 > 1 e a TL ndo ortocrona, com
Ag < —1 [12]. Um dado elemento do grupo de Lorentz € considerado prorprio se detA =1 ¢
improprio se esse detA = —1. Essas duas caracteristicas |A8| >1le A8 < —1, nos permitem
separar as transformagdes de Lorentz em quatro conjuntos, chamados de L ,Lfr, LT_, Lf, onde
os indices + e — refere-se a detA, e as setas estdo relacionadas a esse determinante ser posi-
tivo ou negativo. Somente a transformacao LL tem significado fisico presente nela e sdo ditas
como proprias. Ja as demais, envolvem tanto inversdo espacial ou paridade quanto a inversao
temporal, ou seja, elas ndo correspondem a simetrias exatas e sdo chamadas de transformacoes
impréprias. Mesmo assim, ainda se pode construir grupos com essas transformacdes, e eles sao
conhecidos como grupo ortocrono, grupo préprio e grupo anticrono [12].

As matrizes (A‘vl) formam um grupo de Lie ndo compacto do grupo de Lorentz,
0(1,3) = [A€GL(4,R)|A"nA=n], (2.13)

com a algébra de Lie. Um grupo de Lorentz ndo compacto é um tipo de grupo que preserva

a simetria do espaco de Minkowski, e ndo pode ser representado por uma unidade finita, ou
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seja, suas operagdes como multiplicacdo podem se espalhar e ndo estarem dentro de uma regiao
limitada. Os grupos de Lie sd@o grupos continuos, ou seja, sdo continuamente parametrizados o
que nos descrevé-los com um numero finito de parametros reais de forma suave [9] .

O GL SO(1,3), consiste de todas as transformacdes lineares do espago-tempo de
Minkowski, que deixam sua forma quadratica invariante, ou seja, ndo modificam a distancia
entre dois eventos em diferentes referenciais. O GL € uma generalizacido das rotacdes para o
espago quadridimensional de Minkowski, sendo ele um grupo SO(1,3), indicando uma coorde-
nada temporal e trés espaciais . As transformacdes de Lorentz sdo representadas pelas matrizes
A, onde essas matrizes possuem 16 componentes entre dependentes e independentes. Se fizer-
mos a relagdo de 4 = v encontramos 4 quantidades se somando a mais 6 quantidades que sao
econtradas quando fazemos p # v [12]. Juntas elas somam 10 quantidades que sdo dependentes
e as outras 6 sdo consideradas independentes, e € dessas quantidades que sao independentes que
se constroem 0s boosts e as rotacdes. Trés boosts e trés rotagcdes. GL (4,R), denota o conjunto
de todas as matrizes M4x4 invertiveis com componentes reais, na qual Ms.4 € 0 conjunto de
todas as matrizes 4 x 4 com elementos reais. Do teorema de Lie sabemos que cada A € O(1,3)

pode ser escrito na forma,
A(t) = exp(ta),

onde t é um pardmetro real e a € O(1,3) é um gerador do grupo. O Teorema de Lie, no contexto
do grupo de Lorentz O(1,3), nos diz que qualquer transformagio de Lorentz pode ser gerada
pela exponenciacdo de elementos da algebra de Lie so(1,3), € fundamental para entender como
as transformagdes de Lorentz podem ser decompostas em transformagdes infinitesimais. Os
geradores de um grupo G sdo os elementos a partir dos quais todos os outros elementos do
grupo podem ser obtidos, ou seja, os geradores geram o grupo, € qualquer elemento do grupo

pode ser escrito como uma combinacdo As matrizes de O(1,3) estdo sujeitas a condicao,

AT (O A(r) = [exp(ta)]” n fexp(ta)] =1
an

e (2.14)

o = lexp.(10)] " fexp(a)] 1o =

Obtemos a condicao para elementos da dlgebra de Lie, uma vez que qualquer grupo
de Lie é isomofico ao espago tangente a identidade, que € o espaco vetorial que descreve os
vetores tangentes a variedade do grupo no ponto correspondente a identidade do grupo, isso
nos diz que a estrutura algébrica associada ao grupo de Lie pode ser entendida como o espago

vetorial de direcdes infinitesimais no ponto da identidade do grupo,

al = —nan. (2.15)
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A matriz 71y corresponde a uma matriz classificada como ndo singular, ou seja, ela
possui determinante diferente de 0, e isso implica dizer, que as transformacdes de Lorentz sao

lineares, onde a sua representagdo fica da seguinte forma,

a=nan’.

Seja A qualquer matriz 4 x 4 invertivel com elementos reais, ou seja, A € GL(4,R),
entao,

i) O grupo de lorentz é completo,
L=0(1,3)= (A€GL(4,R) | ATnA=1).
i1) As transformagdes de Lorentz proprias sdo L., sendo um subgrupo de Lie,
SO(1,3) = (A€ 0(1,3)detA=+1)L,.
1i1) As transformagdes de Lorentz improprias sao:
L_-=(A€O(1,3)|detA=—-1),

L_ ndo € um subgrupo de Lie, uma vez que o elemento identidade ndo € um elemento de L_
(paridade).

iv) As tranformacodes de Lorentz ortocronas
L'=(A€O(1,3)A) > +1)L"

€ um subgrupo de Lie.

V) As transformagdes de Lorentz ndo ortocronas,
L'=(A€0(1,3) | AJ< —1)
vi) O grupo de Lorentz restrito €
L'nL, - L = (A€ 0(1,3) |detA=1)A) > 1.

Uma transformacao de Lorentz que € escrita L € dita propria. Ja a transformacgdo L_ é chamada

de impropria.
2.3 Geradores do Grupo de Lorentz

A linguagem matemadtica das simetrias estd diretamente relacionada com a teoria

de grupos. Os geradores do grupo de Lorentz descrevem os parametros matematicos utiliza-
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dos para as tranformagdes dos sistemas de referénciais inercias, trabalhando com entradas que
chamamos de boost, que sao um meio de rotagdes espaciais e temporais do grupo. Esses bo-
ost formam um grupo de simetria em quatro dimensdes [9-11]. Na vizinhanca da Identidade I

SO(1,3), uma transformagdo de Lorentz €,

Wpr = —p, (2.16)

St = olxY, (2.17)

a variagao x* é devido a uma transformacao infinitesimal. A representacéo vetorial do grupo de

Lorentz restrito Ll é,

- u
ALY = {exp(—%mepf)} , (2.18)

1%

na qual a expressao da exponencial significa que A pode ser expressada em termos de uma série
de operadores, e My sdo os geradores do grupo de Lorentz. Eles correspondem a operadores
que geram transformagdes infinitesimais no grupo de Lorentz. As matrizes My constituem
uma base da algebra de Lie O(1,3), onde My sdo antissimétricas em p e T e esse fator € esco-
lhido de tal forma que M sdo hermitianos (M =M ) . Assim essa equacao nos mostra de que
maneira as transformacgdes de Lorentz podem ser representadas de forma compacta utilizando
os geradores da algebra de Lie de uma forma exponencial.

Entdo vamos para uma transformacao infinitesimal,

1%

83t = —Z0f" (Mpe)y . (2.19)
Se igularmos a EQ. (2.19) com a EQ. (A.5), encontramos a relagado (2.20),

i
ol = —Eaﬂ” (Mpe)™. (2.20)

Desta forma podemos encontrar os geradores do grupo de Lorentz na forma matri-

cial,

S0P (Mpe) = ol (221)

Tais geradores estdo associados a tipos de transformacdes que mantém invariante
a métrica de Minkowski. Como este grupo é um grupo de simetrias das equagdes de onda de

Maxwell, ele pode ser escrito como o conjunto que gera rotacdes em um sistema de coordena-



21

das, ou seja, os boosts.
As trés matrizes M; geram o SO(3) subgrupo de SO(1,3), e as trés matrizes N; (i =
1,2,3) geram os boosts de Lorentz, onde esses geradores obedecem relagdes de comutagio, que

estdo desenvolvidas nas EQ’S.( A.7) e (A.8),

[Mi,Mj] = &pMy,
[Ni.M;] = &Ny,
[Ni,Nj| = —&pMy.
As matrizes M; sdo antissimétrica MiT = —M,, enquanto os geradores de boost sdao

simétricos N = N.

Agora podemos construir as matrizes hermitianas J; = iM;,

5= )
J; = [le ]
o= (=M
o= iM
io=

as matrizes anti-hermitianas K; = iN; sao contruidas seguindo um modelo parecido,

K = @)
*

K = o]

K| = v

K| = —iN

Kl = —K,

existe trés relacdes de comutagao,
VisJi] = &l
Viski] = €imKm,

[ki,kj} = eijl-]k-

Os geradores (J;) sdo responsdveis pelos pardmetros de rotacdo, em um espago
tridimensional. Os geradores (K;) define os parametros da mudanca de velocidade do sistema

de coordenadas, isso sem alterar a origem desse mesmo [10]. Eles formam o que chamamos de



22

algebra de Lie. Cada um desse geradores obedecem as relacdes de comutacio do grupo SO(3).

Expressando-a em notagdo covariante,
(Mpe)l = (Nev8h —mpvdt) (2.22)

para p =0e 7 = 1, (mostrada na relacao A.10),

(Mor)y = —(iNp)y
(Mo1)} = — (N}
—i = —i(M)]
(V)Y = 1, (2.23)

para p =2 e T = 3, (dada pela a expressao (A.11)),

(My3); = i(My);
i = i(M);
(M) = 1. (2.24)

Definimos agora:

D = e o)}

Jov = [i(nov6,§—npv5§ﬂ

)y = i(nmnavé,f —nmnpv5§)

o)y = (MupNov—TucTpv)- (2.25)

(
(
(
(

As matrizes [(Mpg)“ v] , sdo hermitianas. A prova estd deduzida na passagem da

EQ.(A.12),
T
(Mpo)y | = [(Mpo),] 226
isso implica que para geradores, K; e J; sdo no formato,
1)y = — (1) =—i(My)3, (2.27)
e para os geradores de boost, temos,
(K1) = —i(m)g— (Ki)yo=—i, (2.28)

que também podem ser representados como matrizes, que podemos observar através das matri-

zes dadas por as EQ’s.(A.14) e (A.16).
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No ambito da TRE, os boosts sdo matrizes que sdo hermitianas, isso implica a dizer

que: Os parametros descritos por eles sdo consistentes com a realidade fisica associada a esses

parametros.. Portanto, desta forma as seis matrizes (K;) e (J;) com i = 1,2,3, formam um

conjunto de geradores hermitianos de Lorentz onde os geradores My, do grupo de Lorentz

obedecem as seguintes relacdes de comutacio, (estdo deduzidas no primerio apendice, dado

pela EQ.(A.17))

[Muv,Mpc} = i(rluvac —NueMvp — NvpMyc + rlvaM,up) .

(2.29)

Podemos fazer as relagcdes de comutagao dos geradores K; e J;, utilizando de pro-

priedades do tipo M,,,, = €mnili, Moi = —K;. Essas dedugdes se iniciam a parti da EQ. (A.18)

Paraousode p =0,v=ie o= j, temos:

[—Ki,—K;] = —inooMi;
Ki,K;] = —igiu,
parau=0,v=i,p=keoc =1,
2[Ki,Ju] = —i(=&uK; — €inks),
fazendo K =1,
(KisJu] = €Ki

parau=i,v=j,p=keo=I,

—Mjk€kjpOqr — NjkErjpOgk M j1€LjpOqr — Mj1€rjpSailJy

fazendo a relac@o de 1., = —Oup,
i
Up el = 1 [2€4rp —2€0gp) Iy
i
Up: ] = 1 [—2¢€qpr —2€4p) Iy
i
Uil = J4eaprdy
[Jp,Jr] = &gty

ambas as relacdes acima estao deduzidas

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

A EQ.( [Ji,J;] = €&jiJi), define o grupo de rotagdo SO(3) como um subgrupo de

Ll. Enquanto a EQ.([K;,Ji] = &K;), afirma que K é um vetor sob grupo de Lorentz. Assim,

cada elemento de SO(1,3) pode ser representado por uma matriz do grupo SL(2,C) e a relagdo
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entre esses dois grupos pode ser desenvolvida por o que chamamos de spinor. A questdo de
SU(2) x S(2) estar relacionada com os grupos de simetrias, sendo SU(2) uma matriz unitéria
2 x 2 com determinante igual a 1, entdo, nos permite afirmar que SU(2) estd associado com as
simetrias do espago-tempo [9].

O sinal de menos em [Ki,K_ j} = —i&iJy € significativo, expressa a diferenga entre
o grupo SO(1,3) ndo compacto e a sua forma compacta SO(4), ou entre 0 SL(2,C) e 0 SU(2) x
S(2), uma vez que os grupos de Lie (SO(3),SL(2,C)) sao localmente homomorfico bem como
0S50(4) e o SU(2) x S(2) que tém o mesmo estilo da defini¢do do grupo de Lie anterior [10].

Para poder classificar as representacdes irredutiveis de dimensao finita ndo-unitarias
do grupo de Lorentz L', temos que mudar as bases K; e J; da dlgebra de Lie SO(1,3) introdu-

zindo a combinagdo linear complexa,

1 : 1 :
S,':—(Ji-i-lKi), T,':—(J,'—ZKZ'),
2 2
que € a relacdo de comutacgao do tipo,
Si=1[8.5] = &iSe. |[Ti.Tj| =euTk, [T,S;]=0. (2.35)

A relagdo §; = [S,-,S j} = & 1Sk, mostra o processo de comutagdo entre as rotagdes, ou entre
geradores de spin. A relacao [Ti, T]} = &k Tk estdo associados aos geradores de boosts, se com-
portando de maneira idéntica a comutagdo dos geradores de spin. A ultima relagdo [T,-, S j} =0,
significa que as transformacoes de boosts nao afetam o spin das particulas.

Os geradores S; e T obedecem as relagdes de comutagdo da algebra de Lie de SU(2).
Essas relagdes mostram que a algebra de Lie SO(1,3) decompde-se na soma direta de duas
algebras de Lie SU(2) [9]. Essa decomposi¢ao vale apenas para a dlgebra de Lie complexificada
SO(1,3), ou seja, considerado o conjunto de matrizes reais 4 x 4 satisfazendo a’ = —nan,
como em um espaco vetorial complexo de S;, T; SO(1,3)C = SU(2) x §(2) é valida apenas para
a dlgebra de Lie complexificada do grupo de Lorentz [10].

Podemos usar a classificagdo irredutiveis da dlgebra de Lie complexa SO(1, 3)(C para
encontrar representacdes irredutveis reais da algebra de Lie SO(1,3) = SI(2,C), ja que existe
uma correspondéncia de um-para-um entre as representacoes de uma dlgebra de Lie complexa
e representacdes de qualquer de suas formas reais [11].

A classificagdo das representagdes irredutiveis de dimensao finita de SU (2) x SU (2).
De acordo com o teorma de Racah, existe um operador de Casimir para cada a dlgebra de SU(2),

definido como,

3 3
Y sisi Y 1,1, —[Si,87] =0, [I,,T?] =0,
i=1 j=1
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que sdo operadores de Casimir que comutam com todos os elemento da algebra, com autova-
lores n(n+1) e m(n+ 1), respectivamente. Onde n e m sdo autovalores de S3 e T3, assim,
podemos rotular as representacdes de SO(1,3) pelo o par (n,m) como J3 = S3 + T3 e também
podemos identificar o spin da respresentagdo como (n +m).

A dimensdo do espaco da representagdo (n,m) é (2n+ 1) x (2m + 1), para uma
representacdo (n,m) do grupo de Lorentz. E importante notar que as duas subalgebras SU (2)
nao independentes, pois podem ser trocadas pela a operacdo de paridade. A paridade sdo da

seguinte forma nos geradores de rotacao de boost,

Ji — Ji, K; — —K;
1 .
Si = E(Jl"‘lKl)
1 }
o= 5 Ui-iK)
S, =T, I =S,

dada que a conjugacdo hermitiana €,

1 _ 1 .
ST = 5(Jl-+l1<,-)T — 8= 5 (i = iK;) =S =T, T =s.
Observa-se que, a operecao de paridade e a conjugacao hermitiana sao equivalentes.
Como a paridade muda S; para 7; e 7; para S;, representagdes do grupo de Lorentz em geral
ndo sdao auto-estados do operador paridade. Assim, podemos classificar duas representacoes
spinoriais irredutiveis: a representagdo left (1/2,0) e a representacdo right (0,1/2). Os demais

campos cléssicos sdo obtidos através do produto tensorial destas duas respresentacoes.
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3 EQUACAO DE ONDA RELATIVISTICA DE UMA UNICA PARTICULA

O estudo abaixo descreve o comportamento de particulas que se movem a veloci-
dades préximas a da luz, combinando a mecanica quantica com os principios da relatividade

especial, permitindo descrever particulas que se movem a altas velocidades.

3.1 Equacao de Dirac

O fato da equagdo de Klein-Gordon ndo estd de acordo com a natureza fez com
que Dirac propusesse uma equagdo que estivesse de acordo com as leis naturais da Fisica.
Entdo, vamos deduzir a equacdo propospa por Dirac para uma particula livre relativistica [13,
14]. Vamos considerar o primeiro caso do movimento de elétrons na auséncia de um campo

eletromagnético, de modo que é simplesmente aquele da particula livre com possivel adi¢do de

graus de liberdade,
Pt = (p°.P)
d d >
= ih=— = py=—, p=IhV,
Pu Toxw 7 P0O= Lo P
o momento p pode ser escrito na forma,
pupt = m*c
Py—pi—pi—p3 = mc,
isolando p(z),
Py = mc+pi+pi+ps, 3.1
lembrando que toda a expressao acima estd aplicada a y,
2 .22, 2, 2, 211/2 —0 39
py— [m*+pi+pi+p3] Ty =0. (32)

A equacdo (3.2) embora leve em conta a relag@o entre energia no momento exigida
pela a relatividade ainda € insatisfatéria do ponto de vista da teoria relativistica, por que €

assimetrica entre p° e os p's,

[po—m?*c* — pi —p3—p3] y =0, (3.3)

que € uma forma relativisticamente invariante e pode, portanto, ser mais covariante tomando

como base dessa teoria relativitica.
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A equacdo (3.3) ndo é a forma exigida pelas leis gerais da teoria quantica por ser
quadrética em pg. A equagdo de onda deve ser linear no operador d /dt, ou seja, pg. Procuramos
portanto uma equacao linear em pg € que seja aproximadamente equivalente a equagdo (3.3).
Para que estd equagdo de onda se transforme de maneira simples sob uma tranformacdo de

Lorentz, tentamos fazer com que ela seja linear em pp, p; € em p3 bem como em pg

[po—oup1 —pr—o3p3 —Bly =0, (3.4)

em que os o's e B's sdo independentes de p's.
Os o/s e B também deve ser indenpente dos x's, e eles descrevem portanto algum
novo grau de liberdade pertencente a algum movimento interno dos elétrons.

Realizando a multiplicac@o entre os termos,

[po+ a1 p1 + o pr + a3 p3 + B] [po — a1 p1 — Copr — a3 p3 — Bl v, (3.5)

onde, multiplicando cada elemento da primeira expressdao por cada elememto da segunda,
encontra-se uma expressao que podemos extrair informacdes bem importantes para o desen-
volvimento da matemética da equagdo, como as relagdes entre os o's e 3's ressaltando também

a relacao,
0,0+ 00, = 204, a,b=1,273,

isso implica a dizer que ¢; e B ndo deveriam ser nimeros reais pois nao obedeciam a relacdo de
comutacao de multiplicacao.

Dirac, entdo, propos um novo hamiltoniano, diferente do usado por Klein-Gordon,
do tipo H = c@ - p+ Bmc? onde os o's e B sdo matrizes cuja as suas relacdes ja foram descritas
acima. Entdo, com 8 = apmc,

d d d
h— — ihotj — — ihop — — ihoy— — =0
i > ihoy Ix i Oczax2 i a38x3 apmc| Yy ,

como & e 3 sdo matrizes podemos realizar o trabalho algébrico para encontrar o trago dessas

matrizes,

o0, + 0,0, =0, o =—Bo; (3.6)

irley) = 0, (3.7)



28
logo o,
trlog] = 0. (3.8)

Vale ressaltar que ), = 7", ou seja, Y representa as matrizes, entio,

10 o
prrRi e v =0, (3.9)

¢ a equacdo de Dirac, pelo menos em uma de suas formas.

A forma covariante dela pode ser expressa, considerando,

op = YO; ,},j = ;0
i,p = 1,2,3
o= (PR (3.10)
Dirac utilizou as matrizes de spin de Pauli, para dar forma a sua equagdo. Podemos usar um

método de Feynmman para a expressdo y*d, = d, presente na relacdo (1), ficando da seguinte

forma a equacdo,

[ia—%} v = 0, G.11)

lembrando que Y representa os spinores de Dirac e sdo no formato,

Vi
L)
Y= )
V3
- IV4 =
considerandoc = h =1,
(id —m) y =0, (3.12)

estd € entdo a equacdo de Dirac na forma covariante. Essa notacdo covariante é formulada para
garantir que a teoria respeite os principios da relatividade especial e seja consistente com a
estrutura do espaco-tempo.

A equacdo de Dirac unificou a MQ com a RE, explicou de forma satisfatoria o spin
do elétron. A func¢do de onda do elétron € denominada spinor possuindo quatro componentes.
Duas componentes estdao relacionadas ao elétron e as outras duas sdo devidas ao poésitron, a

anti-particula do elétron, que possui energia positiva [15].
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4 SIMETRIAS LOCAIS EM TEORIA DE CAMPOS

Simetrias locais aplicadas na teoria de gauge local, s@o aquelas do tipo a que se
refere a uma transformacao de simetria que pode variar de ponto para ponto no espago-tempo
[16]. Diferente de uma simetria global, onde a transformac¢do € a mesma para todo o espago-
tempo, na simetria local cada ponto pode sofrer uma transformacao independente [4,17]. Essas
simetrias locais estdo associadas a campos de gauge, que sdo mediadores de interacdes funda-
mentais. Em termos simples, se uma teoria possui simetria local, isso significa que as leis fisicas
nao sdo alteradas quando aplicamos uma transformagdo de simetria, mas com a condic¢ao de que
essa transformacao pode ser diferente em cada ponto do espaco-tempo. Na pratica, a simetria
local leva a introducao de campos de gauge, como o campo eletromagnético [3]. Considere a

lagrangiana para um campo de elétron livre y(x),

L = W(x) (iy" o —m) ¥(x), (4.1)

claramente ela tem uma simetria global U(1) correspondendo a invaridncia da teoria sob uma

mudanca de fase,

V) - V) = eyl W) = (). (4.2)

Vamos transformar essa simetria em em uma simetria local para a simetria de Gauge
trocando o por ot (x).
Portanto, vamos construir uma teoria que serd invariante sob uma mudancga de fase

que depende do espago-tempo.
Y = W) = ey B = ¥ () =V (4.3)
O termo de derivada agora terd uma transformacgao bastante complicada,
PORY ) = W@V () = POy [e @Oy ()]

VY (x) = W)™ [0 p(x) — idua(x)e Wy ()
V0o (@) = F0)d ) - i) dua @) y(). (44)

<

O segundo termo estraga a invariancia. NOs precisaremos formar uma derivada

covariante de Gauge, Dy, e substituir &u por Dy, (x), temos a transformagao simples,

Duy(x) = [Duy(x)] = e “¥Dyy(x), (4.5)
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de modo que a combinagdo WDy, y(x) é invariante de Gauge.
Em outras palavras, a acdo da derivada covariante sob o campo nao mudara a
transformacdo [17]. Isto pode ser feito se ampliarmos a teoria com um novo campo vetorial

Ay (x), o campo de Gauge, e formar a derivada covariante como,
Dyy = (dy+ieAy)y, (4.6)

onde e € um parametro livre que eventualmente identificaremos como a carga elétrica, e A, € o
campo de gauge (calibre).
A lei de transformagdo para a derivada covariante a EQ.(4.5) serd satisfeita se o

campo Ay (x) tem a propriedade de transformagio,

1
Ap(x) = AL (x) = Ap(x)+ Zaua(x). 4.7)
Da EQ.(4.1), agora, temos,
Ly = Wiyt (Qu+ieAy) y—mpy. (4.8)

Para fazer o campo de Gauge uma verdadeira varidvel dinamica precisamos adicio-
nar um termo da lagrangiana envolvendo suas derivadas.
O termo invariante de Gauge mais simples 4D ou menos (com uma normaliza¢ao

convencional) é,

1
Ly = —ZFH\,F“", 4.9)
onde,
Fuy = dyAy—dvAy (4.10)
Fpy = duA, —0ovA,

1 1

J 1
FI.IIV - a‘uAv_avAu —>F‘LII,V:FMV

¢ invariante de Gauge.

O F,y € um tensor de curvatura do espago das transformacdes de gauge. Este tensor



anti-simétrico Fyy esta relacionado com a derivada covariante como,

(DuDy —DyDy)y = [(du+ieAy) (dy +ieAy) — (dy +ieAy) (du +ieAy)]
(DuDy —DyDy) y = (Judy +iedyAy +ieAydy — e*AuAy

—  0ydy —iedyAy —ieAydy +€2AVA“)1[/
(DuDy —DyDy)y = ieFuyy

Da EQ.(4.5) é facil ver que,
[(DuDy ~DyDy) y]" = &' [(DuDy ~DyDy) y].
ou,
Ep¥ = (Fuvy)e™,
ou,
FopoW' = Fuy'  — Fyy, = Fuy.
Combinando as EQ’S (4.8) e (4.9) chegamos a Lagrangiana da QED,

1
L = Wiy (du+ieAy) y—myy — ZFWF“V.
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4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

Portanto, a equagdo acima, descreve particulas com spin 1/2, interagindo com um

campo eletromagnético, levando em conta fatores como sua massa e suas interacdes [3]. Entdo,

o primeiro termo descreve a propagacdo e interagdo da particula com o campo. O segundo

termo representa a massa da particula e o tltimo termo refere-se ao comportamento do campo

eletromagnético, que nos fornece o comportamento de uma particula carregada em um campo

eletromagnético na teoria de campos [18].
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5 CONCLUSAO

Ao se estudar a geometria do espago-tempo de Minkowski, encontramos que a sua
métrica é pseudo-euclidana, isto €, o quadrado do elemento de linha pode ser maior, igual ou
menor que zero. As isometrias da métrica, e as transformacdes que deixam a métrica invariante,
foram encontradas. Tais transformagdes sdo denominadas TL elas formam o GL SO(1,3).
Aplicamos o teorema de Lie para encontrar os seu geradores em seguida, foi desenvolvida a
algebra de Lie das matrizes da representagdo do GL. Encontramos as representacdes spinoriais
do GL left e right. O hamiltoniano relativistico foi aplicado para estudar as equacdes de onda
de uma tunica particula. Assim, chegamos a equacgdo relativistica para o elétron chamada de
equagao de Dirac com grau de liberdade de spin semi-inteiro. Entdo, vimos a simetria de
gauge que estdo relacionadas com uma invariancia de uma densidade lagrangiana, isso para
um determinado sistema fisico, com uma transformacao local dos campos. Essa transformacgao
local representa uma classe de transformacgdes presentes nos campos, tendo em vista que essa
modificag¢do é dependente de cada ponto particular do espago-tempo. Como perspectivas, pode-
se estudar o comportamento do campo Spinorial em espaco-tempo curvo, modelos de geracao

de massa para neutrinos e algumas aplicacdoes em cosmologia.
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APENDICE A - ALGEBRA DE LIE DO GRUPO DE LORENTZ

Para se obter a equacao (2.15), fazemos,

d d
i lexp(ta))” 1 [exp(ta)] |—o + [exp(ta)]” n [exp(ta)]|;=0 =0 (A.1)
u=ta — Z—I: —a, v=é'— j—: = al el o+ nel | _g =0

a'm+na=0—da'n=-na -(n).
(A.2)

Entdo para deduzir o formato desses boost, utiliza-se as operacdes matematicas conhecidadas

até entdo. Na vizinhanga da identidade I SO(1,3), uma transformacao de Lorentz

"
AelLl,
pode ser escrito da forma abaixo, e assim chegando na relagdo 2.16

A = L+ — Iy =058, (A.3)

MuwAp AT = Tpe
MuvApAL = Muv (8 +@p) (87 + @y

NuvALAY = Nuy (85 8 + 85 o) + wh 87 + b o)
MuvApAY = Muv8p 8 4 NuvSp O + Ny @) 87 + Muv@p &}
nuvA5A¥ = MNpc+Npve; + nmwﬁ‘

nuvAﬁA¥ = MNpr+ Wpr+ Wrp

Npt+Wpr+Wp = TMNpr. (A4)



Isso me diz que o parametro @ sdo anti-simétricoem p e T . Agora,

KM
KM
XM
M xH

oxt

u. v
Ayx
8hxy + ol x¥
HolxY

u

wy x¥

u

wy, x¥,

vamos transformar infinitesimal, para chegar na equacgao (2.19),

Oxt = XH—xH

St = AbxY —xH
: u

oxt = |exp (——(o’"MpTH xV —xH
L v
- ; u

oxt = |Lyysa— —a)pTMpT] x¥ —xt
L 2 v

uo_ H _i pT RV u
oxt = |0, 260 (Mpf)v} x¥ —x
i
Sxt = 8y ——wP" (Mp )Lle —xt
i
St = - -wft (M, )5xv—x”
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(A.5)

Os geradores do grupo de Lorentz pode ser escrito na forma matricial, conforme o

resultado esta expressa na equacao (2.21),

i(77rv5;!)l - npv6#>

|
N ~

NN SRR SR SN e

e
)
2

[i (Nev8p —Mpv 7 )]

(A.6)

Como foi dito na secOes acima, tais geradores estdo associados tipos de transformagdes que

mantém o formato da métrica de Minkowski que sdo abordados como matrizes,

aT

= —nanmn,



— _T — —
app aip do aso 1 0 0 O
ST | dor an an as = 0 -1 0 O
apy a2 axp az 0 0 -1 O
apsy a3 a4z asj 0O O 0 -1
app aip a4 aso -1 000 app Aol 42 4o3 I 0 0
apl air ax az; | 1 00 aipp air daix a3 0 -1 0
apy ajp axp az 010 ay a1 axp ax; 0 0 -1
aps a3 asy as; 0 01 az) asz| a4y asz 0 0 O
app ajp a4 aso app apl 4 a3 I 0 0
api an ax az; | | aip ain ap a3 0 -1 0
apy apy axp asxn axy az1 ax a3 0 0 -1
aps a1z asp asz az) az| a4y asz 0 0 0 -1
app ajp ax aso —app 4ol 42 do3
apl apl az asi B aypp —ail —ap —aps
apy ajp ax as axy —ax —ay —axp
aps a3 as adsz ayp —azl —az —asz
app = —aopp, ail = —ail, ap = —a,da3z = —as3

apo+app =0,=apn=0, a1 =0, ax=0, a3;3=0
aip =daop1, a4 =dag, a=dapy

a2 = —azy, 413 = —d4sr, d3 = —d3, dz1 = —di2, d31 = —di3, d32 = —d23.

Portanto a matriz tipica a € 0(1,3) tem a forma,

0 an an aps
apr 0  —ap a3
apy  ap 0 —anx

ap3 —aszy a3 0

35
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Entdo, podemos escolher uma base de 0(1,3) da seguinte forma,

000 0 0 0 0 00 0 0
000 0 0 0 1 00 -1 0

M, = s My = M3 = (A.7)
000 —1 0 0 0 01 0
001 0 0 -1 0 0 0 0 0
(010 0] (001 0] [0 0 |
1000 0000 0 0

Ny = ;N = ;N3 = (A.8)
0000 1000 0 0
0000 0000 10

Como K; e J; sdo matrizes, podemos construir um certo formalismo covariante, e

para isso € necessdrio que adotemos uma matriz anti-simétrica My, 4 x 4,

& = &ijMj;  Moi = —K;

0 —-Ki —-K», —Kj
Ki O J3 =D

Os geradores (J;) sdo responsdveis pelo os pardmetros de rotagdo, em um espago
tridimensional. Os geradores (K;) definem os parimetros de rotagao.

expressando ela em notagdo covariante,

(Mpe)s = (Nev8h —mpvdE) (A.9)
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prova l; para p =0 e 7 =1, da equagdo (2.23),

A
5

~—~ o~ o~
S XXX
\_/vz/\_/\—/

—_

—_

o~ O~ —~O ~Oo <&

e <= X

/\
=
2
= <

—i

(M)}

i(n1v5(§l_n0v61u)
(M85 —no18) — nudd =1
I

i (M08 —Moodi) — —Mood) = —1

1, (A.10)

prova2; p =2e 7 =3 que da a EQ.(2.24),

—~
5
L

<=

(O]

W

w
W DNDW W W W

T X X XX
[\ [\ 8 [N N
~— ~— ~— v

—~
§
~—

<=

i (M3v 83 — M2y 65)

i(N3383 —1M236%)

i (13385 —1M387) — 3385 =1
—i

(13285 —M2283)

l

1)y

1. (A.11)

Prova que as matrizes [(Mpc) u v] sdo hermitianas, para mostra que (2.26) é verda-

deira,



r 171
_(MPO-)/,W_ = |: 1‘4136 ]
: 1f
_(Mpﬁ)uv_ = [i(Mupnov— T‘IuGTh)V)}T
: 1 T
_(MPG)[.LV_ - [{ nlJPnGV nlJGnPV)]}q
) .
_(MPG)W_ = _i(nupnav—nuGUPV)T
i .
_(Mpﬁ)uv_ = —i(NouTpv+Novipu] "
- _T .
_(MP0'>uv_ = i(NpuMov —NpvNop)
Isso implica para geradores K; € J;
t i
] = [Ow] )] = 6]
)y = Mup ()Y
(Jl)uv = MNuo (Jl>(\)/+nl~ll( )
oy = Mo ()34 M2 1)y = —i(My)3
Ny = —i(M)3

sy = M)y +m33 ()3

(/1)
(V1)
)3 = i
(V1)
1)y = —()gs =—i(My);.

A expressao foi utilizada para a obtengdo das operacdes da equagdo (2.27),

(N1)yp=—1 h=e31J1, —h==e13/3 Jh=8epnh —J3==en/.
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(A.12)

(A.13)

Assim, portanto, temos que uma das formas de mostra a expressao (2.27) esta logo

abaixo nas matrizes

(000 0] (000 0] [0
00 0 000 —i 0
JD)uv = (2 yy = (3 yy =
Uty 0001'()“v 000 O S
00 i 0 0i 0 0 0

o O O O

(A.14)
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seguindo para os boost,

(K)uy = Tup (K1)}

KDy = Mo (Ki)y + M (K1)
(K)or = oo (K1)] +no1 (K1)
K)oy = i(m)] = (Ki)oy =i
(K1)

Ky = mi(Ki)g, (A.15)

que € a deducdo da equacdo (2.28),

(Kl),uv =

o O O

o o o O

~.
~.

, <K2)/,w = > <K3)/,w = (A.16)

—i

0 —i

o O o O
o O o O
o O O

o O o O
o o o O
o o o O
o O O

Portanto, nesta forma as seis matrizes (K;) e (J;), onde os geradores M,y do grupo

de lorentz seguem as relacdes de comutagao.

Prova,

[MuvMps] o5
[MNVMPG] of

[MuvMps) o5
[MyuyMpo] B
[MuvMps] o5
[MuvMps) o5
Myl

[MﬂVMPG] of

(Muv) oy (Mpo) = (Mpo) oy (Muv)

i (MuaMvy — NuyNva) i (Nop 8y — Nppds)

—i (npocncy_ noanM) i (nVP 621/ —Nup 5\7’/)

(MuavoNop — NuallveTpp — MupMvallep + Musvallpp)
— (MpaMovNop — MpaMovNup — Noallpumvp + NoallpvTlvg)
Nup (Tlvanaﬁ —TNvp Tloa) + Nuc (nvompﬁ —Nvp Tlpa)

+Nvp (MupMoa — Nuallsp) +Mve (Mualps — Mpallup)
Nup (Mvallop — NvpTloa) — Mo (MvaTlpp — NvpTpa)

~Mvp (NupNoa —NuaMop) + Mve (Muatlpp — Mpalup)
(=)Mupi (MvaNop — MvpNoa) + iMuoi (Mvalpp — MvpMpa)
+iMvpi (NupNoa — MpaNsp) — (DMve (Mualpp — MpaMup)
—i[Nupi (Mvalep — MupNoa) + iMusi (MvaTlps — MpaTlvp)
Mvpi (MuaTlop = MupMoa) + Muoi (Muallpp — MpaTlup)]

~i [NupMyo — NMuoMvp — MvpMyuc + NvoMup) , (A.17)

entdo estd provada a equagao (2.29).
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Todo o processo matemadtico feito da (2.30) até chegar no resultado dado na (2.34)

foi feito conforme mostra os passos abaixo.

Paraousode p =0,v=ie o =],

[Moi,Moj] =
[—Ki,—K;] =
Ki,Kj] =

parau=0,v=i,p=keoc =1,

fazendo K = [,

—i (MooMij — Mo;
—iNooM;j
—iSiijk, (A.18)

Mo — NioMoj + NijMoo)

—i (NoxMi — NorMox — NixMo; + NitMox)
—i[=Ni(—Ki) — NuKi]

—iNuK; + MKy = Nik = —Oix

10;K; — 165Ky

16y K; — i6; K

—i (6 K; — 6y Ky)

—i (6K — 0 Kk) X En

—i (0K — 0y Kxk) €kin — EkimExkin = 28mn
—1 8zanl gkak>

/(6
/(6
—i (0 Ki€kin — 6uKi€kin)
(
—i(—

€Ki — €inK) »
i(—&n K — € Kp)

2i8in1Kl —2 [Ki,Jn] = 2l‘ginll(l
En1Ki, (A.19)
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parau=i,v=j,p=keo=I,

(Mij,My] = —i(naMj — M —njMy + 1My

(& imIm€rinn] = —i (N€jipdp — Ni€jkglq — NjkE€irdr + Nj1€iksJs)
€ jmEkin [Jnu-]n] = (Thkc‘?qu nllgjkq lekgzlq-] + 77/18qu )
EijmEin [ImsTn] = i (Nik€j1q — Mit€jkg — Njk€itg + Nji€ikg) Jg ¥ &ijpEhir
EijmEijpEkin€iir JmsIn] = —i(Mik€jig€ijpEir — Mil€jkgEijpEiir

—NjkE€ilg€ijpEkir + N j1€ikqEijpEkir) Iy

A0pOur s Jn] = —iMic€ijp (8jxOgr — 8jrOgic) — Mukijp (8j18r — 8jr0q1)
—MNjk&ijp (5ik5qr - 5ir5qk) + Nji&ijp <5i16qr - 5q16ir)]~]q
46mp6nr [Jma-]n] = _i[nikgikqur - nikgirp(sqk + nilgilpaqr - nilgirpéql

—Mjk€kjpOqr — M jk€rjpOakMji€1jpOqr — Mj1€rjpOqilJg,

fazendo a relac@o de 1., = —Oup,
Up,Jy] = —;1 [— 8 Oyr€ikp + Oik Ogk€irp — i1 Ogr€itp + Gt OgiEirp
+0jiOqr€ijp — OjiOqiErjp + 8j19gr1jp — 81 iErjplJq
Up: il = _i [84ritp + Eqrp — Sqr€itp + Eqrp + OqrEiiep — Erap + Oqr€jjp — Ergp) g
Up, ] = _;1 [2€4rp — 2€19p] Iy
Up, ] = _;‘ [—2€4pr — 2€41p] Jg
Up:dr] = %4gqprj q

Upid] = i€prgly. (A.20)
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APENDICE B - DEDUCAO MATEMATICA DO CAMPO SPINORIAL

Para a equagdo de Dirac, temos o seguinte. O momento p € definido em equagdes
anteriores, entao pode se deduzir a equacdo de Dirac da sguinte forma, pds o processo feito em

(3.1), seguimos com,

1/2
poy = [m*c® + p + p}+ p3]

K

v
2
poy — [m**+pt+p3+p3] Tw=0
1/2 1/2
[{po+ e+t 308"} {m= '+ i+ 320}y =0
que representa a equagao (3.2).

O resultado da multiplicag@o da equagao (3.5), € do tipo

[[P§— aipi — a3p5 — 03 + p3] (o + 0 aty) p1p2 + (0003 + 0302) pop3] +
(105 +aza) pips+ (a1 + Bau) p1 + (af + Bow) pa+ (03B + Baz) ps — B w = 0.

Os resultados importantes que se encontram poés feita a multiplicagdo da (3.5) sdo

expressoes da seguintes forma,

alpt=-pl =oal=L =L od=I

aon+oo; =0, moz+oazon=0 o az+ozo =0
af+pou=0, wp+Pou=0 of+poz=0

B2 = m22.

Como foi explicado, ¢; e B, sdo matrizes e o trago delas sdo encontrados da seguinte

maneira,

o;o, = —la, o — det(o;) det(e,) = det(I) det(or,) det( ;)

det( o) det(atp) = (1—)" det(ar,) det(y),
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onde n é impar,

OC,'O{,'(OC,')il =Q;
tr (o (o) '] =tr[-B]  — [o(a) o] =tr[—oy)
triop) =tr[—ap] —tr{ey] —tr(-a,) =0

triog, +ap) =0 —tr2a,] =0.

Entdo o processo para se chegar as equacgdes (3.7) e (3.8), sdo realizadas da meneira
apresentada acima.
A forma covariante da equagdo dada pela (3.9) pode ser deduzida com a ajuda das

matrizes de Pauli,

0 1 0 —i 1 O
o1 = , O2= , 03 = .
1 0 i 0 0 —1

As matrizes dadas em (3.10) s@o as matrizes 7, e tem o formato,

P ILyo O = 0 o .
0 —Ihyo o 0

Entdo podemos,

19 _ = imc]

1 0 . mc
- ] 7 ']__ prm—
Lap—gtqtzajap& ﬁ Otp_ v 0

0 . d  mc g
09 .;d mc _
[lyocat YT TEY Y 0

_ d . d mc:
l’(”oﬁﬂ']ﬁ)_?_"’ =0

Multiplicando a equagdo (3.9) por (iap), podemos chegara na expressio abaixo,

[i}/“&u—%] Yy = 0 (1

que € a equacdo de Dirac.
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