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RESUMO

Este trabalho aborda a modelagem e andlise matemadtica de vibra¢des mecanicas, utilizando o
software Modellus como ferramenta pedagdgica. Destaca-se a importancia da aprendizagem
significativa em Fisica, enfatizando a necessidade de integrar conceitos tedricos com praticas
de simulacdo para facilitar a compreensdo dos fendmenos fisicos. O trabalho € estruturado em
capitulos que abordam desde a introdugdo ao software Modellus e sua interface, até a aplicacao
pratica em simulacdes das vibracdes mecanicas. O trabalho também apresenta métodos de
resolucdo de equagdes diferenciais lineares com coeficientes constantes, que sdo fundamentais
para a modelagem dos sistemas estudados. Além disso, o trabalho inclui um apéndice com
orientagdes sobre como utilizar o soffware na montagem da simulagdo para realizar as animacdes
dos movimentos vibratérios estudados, proporcionando um guia pratico para os usudrios. Em
suma, o trabalho combina teoria e prética, utilizando tecnologia para facilitar a aprendizagem e a

visualizac¢do de conceitos fisicos complexos, promovendo uma educagdo mais interativa e eficaz.

Palavras-chave: Vibra¢cdes Mecanicas; Modelagem Computacional; Software Modellus.



ABSTRACT

This work addresses the modeling and mathematical analysis of mechanical vibrations, using
Modellus software as a pedagogical tool. It highlights the importance of meaningful learning
in Physics, emphasizing the need to integrate theoretical concepts with simulation practices to
facilitate the understanding of physical phenomena. The work is structured into chapters that
cover everything from an introduction to Modellus software and its interface to its practical
application in mechanical vibration simulations. It also presents methods for solving linear
differential equations with constant coefficients, which are fundamental for modeling the studied
systems. Additionally, the work includes an appendix with guidelines on how to use the software
to set up simulations and create animations of the studied vibratory motions, providing a practical
guide for users. In summary, this work join theory and practice, utilizing technology to enhance
learning and visualization of complex physical concepts, promoting a more interactive and

effective education.

Keywords: Mechanical Vibrations; Computational Modeling; Modellus Software.
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1 INTRODUCAO

A Mecanica ¢ um ramo da Fisica centrada no estudo do comportamento de sistemas com
corpos em movimento ou em equilibrio estético, a partir de modelos matematicos que descrevem
sua dindmica. Isaac Newton ! em sua obra cldssica, Principios Matemadticos da Filosofia Natural
(Principia), publicada em 1687, formalizou trés leis fundamentais que regem o conjunto de
fendmenos com cardter mecanico definidos sobre uma estrutura vetorial. Compreender e analisar
sistemas mecanicos a partir das leis de Newton em suas mais variadas formas, sdo de fundamental
importincia para o entendimento de fendmenos fisicos na escala macroscépica onde essas leis

sdo validas.

A primeira lei de Newton é conhecida como a lei da inércia, na qual Newton revisita a
concepgao de Galileu. Ele estipula que um corpo em movimento persistird em seu estado, nao
sendo influenciado por forgas externas, enquanto Galileu afirmava que os objetos tém a tendéncia
de resistir a alteragdes em seu movimento (Hewitt, 2015). No Principia, de Newton, afirma-se
que um objeto permanecerd em repouso ou em movimento uniforme em linha reta, a menos que
uma forga resultante ndo nula seja aplicada a ele. A segunda lei de Newton estabelece que a
aceleracdo de um objeto é proporcional a for¢a resultante agindo sobre ele, na mesma direcao
que essa forca, e inversamente proporcional a sua massa. Quanto a terceira lei de Newton, ela
estabelece que, sempre que um objeto exerce uma forga sobre outro, este tltimo reage com
uma forg¢a igual, mas oposta. Essas for¢as sdo chamadas de forca de agdo e forca de reacdo, e a
terceira lei pode ser expressa como: para toda ac¢do, hd sempre uma reagdo de igual magnitude e

em direcao oposta (Marion; Thornton, 2014).

No ensino da Fisica, a aprendizagem dos conceitos mecanicos € de extrema importancia
no sentido em que no ensino superior as disciplinas requerem um aprofundamento maior dos
conceitos fisicos adquiridos no Ensino Médio, devido ao seu crescente nivel de complexidade.
Grande parte das dificuldades enfrentadas se deve aos alunos ndo possuirem habilidades necessa-
rias no dominio da Matemadtica, por ndo terem vivenciado em etapas anteriores de sua formagao
as técnicas de modelagem como recurso para resolu¢ao de problemas, premissa necessdria a
vista que a modelagem matematica é um dos principais requisitos para ensino € o aprendizado
da Fisica (Machado; Costa, 2009).

De modo geral, os alunos demonstram dificuldades em resolver analiticamente alguns
sistemas usando expressdes vetoriais, pois, apresentam problemas de entendimento e abstracao
relacionados a Mecinica Classica, devido a falta de dominio dos conceitos Fisicos e Matematicos
envolvidos (Monerat et al., 2007).

1

Sir Issac Newton (1642-1727), filésofo natural inglés, foi professor de matematica na Universidade de Cambridge
da Rolyal Society (Sociedade Real). Ele lancou os fundamentos do célculo infinitesimal. Suas contribuigdes revo-
lucionaram a compreensao do Universo com sua obra “Philosophi@ Naturalis Principia Mathematica"(Principios
Matemadticos da Filosofia Natural), conhecida como “Principia” umas das publicacdes mais relevantes da
comunidade cientifica.
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Por outro lado, para a aprendizagem conceitual ndo s basta a aplica¢do de conceitos, mas
se faz necessario trabalhar diversas outras competéncias do conhecimento fisico, abrangendo uma
ampla visdo dos diferentes métodos utilizados para proporcionar uma aprendizagem significativa
como, por exemplo, o levantamento de problemas, a construcao de modelos tedricos, trabalhar

os conceitos matemadticos e elaborar simulacdes dos sistemas estudados (Silva; Sales, 2018).

Atualmente a educagdo vem passando por varios processos de reformulacao, dentre os
quais pode-se citar o uso das Tecnologia de Informacdo e da Comunicacao (TIC’s), atingindo
o publico escolar e sendo utilizado como tripé para sua integracdo no processo de Ensino e
Aprendizagem. Em vista disso, a introduc¢io de novas tecnologias envolvendo o uso de recursos
computacionais, como as simulacdes, t€ém contribuido de forma construtiva na exploragao do
aluno como forma de integracdo entre os conhecimentos de bases cientifica, os fendmenos

naturais e as aplicacOes tecnoldgicas (Macédo; Dickman, 2009).

O uso de simuladores computacionais no ensino de Fisica vem se intensificando de
modo que os mesmos podem ser utilizados como recursos que apresentam grande efetivacao
no processo de aprendizagem e permite ao professor utilizar tais ferramentas ao ministrar suas
aulas, proporcionando aos alunos analisarem fendmenos fisicos e desenvolverem os conceitos
matematicos. Dessa forma, muitos desses sistemas complexos podem ser simulados de modo a

facilitar a verificacdo da dinamica dos sistemas estudados.

Dessa maneira, com a utilizagdo do software de simulacao aliado a disciplina de Fisica,
pode-se deixd-lo mais atrativo e eficiente tanto para os alunos quanto aos professores, possibi-
litando realizar andlises de experimentos virtuais, permitindo uma exploracdo mais dindmica
e interativa devido a construcdo e manipulagdo de modelos matemaéticos para a resolucao de
célculos e construcao de graficos. Dentre essas ferramentas computacionais, destaca-se o soft-
ware Modellus por possuir uma grande competéncia para o apoio as atividades de modelagem
(Teodoro, 2002).

Neste contexto, o objetivo geral deste trabalho € desenvolver modelagens envolvendo
problemas de Vibracdes Mecénicas, fazendo uso do conhecimento basico sobre o emprego
de métodos computacionais aplicados ao Ensino de Fisica e apresentando modelagens no
software Modellus. Ao mesmo tempo, observar as possibilidades de integracdo envolvidas na
aprendizagem dos cédlculos que apresentam tais comportamentos vibratérios e com a pratica da
modelagem como apoio diddtico, podendo ser empregado como material auxiliar nas disciplinas
de Mecanica Classica (MC) e Equagdes Diferenciais Aplicadas (EDA) nos cursos de graduacio

em Fisica.

Nessa linha de pensamento, destaca-se a importancia dos alunos do ensino superior
em buscarem conhecer os conceitos apresentados pelas disciplinas mencionadas acima, pois, a
abordagem conceitual é uma das principais ideias que fazem parte do contexto educacional que
permite ao aluno perceber a influéncia do impacto cientifico em sua totalidade e os remetem a

entender os conceitos Fisicos, destacando a importancia da elaboracdo e utiliza¢ao de simulacdes,
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onde a mesma possibilita ao aluno o desenvolvimento de cendrios que podem ser testados e cujos

resultados podem ser analisados e criticados.

Neste trabalho, serd usado o software Modellus visando realizar modelagem computa-
cional de sistema fisicos relacionados a vibragdes mecanicas. A proposta apresentada tem em
vista, relacionar por meio da modelagem matematica os conceitos fisicos envolvidos e através
da visualizag¢do no software computacional apresentando o comportamento da dindmica dos

sistemas vibratorios estudados.

Para alcangar os objetivos tragados, dividimos o trabalho da seguinte forma: o capitulo 1
estabelece o contexto e a justificativa para o uso de simulagdes no Ensino de Fisica, apresentando
o Software Modellus como uma ferramenta eficaz para a modelagem e analise de Sistemas
Vibratérios; O capitulo 2 aborda a importancia das simulacdes computacionais no ensino de
Fisica, destacando o papel dos computadores na investigacao cientifica. Cita-se Teodoro (2002),
que enfatiza o Modellus como uma ferramenta eficaz para a visualizagdo e compreensdo de
fendmenos fisicos complexos. A interface do software € apresentada como acessivel, permitindo

a experimentacgao e a observacao das varidveis que influenciam os sistemas ao longo do tempo.

O capitulo 3 destaca a importancia das equagdes diferenciais ordinarias (EDOs) de
segunda ordem na matematica e na fisica, essenciais para descrever fendmenos naturais. Ressalta-
se a necessidade de conhecer métodos de resolugdo, como a solucao geral, varidvel independente,
coeficientes independentes e variacdo de parametros. O capitulo enfatiza que a compreensao
desses métodos é fundamental para a modelagem e andlise de sistemas dindmicos em diversas
areas da ciéncia e engenharia; o Capitulo 4 explora a relevancia das vibra¢des em sistemas
fisicos e no cotidiano, destacando sua presenga em fendmenos naturais e tecnologias. Apresenta
0s principais tipos de vibracdes — livres ndo amortecidas, amortecidas e forcadas — explicando

suas caracteristicas e a matematica envolvida.

O capitulo 5 aborda as simulagdes de vibracdes mecanicas no Modellus, destacando sua
importancia no ensino de Fisica. O software permite visualizar e manipular modelos dinamicos
interativamente, facilitando a compreensao tedrica. O capitulo explora simula¢des aplicdveis em
sala de aula, incluindo vibragdes livres e forcadas, amortecidas e ndo amortecidas. Ressalta-se a
relevancia do Modellus como ferramenta diddtica para ilustrar conceitos em Mecanica Cldssica e
Equacdes Diferenciais, promovendo a integracdo entre teoria e pratica e incentivando a andlise
critica dos estudantes. Por fim, o capitulo 6 retne os principais aprendizados e a aplicagdo dos
conceitos discutidos, sublinhando a importancia das simulacdes no ensino de Fisica. Enfatiza
que a integracdo de métodos computacionais no aprendizado de vibragdes mecanicas representa

uma evolucao significativa na educagao.
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2 SIMULACAO COMO FERRAMENTA NO ENSINO DE FISICA

Segundo Teodoro (2002), no contexto das Escolas e Universidades, os computadores
sdo ferramentas essenciais na investigacao e no desenvolvimento do conhecimento cientifico.
Quase todos os campos cientificos e tecnoldgicos fazem uso de ferramenta de modelagdo como
instrumento chave no processo de aprendizagem. Um grande destaque € dada ao fato que as
novas tecnologias educacionais, tais como as simulagdes computacionais, possibilitarem uma

mudanca significativa a0 modo em que a Fisica é apresentada aos alunos.

Yamamoto e Barbeta (2001) mencionam que o computador pode propiciar as condi¢cdes
para os estudantes exercitarem a capacidade de procurar e selecionar informacdes, resolver
problemas e aprender de forma independente. O uso do computador pode ser um recurso didético
auxiliar tanto para o préprio ensino de informatica e computagdo, quanto para desenvolver o

ensino de diferentes areas de conhecimento.

Diante do grande avango tecnolédgico e da grande falta de recursos didéticos e estruturais
no ambiente escolar, algumas institui¢des veem na modelagem computacional um forte aliado
no processo de desenvolvimento de ensino. A modelagem computacional faz uso da linguagem
computacional para chegar a solucdes simuladas de problemas cientificos, ou seja, utiliza técnicas
matemadticas em computadores com a ideia de assemelhar o processo real do fendmeno (Macédo;
Dickman; Andrade, 2012).

Moreira (2019) ressalta que para haver uma aprendizagem significativa do aluno, é
necessdrio criar maneiras que faca este imaginar, fazer aproximagdes, comparagdes, argumentar,
para que haja construcao do conhecimento através desta modelagem criada pelo aluno. As

ferramentas computacionais sdo uma 6tima forma de o aluno criar estas modelagens.

Para Veit e Teodoro (2002), a introdu¢ao da modelagem no Ensino de Fisica contribui
para uma melhor compreensdo da mesma como disciplina muitas vezes encarada como dificil,

em que basta memorizar equacdes sem a compreensdo de suas origens e definicoes.

Para Yamamoto e Barbeta (2001) as simulag¢des permitem o estudo de condicdes que
seriam dificeis ou invidveis de serem realizadas em um laboratério didético, além de possibilitar
uma melhor compreensdo de certos fendmenos fisicos. As simulacdes possibilitam a inclusao
de elementos graficos e de animagdo em um mesmo ambiente, 0 que pode tornar 0 processo
de aprendizagem mais eficiente e agradavel. Além disso, a utilizacdo de uma ferramenta que
faz parte do cotidiano dos alunos pode ajudé-los a voltar toda a sua atencdo para a esséncia do

problema em estudo.

O Ensino de Fisica, dentre muitos programas de modelagem e simulagdo, exite o software
Modellus, que permite abordagens exploratdrias de alguns sistemas fisicos e estes serdo abordados

no desenvolvimento deste trabalho.
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2.1 O SOFTWARE MODELLUS E O ENSINO DE FISICA

O Modellus é um software de distribui¢do gratuita desenvolvido para a aplicacdo de
simulacdo de fendmenos que usa modelagem matemadtica, foi desenvolvido por um grupo
de pesquisadores da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade Nova de Lisboa

(FTC/UNL) e distribuido livremente para fins educacionais.

Segundo Veit e Teodoro (2002) o software Modellus permite a construgdo de um labora-
torio virtual, para que os alunos e professores realizem experimentos, que, a partir de equagdes
matemadticas, simulem modelos de fendmenos fisicos para resolugdo de calculos e construcao
de graficos que permitem uma explora¢cdao mais dindmica e interativa. Deste modo, quando o
aluno descreve o modelo matematico que traduz um determinado fendmeno, o Modellus permite
simulagdes computacionais, possibilitando ao aluno uma anélise diferenciada da situacdo fisica

partindo da modelagem matemdtica das teorias vista em aula.

Muitos conceitos matemadticos e fisicos podem ser abstratos e dificeis de compreender
apenas com férmulas e teoria. O Modellus permite que os alunos visualizem esses conceitos
por meio de modelos e simulacdes interativas. Isso torna mais facil ver como as variaveis se
relacionam e como as mudancas em uma varidvel afetam o sistema como um todo. Dessa forma,
0 Modellus promove a aprendizagem ativa, permitindo que os alunos experimentem e interajam
com modelos em tempo real. Eles podem ajustar pardmetros, iniciar simulacdes e observar as

consequéncias de suas acdes, o que ajuda a consolidar o entendimento.

O software € flexivel e pode ser usado para modelar uma ampla variedade de fendmenos
matematicos e fisicos. Isso o torna adequado para uma variedade de disciplinas, desde matematica
e fisica a biologia e economia. Sendo projetado para ser facil de usar, mesmo para pessoas que
ndo tem experiéncia em programagao ou modelagem computacional. Isso o torna atraente para

estudantes de diferentes idades e niveis de habilidade.

Os professores podem personalizar modelos ou criar novos para atender as necessidades
de seus planos de ensino. Os alunos também podem explorar cendrios diferentes e desenvolver
habilidades de resolucdo de problemas. O Modellus pode ser usado para criar exercicios e tarefas
que avaliam o conhecimento dos alunos. Além disso, os alunos podem receber feedback imediato
com base em suas simulacdes. O Modellus é projetado para se alinhar com o curriculo escolar,

facilitando sua integracdo em aulas e atividades educacionais.

No geral, o Modellus tem como objetivo tornar o ensino e a aprendizagem de matemaética
e fisica mais interativos, visuais e envolventes, contribuindo para uma compreensao mais sélida e
profunda desses conceitos. Ele é uma ferramenta valiosa para educadores que desejam melhorar

a qualidade do ensino e o envolvimento dos alunos em suas aulas.
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2.2 INTERFACE DO SOFTWARE MODELLUS

A interface do Modellus foi projetada para facilitar a criacdo e a visualiza¢ao de modelos
matemdticos. E um ambiente de modelagem e simulagdo usado principalmente no ensino de
matemadtica e fisica, permitindo que os alunos experimentem os modelos criados e observem
como as varidveis afetam o comportamento do sistema ao longo do tempo, tornando-o uma

ferramenta acessivel para estudantes e professores.

A Figura 1 representa a tela inicial ap6s a abertura do software Modellus, com destaque

para a versdo 4.05, onde € exibida a drea de trabalho com as principais janelas utilizadas na

modelagem.
. e . . e .
Figura 1 — Tela inicial do software modellus apds o carregamento inicial.
@ Modellus - Novo Documento -0 X
Inicio Varidvel Independente  Modelo Gréfico Tabela  Animagdo Notas
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E” Limite Exponencial: |3
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Modelo Matematico Grafico Tabela
t
0.00)
4000  fooo 4000 8000
T
Notas
\) t =0.00 Min: 0.00 Méx: 50.00 f;’ﬂﬂ]

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Para aprimorar a experiéncia de modelagem, o software Modellus oferece em sua in-
terface uma barra de menus com abas dedicadas com aspectos especificos do processo de
modelagem. Abaixo da barra de menu, encontram-se a barra de ferramentas que fornece acesso
rapido a fungdes comuns, como criar um novo projeto, abrir um arquivo existente, salvar, iniciar
a simulacdo, pausar e parar. Cada barra de ferramenta € organizada em guias que exibem uma
faixa de opc¢des que fornecem acesso a comandos bdsicos, ferramentas especializadas e opgdes

de personalizacdo, permitindo que os usudrios simulacdes mais elaboradas.

Observe a drea destacada na Figura 2, que ressalta a parte superior da janela que contém
a barra de menu com as abas: inicio, varidvel independente, modelo, gréfico, tabela, animacdo e

notas.
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Figura 2 — Barra de menu, onde sdo apresentados comandos bdsicos na aba inicio e comandos relacionados
a modelagem através das abas: varidvel independente, modelo, gréifico, tabela, animacgdo e
notas.

@ Modellus - Novo Documento -g X

| nicio Variavel Independente Modelo Grafico Tabela Animago Notas

2 j II H & | Office Silver 2007 v ||@ Angulos: [ Radianos v | (& Protegido @ - 2

E& Portugués (BR) v | %8 casas Decimais: 2

Abrir  Novo Guardar Guardar
como E* Limite Exponencial: ' 3

Web Sobre Ajuda
Ficheiro Preferéncias Ajuda

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Ao explorar o software, os usuarios encontrardo comandos essenciais para a utilizagdo
do programa. Na Figura 3 destaca-se a aba inicio, nela encontra-se a guia ‘ficheiro’ com as
opg¢des para abrir uma simulacdo existente, criar um novo projeto, salvar e exportar modelos;
na guia ‘preferéncias’ tem-se as opgdes de acessar as configuracdes e recursos adicionais,
como selecionar op¢des como estilo da interface, idioma, configurar as unidades de medida
para angulos, quantidade de casas decimais incluindo as poténcias das exponenciais € a op¢cao
proteger caso 0 usudrio possa optar por proteger o seu trabalho com uma senha; na guia ‘ajuda’
tem-se as opoes de web que direciona o usudrio para o site do projeto, a op¢ao sobre que informa
0 usudrio sobre a versao do software e a op¢ao de ajuda que informa de forma rapida aos usudrios

de como utilizar as ferramentas do software.

Figura 3 — Barra de menu em destaque a aba inicio e as funcionalidades da guia inicio.

@ Modellus - Novo Documento - X

Inicio I Variavel Independente Modelo Grafico Tabela Animagdo Notas
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& Portugués (BR) v | 48 casas Decimais: 2

Abrir  Novo Guardar Guardar
como E" Limite Exponencial: '3

Web Sobre Ajuda

Ficheiro Preferéncias Ajuda

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Na Figura 4 destaca-se a aba Variavel Independente, nela encontra-se duas guias na
barra de ferramentas, onde uma das principais funcionalidades do Modellus € apresentada. Na
primeira guia, pode-se definir a varidvel independente da simulacao. Isso geralmente envolve
especificar o nome da varidvel, seu valor inicial (minimo), valor final (maximo) e a taxa de
variacao ao longo do tempo (passos). Geralmente seleciona-se a varidvel independente ¢ que
permite a construcdo de graficos criando uma situagdo interativas com uma linha de tempo.
A segunda guia, tem-se a op¢do de Auto-play, que quando selecionada a simulagdo se inicia
automaticamente. Contudo, a guia “Variavel Independente” é fundamental para a criacio
e andlise de modelos dindmicos no Modellus, permitindo a exploracdo e a compreensao das

relagdes entre as varidveis em seu sistema ao longo do tempo.
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Figura 4 — Barra de menu em destaque a aba varidvel independente e as funcionalidades da guia varidvel

independente.

¢ Modellus - Novo Documento
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

Na Figura 5 destaca-se a aba Modelo, na qual sua barra de ferramenta encontram-se
as guias “Modelo”, “Elementos” e “Valores”: na guia “Modelo”, existem os botdes copiar
imagem e interpretar o modelo; na guia “Elementos” estdo localizados os botdes que facilitam a
escritas das equacao como, Poténcia, Raiz Quadrada, Delta (Variagcdo), Taxa de Variacdo, Indices,

Last, Comentdrios e a op¢ao de inserir Condi¢Oes; na aba “Valores” onde se insere constantes

matematicas como os valore de Pi e exponenciais.

Figura 5 — Barra de menu em destaque a aba modelo e as funcionalidades da guia modelo.
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

Modelo

Ap6s a digitacdo das equacOes na janela do modelo matematico, ao inseri-las no software
€ necessdria a utilizacdo do botio “interpretar”, no qual verifica a sintaxe das equagdes escritas €
as valida, se houver algum erro de sintaxe com as equacdes, a janela informa ao usudrio o erro.

As Figuras em 5 e 6 mostram a aba Modelo e a Janela do modo matematico.

Figura 6 — Representacio da janela do modelo matemadtico. Em (a) destaca-se que apds digitar as equagdes
e clicar no botdo interpretar a janela matematica informar que as equagdes estio digitadas de
forma correta. Em (b) a janela do modelo matematica informar que contem erros na digitacao

das equacdes matematicas.

Modelo Matematico Modelo Matematico

360 360
x:Rchg( T x[] X = R xcos TX[
360 R 360
= < = R xcos xt
y R*co‘( - xz] y T
T=10 T= x10

Modelo: contém erros @)

Pardmetros

Parametros

(b)

Fonte: Elaborado pelo Autor.



2.2. INTERFACE DO SOFTWARE MODELLUS 28

Ainda na janela do modelo matemadtico, tem-se o Painel de Variaveis a esquerda no
canto inferior da janela, logo, a direita da drea de desenho, onde hd um painel de varidveis. Neste
painel, pode-se ver e manipular as varidveis do modelo. Isso € util para controlar e modificar as
entradas do modelo durante a simulagdo. Ainda na mesma janela ao lado do painel de varidveis,
encontra-se o Painel de Parametros que € outro painel similar ao painel de varidveis, o painel
de parametros permite definir valores iniciais, limites e outros parametros para as varidveis do
modelo. Isso € ttil para configurar as condi¢des iniciais e as restricdes do modelo, quando se usa
equacodes diferenciais nas modelagens. As Figuras em 7 mostram os painéis de parametros e
condigdes iniciais na janela do modo matematico:

Figura 7 — Representacio da janela do modelo matemadtico destacando os painéis. Em (a) destaca-se o

painel para inser¢do dos valores das varidveis. Em (b) destaca-se o painel para inser¢do das
condigdes iniciais.

Modelo Matematico Modelo Matematico
F=-kxx F=-kxx
dv_F dv F
dt m dt m
dx dx
— =y — \‘I
dt dt
Parametros Condigdes Iniciais v Pardmetros | i Condigoes Iniciais | v
O Tasol WTa502 HTas03 WTas0] OTasol WTas02 [ Tases WTased
Iguais k= 1.00 1.00 1.00 0.0 Iquais X= 0.00 0.00 0.00 0.0t
Iquais m= 1.00 1.00 1.00 0.0v Iguais V= 1.00 2,00 3.00 0.0+
<$ > < >

(a) (b)

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Na Figura 8 temos a aba Grafico que permite visualizar uma ou mais varidveis grafi-
camente. Este painel permite que o usudrio adicione graficos para acompanhar as varidveis
do modelo ao longo do tempo. Pode-se personalizar esses graficos e escolher quais varidveis
serdo exibidas. Ao selecionar o gréfico, ativa-se a Aba Grafico que apresenta controles de
configuragd@o dos graficos nos eixos verticais € horizontais apresentados pelo software Modellus,

como cor, espessura da linha, auto escala ou escalas iguais, dentre outros configuracoes.

Figura 8 — Barra de menu em destaque a aba Gréfico e as funcionalidades da guia gréfico.
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

O Modellus possui uma janela de saida que exibe informacdes relevantes durante a

simulag@o, como os grificos mostrado na Figura 9.
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Figura 9 — Representacio da janela Grafico. Em (a) tem-se um gréifico em branco. Em (b), temos um
exemplo de um gréfico plotado.

Grafico Grafico

(a) (b)

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Na Aba Tabela sao disponibilizados comando que permitem a alteragdo da formatacao
dos dados exibidos, como mostra a Figura 10.

Figura 10 — Barra de menu em destaque a aba Tabela e as funcionalidades da guia tabela.

¢ Modellus - Novo Documento
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

Normalmente, a aba Tabela em softwares de modelagem e simulacdo como o Modellus
€ usada para exibir e manipular dados tabulares associados ao modelo em questdo. Isso pode
incluir valores de varidveis ao longo do tempo, resultados de simulacdes e outros dados relevantes

para a andlise do modelo, como mostra a Figura 11.

Figura 11 — Representacdo da janela Tabela. Em (a) tem-se a tabela em branco. Em (b) tem-se um
exemplo da tabela preenchida com dados sobre a posicdo x e tempo ¢ apés a simulacio.

Tabela Tabela

t X t X

0.00 0.00] 0,00 0.00]
0.10 0.10]
0.20 0.20]
0.30 0.30]
0.40 0.39]
0.50 0,48
0.60 0.56)
0.70 0.644
0.80 0.72]
0.30 0.78]
1.00 0.34]
1.10 0.89)

(a) (b)

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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A aba de Animacao ¢ uma parte crucial do software modellus. Nesta aba, encontramos a
guia “Objetos de Animacao” com as op¢des de incluir objetos, como particulas ou objetos que
variam dependendo da necessidade da situacao problema que se deseje simular. Além disto, é
possivel incluir vetores, uma caneta que desenha o grafico dinamicamente, textos, indicadores

de nivel, imagens, dentre outros.

Figura 12 — Barra de menu em destaque a aba Animagao e as funcionalidades da guia animacao.

¢ Modellus - Novo Documento -0 X
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

Com guia “Medicoes” pode-se realizar medi¢des de coordenadas ou de distancias durante
a simulacdo. Na guia “Fundo” € possivel inserir uma imagem como plano de fundo da animagdo
ou escolher uma cor solida. Na guia “Grelha” € possivel ativar uma malha quadriculada como
plano de fundo possibilitando ao usudrio, posicionar melhor o objeto com mais precisdo. Essa

malha pode ser configurada conforme o usudrio deseje, modificando os espacos de cada quadrado.

Por fim, na aba Notas, na guia “Formatacao” ha op¢des que permitem inserir e formatar
as notas como os botdes de negrito, itdlico e sublinhado, que possibilitando desde anotacdes de

dados para referéncias futuras a simples orientagdes sobre o modelo.

Figura 13 — Barra de menu em destaque a aba Notas e as funcionalidades da guia notas.

@ Modellus - C:\users\luciano\Desktop\modelo-oscilador.modellus -0 X
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

O Modellus tem em sua interface uma Barra de Navegacdo de Tempo. Esta barra permite
que o usudrio observe facilmente para diferentes momentos da simulacdo, o que € util para

examinar o comportamento do modelo em momentos especificos.
Figura 14 — Barra de Tarefas.

>
I) t =0.00 Min: 0.00 Méx: 100.00 23 E 2]

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Nesta barra, encontram-se controles para dar inicio a simulag¢io, pausar, avancar ou
retroceder no tempo, replay e resetar a simulagdo. Isso permite, observar o comportamento do

modelo em diferentes momentos.
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3 METODOS DE RESOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES COM
COEFICIENTES CONSTANTES

Neste capitulo entraremos na discussdo das Equacdes Diferenciais Ordindrias de Segunda
Ordem (EDQ’s), pela importancia deste tipo de equagdo na Matemadtica e na Fisica. Dessa forma,
um ndmero bastante notdvel de fendmenos fisicos € descrito de alguma forma por algum tipo de
Equacdo Diferencial (ED) e, assim, é extremamente util conhecer alguns métodos de resolu¢do

dessas equagdes, bem como interpretar fisicamente o que elas significam (Simon; Simon, 1978).

Denomina-se Equagdo Diferencial uma equacdo em que a incégnita € uma funcdo de
varidvel dependente com uma ou mais varidveis independentes, envolvendo as derivadas dessas
fungdes. Esses tipos de equacdes desempenham um papel fundamental na modelagens de
fendmenos naturais de cunho complexo, sendo uma ferramenta utilizadas em muitas areas da

ciéncia e da engenharia.

H4 algumas notacdes que possibilitam a escrita de EDO’s. Por exemplo, a derivada de
uma funcdo y = y(t), segundo a notacio de Newton, é escrita como ¢’ (y-linha) a derivada de
primeira ordem, y” a derivada de segunda ordem, y®) a derivada de ordem 3 e sendo y™ a

derivada de ordem n de y. Contudo, a mesma derivada da fungdo y pode ser escrita de acordo

dy , Py dMy . .

—, Y =—ey" = como a respectiva derivada
T’ Tt T aw pectiva derly

de ordem n. Neste trabalho, serd utilizado as duas notagao.

com a nota¢do de Leibniz como, ¢y =

Dessa forma, uma EDO Linear de ordem n € uma equagdo que pode ser escrita da

seguinte forma,
an(t)y"™ + ap-n Oy 4+ ar(t)y + ao(t)y = g(t) (3.1)
onde y(t) é a fun¢do desconhecida e os coeficientes a;(t)(j = 0,1,2,--- ,n) dependem somente

da varidvel independente t.

Se o termo ¢(t) = 0 a equagdo ¢ escrita da seguinte forma,

an(®)y™ + a1y Oy 4+ ay ()Y + ap(t)y = 0 (3.2)

¢ chamada de homogénea, e caso contrario, ndo-homogénea.

Para a equacgdo (3.2), da-se o nome de Equacao Diferencial homogénea com coefici-
entes constantes quando os termos ag(t) = ag, a1(t) = ay,- -+, a,(t) = a,, ou seja, se todos
os coeficientes a;(t) sdo constantes; se um ou mais destes coeficientes nio seja constante, a

equagao (3.2) tem coeficientes variaveis.

Um caso particular das equagdes (3.1) e (3.2) ocorre quando n = 2. Para que sejam
consideradas equacdes diferenciais lineares e de segunda ordem, estas equacdes devem obedecer

ao seguinte formato geral,

az(t)y" + a1 (t)y' + ao(t)y = g(t) (3.3)
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onde ay, a; € ag sdo fungdes com coeficiente ay # 0. Podemos dividir toda equacdo por as(t),

temos:

CLQ(t)y + ag(t)y + a2(t)y - a2(t) (3.4)
Fazendo,
28 = p(1), 328 —q(t) e 52((% = G(t) (3.5)

Conclui-se que a EDO linear de segunda ordem pode ser escrita na forma,
y' o)y +a(t)y = G(t) (3.6)

Nesta se¢do estudaremos o caso onde G(t) = 0 para todo ¢ na equagdo (3.6). Tais
equacoes sdo chamada de equacdes lineares homogéneas. Assim, a forma de uma equagao

diferencial linear homogénea de segunda ordem é&,
y' +pt)y +a(t)y=0 3.7)

Tomaremos a resolucdo dessas equacdes com condi¢cdes que especificam o valor da
funcao desconhecida em um dado ponto. Quando uma ED estd associada a uma condico inicial
y(to) = yo e ¥'(ty) = yi, denomina-se Problema de Valor Inicial (PVI). No caso das EDOs
lineares de segunda ordem, um PVI € da forma,

{y” +p)y +a(t)y = G() (3.8)

y(to) =10 e Y(to) =yp

Consideramos o PVI dado na equacgdo (3.8), onde p, ¢, G sdo continuas em um intervalo
aberto I, com ¢y € /. Entlo, pelo teorema da existéncia e unicidade de solucdo o PVI possui

exatamente uma solug¢do em /.

Proposicao 1. O principio da superposicdo é um resultado que garante que se vy, e s SAo
solugoes da EDO homogénea de segunda ordem do tipo y" + p(t)y' + q(t)y = 0, entdo a

combinagdo linear y = c1Yy1 + C2y, com c1,co € R, também é uma solugdo.

Vamos seguir com os seguintes passos da demonstracao.

Por hipétese, y; e y, sdo solugdes da EDO. Entdo, implica nas substitui¢des y; € 4o €

suas derivadas na equagdo (3.7), segue que:
yi )y +at)yr =0 e yy +p(t)ys +q(t)ya =0 (3.9)
Considerando a combinagao linear y = c1y; + coy». Entdo,

v =y +eyy e Yy =cyl + eyl (3.10)
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Substituindo y, ¢/, y” no lado esquerdo da EDO 4" + p(t)y’ + ¢(t)y = 0, teremos,

Y o)y +qt)y = ayl + ey +p(t)(cryy + cays) + ) (cryn + cappo
= ay + ey +p(t)ery; + p(t)eays + q(t)eryr + q(t)cays
= o (g +p)yy + q(t)y1) +ca (yy + p(t)ys + q(t)y2)

J/ J/

2

=0
= 01'0+02'0

= 0

Portanto, y = c1y1 + c2y2, com c1, co € R € solugdo da EDO em (3.7).

Entdo, para determinar as constantes c; € co de forma que y seja solucao para o PVI,

basta utilizar as condi¢des iniciais. Assim,

ty) = c1yy1(to) + coyol(ty) =
y/( 0) y(j = 1?//1( 0) 2313( 0) y? (3.11)
y'(to) =y, a1y (to) + caya(to) = v
Resolvendo o sistema em (3.11), obtemos,
/ t _ / t / t _ / t
¢ = Yoys(to) — yoya(to) e Yoy1(to) — Yoy (fo) (3.12)

Y1 (to)ys(to) — ¥ (to)y2(to) y1(to)ya(to) — yi(to)y2(to)

Note que os resultados para as contantes c; € ¢y, pode ser reescrita como determinantes

tanto em seus numeradores quanto nos denominadores,

Yo 12(to) y1(to) Yo
/ / t / t /
¢ = Yo Ya(to) . o = y1(to) o (3.13)
yi(to) ya2(to) yi(to) wa(to)
Y1 (to) ys(to) Y1 (to) ys(to)
Portanto, para que os valores de c; e co possam existir,
t t
Y1 (to) ys(to

Esse determinante é conhecido como Wronskiano W (1, y2)(to). O Wronskiano entre

duas fungdes, y; € Y2, no ponto ty, € dado pelo determinante,

yi(to) ya(to)
Y1 (to) ys(to)
= y1(to)ys(to) — v (to)y2(to) (3.15)

W (y1, y2)(to)

Se y; e yo sdo solugdes da EDO (3.7), e se existe t; € R tal que Wy, y2)(to) # 0,
entdo a familia se solugdes y = c1y1 + c21- inclui todas as solu¢des da EDO. As solugdes 1 € -
sdo denominadas solu¢des fundamentais ou conjunto fundamental de solu¢des (Boyce; Diprima,
2010).
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Proposicio 2. Se a fungdo complexa y = z(t) + iv(t) € solugdo de (3.7), entdo as partes reais e

imagindria, z(t) e v(t), respectivamente também o sdo.

Prova: suponha que y = z(t) + v(t) seja uma solugdo complexa da equagdo (3.7).
Agora, vamos considerar as partes real e imagindria de y, onde z(t) e v(t) sdo fungdes reais de .

Vamos calcular as derivadas de y em relacado a ¢:
y =/ (t) + ' (t) e y' =u"(t) + " (t) (3.16)
Substitua essas derivadas na equacao (3.7):

v+ o)y +qt)y = (W) +iv"(t) + p(t) (v () +iv' (1) + q(t) (u(t) +iv(t))
= u(t) + " (t) + p(t)u'(t) + p(t)iv'(t) + q(t)u(t) + q(t)iv(t)
= u"(t) + p(t)u'(t) + q(t)ult) +i[0"(t) +

Note que para um nimero complexo seja zero, ambas as partes real e imagindria devem

ser nulas:
u’(t) + p(t)u'(t) + q(t)u(t) =0 e V" (t) 4+ p(t)v' () + q(t)v(t) =0 (3.17)

Portanto, as fung¢des reais z(t) e v(t) sdo solugdes da equagdo diferencial y” + p(t)y’ +

q(t)y = 0, como afirmado.

3.1 EQUACAO DIFERENCIAL ORDINARIA DE ORDEM 2 HOMOGENEA COM COEFI-
CIENTES CONSTANTES

Determinaremos quais as fungdes do tipo y = ¢’*, com r € R, que sejam solugdes da

equacdo. Substituindo na equacao diferencial, obtém-se a equacgdo caracteristica:

ay”" + by +cy=0 (3.18)
Tomando suas derivadas y' = re" e y” , € substituindo ¥, v’ e 3" na equagdo
(3.18), obtemos,
r’e™ +bre™ 4+ ce’ = 0

€T((I’F —i—br—i—c) = 0
ar’ +br+c¢ = 0 (3.19)

A equacdo em (3.19) é chamada de equacdo caracteristica da EDO. Note que, o termo e"*
¢ sempre diferente de zero para todos ¢ pertencente aos nimeros reais. Portanto, os valores de r
que fazem y = e ser solugdo da EDO ay” + by’ + cy = 0 s@o as raizes da equagdo caracteristica
em (3.19).
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Observe que o discriminante podera ter como resultado A > 0, A = 0ou A < 0. Como
consequéncia, provocard a existéncia de raizes reais distintas, reais iguais ou no campo dos

nimeros complexos respectivamente. Em suma:

* ry # ry (raizes reais e distintas, A > 0)
* r; = ry (raizes reais e iguais, A = 0)

*ri=A+iw e ry=\—1iv, com\ v € R (raizes reais conjugadas, A < 0)
Temos, entdo, trés casos para analisar em relacao as raizes 7 € 7.

3.1.1 Raizes reais e distintas

Analisando o caso em que 7 e 5 sdo raizes reais e distintas (A > 0), sejam solugdes da

equacdo (3.18), tem-se que y; = " e yy = ™,
Além disso, o Wronskiano entre y; € y» € igual a,

emt ergt

Wiy, y2)(t) =

r1 eT'lt To 67’2t

rit rit rot

ret _ pele

= Tq€

= (ro —ry)e™e™ £ 0.

(&

Entao, y; e y9, sdo solugdes fundamentais da EDO em (3.18), e a solucdo geral é dada

por,

t t
Yy = cre’ + coe™,

em que o0s termos ¢y € ¢, sao constantes cujos valores podem ser encontrados através de condicdes
iniciais.
3.1.2 Raizes reais e iguais

Se a EDO em (3.18) possui a equagdo caracteristica com A = () essa equacio caracteris-

tica possui duas raizes iguais 7, = r, = r, onde,

—b+Vb? — 4dac

pr— .2
T 0 (3.20)
b
r — R
2a
2ar +b = 0. (3.21)

Tem-se entdo, apenas solugdo da EDO: y; = e". Precisa-se, portanto, determinar outra

solu¢do y,, que forme um conjunto fundamental solugdes com ;.
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Para tanto, fazemos y, = te"" e é possivel mostrar que essa fun¢io também € solugio
da EDO. Para verificar essa ideia, tomaremos a substitui¢ao de y, e suas derivadas na equacao

caracteristica e demonstrar passo a passo que a igualdade € satisfeita.

y = (1+rt)e” e y" = (2r +r’t)e” (3.22)

aplicando os valores de 5, y5 € y5 na (3.18), obtemos,

ay’ +by +cy = a(2r+r*)e" +b(1+rt)e” + cte™
= 2are™ + ar’te™ + be™ + brte™ + cte”
= (2ar + b) e+ (arz + br + c) te"
~——

——
=0 =0

= 0

Além disso, o Wronskiano entre y; e - € igual a,

ert tert

Wyy)(t)= = |

re’t e 4 tre™
= ¥ tre®t — tre®t
— 627’t 7é O

Entao, y; e y9, sdo solugdes fundamentais da EDO em (3.18), e a solucdo geral é dada

por,

y = cre"™ + cote” (3.23)

3.1.3 Raizes complexas conjugadas

Se A < 0 segue que as raizes da equagdo caracteristica sdo complexas e conjugadas,

dadas por,

rn=A+iv e rpo=A—1iv, v#0. (3.24)

Entdo, temos que,

Y = e()\-‘riv)t — ekteivt e Yy = e()\—iﬂ)t — 6/\t€_ivt. (325)

Para encontrar solu¢des fundamentais e reais a partir dessas solu¢des complexas, to-

maremos a identidade de Euler, dada por, e = cos @ + isenf. Ao utilizar essa identidade, as
solugdes de uma EDO de segunda ordem com raizes complexas conjugadas podem ser expressas

em termos de fun¢des exponenciais complexas, que por sua vez podem ser decompostas em
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termos de fungdes seno e cosseno, devido ao fato de o cosseno ser uma fungao par e o seno ser

uma fun¢do impar. Portanto, temos,

7 )

et = cos vt + isen vt e e~ = cos vt — isenvt (3.26)

Por tanto, as solu¢des podem ser escritas como,

= eAt[

cos vt + isen Ut] e Yo = e [ cos vt — 1sen vt] (3.27)

Como procuramos nas solucdes os valores reais, considerando a Proposicdo 2, temos que

A A

ki = e cosut e ky = eMsenwt, (3.28)

sdo solugdes.

E fcil mostrar que W (k1 k2)(t) = ve?* # 0 para todos valores de ¢ pertencentes aos

ndmeros reais, pois v # 0, vamos seguir com os seguintes passos da demonstragao.

Wk ko) () = e cos vt eMsen vt
b AeM cos vt — veMsenvt  AeMsenwvt + veM cos vt

Y 2\t

vt cos vt + ve?M cos? vt — \e*M vt cos vt + ve*Msen 2ut

e*M (sen vt + cos® vt)

N J/
-~

=1

= v

= veM #£0

Note que o Wronskiano W (ky, k2)(t) ndo pode ser igual a zero para todos os valores
de ¢ no conjunto dos nimeros reais quando v nao € igual a zero. Logo, as funcdes k; e k5 sdo

solucdes fundamentais e a solucdo geral para EDO ¢é dada por:

y(t) = c1e™ cos vt + coeMsen vt (3.29)

O calculo do Wronskiano e a prova de que as solugdes k; e ky formam um conjunto
fundamental. Isso justifica a formulacao da solu¢do geral da EDO homogénea.

Vistos os passos para a obtencao da solu¢do homogénea de uma Equacdo Diferencial de
segunda ordem com coeficientes constantes, resta agora encontrar a solu¢do de uma Equacgao

Diferencial ndo-homogénea com coeficientes constantes.

3.2 EQUACAO DIFERENCIAL ORDINARIA DE ORDEM 2 NAO HOMOGENEA COM
COEFICIENTES CONSTANTES

No contexto das vibracdes forcadas, o caso ndo-homogéneo € crucial para compreender

o comportamento dinamico de sistemas vibratorios sob a influéncia de forcas externas varidveis
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no tempo. Enquanto nas vibragdes livres, consideramos sistemas que oscilam naturalmente sem
influéncias externas, nas vibragdes forcadas, a presenca de uma forca externa altera significativa-

mente o comportamento do sistema.

Uma EDO de ordem 2 ndao-homogénea é uma equacgdo diferencial que envolve uma
funcdo desconhecida e suas derivadas até segunda ordem, e também inclui um termo nao
homogéneo. Essa nao homogeneidade significa que hd uma funcdo especifica do lado direito da

equagdo que nio € igual a zero.

A forma geral de uma EDO linear de ordem 2 com coeficientes constantes ndo-homogénea
¢é descrita na equacgdo (3.6). Para encontrar suas solu¢des, podem ser utilizados os métodos
dos coeficientes a determinar, variacdo dos parametros ou transformada de Laplace. Para esse

trabalho utilizaremos o método da variacao dos parametros.

3.2.1 Método da Variaciao dos Parametros

Suponha que, apds resolver a equagio homogénea dada por (3.7), considerando que z; (t)
e z9(t) formam um conjunto fundamental de solug¢des para EDO, a sua soluc@o geral da equagéo

homogénea € escrita como,
Yh (t) =C1z (t) + 6222(75) (330)

O método da Variacao de Parametros € uma abordagem para encontrar a solugao parti-
cular. A ideia é substituir essa suposi¢@o na equagio original e resolvé-la para encontrar j; (t)
e po(t). Isso permite transformar a equagao nao-homogénea em um sistema de duas equagdes

diferenciais mais simples que podem ser resolvidas separadamente.

Tomaremos, a substituicdo dos parametros c¢; € cp da equacdo (3.30) pelas funcdes
arbitrérias pu1(t) e uo(t). Procuramos uma solugo particular para equagio ndo-homogénea da

forma,
Yp(t) = p(t)z1(t) + pa(t)22() (3.31)

em que fu1(t) e po(t) sdo fungdes a serem determinadas. Essas fun¢des sdo encontradas substi-
tuindo y,,(¢) e suas derivadas na equagdo diferencial original e comparando os coeficientes de

21(t) e zo(t) para encontrar 11 (t) e s (t).

A solucdo geral da equacao diferencial € entdo a soma da solu¢cdo homogénea e da

solugdo particular, ou seja,
y(t) = yn(t) + yp(t) (3.32)
Tomando a derivada da fungéo particular y,(¢) dada em (3.31) em relagdo a ¢, obtemos,

Yp = pa(t)z1(t) + pa ()21 (1) + pa(t)z2(t) + pa(t) (1)
= (11 (O)z(t) + po(t)2a(1) +(pa(t)21(8) + pa(t)25 (1)) (3.33)

~
=0
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Considerando o termo ) (t) 21 (t) + p5(¢)22(t) = 0 na equagdo em (3.33), para evitar as
segundas derivadas das fungdes arbitrarias p;(¢) e (), tomaremos a condi¢do de que a soma

dos termos envolvendo i (t) e ph(t) seja igual a zero, ou seja,
py(t)z1(t) + py(t) 22(t) = 0. (3.34)
Com isso, a y;(t) fica na forma,
Yy = (821 (8) + ()25 (1) (3.35)
Tomando a derivada de y;(t) em relagdo a ¢, obtemos,
Yp () = pi (8)21 (1) + pa (8) 27 (8) + p15(8) 25 (1) + pa(£) 25 (1) (3.36)
Substituindo os valores y,(t), y,,(t) € y, (t) na equagdo (3.6), obtemos,

2L+ 2] F iz + ey + () (2] + pezs) +q(8) (zn + peze) = G(?)
2+ 2+ oz 4 pezy + p(t) ey + p()pezy + q(t) iz + q(t)peze = G(1)
[+ D)2 +a(t)a] + palzy + p(t)2 + a(t) 2] + 2y +ppzy = G(t)

Note que as expressoOes dentro dos colchetes sdo nulas. Isso se deve a fato de que, as
fungdes z1(t) e zo(t) sdo solugdes da equagdo homogénea associada, na forma, =] + p(t)z] +

q(t)z1 = 0e 2z + p(t)zh + q(t)z = 0, entdo a equagdo fica,
i (621 () + pa(t) (1) = G(1) (3.37)

Em suma, as equacdes (3.34) e (3.37) formam um sistema de duas equagdes lineares

algébricas para as derivadas ¢ e das fun¢des desconhecidas na varidvel ¢. Tem-se o seguinte

sistema,
{ua<t>z1<t>+ua<t>z2<t> = 0 (338)
H(BZ (1) + i (D)Z(1) = G1)
Resolvendo o sistema, obtemos,
i) = —2WGW gy - Gl (3.39)

W (21, 22)(2) W (z1, 22)(t)

em que W (z1, 22)(t) é o wronskiano de z;(t) e z2(t). Note que a divisdo pelo wronskiano W é
permitida, jd que z;(t) e 25(¢) formam um conjunto fundamental de solucdes e, portanto, seu
wronskiano ndo se anula. Integrando as equagdes (3.39), encontramos as fungdes desejadas ji (t)
e 1o (t), a saber,

2 (t)G(t)

B . _ [ 2GR
W (y1,y2)(t) o pall)

t) = =] W m®

dt. (3.40)
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Portanto, a solugdo particular em (3.31), fica,

2(t)GW)
W<sz2>(t/>dt + 29(t)

to to

2 ()G

— 7 Y 341
W (e, 22) () G:4D

Yp(t) = —=1(1)

em que ty € qualquer ponto escolhido convenientemente no intervalo /. Dessa forma, a solu¢do
geral é dada pela soma da solu¢do homogénea dada em (3.30) e a solucdo particular dada em

(3.41) substituindo-as na solugdo geral em (3.32), obtemos,

[ ()G
Wy, 92) ()

[ p)GE)
—W(yh y2)(t/) dt + z9 (t)

to to

y(t) = c121(t) + co2a(t) — 21(2) dt"  (3.42)

Essa equacdo mostra que a resposta do sistema € composta por uma combinacao das
solugdes homogéneas 21 (t) e 2o(t), além de uma integral que leva em conta o efeito da forca

externa G/(t).
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4 VIBRACOES MECANICAS

A maior parte das atividades humanas envolvem vibracdes, nas quais os objetos se
movem incessantemente de um lado para o outro. A titulo de exemplo, temos a respiragdao de um
individuo que esté correlacionada com a vibragdo dos pulmdes e o simples ato de andar requer o

movimento oscilatério (periddico) dos membros superiores e inferiores.

As vibracdes sdao encontradas em todos os campos da fisica. Alguns desses sistemas
mecanicos vibratorios estdo presentes no comportamento de péndulo oscilante, de um relégio
e em cordas de instrumentos musicais como o violdo. Além das oscilacdes mecanicas citadas,
pode-se mencionar as oscilagdes eletromagnéticas, como as correntes elétricas geradas pelos
elétrons ao se mover para frente e para trds nos circuitos responsdveis pela recep¢io dos sinais

eletronicos que tem intimeras aplicagdes importantes.

Estes sistemas oscilantes, mecénicos, eletromagnéticos, dentre outros, possuem uma
construcao matematica comum entre si e sio modelados por expressdes em termos de senos e
cossenos. Esse capitulo é dedicado ao estudos das vibragdes mecanicas e suas descricdes quanto

a existéncia ou ndo da a¢do de forgas atuando sobre o sistema.

4.1 VIBRACOES LIVRES NAO AMORTECIDAS

A teoria vibratdria dedica-se ao estudo de movimentos de corpos oscilantes e as forcas
associadas a ele, de forma geral, todo movimento que se repete apds um intervalo de tempo é
denominado vibracdo ou oscilagdo, onde um dado sistema sofre vibracao livre quando oscila
somente sob uma perturbacdo inicial, sem acdo de nenhuma forca apds essa perturbagdo (Rao,
2008).

Neste contexto, podemos citar exemplos praticos de osciladores, como: o péndulo

simples, o potencial de Lennard-Jonnes e o potencial entre particulas na mecanica quantica.

O péndulo simples, € considerado um oscilador, pois se tomarmos o limite para angulos
pequenos o sen 6, torna-se aproximadamente igual ao angulo 6 expresso em radianos, portanto,
podemos converter a equacao do péndulo em uma equagdo de um oscilador harmdnico simples
(MHS). De fato, o limite para angulos pequenos o sistema entra em equilibrio estdvel ficando

para sempre neste movimento oscilante desde que nio haja resisténcia (Nussenzveig, 2018).

O potencial de Lennard-Jonnes € um modelo matematico que mostra a interagdo de dois
atomos ou moléculas. Se as duas particulas aproximam-se muito uma da outra haverd uma
poderosa forca de repulsdo. Para o caso de afastamento das particulas a for¢a se torna de atracao
e para um certa distancia, os dois corpos comecam a oscilar entre si. Se o sistema tiver uma
quantidade especifica de energia os dois d&tomos entram em equilibrio estdtico e ficam interligados
entre si. Podemos, portanto, em uma certa regifo, aproximar o potencial de Lennard-Jones a

potencial de um oscilador harmdnico (Nussenzveig, 2013).
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Na Mecanica Quantica, podemos aproximar o potencial entre particulas de sistemas
quanticos para um potencial harmonico em torno de um ponto de equilibrio, quantizando o
oscilador harmonico e a partir dele, por exemplo, pode-se determinar a energia de estados
quanticos e estudar sistemas complexos através de algo bem familiar que possuem fungdes

analiticas conhecidas (Young, 2016).

Tomaremos um modelo de movimento harmonico simples descrito na Figura 15 que
ilustra um sistema massa-mola constituido por uma mola de constante eldstica £ presa em um

anteparo fixo e uma particula de massa m presa em uma das extremidades.

A particula descreve um deslocamento unidimensional para baixo (no sentido positivo)
e para cima (no sentido negativo) sobre o eixo de movimento quando retirada da posi¢ao de
equilibrio. Podemos dizer que o sistema estd em equilibrio estatico quando a mola ndo estiver

comprimida, logo o bloco estard em repouso na posicdo de equilibrio dado por s = 0.

Figura 15 — Representacio de um sistema massa-mola. Em (a) mostra a mola em seu comportamento
inicial sem distensdo. Em (b) temos a posicao de equilibrio estdvel, em que a forca devida a
distensdo da mola equilibra o peso. Em (c) a mola foi esticada, sofrendo um deslocamento
s > 0 em relacdo ao nivel de equilibrio estavel correspondente a s = 0 desenvolvendo um
movimento dindmico descrito por z(t).

l+s

10000990090, —

IS

(a)

o sem distencao da mola

-— o —>

m

(b)

posicao de equilibrio

-—N—>

m
(c)
sistema em movimento

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Se o deslocamento 5 for positivo, a mola estd distendida, e a forga eldstica F,; é negativa,
atuando no sentido oposto ao deslocamento. Se 5 for negativo, a mola estd comprimida, e F,; é

positiva, sempre agindo no sentido de restaurar a posicao de equilibrio.

No problema estatico, existem duas for¢as atuando sobre o ponto em que a massa esta
presa a mola. Dentre elas, a for¢a gravitacional ou for¢a peso atuando sobre a massa que esta

fixada na extremidade da mola e que puxa o sistema para baixo no sentido positivo do movimento
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e tem modulo igual a mg, onde g € a acelerac¢do da gravidade. Outra forca atuante no sistema é a
forca elastica Ly que € devido a propriedade eléstica da mola e que puxa a massa para o sentido
oposto do movimento. Como podemos observar no diagrama de corpo livre, descrito na Figura
16.

Figura 16 — Diagrama de for¢as para um sistema de mola-massa.

Y
Fonte: Elaborado pelo Autor.

Se o deslocamento sofrido pela massa m a partir da posicao de equilibrio ndo for
excessivamente grande e desprezando o atrito, a forca eldstica £y aplicada na particula é do tipo

restauradora, obedecendo a lei de Hooke!, que matematicamente é dada por:

Fy=—k§ 4.1)

onde £ é a constante eldstica da mola e 5'¢ a deformacao sofrida pela mola ao longo do movimento.
O sinal negativo € devido for¢a da mola puxar a massa m para cima no sentido negativo do

movimento.

Inicialmente, o sistema estando em equilibrio, pela segunda lei de Newton, temos que a

forcga resultante € dada por:

FR - O
ﬁ—l—ﬁel - 0
mg—ksi = 0 (4.2)

Para o problema dinamico, tomaremos o estudo do movimento da massa no caso de um
deslocamento inicial na presenca de uma forga externa. Denotaremos z(t) o deslocamento da
massa a partir de sua posi¢ao de equilibrio, onde serd medido positivamente para baixo. Note

que o deslocamento z(t) estd correlacionado com a forga restauradora F., = —k(5 + Z(t)).

I Robert Hooke (1635 - 1703) foi um cientista experimental inglés do século XVII, nascido em Freshwater. Hooke

descreveu a estrutura celular da cortica ap6s o descobrimento da célula, desenvolveu a primeira teoria sobre
as propriedades eldsticas da matéria, criou a lei de Hooke que descreve que a deformacao sofrida pelo corpo é
proporcional a for¢a aplicada sobre 0 mesmo.
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Figura 17 — Diagrama de for¢as para um sistema de mola-massa com o deslocamento dindmico.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Aplicando a segunda lei de Newton ao sistema em movimento, obteremos:

- d?Z(t
R = m gzg )
]3+ ll = mddigt)
mg — k(§+ Z(t)) = mdi;:gt)
mg — ks —ki(t) = dzi”
=0
f$”+kaw——o. 4.3)

A expressao (4.3) € uma equagdo diferencial linear, ordinéria de ordem 2 € homogénea
que descreve o movimento de um corpo de massa m sujeita a uma forca de restitui¢ao linear,
sendo uma das equacdes mais importantes para modelagem de alguns sistemas fisicos, como os

que listamos acima.

Para equagdo diferencial dada em (4.3), podemos escrever a equagdo caracteristica na

forma

P’ +—=0. (4.4)
m

A equacdo acima estd na forma de uma equacdo do segundo grau. Resolvendo-a,

obteremos o valor para o parametro p.

i

k
PP =—— = p=+4/—— 4.5)
m

Como a solugio recai no campo dos niimeros complexos usaremos i2 = —1. Dessa

forma, podemos reescrever o parametro p como:

|k |k
P11 =1 E € P2 = —1 E (46)
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k
onde {/ — € a frequéncia angular natural ndo amortecida de oscilagdo do sistema. Com isso,

m
podemos definir:
w=1/—. 4.7)

Note que a frequéncia natural ndo amortecida vai depender somente das caracteristicas
intrinsecas do sistema com a rigidez da mola k e da massa m do sistema. Ou seja, se a massa do
sistema aumenta, a frequéncia de vibragdes do sistema diminui, ou seja, a rigidez do sistema
aumenta e a frequéncia de oscilagdo fica mais alta. Caso contrario, se a rigidez do sistema for

baixa, o sistema vibra mais lentamente.

Desse modo, teremos:

pPL=1Ww € py= —iw. 4.8)

Para equacdo diferencial homogénea em (4.3) a solucdo geral € dado por,

2(t) = Cy coswt + Cy senwt 4.9)

Note que a equagdo em (4.9) € a solucao geral da equacdo movimento de um sistema

nao amortecido em vibragdo livre.

Aplicando a condigdo inicial z(0) = zy na equagdo (4.9), resulta em,
Cl = 20- (410)

Derivando a equagdo em (4.9) em relagdo a ¢, obteremos,

dz(t)
dt

= —Cwsenwt + Cow cos wt. (4.11)

Aplicando a condi¢do inicial dz(0)/dt = vy na equag@o (4.11), resulta em,

Vo = CQU.) = Cg = % (412)

Substituindo os valores em (4.10) e (4.12), na equagdo (4.9), teremos entio,

Vo
2(t) = 2z coswt + — senwt. (4.13)

w
A equacdo em (4.13) € a solucdo geral da equagdo movimento para um sistema nao
amortecido em vibragdo livre, escrita na forma explicita com todas as condi¢des inicias que
descreve o movimento harmonico. Descrevendo, como a massa m vai vibrar para cima e para
baixo com uma dada franquénia natural w do sistema em [rad/s] ou podemos escrever como

oscilagdes por segundo, tomando a relag@o entre a frequéncia angular com a frequéncia linear é
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dado por w/27m em [Hz]. Note que o movimento do sistema vai depender das condigdes iniciais,

ou seja, do deslocamento inicial 2, e da velocidade inicial vy .
Como 2, vy € w sdo quantidades constantes, podemos fazer a seguinte substitui¢ao:

Vo

20 = Acos ¢ e o= — A'sen ¢y. (4.14)

Deste modo, teremos com a seguinte expressao:

z(t) = Acospgcoswt — Asen g senwt

2(t) = A [ COS ¢y COs wt — sen @y sen wt] ) (4.15)

Podemos reescrever a equagio acima usando a propriedade trigonometria: cos(a + b) =

cos a cos b — sen asen b, obtemos:

2(t) = Acos(wt + ¢o) (4.16)

A equagdo (4.16) representa a solucao geral do movimento livre ndo amortecido, permi-
tindo determinar a posi¢do que o corpo oscilante estd ocupando ao longo do tempo. Onde A €
a amplitude do movimento, w € a frequéncia angular de oscilacdo do corpo e o ¢y é o angulo

inicial em que o movimento oscilatério iniciou ou fase do movimento.

Figura 18 — Este grafico compara trés casos diferentes para o movimento livre ndo amortecido em um
sistema massa-mola. As curvas representam oscilagdes com diferentes amplitudes A, frequén-
cias w e fases ¢, onde a curva vermelha (A = 1.0,w = 1, p = 0) ndo possui deslocamento
de fase, a curva verde (A = 1.5,w = 1.2, ¢ = 7/4) apresenta um pequeno deslocamento
de fase, e a curva em azul (A = 2.0,w = 0.8, ¢ = 7/2) possui um deslocamento de fase
mais significativo.

2.01 — A=1.0, w=1.0, 9=0.0
— A=15, w=12, p=1/4
— A=2.0, w=0.8, p=T/2

1.51

1.0

0.51

0.01

|
o
n

Deslocamento (m)

-1.01

-1.51

—2.01

Tempo (s)

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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O gréfico na Figura 18 descreve o movimento dada pela equacao (4.16) ou da equacao
equivalente, dada em (4.13), com aplicacdes de condi¢des iniciais. Nota-se que, o grifico € uma
onda cossenoidal deslocada ao logo do eixo horizontal, descrevendo um movimento periédico
ou hormdnico da massa, com amplitude constante, ou seja, sua amplitude nao diminui com o
passar do tempo. Essa dindmica se d4 na auséncia de for¢as de amortecimento, o sistema nao

possui dissipagcdo de energia dado pelos deslocamentos e velocidades iniciais.

Para encontrar o valor da amplitude A, tomaremos o quadrado das equacdes em (4.14),
obtemos,
2

(%
2 _ A2 2 0 _ g2 2
2y = A” cos ¢0 € E = A“sen ¢0

Agora, tomando a soma para se obter o valor da amplitude A’, teremos,

2
zg—l—:% = A%sen?¢ + A% cos® ¢y
1
2
Z§+—% = A*(sen? 0s” ¢o
2
A = zg+(%) . 4.17)

4.2 VIBRACOES LIVRES AMORTECIDAS

Tomando o modelo mais realistico, representado na Figura 19, onde mostra-se um
sistema com um bloco de massa m que estd preso a uma mola de constante £, mergulhado em
recipiente, com um dado fluido com viscosidade p. Ao aplicar uma for¢a no bloco para baixo,

o sistema comecard a oscilar dentro do recipiente, onde ird exercer uma forga dissipativa no
sistema.

Figura 19 — Representacdo de um dispositivo de amortecimento onde a massa poderia estar suspensa em

um meio viscoso como destacado em (a) ou conectada a um dispositivo de amortecimento
como em (b).

(b)

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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A for¢a de amortecimento sempre age em oposi¢ao ao sentido do movimento da massa,
onde ocorre uma dissipacdo de energia interna devido a prolongamento ou compressdo da
mola. Considerando que a forga dissipativa ou amortecida exercida pelo fluido no sistema seja
proporcional ao médulo da velocidade em que a massa estd oscilando dentro do recipiente. Isso
¢ denominado de amortecimento viscoso, onde teremos:
dZ(t)

Fis = P

(4.18)

A forca Fird dissipar a energia dos sistema a medida em que o tempo passa, diminuindo
a oscilacdo. A equacdo (4.18) € vélida para baixos valores da velocidade quando comparada com
a lei de Stokes para o arrasto em fluidos, que estabelece que a forca de resisténcia experimentada
por uma esfera em movimento dentro de um fluido viscoso € proporcional a sua velocidade dado
por ﬁarmsto = —67mnRv, onde n € a viscosidade do fluido, R € o raio da esfera e v/ € a velocidade.
Essa relacdo € valida no regime de baixa velocidade (ou seja, para baixos nimeros de Reynolds),
onde o arrasto € predominantemente viscoso € nao inercial. Assim como no amortecimento

viscoso, a forga dissipativa reduz gradualmente a energia do sistema.

Levando em consideracdo que a forca restauradora exercida no bloco € contraria a
distensdo da mola dada por Ey = —k:(§ + Z(t)), onde k € a constante eldstica da mola, §
representa a posi¢do de equilibrio e Z(t) a perturbacdo em relagdo a essa posi¢do, essa forga
tende a trazer o bloco de volta ao equilibrio sempre que ele for deslocado.. Analisaremos o

sistema através do diagrama do diagrama de corpo livre na Figura 20.

Figura 20 — Diagrama de forcas para um sistema de mola-massa para o movimento livre amortecido.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Aplicando a segunda lei de Newton ao movimento, tomando a somatdria de todas as

forcas, obteremos:

- d?Z(t)
T = =g
- d?Z(t)

dt?
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dZ(t) d?Z(t)
g—k(s+ 2(t)) — = m——
mg — k(5'+ 2(t)) — p—, m—s
S . dZ(t) d?Z(t)
mg — ks —kZ(t) — p o= Mo
=0
d?zZ(t)  dz(t)
kzZ(t) = 0 4.19
gt TR (4.19)
Dividindo toda equacgdo (4.19) pela massa m e, tomando as seguintes substituicdes
v = Pep="L chegaremos a seguinte equacao diferencial,
m m
d?z(t)  dz(t)
t)=20 4.20
T T g Tt (4.20)
A equacdo (4.20) € a equagdo diferencial que descreve o comportamento de um oscilador
A . .= dz(t)
harmonico amortecido na presenca de uma forga dissipativa Fy;s = — pT.

Para equacdo diferencial dada em (4.20), podemos escrever a equagao caracteristica na

forma,

P’ +yp+w?=0 4.21)

Logo, a solugdo serd dada por:

kP
2

G -]

2
gl 7\?

- 14 <_> w2

P 2 2) ¥
(4.22)

2
Fazendo as seguintes substitui¢des [ = % ewy = (%) — w?, as duas solugdes ficam
na forma,

p1=—0+w ¢ p2=—F —wo (4.23)

Nas solugdes encontrada em (4.23), existe uma subtragdo dentro do radical que, para
esta configuracdo, dependendo do valor do termo dentro do radical, existem trés casos possiveis
para o movimento. Por tanto, vamos estudar os trés casos separadamente.

4.2.1 Movimento livre subamortecido

Assumindo que o termo [ < w dentro da raiz resulte em um valor negativo, entdo as

raizes p; e po serdao complexas, dessa forma teremos:

p1 = —PB + iw e p2 = — B — iwp.
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Como o problema nos da duas solugdes distintas, a soluc@o geral vai ser dada por uma
combinacao linear entre as duas solu¢gdes dada na equacdo (3.29), onde as constantes serdo

determinadas a partir das condi¢des iniciais do problema, teremos:
2(t) = e P [Cl cos wot + Co senwot] (4.24)
Aplicando a condig¢do inicial do tipo z(0) = z,, obteremos,

01:2'0

Derivando a equacdo (4.24) em relacdo a variavel ¢, resulta em,

dz(t)
dt

= —Be P Cy coswot + Cy senwot} + e Pt [ — Chwg senwot + Cawq cos wot]

Aplicando a condigdo inicial dz(0)/dt = v, e substituindo o valor C; = z, , obtemos,

vo = —Bz + Cowy
v + Bz
0 _ B
Wo

Substituindo os valores de C; e C'; na equagao (4.24), teremos,

z(t) = e~ Pt [zo cos wot + <%5ZO) Senwot] ) (4.25)
0

Fazendo as seguintes substitui¢des, obteremos,

zo = A cos ¢y e %ﬁ% = —Asen ¢ (4.26)
0

Substituindo os valores na z(t) dada em (4.25), fica,

2(t) =e [A cos ¢ cos wot — A sen ¢y senwot] 4.27)

Note que podemos reescrever a expressdo dentro do colchetes, utilizando a propriedade

trigonométrica do cosseno da soma dada na item 11 do apéndice A, obteremos,

z(t) = Ae "' cos (wot + ¢y) (4.28)

O termo Ae~? nos diz que ao multiplicar a amplitude de oscilacio A pela exponencial,
a medida que o tempo passa a amplitude decai a zero. Como 8 < w esse movimento é chamado

de subamortecido.

Conforme mostrado na Figura 21, o movimento descrito pela equagdo (4.28) € oscilatdrio,
mas por causa do fator e, as amplitudes de vibragdes tentem a zero (A — 0) quando o tempo

t tente ao infinito (¢ — 00).
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Figura 21 — Representacdo gréfica do deslocamento de um sistema massa-mola submetido a amorteci-
mento subcritico (5 < w), para trés diferentes coeficientes de amortecimento. Observa-
se que quanto maior o coeficiente de amortecimento 3, mais rapidamente as oscilagdes
sao dissipadas. Os parametros utilizados em cada caso sdo: caso 1 (linha azul tracejada):
B =0.1,wy = 2w, ¢g = 0. Caso 2 (linha preta pontilhada): 8 = 0.3,wy = 27, pg = /4.
Caso 3 (linha vermelha sélida): 8 = 0.5,wp = 27, ¢ = 7/2.

1.001 === Casol: f=0.1,0 = 27,00 =0
""" Caso2: B =0.3,w9 =27, o =71/4
0.75 —— Caso3: B =0.5,0p =27, ¢ = 7/2
0.50 1
E
g 0.251
5 ~
g -,
% 0.004 \\ /l \\\_’,( —— ez
8 \\//
—0.251
—0.501
~0.751
0 1 2 3 4 5 6
Tempo (s)

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Para encontrar o valor da amplitude A, tomaremos o quadrado das equacdes em (4.26),

obtemos,

2 2 2
25 = A” cos” ¢g

(’Uo + Bz

Wo

2
) = A%sen?¢y
Agora, tomando a soma para se obter o valor da amplitude A, teremos,

2 v + B2\’ 2 2 2 .2
20+ | —— = A®sen“¢g+ A cos” ¢g

Wo
2 1
22+ (%) = A?(sen” 0s” ¢o
2
A = y[z2+ <M) . (4.29)
)

4.2.2 Movimento livre superamortecido

Assumindo que o termo 5 > w resulte em um valor positivo e real, neste caso, teremos a

seguinte situagdo:

p1=—PB+wo e p2=—P —wp
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Para solucao geral, teremos uma combinacao linear entre as suas solu¢des particulares,

teremos,

2(t) = e P |Cret 4 Coe ! (4.30)

Aplicando a condi¢do inicial z(0) = zo na equagio (4.30), obteremos,

20201+02 € 01220—02

Derivando a z(t) em relagdo a varidvel ¢, teremos,

dz(t

il(t ) = —Beft [C’lewot + 026—%1 + Pt [Clwoewot — C’gwoe_“ot]
dz(tt) _ 6,815 i Bclewot o BCQG_th + Cvlwoewot . 02w06—w0t]
dz(tt) = G'Bt Clewot (wo — B) — 026—wot (CU() + B)

Aplicando a condicdo inicial dz(0)/dt = vy e em seguida aplicando o valor encontrado

da variavel C| = zg — (), teremos,

vy = C) (wo - 5) —Cy (Wo + 5)
Vg = (Zo - 02) (Wo - 5) -y (wo + 5)
v = z(wo = B) = Cowo = §) = Colwo + )
V9 = 2o (wo — B) — 2wo(Cy
2woCs = 20(wo — B) — vo
wozo — B20 — Vo

C, = 4.31)
2000

Substituindo o valor da varidvel Cy em para encontrar a variavel C', teremos,

Cl = 20— CQ
O, = z— (WOZO—BZO—UO>
2(.&)0
2(.{)02’0 — Wop<o + BZO + Vo
C, =
2&]0
o — wo2o + Bzo + vo 432)

20.}0

Substituindo os valores encontrado das varidveis C e Cy na equacio (4.30), teremos,

2(t) = e [ (WO Bz + UO) ewot | (""OZO — Pz = UO) e—wot] (4.33)

2&)0 2000
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Obtemos a equagdo geral do oscilador harmdnico de movimento para § > w. Esta
equacdo nos diz que, a partir do momento em que o sistema comega a oscilar, a for¢a dissipativa
imediatamente age de uma forma mais severa e a oscilacio € levada a zero, ou seja, o sistema
comeg¢a com uma amplitude e percebemos que a oscilacdo cai a zero rapidamente. Esse tipo de

amortecimento é conhecido como superamortecido.

O movimento superamortecido € tipico em sistemas que precisam evitar qualquer osci-
lagdo, como em alguns sistemas de controle de vibracdes em engenharia civil e mecanica. A
Figura 22 demonstra a resposta do sistema para trés diferentes valores de 3, todos superiores ao
valor critico, evidenciando como o aumento do coeficiente de amortecimento afeta o tempo de

resposta do sistema e sua dissipacdo de energia.

Figura 22 — Grifico do deslocamento de sistemas superamortecidos (8 > 1), onde o amortecimento é
suficientemente grande para impedir oscilagdes. O grafico ilustra a influéncia do coeficiente
de amortecimento /3 na taxa de decaimento da resposta do sistema, evidenciando que valores
maiores de [ resultam em um retorno mais lento a posicdo de equilibrio. Os casos representa-
dos sdo: caso 1 (linha verde tracejada): 3 = 2.5. Caso 2 (linha azul pontilhada): 5 = 3.0.
Caso 3 (linha vermelha sélida): 5 = 3.5.

—= casol:f=25
= caso2:B =30
— cas03:B =35
0.8 {
I
Eo6
i}
g
g
[
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g‘s
[a)
0.2
0.0
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

Observe que nesta situacdo, a Figura 22 representa um sistema superamortecido, pois o
coeficiente de amortecimento 3 € maior quando comparado com a constante da mola k. Logo, a

equagdo (4.33) representa um movimento suave e nao oscilatorio.

4.2.3 Movimento livre criticamente amortecido

O amortecimento critico € um caso especial em que a resposta do sistema atinge seu
estado estaciondrio o mais rapido possivel sem ultrapassar a posi¢ao de equilibrio. Em vista,
disso quando 8 = w, ocorrerd o movimento criticamente amortecido. A equacao caracteristica

para esse movimento resulta em raizes reais e iguais,

p1=p2=—f (4.34)
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Para solucao geral, serd escrita como combinag¢ao linear entre as suas solu¢des particula-

Ies.

2(t) = Cre Pt + Cote™ P (4.35)

Aplicando a primeira condicao inicial na equacdo (4.35), onde a posi¢do inicial serd dado
por z(0) = z, , obtemos:
01 = 20 (436)

Para aplicacdo da segunda condicao inicial, tomamos a derivada em relagdo ao tempo da
equagdo (4.35), obtemos:

dz(t)
dt

= —BC1e P 4+ Che Pt — BCyte™ P (4.37)

Aplicando a condi¢do em que dz(0)/dt = vy e substituindo o valor da varidvel C; = z,

obtemos:
vg = —pC,+ Cs
Cy = v+ B2 (4.38)
Substituindo C'; e C'y na equagdo (4.35), teremos:
2(t) = ze " + (vo+ Bzo)te

2) = |20+ (w0 + Bzo)t]e (4.39)

Dadas as condig¢des iniciais, este oscilador alcangard o equilibrio mais rapido que o

oscilador subamortecido e o superamortecido.
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Figura 23 — Grafico do deslocamento de sistemas criticamente amortecidos, onde o coeficiente de amorte-
cimento ¢ é igual ao amortecimento critico (¢ = ¢.), resultando na eliminagéo de oscilagdes
e no retorno mais rapido a posicao de equilibrio sem ultrapassagem. O grafico apresenta
tr€s diferentes configuracdes de rigidez k e seus respectivos coeficientes de amortecimento
critico: caso 1 (linha verde tracejada): £ = 10.0, ¢ = 6.32. Caso 2 (linha azul pontilhada):
k =12.0,c = 6.93. Caso 3 (linha vermelha sélida):k = 15.0,¢ = 7.75.

== casol:k=10.0,¢c=6732
=+ caso2:k=12.0,c¢=693
= caso3:k=150,c¢=775

1.01
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

As curvas mostram como o aumento da constante de rigidez k e, consequentemente, do
coeficiente de amortecimento critico, influencia a resposta do sistema, acelerando a dissipacao
do movimento oscilatério. Podemos observar que o movimento é bem semelhante ao sistema
superamortecido. Dessa forma, dizemos que o sistema € criticamente amortecido, pois para

qualquer decrescimento na for¢a de amortecimento, resulta em um movimento oscilatorio.

43 VIBRACOES FORCADAS NAO AMORTECIDAS

Relembrando que a equacdo diferencial que descreve um oscilador harmonico for¢cado

nao-amortecido pode ser escrita da seguinte forma:

d?z(t)
T T w?z2(t) =

F()

m

(4.40)

Tomando a equagdo homogénea expressa em (4.3) com as condigdes iniciais z(0) = zg e
dz(t)/dt = vg. As duas solug¢des fundamentais da equacdo complementar, sdo: z;(t) = coswt e

29(t) = senwt, logo, a solugdo homogénea fica,

2p(t) = Cy coswt + Cysenwt (4.41)

Seguindo o método descrito na secao 3.2.1, a solucdo particular da equagdo nao-

homogénea em (4.3) pode ser obtida por,

F(t Ft
z,(t) = — cos wt/ (t) senwt’ dt’ + Senwt/ () coswt’ dt’ (4.42)
mw mw

to to
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dada os valores de 2 (t) e 25(t) o cédlculo do wronskiano resulta em W (z, 25)(t) = w. Observe
que a F'(t') é uma fungdo genérica, logo, os extremos inferiores da integragdo t, sdo escolhidos

de forma arbitrariamente.

A solucdo geral em (3.42) é, entdo, dado por:

[E(t)

2(t) = C}coswt+ Cysenwt — cos wt/
mw

to

Ft
( )coswt' dt
w

t
senwt’ dt’ + senwt /
m

to

Ft F(t
z(t) = coswt Cl—/ ( )senwt/ dt' | +senwt C’z—l—/ ( )coswt’ dt' | (4.43)
mw mw

to to

Manipulando as condi¢des iniciais para obter as constantes C'; e C, obtém-se a solu¢do

geral cujo os cdlculos estdo no Apéndice B.

v Ft
2(t) = 2 coswt + — senwt + / () sen [w(t —t')] dt’
w mw
0
Essa equagdo descreve completamente a dindmica de um oscilador harmonico for¢cado
sem amortecimento, separando a resposta natural e a resposta a for¢a externa. O comportamento
do sistema depende da frequéncia da forca aplicada, podendo levar a ressonancia, dependendo

das condi¢des iniciais e da natureza de F'(t).

4.3.1 Aplicacao de uma forca constante no movimento forcado nao amortecido

Tomaremos o exemplo, para uma forga constante aplicada no sistema na forma F'(t) =

F}, obteremos,

t
F
z(t) = zpcoswt + Wsenwt + % /sen [w(t —t")] at’ (4.44)
w mw
0
Calculando a integral conforme o Apéndice C, a equacdo em (4.44) para uma forca

constante obtemos o seguinte resultado,

z(t) = zp coswt + % senwi + i2 (1 — cos wt) (4.45)

w mw
A equagdo (4.45) descreve o comportamento de um oscilador simples (como uma massa
presa a uma mola) sob a influéncia de uma forca externa constante, sem amortecimento, resistén-
cia ou atrito. Observe que, o primeiro e o segundo termos descrevem a vibragao livre do sistema,
ou seja, como ele se comportaria na auséncia de uma forca externa, dependendo de sua posicao
inicial zy e velocidade inicial vy. A terceira parcela da equag@o descreve o movimento adicional

induzido pela forca externa Fj, que inclui uma vibracdo com uma mesma frequéncia w.
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Esse comportamento € observado em sistemas suspensos por molas ou cabos eldsticos,
onde uma forg¢a externa constante pode alterar o equilibrio dindmico do sistema sem introduzir

amortecimento ou atrito.

Um exemplo prético para a equacdo (4.45) ¢ o movimento vertical de um elevador

submetido a uma forca constante, como a forca gerada por um motor no cabo de sustentagao.

Imagine um elevador inicialmente parado (vy = 0) em um andar (zg), preso por cabos
que possuem elasticidade, funcionando como uma mola. Quando o motor do elevador aplica
uma forcga constante F{, ele comeca a oscilar em torno de uma posi¢ao de equilibrio devido a

elasticidade dos cabos.

Os dois primeiros termos da equacao representam as oscilagdes naturais do elevador
devido a elasticidade dos cabos. O terceiro termo mostra como a forca aplicada pelo motor

modifica esse movimento, adicionando um deslocamento adicional a oscilag@o.

4.3.2 Aplicacio de uma forca periédica no movimento forcado nio amortecido

Tomaremos agora uma forga periddica do tipo F'(t) = I} cos ¢t no movimento,

t
F
z(t) = zp coswt + 2 senwt 4+ =0 /cos ot (senwt coswt’ — senwt’ cos wt) dt'| (4.46)
w mw
0
Calculando a integral conforme o Apéndice C, a equacdo em (4.46) para uma forca

periddica obtemos o seguinte resultado,

(2 Iy | senwt (th + sen 2wt) — COs wt( cos 2wt — 1)
z(t) = 2o coswt + — senwt +
w mw 4w

(4.47)

sendo a resposta forcada do sistema, devido a for¢a externa aplicada. A forma do termo particular
indica a presenga de um crescimento linear no tempo, caracteristico da ressonancia quando a
frequéncia da forga se aproxima da frequéncia natural do sistema. A presenc¢a do termo linear
2wt mostra que o sistema exibe um crescimento no tempo devido a ressonancia. Quando a
frequéncia de excitagcdo se iguala a frequéncia natural do sistema, 0 movimento se torna nao
limitado (teoricamente), causando amplitudes crescentes. A solu¢do homogénea decai com o

tempo devido a condic¢do inicial, enquanto a solugdo particular se torna dominante.

4.4 VIBRACOES FORCADAS AMORTECIDAS

Um oscilador harmonico for¢ado é um sistema fisico que se comporta de acordo com a
equacao diferencial do oscilador harmoénico simples, mas com a adi¢do de uma forca externa
que o impulsiona a oscilar. O comportamento do oscilador harmdnico forcado pode ser bastante

variado e inclui fendmenos interessantes, como ressonancia, onde a amplitude de oscilacdo
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atinge um pico em determinada frequéncia de forca externa, e efeitos de amortecimento, que

podem atenuar ou amplificar a resposta do sistema dependendo dos parametros envolvidos.

Lembrando que equagao diferencial que descreve um oscilador harmonico for¢ado pode
ser escrita da seguinte forma:
d?z(t)
dt?

v de(tt) Fwr(t) = ? (4.48)

A equacdo diferencial acima representa um oscilador harmonico forcado com um termo
de amortecimento proporcional a velocidade, caracterizado pelo coeficiente 5. A solucdo dessa
equacdo depende do valor de /5 em relagdo a frequéncia natural do sistema w, 0 que nos leva a

trés regimes distintos de amortecimento.

A seguir, analisaremos cada um desses casos em detalhes, observando como o fator de

amortecimento influencia o comportamento do oscilador.

4.4.1 Movimento forcado subamortecido

Para a equagdo homogénea dada na equacio (4.19), considerando o caso em que 3 < w,
para se obter uma solu¢do com condi¢des iniciais do tipo z(0) = 2 e dz(t)/dt = vy. As
duas solugdes fundamentais da equagdo complementar, sdo: z;(t) = e P! coswpt € 2o(t) =

e Pt senwyt. Logo a solugdo homogénea fica,

zp(t) = Chre Pt coswot + Cre Plsenwyt,

sendo o wronskiano W (21, z3)(t) = woe™ %, a solucdo particular, fica,
t F , t F ,
t / t /
2z, (t) = —e P cos wot/ Qeﬂt senwot’ dt’ + eﬁtsenwot/ Qeﬁt coswot’ dt’
mwo mwo
to to
A solucdo geral em (3.42) é, entdo, dado por:

t
Pt /
2(t) = Cre P coswot 4+ Cre P'senwot — e 7! cos wot/ Le[ﬁ senwot’ dt’
mwo

to

t
F
+ e_ﬂtsenwot/
to

t/
ap
mwo

/

" cos wot’ dt

t
F(t /
2(t) = e P cos wot <C1 — / Qeﬁt senwyt’ dt/) + e Plsenwyt (024—
mwo
to

t
it /
+/Qeﬁt cos wot’ dt’) (4.49)
mwy
to
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Manipulando as condi¢des iniciais para obter as constantes C; e Cy, obtém-se a solu¢do

geral cujo os cdlculos estdo no Apéndice B.

vy + Bzo

2(t) = 7P| 2y cos wot + (
Wo

¢
Ft) 4,
) senwot + / ﬂeﬁt sen [wo(t —¢')]dt'|. (4.50)
mwo
0

Essa solugdo pode ser interpretada como a soma de trés termos principais. Os dois
primeiros termos representa a solu¢do homogénea, que caracteriza a resposta natural do sistema
na auséncia de forgas externas. A exponencial e~ caracteriza o amortecimento, indicando que
a amplitude da oscilacdo diminui ao longo do tempo. Os coeficientes z, € vy sdo as condi¢des
iniciais de posicdo e velocidade, respectivamente, e a frequéncia wy estd relacionada a oscilagdo
do sistema sem amortecimento. A terceira parcela, expressa a influéncia da forga externa F'(t)
sobre o movimento do vibratdrio. A integral descreve como a forga aplicada contribui para o

deslocamento atual.

4.4.1.1 Aplicacdo de uma forca constante no movimento for¢cado subamortecido

Tomaremos o exemplo, para uma forga constante aplicada no sistema na forma F'(t) =

F}, obteremos,

t
E /
senwot + —— / ePsen[wo(t — )] dt'|  (4.51)

2(t) = e | 2y cos wot + (M)
mwo
0

wo
Calculando a integral conforme o Apéndice C, dessa forma a equacio em (4.51) para
uma forca constante obtemos o seguinte resultado,

F, [ —pBsenwpt + wy (eﬁt — COS wot)

mwo 52 + wd

vy + By
Wo

z(t) = e Pt 20 cos wot + ( ) senwot +

(4.52)
A equagdo acima apresentada descreve o movimento for¢cado subamortecido de um

sistema massa-mola sob a influéncia de uma forca constante. o termo exponencial e =% representa

o amortecimento do sistema, reduzindo a amplitude com o tempo. A solu¢do homogénea

v + Bz S . .
Zpcoswot + | —— | senwyt, descreve a oscilacdo natural do sistema amortecido com
Wo
A . ) Fy [ —Bsenwgt + wy (eﬂt — COS wot)
frequéncia wy. A solugdo particular dador 5 5 esse termo
mwo B% 4 wy

representa a resposta forcada devido a influéncia da forc¢a constante.
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4.4.1.2 Aplicacdo de uma forca periddica no movimento forcado subamortecido

Para uma forca periddica aplicada no sistema na forma F'(t) = F{ cos ¢t na equagio
(4.50), obteremos,

t
F /
2(t) =e [zo coswot + (m) senwot + —— / e sen [wo(t — t')] cos @t’ dt’ |(4.53)
wo mwo
0
Calculando a integral conforme o Apéndice C, dessa forma a equacio em (4.53) para

uma forga periddica obtemos os seguintes resultados,

Considerando o caso em que ¢ # wy. Dessa forma a integral z; () na equagao (4.53),

resulta em,

F — [Bsenwyt
21(t) = e7P| 2 cos wot + Yo+ Bz senwot + —— | cos ot %4_
“o mwo B% + wh

Wo (eﬁt — oS wot) > ©

+

2

R R ER:

n <5eﬁtsen4pt — gp(eﬂt cos pt — 1) (wo sen @t senwopt — @ €cos Yt cos wot — gp)) ”
Wo -

3 (wosen pt cos wot — @ senwgt cos gpt) n

B2+ wi p? —wp

(4.54)

A equacdo apresentada descreve o movimento forcado subamortecido de um sistema
massa-mola sob a influéncia de uma forga periédica. O termo exponencial e~?* representa o
amortecimento do sistema, reduzindo a amplitude com o tempo. Na solugdo particular que
contém a influéncia da forga periddica F'(t) = Fycos ot a resposta desta for¢a oscila com a

mesma frequéncia da forca externa ¢ podendo ocorrer ressonancia se ¢ ~ wy.

Agora, considerando que ¢ = wp. Dessa forma, a integral 2z,(t) na equacdo (4.53),

resulta em,
F - t
ZQ(t) — ¢ Pt Zp COS wot + M) senwol -+ 0 cos ot M+
%)) muwy /B + wo
+ wo (e — cosw) L ¥ 3 2wot — sen (2wot) N
B + wi B+ wp 4wq

(4.55)

N BePlsenpt — (Pt cos pt — 1) 1 — cos(2wot)
w J—
0 52 + (.U(2) 4w0

Na solugdo particular que contém a influéncia da forga periddica F'(t) = Fjcos pt
a resposta desta forca oscila com a mesma frequéncia da forca externa ¢ podendo ocorrer

ressonancia se ¢ = wy.
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4.4.2 Movimento forcado superamortecido

Para equacao homogénea dada em (4.19). As duas solucdes fundamentais da equagao
complementar, considerando o caso em que /3 > w, para a equagdo homogénea com as condi¢des

iniciais z(0) = 2z e dz(t)/dt = vy, dessa forma a equa¢do homogénea fica,

zn(t) = Cre™" + Che ™2, (4.56)

para facilitar as contas, foram feitas as seguintes substituicdes p; = —(; € po = —(2 nas solugdes
dada em (4.30).

Com as expressdes de z;(t) e zy(t), o wronskiano é W (zy, z)(t) = ({1 — (o)e™(@+e),

Portanto, a solugdo particular fica,

p(t) = —e_flt/(gl e *'F F(t)/m dt' + e —C2t/(Cl e 9'F E(t))/m dt’

CQ) (C1+G2)t! C2) (C1+C2)t!
Clt/F(t’) eCQt'F(t/)
2 (1) = —e £ 70 dt +e @ | ————_qt
p( ) m(C1 — CQ) m(Cl - Cz)

to to

A solucdo geral do movimento superamortecido, fica,

t
SRt e F(t)
At) = Cre g et — et [ = T30 gyt [ 2 20 gy
() ' ’ m(C — G) m(¢ — G)
to to
G B (1) aal
) = et o — [ S8 gl et o+ dt'| (457
®) ) N e 2t G-

to to

Manipulando as condicdes iniciais para obter as constantes C; e Cs, obtém-se a solucio

geral cujo os cdlculos estdo no Apéndice B.

t t
— p—Cat G120 + Vo egﬁlF(t,) ry _ Gt 4220 + vg eglt,F(t/> ’
Z(t) ‘ G — G * J m(Cl - C2)dt ‘ Cl G2 * m(Cl - Cz)dt

(4.58)

A expressdo acima representa a solucio geral do movimento de um sistema oscilatério
amortecido sob a a¢do de uma forca externa F'(t), considerando um regime superamortecido.
Esse comportamento ocorre quando o coeficiente de amortecimento € suficientemente grande
para impedir oscilacdes, resultando em um retorno exponencial a posi¢do de equilibrio sem

ultrapassagens.
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A equacdo pode ser interpretada como a soma de dois termos fundamentais. A resposta

natural (homogénea)

o—Cot (CIZO + ’Uo) _ et Cazo + o
G — G G — G

Esse termo descreve o decaimento exponencial da resposta livre do sistema, onde (; e (»
sdo as raizes da equagdo caracteristica associada a equacao diferencial do oscilador amortecido.
Essas raizes governam a taxa de decaimento da solu¢do. Como (; e ¢, sdo distintos e reais (caso
superamortecido), a solucao consiste em uma combinacao de dois expoentes negativos que nao

geram oscilagdes.

A resposta forcada

Gt St
/ dt/ — / dt/
m m

Esse termo descreve a influéncia da forga externa F'(t) sobre o movimento do sistema.
. . / / . . o~
Os fatores exponenciais e'? e e%! ajustam a contribui¢do da forga externa de acordo com o

comportamento do sistema superamortecido.

4.42.1 Aplicacdo de uma forca constante no movimento for¢cado superamortecido

Aplicando uma forga contante do tipo F'(¢) = Fj no movimento superamortecido dada
em (4.58), obtemos,

t t
_ + Vo F() 6<2tldt/ _ CQZO + Vo F() ecltldt/
A(t) = ot | S0 T 0 — et + (4.59)
(1) = -G m(@ m(G — G) -G m(Cl C2)

Calculando as integrais conforme o Apéndice C, dessa forma a equagdo em (4.59) para

uma forca constante obtemos o seguinte resultado,

_ ot C120+U0)_
R =

: (szo + ”0) L Q1 =) g1 - @) (4.60)

G —C m¢iGe (¢ — G)

Para o movimento for¢ado superamortecido ocorre quando o coeficiente de amorteci-
mento § é grande o suficiente para impedir oscilagdes. A solugdo homogénea contém dois
termos exponenciais e ¢! e e~%!, que descrevem um decaimento suave sem oscila¢des na
Solucgdo particular representa o efeito da forca constante Fy no deslocamento do sistema. O
sistema atinge um deslocamento final de equilibrio, onde a for¢a externa equilibra a resisténcia

do amortecimento.
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4.4.2.2 Aplicacdo de uma forca periddica no movimento forcado superamortecido

Agora aplicando uma forga periddica do tipo F'(t) = Fjcost na equagdo (4.58),

teremos,

G220+ %
G -G
t

/cos ot et dt'] (4.61)

0

+

t

_ Cizo + vo Ey / / _

2(t) = e~ + cos pt'e?! dt' | — e~
( ) G — G m(Cl - §2)

0

+ L
m(¢ — Ca)

Calculando as integrais conforme o Apéndice C. Note que as duas integrais na equagao

(4.61) possem o mesmo resultado obtido em (C.17). Dessa forma, a expressdo z(t) fica na forma,

— G2t
) =c G — G m(¢ — (2) 02 + (3

G220 + o + Fo (Cl cos pt 91! + psen pt e — Cl) ] . (4.62)

G120 + vo N F, (Q cos gt €2t + @ sen pt %2t — (2> ]

_ 6—C1t

G — G m(¢ — (2) ©? + (3

A solucdo z(t) em (4.62) apresenta a resposta transitdria associada ao amortecimento e a
resposta forcada oscilatéria devido a excitag@o externa. Os termos exponenciais assim como no
caso de for¢a constante, o sistema tende a um estado estaciondrio a medida que os transientes

desaparecem.

4.4.3 Movimento forcado criticamente amortecido

Considerando o caso em que 3 = w, para se obter uma solu¢do com condi¢des iniciais,

para a equacgdio homogénea com as condigdes iniciais z(0) = zg e dz(t)/dt = vy.

A equacgdo homogénea € dada por,

2 (t) = Cre Pt 4 Oyte™ (4.63)

Com as expressdes de z;(t) e z3(t), o wronskiano é W (zy, 22)(t) = e~2"*. Portanto, a

solugdo particular fica:

t t
t'e P F (1) e PR (t)
_  _ Bt D St ¥, —Bt R S 77
Z(t) = —e Ty dt’ +te Ty dt (4.64)
to to
t r , tF ,
t / t /
z(t) = —e_’Bt/ﬁt'eﬁt dt'—i—te_ﬁt/ﬁeﬁt dt’ (4.65)
m m

to to

A solucdo geral, fica,
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t t
F(t , F(t )
2t) = Cre '+ Cote™™ —e / P st gy 1 g / FE) st gy
m m
to to
t

F t/ ’ F t/ /
) = e o / W) yest g | 4 et [ ¢y + / EE g ) (4.66)
m

m
to

t

to

Manipulando as condi¢des iniciais para obter as constantes C e C5, obtém-se a solu¢do
geral cujo os cdlculos estdo no Apéndice B.

t t
2(t) = e [Zo - / %t’eﬁf’ dt’+t<v0+6zo+ / %eﬁt/ dt’)] (4.67)

0 0

A expressdo acima representa a solucio do movimento de um sistema amortecido
criticamente sob a a¢do de uma forga externa F'(t).

A resposta natural (homogénea),

e Pt 2o + t('uo + Bzo)

descreve um decaimento exponencial sem oscilagdes, com um componente linear carac-
teristico do amortecimento critico.

A resposta for¢cada

t t
Ft / Ft /
e—ﬁt[— / ﬂt’e/ﬁ dt’ +t / ﬂeﬁt dt’].
m m

0 0

Esse termo representa a resposta particular do sistema devido a forca externa F'(¢).
A primeira integral modela a influéncia da for¢a externa ponderada pelo tempo t’, enquanto
a segunda integral, multiplicado por ¢, influencia diretamente o deslocamento de maneira

. ~ . / . . o~
proporcional ao tempo. A funcdo exponencial e** ajusta a contribuicdo da forca de acordo com
o amortecimento do sistema.

4.43.1

Aplicagdo de uma forga constante no movimento for¢ado criticamente amortecido

Aplicando uma forca constante do tipo F'(t) = Fj, obtemos,

t

t
F / F /
20— =2 /t’eﬁt dt’ —l—t(vo + Bz + —2 /eﬁt dt')] (4.68)
m m
0

0

2(t) = e Pt
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Calculando as integrais conforme o Apéndice C. Note que, o resultado da segunda
integral calculada em (C.18) serd adicionado na segunda parcela da equacao (4.68) pois se trata

da mesma integral. Com isso, o resultado da integracdo em (4.68), € dada por,

pt st _ 1 pt _
ZO—%(t‘; G 7 )>+t<v0+ﬁzo+%(e 5 1))] (4.69)

A solucio particular inclui o termo e, que causa uma diminuiciio exponencial do

2(t) =e

deslocamento ao longo do tempo. A solucdo particular representa a influéncia da forgca constante
F{ no sistema e inclui um termo proporcional ao tempo, que afeta a taxa de deslocamento do

sistema.

4.4.3.2 Aplicacdo de uma forca periddica no movimento for¢ado criticamente amortecido

Aplicando uma forga periddica do tipo F'(t) = F{ cos ¢t, obtemos,
t t
— Bt FO ! Bt ! o341 —pt FO Bt’ I oq4l
2(t) =e 20— — [ t'e”" cospt’ dt’ | +te Vo + Bz + — | €7 cospt’ dt’ |(4.70)
m m
0 0

J/ J/

©) Qo)
Calculando as integrais conforme o Apéndice C. Voltando para equagio z(t) em (4.70),
substituindo os valores das integrais (0) dada em (C.23) e a (O O) ja calculado anteriormente

na equacao (C.17), obteremos,

_pt Fy [ cos pt(Bte’ — Pt) + psenpt (teP — Be)
2(t) =e " zg — — SR +
m B2+
n 5(1 — psen pt — cos got) + 5302(5 cos ot eP! + @ sen pt Pt — B)
52+ ¢?
Bo*(Bsenpt e’ — pcospt e + ) il +F0 3 cos pt €t + psenpt et — 3
vo+820+—
B2+ 2 0 AL, B2 1 2

4.71)

O termo exponencial e~?* representa o amortecimento do sistema, reduzindo a amplitude
com o tempo. A solu¢do homogénea 2, descreve a resposta do sistema sem a for¢a externa. A
solucdo particular contém a influéncia da forga periddica F(t) = Fy cos ¢t, a resposta forcada
oscila com a mesma frequéncia da forca externa . O sistema ndo apresenta oscilagdes naturais

devido ao amortecimento critico, mas sim um deslocamento modificado pela for¢a periddica.

Neste caso, a equacao incorpora tanto um termo de deslocamento exponencialmente
amortecido quanto um termo de resposta particular da forca periddica. A resposta do sistema
exibe um decaimento mais rdpido do que o caso subamortecido e ndo apresenta oscilagdes livres,

apenas a oscilacdo forcada pela for¢a externa.
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5 SIMULACOES DAS VIBRACOES MECANICAS NO SOFTWARE MODELLUS

Nesta secdo, exploraremos as simulacdes utilizando o software Modellus, uma ferra-
menta poderosa que permite a criacdo e andlise interativa de modelos dinamicos. Como ja
dito anteriormente, o objetivo geral deste trabalho € elaborar um conjunto de simulagdes que
possam ser aplicadas em sala de aula, fazendo uso do software Modellus na modelagem de
experimentos virtuais voltados ao contetido de vibragdes mecanicas vitais nas disciplinas de

Equacdes Diferenciais e Mecénica Classica.

A compreensio profunda das vibra¢des mecanicas muitas vezes € aprimorada por meio
da aplicagdo pratica e visualizacdo de conceitos tedricos. As simulacdes apresentadas nao
apenas enriquecerdo a compreensao tedrica das vibracdes mecéanicas, mas também servirdo como
valiosos tutoriais praticos, destinadas especialmente a educadores e professores, as simulacdes
nesta secdo se tornardo recursos diddticos eficazes para serem implementados em aulas de
Equacdes Diferenciais e Mecanica Classica. Ao proporcionar uma abordagem prética e visual
dos conceitos fundamentais vistos na sessdo anterior, essas simulagdes visam enriquecer o

processo de aprendizagem dos alunos e facilitar a assimilacdo de principios complexos.

5.1 SIMULACOES DAS VIBRACOES LIVRES NAO AMORTECIDAS

Compreender o movimento do sistema massa-mola € crucial para nossa andlise das
vibra¢des mecanicas. Os principios discutidos nas sessdes anteriores, fornecem a base tedrica
necessdria para interpretar os resultados das simulacdes, contribuindo assim para a compreensao
mais profunda do comportamento vibratério em nosso estudo. Pode-se empregar as funcio-
nalidades de animacdo no Modellus para desenvolver representacdes distintas dos resultados

anteriores.

No Apéndice D esta disponivel um guia detalhado para auxiliar os professores na
implementacao da simula¢do de vibragdes mecanicas em suas aulas. O intuito desse material
¢ fornecer orientacdes claras sobre como criar e utilizar as simulagdes como uma ferramenta
para o ensino eficiente dessa matéria. O tutorial explica cada etapa do processo da criacdo da
simulagdo de forma acessivel e diddtica para garantir a correta aplicacao dos conceitos essenciais

no contexto da simulacao.

5.1.1 Analise da simulacao do movimento vibratério nao amortecido

A construcdo do modelo para a analise do movimento comeca através da insercao das
equacoes na janela Modelo Matematico do Modellus. Inicialmente, serd necessario digitar a

equacdo F' = —kx e inserir as defini¢cdes de velocidade e aceleracdo, conforme a Figura 24.
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Figura 24 — Equagdes das oscilagdes livres ndo amortecidas inseridas na janela Modelo Matematico.

Modelo Matematico

F=-KxX
dv F

dat m
dx
dr

vV

Pardmetros Condigoes Iniciais

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Estudaremos o movimento de um sistema massa-mola para trés casos, onde as massas
serdo iguais a m; = mo = mg = 1 kg, a constante eldstica com valor de £ = 1 N/m, com
condigdes iniciais diferentes. Estas englobam as velocidades v, = 50 m/s, v, = 30 m/s e vz = 20

m/s e as posi¢des de cada massa z1 = 0m, 2z, = Ome 3 = 0 mno instante ¢ = 0 s.

Figura 25 — Representacao das condi¢des iniciais propostas, na janela do Modelo Matematico.

Modelo Matematico Modelo Matematico
F=-Kxx F=-Kxx
dv F dv F
ot m arm
dx dx
Vv Vv
/=283 +x =283 +x

Pzrﬁmetros| Condigdes Iniciais S Parimetros |

O Casol [ Caso2 [ Caso3 O Casol [ Caso2 [ Caso3 ||
lguais | K= 100 100 1.00 lguais | x= 000/ 000 0.00
lguais m= 1.00 1.00 1.00 lguais v= 5000 30,00 20.00

< > < >

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Uma vez determinadas as condig¢des iniciais , o software realiza calculos baseados nas
equacoes de entrada fornecidas, computando as grandezas necessdrias para a constru¢ao do

grafico de movimento e a criacdo da animacao.

Note que, ao iniciar a simulacio o sistema massa-mola comega a executar sua dindmica,

como podemos observar na Figura 26.
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Figura 26 — Representacdo da dinAmica do sistema massa-mola: Em (a) o sistema estd inicialmente em
repouso. Isso ocorre quando a mola estd nem esticada nem comprimida, representando o
ponto de referéncia para o sistema. Em (b) note que, em alguns instantes o sistema alcanca
um alongamento maximo da mola em relacdo ao ponto de equilibrio. Em (c) a mola esta
comprimida em relacio ao ponto de origem.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Ao deslocar a massa m a partir da posicdo de equilibrio, definimos um deslocamento
x(t) de acordo com a equacdo 4.1, que reflete a natureza linear da restauracdo eléstica da mola
em resposta o deslocamento sofrido pelo sistema, o gréifico abaixo representa a dindmica do

movimento.

A semelhanca dos resultados entre o sistema massa-mola na vertical tratado na capitulo
4 e o sistema na horizontal tratado nas simulagdes ocorre porque, em ambos 0s casos, a equacao

diferencial que governa o movimento é essencialmente a mesma. Vamos analisar isso em detalhe.

No caso de um sistema massa-mola horizontal sem atrito. A tnica forca atuando
na dire¢cdo do movimento € a forca restauradora da mola, dada pela Lei de Hooke na forma

F = —kx(t). Aplicado a segunda lei de Newton, obtemos

a expressdo acima € a equagdo diferencial do movimento harmonico simples (MHS).

No caso de uma mola pendurada verticalmente com uma massa, precisamos levar em
conta a gravidade. O sistema entra em equilibrio quando a forga eléstica se iguala ao peso
da massa resultando na equacdo (4.2), para o sistema em movimento a expressao (4.3) € uma

equacao diferencial que modela o0 movimento na horizontal.

A gravidade ndo afeta a frequéncia do sistema porque ela apenas desloca a posicao de
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equilibrio, mas ndo altera a natureza do movimento oscilatério. Isso significa que a frequéncia
natural de oscilagdo para ambos os sistemas é w = /k/m. Ou seja, independentemente de
estar na horizontal ou na vertical, a massa oscila da mesma forma, pois a equacao diferencial é
idéntica.

Figura 27 — Gréfico para o movimento nos trés casos definidos na Figura 25: a curva laranja representa

a fun¢do de deslocamento com maior amplitude. A curva verde representa uma fungdo com
amplitude intermedidria. A curva azul representa a fungdo com menor amplitude.

Grafico

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Note que, o Modellus gerou graficos na janela Grafico observados na Figura 27 que
exibem a variagdo da amplitude do movimento de cada massa m ao longo do tempo para os trés
casos estudados. As cores diferenciam cada caso: a curva laranja representa o caso 1, com as
condig¢des iniciais x;1 = 0 m e v; = 50 m/s; a curva verde representa o caso 2, com x5 = 0 m
e v, = 30 m/s e a curva azul representa o caso 3, com a condic¢do inicial x3 = 0 m e vy = 20
m/s. E possivel notar que, apesar das variaces significativas na amplitude de oscilagdo entre os

diferentes casos o periodo se mantém constante.

Para determinacao do valor de ¢ para alcangar o valor madximo da amplitude do movimento
vibratério livre, aplica-se a andlise da equacdo do movimento dada em (4.16) utilizando as
condigdes iniciais do sistema 2(0) = 0 e dz/dt = v, onde definiu-se w = /k/m como a
frequéncia angular de oscilagdo do corpo. Tomando a derivada em relagdo ao tempo da equagdo
(4.16) e igualando a derivada a zero resultando em — Awsen (wt + ¢y) = 0. Observe que, para a

equagao seja realmente zero o argumento da funcdo sen deve ser igual a um multiplo de 7.

Como —Aw # 0. Dessa forma, temos que wt + ¢o = nm, onde o valor de ¢ € dado por
t = (nm — ¢g)/w onde n é um nimero natural na forman = 1,2,3, - --. Aplicando a condi¢do
inicialem que n = 1l e w = 1, onde £k = 1 e m = 1 sdo valores definindo nos parametros da
janela Modelo Matematico para a constante eldstica k£ e a massa m dados representados na

Figura 25, obtemos que t = m — ¢y.

Com o valor de t definido, podemos encontrar o valor da amplitude A maxima para o
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: P ) ~ / Vo 2
movimento vibratério livre no caso 1 através da equagdo A = /2% + (—0) dada em 4.17, onde
w

r1 = 0m e v; = 50 m/s a amplitude maxima é de A; = 50 m; para o caso 2, as condicdes

iniciais sdo xo m e v9 = 30 m/s a amplitude maxima é A, = 30 m; para o caso 3, as condi¢des
inciais sdo 3 = 0 e v3 = 20 m/s a amplitude maxima € A3 = 20 m. Esses valores representam

o maior deslocamento das massas m em relac@o as suas posicoes de equilibrio.

Para obter o valor de ¢ maximo para o valor da amplitude méxima no caso 1. Substitui-
remos os valores A = 50 m e z; = 0 m na equacdo zy = A cos ¢ dada na equacio (4.14) para
determinar o valor de ¢ para o valor da amplitude mdxima. Obtemos 50 cos ¢y = 0, onde ¢ €

dado por ¢y = g + km, onde k pertence aos inteiros. Tomando o valor de k£ = 0, o valor de ¢,
resulta em ¢y = g dessa forma o valorde ¢ ficat = 7 — g resultando em ¢t = g ~ 1,57s.

A Figura 28 a seguir ilustra a amplitude mdxima do movimento vibratdrio livre para
os trés casos estudados, destacando o ponto de maior deslocamento em relacdo a posicao de
equilibrio. Observa-se o comportamento oscilatorio tipico, onde a amplitude atinge um valor
méaximo determinado pelas condi¢des iniciais do sistema. Essa representacdo grafica permite
visualizar claramente o limite de oscilacdo da massa nos 3 casos, evidenciando os valores dos

instantes através da janela Tabela.

Figura 28 — Gréfico que representa a amplitude total do movimento livre ndo amortecido, quando a mola
¢ distendida ao maximo nos trés casos estudados.

Grafico Tabela
t X X X
E] S R N A 134 48.67 29.20 19.47) A
; 135 48.79 23.27 1351
! 136 48.89 2934 1356
137 43.00 29.40 19,60
138 43.09 29.46 19,64
139 43.19 2351 1967
1.40 4927 2956 13.71
‘ 1.41 4336 2961 19.74
m BNV SR AR —— : 142 49.43 2966 13.77
1 143 4351 23,70 13.80
A 144 4357 2974 19.83
! 145 4364 2978 19.85
2000 - < - - e | 146 49.69 29.82 19,98
147 43,75 29.85 13.30
148 4379 29.88 13.92
149 4984 29.30 19.93
150 49,87 29.92 13.35
151 43.31 29.34 19.96
152 4334 2936 13.97
153 43.3 29.38 19.38
= t 154 43.93 23.99 19.99
I—] 155 43.39 29.39 20.00
156 50.00 3000 20.00
[1s7] [ so00 30,00 2000/

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Observar-se que a amplitude mixima € alcancga realmente no tempo ¢ = 1.57 s como
indicado na Figura 28 e suas respectivas posi¢Oes: para o caso 1 a massa alcanga a posi¢ao
1 = 50 m, no caso 2 temos o = 30 m e no caso 3 a massa alcanca a posi¢do r3 = 20 m.
A Figura 28, portanto, facilita a compreensdo da dindmica da amplitude ao longo do tempo,

proporcionando uma anélise visual do comportamento do sistema.
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No grafico apresentado na Figura 27, o sistema massa-mola que apresenta amplitudes
tanto positivas quanto negativas. Pode-se observar com os mesmos procedimento anteriores para

encontrar o deslocamento maxima da mola quando comprimida.

A amplitude negativa observada na Figura 29 € resultado do deslocamento maximo da
massa em dire¢do contraria ao ponto de equilibrio para os casos em que 1, = —50 m, zo = —30

m e xr3 = —20 m o que indica uma distensdo da mola além do ponto de repouso inicial.

No movimento vibratério livre, a amplitude representa a maxima distancia da posi¢ao
de equilibrio, e como a oscilagdo ocorre em torno deste ponto, o sistema exibe simetria entre
amplitudes positivas e negativas. Observando a Figura 29 quando a mola € distendida ao méximo,
sua amplitude assume valores negativos, evidenciando o momento em que a for¢a restauradora
dada em (4.1) esta direcionada para trazer a massa de volta ao equilibrio, o que resulta na

oscilagdo caracteristica do movimento harmonico.

Figura 29 — Gréfico que representa a amplitude minima do movimento livre ndo amortecido, quando a
mola € distendida a0 maximo nos trés casos estudados.

Grafico Tabela
t X x X
T 448 -43.56 -28.19 -19.46] A
4.4 -43,77 -23.26 -13.51
1 450 -48.88 29,33 -19.585
451 -43,93 -23.39 -13.59
452 -43,08 23,45 -19.63
Fae0n 453 -43,17 -23.50 -19.67
454 -43.26 -23.56 -19.70
455 -43 34 -23.61 -13.74
$iz 456 -43.42 23,65 -19.77
457 -43,43 -23.70 -13,80
7 o y 00 S 400 500 453 -43 56 29,74 -19.42
+ + + + . £ 4.59 -49.63 -29.78 -19.85
I—-—l, 450 -43 .68 23,81 -19.47
: 451 -43 74 -23.34 -13,90
I 452 -49.79 -29.87 -13.91
e I S A SR W W, S 453 -43,83 -23.30 -13,93
PP —A 454 -43,87 29,92 -19.495
! 455 -43,30 -23.94 -13,96,
A2 | ettt M 456 49,93 -23.36 -13.97
is . 457 -43,96 -23.97 -13,98
453 -43,97 23,98 -19.99
' 459 -43,99 -23.39 -13,99
| BB ”JF*H 1 4.70 -50,00 -20.00 -20,00
471 -50,00 -30.00 -20.00 v

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Na Figura 29, o software modellus apresenta o grafico do movimento livre ndo amorte-
cido, ilustrando o deslocamento mdximo da mola quando comprimida. Note que, para os trés

casos a amplitude mdxima da mola comprimida € alcanga no tempo ¢t = 4.71 s.
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Figura 30 — Gréfico representando a periodicidade do movimento livre ndo amortecido.

Grafico Tabela
! { t x x x
L e ettt T """""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" 1388 48,36 23.01 19.34 A
1389 43,48 23.09 19,39
13,90 4360 23.16 19.44
1391 48,72 29.23 19.49
7777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777777 1392 48,83 23.30 19.53
1393 43,93 29.36 19.57)
1394 43,03 29,42 19.61
""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" 13,95 43,13 29.43 19.65
13,96, 43.22 29.53 19.69
1397 43.30 29.58 19.72
: . ) 1398 43,33 29.63 19.75)
| 00 00 X 00 00 00 00 00 100 | T o T 5
14,00 4353 29.72 19.81
1401 4360 29.76 19.34
14.02 4366 29.79 19,36,
1403 4371 29.83 19.89
14.04 43.76 29.86 19.91
14,05 4381 29.89 19.92
14,06, 43,85 23.91 19.34
1407 4389 29.93 19.95
14,08 43,92 29.95 19.97
1409 43.94 29.97 19.98
- T 14,10 43,97 29.98 19.99
| i 14,11 43,33 23.99 19.99| v

Fonte: Elaborado pelo Autor.

A Figura 30, mostra que quando o sistema € perturbado, ele entra em um movimento
harmdnico simples (MHS), caracterizado por um padrao oscilatério. Sendo o periodo 7', o tempo
que leva para a particula em movimento harménico simples retornar a sua posicao inicial. A
amplitude A representa a maxima distancia que a massa se desloca da posicdo de equilibrio,

enquanto a frequéncia f determina a taxa de oscilagao.

Para determinacdo do valor de ¢ para que se alcance o maxima amplitude ou minima no
gréfico da velocidade v(t), tomaremos a segunda derivada da equacdo do movimento livre ndo

amortecido dado em (4.16) e igualando a zero resultando na equagio —Aw? cos(wt + ¢y) = 0.

Como —Aw? # 0, a equagio se reduz a cos(wt + ¢g) = 0 a solugdo neste é dado para

™ . . .
um cos(x) =08 x = 5 + nm, para todo valor de n pertencentes ao conjunto dos inteiros. Logo

obteremos,
wt+¢g = g—l—mr
1
t = — z‘i‘nﬂ'—(bo
w\ 2

Lembrando que o valor de ¢, foi calculado anteriormente com os valores do caso 1.

Onde ¢, € dado por ¢y = g + km, considerando o valor de £ = 0, temos como resultado ¢g =

Do|

Substituindo encontramos,

considerando n = 1 e substituindo os demais valores, encontramos que ¢t = 7 ~ 3, 14 s, como

mostra o grifico na Figura 31.
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Figura 31 — Gréfico da velocidade em funcio do tempo para o movimento livre ndo amortecido, evidenci-
ando um dos pontos de velocidade minima, bem como a periodicidade do sistema.

Gréfico Tabela

t v

e | T t + t + } 3:14 'ﬂ

Note que, a velocidade v(t) varia periodicamente, apresentando um padrio senoidal
caracteristico de sistemas harmonicos simples. Este movimento é caracterizado pela auséncia de
forcas dissipativas, como o atrito ou resisténcia do ar, o que preserva a amplitude das oscilagdes
ao longo do tempo. A direita, a tabela apresenta um dos valores de minimo em detalhados

destacando os extremos de v = =50 m/sem ¢t = 3, 14 s.
Na Figura 32, o grafico destaca um dos valores de mdxima amplitude para velocidade

v(t).

Figura 32 — Gréfico da velocidade em funcao do tempo para o movimento livre ndo amortecido, evidenci-
ando um dos pontos de velocidade mdxima, bem como a periodicidade do sistema.

Gréfico Tabela

t v
P 6.19 978~
620 4983
621 987
622 .30
623 95
624 .35
625 .37
625 .39
£.27, £0.00
628 50.00]
33 5000
630 .39

6.32 49.97)
6.33 49.95)
6.34 49.92|
6.35 43.89
6.36 49.85)
6.37 49.81)
6.38 4977,
6.39 49.72|
6.40 49.66)
6.41 49.60
6.42 43.53 v

A tabela a direita apresenta um dos valores de maximo em detalhados destacando os

extremos de v = 50 m/semt = 6,28 s.

A relagdo entre os gréficos de posi¢do z(¢) em fungdo do tempo t e velocidade v(t)
em funcdo do tempo ¢ para um Movimento Harmonico Simples (MHS) é importante para

compreender o comportamento dindmico do sistema massa-mola durante sua oscilacao.
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Figura 33 — A curva laranja, representa o grafico da posi¢do em funcdo do tempo z(t). Note que, a
posic¢ao da particula varia senoidalmente com o tempo. A curva azul, representa o grafico
de velocidade em funcdo do tempo v(t) também € uma fungao senoidal, mas deslocada em
relacdo ao grafico de posicdo.

Grafico Tabela

t x v
) OB === = = =~ g - s 0.00 0.00 50,00, A
: 0.01 0.50 50,00
0.02 1.00 49.99
0.03 1.50 49.98
0.04 2.00 49.96
0.05 250 43.94
0.06 3.00 49.91
0.07 3.50 49.38
0.08 4.00 49.34
0.09 4.49 49.30
0.10 4.99 49.75
0.11 5.49 49.70
0.12 5.99 43.64
0.13 6.43 49.58
0.14 6.98 43.51
0.15 7.47 49.44
0.16 7.97 49.36
0.17 8.46 49.28
0.13 .95 49.19
0.19 9.44 49.10
0.20 9.93 43.00
0.21 10.42 48.90
0.22 10.91 48.79
0.23 11,40 48,68 V.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Observe que, quando a posi¢do estd no maximo ou minimo de sua amplitude A, a
velocidade € zero. Isso ocorre porque a velocidade € uma funcao senoidal em relacio a posigao.
Quando a massa passa pela posi¢do de equilibrio, a velocidade ¢ maxima. Nesse ponto, a
velocidade é maxima e positiva quando a particula se move para longe da posicao de equilibrio e

maxima e negativa quando se move em dire¢do a posi¢do de equilibrio.

Portanto, a relagdo fundamental entre os graficos de z(t) e v(t) para o MHS € que eles
compartilham a mesma forma senoidal, mas a velocidade estd defasada em relacao a posicao.
Essa relacdo € essencial para compreender a dinamica do MHS e as interagdes entre posicao e

velocidade ao longo do tempo.

5.2 SIMULACOES DAS VIBRACOES LIVRES AMORTECIDAS

Nos cendrios do mundo real, os osciladores ndo mantém um movimento oscilatério
indefinido. Fatores dissipativos, como forcas de atrito e resisténcia do ar, estdo sempre presentes,
agindo para reduzir gradualmente o movimento até que cesse completamente. Se a forca
dissipativa estiver relacionada a velocidade, a forca resultante sobre o oscilador harmonico sera

expressa como F' = —ki — bu.
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Figura 34 — Modelo das oscilagées livres amortecidas.

Modelo Matematico
F=-KXxx-bxvy

dv F

at m

dx

=y

Param etros Condigdes Iniciais

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Podemos utilizar o Modellus para analisar os impactos da dissipacao no oscilador harmo-
nico. Adicionar o termo —bv a for¢a de Hooke, na primeira linha da Figura 34, é uma maneira

simples de incorporar a forga dissipativa ao modelo que temos utilizado até agora.

Para producdo das simulag¢des subsequentes, seguird o mesmo padrao adotado na simula-
¢ao do movimento livre ndo amortecido. Permitindo-nos focar especificamente nas variagdes

introduzidas por diferentes pardmetros ou condicoes.

5.2.1 Analise da simulacao do movimento vibratorio livre subamortecido

O amortecimento subamortecido ocorre quando o coeficiente de amortecimento em um
sistema vibratério € menor do que o valor critico, isso acontece quando w > (3. O valor critico
€ aquele em que o sistema estd no limiar entre 0 amortecimento excessivo (supercritico) € o

amortecimento insuficiente (subamortecido).

Note que, ao adicionar o termo que dissipa 0 movimento, surge uma nova variavel no
painel Parametros na janela do Modelo Matematico. Para obedecer a condi¢do do movimento
subamortecido, usaremos o termo do coeficiente de dissipagdo muito pequeno igual ab = 1e
a frequéncia angular igual a w = 1. Ser4 utilizado a varidvel b no modellus para substituir o -,

como ilustra a Figura 35.
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Figura 35 — Representacdo das condi¢des iniciais propostas para o movimento subamortecido, na janela
do Modelo Matemético.

Modelo Matematico Modelo Matematico
F=-Kxx-bxv F=-Kxx-bxv
dv F dv F
dat m dt m
dx dx
—=v —=v
dt dt
/=283 +x =283 +x
Parametros ‘ Condigdes Iniciais v Parimetros ) Condigdes Iniciais ‘ SO
eI ReTem | ReTmy | OCasol [ Caso2z [MCasoz @
Iguais K= 1.00 1.00 1.00 Tquais 25 0,00 0.00 0.00
Tgusis | o= 1.00 1.00 1.00 Iqusis | v=| 5000/ 30,00/ 20.00
Iquais m= 1.00 1.00 1.00 | v
< > < >

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Ao analisar este modelo com b = 1 representando o ‘coeficiente de dissipa¢do’, observa-
mos o comportamento do movimento descrito na Figura 36. E importante notar que continuamos
a utilizar os valores k£ = 1 e a massa m = 1, enquanto o intervalo de tempo agora se estende até
t = 10 s. Destaca-se o efeito amortecedor da dissipacdo nas oscilacdes, resultando na gradual

aproximagdo do sistema ao ponto de equilibrio.

A interpretacdo do grafico do movimento vibratdrio subamortecido € crucial para entender

as caracteristicas dindmicas de sistemas vibratdrios sujeitos a amortecimento moderado.

Figura 36 — Representacdo do movimento subamortecido para os trés casos.

Gréfico Tabela

t X x X

9.36 052 031 021"
938 0.51 031 020
9.40 0.50 030 020
942 0.50 030 020
44 0.49 023 020
946 043 023 0.19
948 0.47 028 0.19
950 0.47 028 0.19
952 0.46 027 0.13
954 0.45 027 0.13
956 0.44 026 0.13
958 0.43 026 0.17
950 0.43 026 0.17
9562 0.42 025 0.17
964 0.41 025 0.16
956 0.40 024 0.16
9568 039 024 0.16
970 039 023 0.15
972 038 023 0.15
974 037 022 0.15
976 0.36 022 0.14
978 0.35 021 0.14 v

Fonte: Elaborado pelo Autor.

O gréfico gerado do movimento subamortecido exibe também um padrdo senoidal, indi-
cando oscilagdes periddicas. No entanto, a amplitude dessas oscilacdes diminuird gradualmente
devido ao efeito do amortecimento b. Se alterarmos o coeficiente de amortecimento isso afetara
a taxa de decaimento da amplitude, um aumento no coeficiente de amortecimento resulta em um

decaimento mais rdpido, enquanto uma diminuicdo leva a um decaimento mais lento.
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Observe, na Figura 36, que o movimento vibratdrio também apresentacdo uma amplitude
maéxima, representando o deslocamento maxima alcangada pelo sistema massa-mola. Para
determinar o tempo ¢ maximo para se alcanc¢ar a amplitude mdxima, analisaremos a equagao
do movimento dado em (4.28) com as condi¢des iniciais para sistema z(0) = 0 e dz/dt = vy,
definiu-se wy = 1/f? — w?, onde 5 = ~y/2 pois, assumindo que expressao dentro da raiz seja

B < w, isso, resultard em solucdes complexas.

Tomando a derivado da equagdo (4.28) e igualando a zero, resultara em tg (wot + ¢o) =
— 3 /wp, onde, a tangente descreve o angulo formado pela fase total em fung¢do do amortecimento
e da frequéncia angular indicando que o sistema tem uma relac@o entre a frequéncia e o amorte-
cimento. Dessa forma, calculando o arco tangente dos dois lados da equagdo e isolando o valor
de t € encontra-se que ¢ = [arctg (—/3/wo) — ¢o| /wo. Onde, 0 arco tangente negativa indica que
o sistema tem uma relacdo entre a frequéncia e o amortecimento que inverte a dire¢do esperada

da oscilacdo em relacdo ao movimento ndo amortecido.

A fim de determinar o valor de ¢y na equacao acima para que o valor da amplitude seja
maxima, utilizaremos os valores A = 50 m e ;1 = 0 m do caso 1 na equagio zy = A cos ¢y
dada em (4.26). Obtemos 50 cos ¢y = 0, onde ¢, € dado por ¢y = g + k7, onde k pertence ao
conjunto dos inteiros incluindo multiplos de 7 devido a periodicidade da tangente. Note que, se
os valores de k forem maior que zero (k > () os valores para o tempo ¢ serdo negativos. Para
esse caso, tomando o valor de & igual a (k = —1), contudo, o valor de ¢, resulta em ¢y = g -,

dessa forma, o valor de ¢ fica t = [arctg (—3/wo) + 7/2] Jwo.

Substituindo os valores inseridos na janela Modelo Matematico na Figura 35, entramos
que t ~ 1,21 s, conforme mostra a Figura 37. Essa representacdo grafica permite visualizar
claramente o limite de oscilacdo da massa nos 3 casos, evidenciando os valores dos instantes

através da janela Tabela.

Figura 37 — Valores das amplitudes maximas no o movimento subamortecido na vibracao livre para os
caso 1,2 ¢ 3.

Grafico Tabela

t x x x
| | - — 1.06) 27.00 16.20 1080 A
—‘ 1.08 27.08 16,25 10.83

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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A Figura 37 ilustra a amplitude mdxima do movimento vibratdrio livre amortecido para
o caso subamortecido nos trés casos estudados, destacando o ponto de maior deslocamento em
relacdo a posi¢do de equilibrio alcangado no tempo ¢ ~ 1,21 s para os trés casos. A posicao
alcancgada para o caso 1 (curva em laranja) foi de x = 27,31 m, no caso 2 (curva em verde)
0 maximo se alcanca em x = 16,39 m e no caso 3 (curva em azul) quando o x = 10,93
m. Observa-se o comportamento oscilatorio tipico, onde a amplitude atinge um valor maximo
determinado pelas condi¢des iniciais do sistema e decai de acordo o valor do coeficiente de

dissipagao.

Para determinag¢do do tempo ¢ para alcangar os maximos € minimos no grafico da
velocidade v(t), tomaremos a segunda derivada da equagdo do movimento subamortecido dado

em 4.28 e igualando a zero, resultando na equacao,

d?z(t
%g) = 2BwyAe P sen (wot + ¢o) + (5% — wo)Ae P cos(wot + ¢o)
2Pwpsen (wot + ¢g) = ((,uo — ﬂ2) cos(wot + @p)
2 2
wy — B
t t = ——
g (wot + ¢o) 2o
Aplicando o arctangente nos dois lados da equagao e isolando o valor de ¢ e substituindo
o valor de ¢y = —g resultando em,
1 w2 — B2 T
t=—|arctg | 2—"— ) + =
s () +5

Aplicando os valores dados na Figura 35 para o caso 1 na equacdo acima e encontramos

o valor de minima amplitude em relag@o o grafico da velocidade v(t) que é dadaem t ~ 2,42 s.

Figura 38 — Grafico do movimento livre subamortecido para o caso 1, 2 e 3 mostrando a variagdo da
velocidade em fung¢do do tempo v(¢).

Grafico Tabela
f50.0 t v v v
224 1467 -8.80 5.87 A
226 -14.72 -8.83 5.89
2.28 -14.77 -8.86 5.91
230 -14.81 -8.89 5.93
232 -14.45 -8.91 5.34
234 -1487 .92 5.95
236 -14.90 .94 5.9
2.38 -14.91 -8.95 5.9
2.40 -14.92 -8.95 5.97
2.42 -14.32 -5.95 -5.97)
244 1432 .95 597
2,46 -14.91 -8.95 5.9

2.48 -14.89 -8.94 -5.96|
2.50 -14.87 -8.92 -5.95)
2.52| -14.85 -8.91 -5.94
2.54 -14.82 -8.89 -5.93

I pA I 2.56) -14.78 -8.87 -5.91)
2.58 -14.74 -8.84 -5.89)

—t 260 -1469 881 583
262 -1464 878 56
264 -1458 875 583

2.66) -14.52 -8.71) 581

Fonte: Elaborado pelo Autor.

O sistema inicia com uma velocidade decrescente e converge para o equilibrio sem

oscilacdes. A tabela ao lado detalha os valores da velocidade nos instantes correspondentes
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v = —14,92 m/s para o caso 1 (curva em laranja), v = —8, 95 m/s para o caso 2 (curva em
verde) e v = —5, 97 m/s para o caso 3 (curva em azul) no tempo ¢ = 2,42 s para minimo da

velocidade para os trés casos estudados.

O amortecimento subamortecido em um sistema massa-mola resulta em graficos de
posi¢do x(t) em fungdo do tempo t e velocidade v(t) em func¢do do tempo ¢ que refletem
caracteristicas especificas desse tipo de amortecimento. Os gréficos z(t) e v(t) proporcionam
uma representacao visual do comportamento dindmico ao longo do tempo, mostrando como a

posicdo e a velocidade evoluem em resposta ao amortecimento, como mostra a Figura 39.

Figura 39 — A curva laranja, representa o grafico da posi¢do x(¢) em funcdo do tempo ¢. Note que, a
posicdo da particula varia senoidalmente com o tempo e sua amplitude diminui com o tempo
até chegar ao ponto de equilibrio. A curva vermelho, representa o gréfico de velocidade
v(t) em fungdo do tempo ¢ também é uma fungdo senoidal. Observe que a velocidade
também exibird um decaimento exponencial ao longo do tempo. Essa taxa de decaimento é
determinada pelo coeficiente de amortecimento.

Gréfico Tabela

t x v
222 17,86, -1451 A
224 1757 -14567
2.26 17.28 -1472
228 16.38 -14.77
230 16.68 -1481
232 1633 -14:85
234 16.09 -14:87
236 1579 -14.30
238 15.43 -1431

2.40 15.20, -14.92|
2.42| 14.90 -14.92|
2.44 14.60 -14.92|
2,46/ 14.30 -14.91)
2.48 14.00 -14.89
50 e r——ia 500 ) 250 371 -1487

2 252 13.41 -14.85,
254 13.11 -14.82
256, 12,82 -14.78
258 1252 -14.74
260, 1223 -14.69

262 1193 -14.64
264 1164 -1458

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Note que, o grafico de posi¢ao x(t) exibi um decaimento exponencial ao longo do tempo
devido ao efeito do amortecimento subcritico para o caso 1. A amplitude diminuird gradualmente,
mas a oscilagdo persistird. A velocidade também exibird um decaimento exponencial ao longo
do tempo. A taxa de decaimento é determinada pelo coeficiente de amortecimento. A defasagem

entre os graficos de posicdo e velocidade € evidente.

Quando a posicdo € méxima (ou minima), a velocidade € zero, e vice-versa. O ponto
onde a velocidade atinge zero € o ponto de inflexdo no gréifico, indicando uma mudanga na
direcdo do movimento da massa. Isso € caracteristico do comportamento oscilatério e do efeito

do amortecimento.

5.2.2 Anadlise da simula¢ao do movimento vibratoério livre superamortecido

O movimento vibratério superamortecido ocorre em sistemas massa-mola quando o
coeficiente de amortecimento € grande o suficiente para impedir completamente a ocorréncia de

oscilagdes. Nesse cendrio, 0 amortecimento € tao forte que a massa nao realiza oscilagdes, mas
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retorna a posi¢ao de equilibrio sem ultrapassé-la, resultando em um decaimento exponencial da

amplitude. O sistema atinge rapidamente o equilibrio sem ultrapassa-lo.

Para obedecer a condi¢do do movimento subamortecido, usaremos o termo do coeficiente

de dissipacdo muito grande igual a b = 4, como ilustra a Figura 40.

Figura 40 — Representacio das condigdes iniciais propostas para o movimento superamortecido, na janela
do Modelo Matemético.

Modelo Matematico Modelo Matematico
F=-Kxx-bxvy F=-Kxx-bxv
dv F dv F
dat m dat m
dx dx
—=vy —=V
dt dt
/=283 +x =283 +x
Parimetros ‘ Condigdes Iniciais % Pardmetros ‘E“_Q&_Dﬂﬁi_qﬁe_{{w?ﬁﬁifuil S
OCasol ECaso2 ECaso3 | A OcCasol [ Caso2 DCaso3 @
Tguais | K= 1.00 1.0000 100 lusis | x=| 000 o000 000
Tuais | b= 400/ 400/ 400 Iuais | v=| 50,00 | 30.00 20.00
Iquais m= 1.00 1.00 1.00 | v
< > < >

Fonte: Elaborado pelo Autor.

O grafico do movimento no amortecimento supercritico € util para visualizar a rapida
resposta do sistema ao amortecimento, especialmente em situagdes onde € necessario evitar

oscilagdes prolongadas e atingir rapidamente o equilibrio como mostra a Figura 41.

Figura 41 — Representacdo do movimento superamortecido para os trés casos.

Gréfico Tabela
t x x x

064 10.83 6.50 433"
0.66 1086 652 435
0.8 1089 653 436
0.70 1091 654 436
0.72 10.92 6.55 437
074 10.93 6.56 437
0.76 1093 6.56 437
0.78 1093 6.56 437
0.60 1092 6.55 437
0.62 1091 6.55 436
0.84) 1090 654 436

"""""" 0.85 1088 653 435
0.68 1086 652 434
0.90 1084 6.50 434
0.92 1081 6.49 433
0.94 1079 6.47 432
0.96 1076 6.46 430
0.98 1073 6.4 429
1.00| 1070 6.42 428
1.02 1066 6.40 426
104 1063 6.38 425
1.06 1059 6.35 424

Fonte: Elaborado pelo Autor.

O gréfico de posi¢do em funcdo do tempo exibe um decaimento exponencial da amplitude.
Isso significa que a posicdo da massa em relagc@o ao equilibrio diminui com o tempo de uma
maneira exponencialmente rdpida. Ao contrdrio dos casos subamortecidos, onde ha oscilagdes
prolongadas, o sistema superamortecido converge rapidamente para o equilibrio. O decaimento

exponencial reflete a rdpida atenuacdo da amplitude até a posicao de equilibrio.
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Observamos que, o grafico para este movimento nao oscila mas exibe uma amplitude
méxima e apds decai exponencialmente com o tempo. Qual serd o valor para o tempo ¢ que
mostra 0 momento exato da amplitude méxima? Para obtermos, este valor retomaremos a
equacdo (4.33) e derivaremos em relacdo ao tempo ¢ e igualando a zero e apds aplicando as
condi¢Oes para sistema, definiu-se wy = /(2 —w?, onde § = /2, pois, assumindo que

expressdo dentro da raiz seja 3 > w.

dz(t)

_ —pt Vo wot Vo —wot — Bt Vo wot Vo —wot
= —pec 5 € — 5 ¢ +e —e*" + —e
dt 6 2&)0 2w0 2 2
0 = ﬂ <ewot _ ewot) + Yo <€wot + e—wot>
2&}0 2
O — ewot E o /BUO + e,th @ + /BUO ’
2 2("}0 2 2(,00
. o v v v v ) .
tomaremos a seguinte substituicdo a = 2 ﬁ eb=| —+ ﬁ e logo apds aplicaremos
2 2&)0 2 2(,00

logaritmo nos dois lados da equacdo, resultando em,

ae??t + pe~0ot =
—2wot _ _g
¢ b
—2wot = log (_E)
b
¢ L ( “)
= — 10 —_
QOJO & b

Aplicando os valores dados na Figura 40 na equacdo acima e encontramos ¢ ~ 0, 76 s.

O gréfico na Figura 42 apresenta o comportamento das vibragdes para diferentes con-
di¢des iniciais ou parametros do sistema superamortecido ocorrendo quando o coeficiente de
amortecimento é maior que o critico (3 > 1). Note que, todas as curvas atingem uma amplitude
méaxima em ¢ = 0, 76 segundos, conforme destacado na tabela e no grafico. Esse valor € o ponto
onde a energia potencial do sistema atinge o valor méximo antes do amortecimento reduzir

progressivamente as vibragdes.



5.2. SIMULACOES DAS VIBRACOES LIVRES AMORTECIDAS

82

Figura 42 — Representacao do movimento superamortecido para os trés casos.

Gréfico

Tabela

t

0.64
0.6,
0,68
0.70
0.72
0.74,

1083
1086
1089
1031
10.92
10,93

433"
435
436
436
437
437

0.76 10.93

4.37]

0.78
0.80
0.82
0.4
0.36,
0.88
0.90
0.92
0.94
0.95,
0.98
1.00
1.02
1.04
1.06

10.93
10.92
1031
10.30
1088
1086
1084
1081
1079
1076
1073
10.70
1066
1063
1059

4.37,
437,
4.36,
4.36,
4.35
434
434
4.33
432
4.30
4.29
4.28
4.26,
4.25
424

Fonte: Elaborado pelo Autor.

A tabela associada a simulacdo fornece os valores numéricos para o tempo (¢) e des-

locamentos () correspondentes de cada curva. No instante ¢t = 0, 76 s, os deslocamentos sdo

T

T

4,37 m para o caso 3 (curva em azul), como destacado na janela Tabela.

= 10,93 m para caso 1 (curva em laranja), x = 6,56 m para o caso 2 (curva em verde), e

Para o gréfico da velocidade em relacdo ao tempo no movimento superamortecido,

tomaremos a segunda derivada da equagao do movimento dado em (4.33) obteremos,

d*z(t)
dt?

_ 626—[%

Vo Vo
ewot

2(,00 B 2(,00

—wot

+e 5

— 2pe7 P Y0 gt +

2

—gt [ Yoo oot _ VoWo p—wot
2

Vo
2

—wot

9

igualando a segunda derivada a zero e em seguida agrupando alguns termos em comum, obtere-

mos,

e*ﬂtewot

Dividindo toda equagio pelo termo exponencial e~?

2
eb= (ﬁ Uo+

2&)0

VoWo

T

2
/8 Vo . /61}0 _ e,[gte,w(}t
2w0

t

BQUO
( 2&)0 +

VoWo
2

+ 5”0)

2
dois lados para que se isole o termo ¢ e tomando a seguinte substituicdo a = (% + %
Wo
Uozwo — 51}0), obteremos,
2 2
awot [ P00 | Uowo B _ B vo | vowo
‘ <2w0+ 2 BUO) (2w0+ g TP
209 vow
(5 0, Yo% Bvo)
2wot QWO 2
‘ B Yoo
0
— pu
(2w0 Ty 0)

e~o! e aplicando o logaritmo dos

+ 5”0)
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2wt = log | —
1 [a
N 2&)0 b

Aplicando os valores para calcular o tempo para amplitude minima da velocidade para
este caso, obtemos ¢ ~ 1.52 s. O gréfico a seguir ilustra esse instante, na tabela ao lado exibe os

valores das velocidades alcancadas neste tempo para os trés casos.

Figura 43 — Grafico do movimento livre superamortecido para o caso 1, 2 e 3 mostrando a varia¢io da
velocidade em fung@o do tempo v(t).

Grafico Tabela
t v v v
138 -2.36) 142 034 A

140 2.37 142 0.95

142 -2.37 142 095

144 -2.38 -1.43 095

146 2.38 143 0.95

143 -2.39 -1.43 095

150 239 14 036
152 -2.39 -1.43 -0.36)

154 239 143 036

156 -2.39 -1.43 095

, , : : : 158 2.38 -1.43 0.95

160 -2.38 -1.43 095

I_ 162 -2.38 -1.43 095

154 -2.37 142 095

166 -2.37 142 095

B— 168 -2.36) 142 095
170 2.36 141 094

172 -2.35 -1.41 094

X 174 234 -1.41 094

: 176, 234 -1.40 0.34
178 -2.33 -1.40 093

. 130 232 -1.39 093 v

O gréfico, na Figura 43 observa-se que a velocidade inicial de cada caso diminui rapida-
mente, atingindo valores negativos antes de estabilizar no tempo. Esse comportamento evidencia

a acdo dominante do amortecimento, que elimina rapidamente a energia cinética do sistema.

Cada curva corresponde a condig¢des iniciais distintas, resultando em respostas diferentes,
conforme mostrado pelas velocidades minimas e os tempos em que essas velocidades ocorrem.
A tabela ao lado fornece os valores numéricos para a velocidade v(t) em instantes especificos,
permitindo a anélise precisa dos tempos e amplitudes caracteristicas de cada caso. A marcagao
no grafico destaca os pontos em que ¢t = 1, 52 s, indicando momentos importantes de transi¢ao
na dindmica do sistema no caso 1 (curva em laranja) a posicao indica z = —2, 39 m, no caso 2

(curva em verde) marca a posicdo —1,43 m e no caso 3 (curva em azul) a posicdo x = —0,96 m.

A Figura 44 exibe o grifico do movimento posi¢cdo z(t) e velocidade v(¢) em um
sistema massa-mola submetido a amortecimento supercritico exibe caracteristicas especificas

que refletem o comportamento do sistema para o caso 1.
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Figura 44 — A curva laranja representa o grafico de posi¢cdo em fungdo do tempo exibe um decaimento
exponencial da amplitude. A amplitude diminui rapidamente ao longo do tempo, indicando
que o sistema converge para a posic¢do de equilibrio sem oscilar. A curva em verde representa
o grafico da velocidade em funcdo do tempo também exibe um decaimento exponencial. A
velocidade diminui exponencialmente a medida que o sistema se aproxima do equilibrio.

Gréfico Tabela
t x v

11.90 036, -0.16 A
1192 036, 0.16,
1194 035 -0.16
11.96) 035 -0.16|
1198 035 0.16,
12.00 035 -0.16|
12.02 035 -0.15|
12.04 034 0.15
12.06) 034 -0.15|
12.08 034 -0.15|
12.10 034 0.15
12.12| 034 -0.15|
12.14 033 -0.15
12.16) 033 0.15
12.18) 033 -0.15|
12.20 033 -0.15|
12.22] 033 0.15

s, T e S SR St St St St S et 12,24 0.33 -0.15
12.26 032 -0.14)
12.28 032 0.14
12.30 032 -0.14
12.32 032 -0.14 v

Fonte: Elaborado pelo Autor.

O decaimento exponencial é evidente tanto no grifico de posi¢do z(t) quanto no de
velocidade v(t). Ambos exibem uma rapida convergéncia para zero a medida que o sistema se
aproxima do equilibrio. A posicao e a velocidade atingem zero simultaneamente, indicando que

a massa estd em repouso na posi¢ao de equilibrio.

5.2.3 Analise da simulacdo do movimento vibratério livre criticamente amortecido

O amortecimento critico € aquele em que o coeficiente de amortecimento € ajustado de

maneira a proporcionar a resposta mais rapida ao equilibrio sem ultrapassa-lo.

Figura 45 — Representagdo das condi¢des iniciais propostas para o movimento criticamente amortecido,
na janela do Modelo Matemitico.

Modelo Matematico Modelo Matematico
F=-Kxx-bxv F=-Kxx-bxv

dv F dv F

dt m dt m

dx dx

ar ar "’

I=283 +x =283 +x

| Parametros || | CondigBes Iniciais v Pardmetros )

OCasol HCasoz OCasod [ O Casol [@Casoz [ Caso3 [ CH

Iguis | K=| 0.25|/" 025 0.25 tguis | x=| 100/ noo!l 1ool
gusis | b= 100 100/ 100 s | v=| o000l osoll vooll
Iguais m= 1.00 1.00 1.00 |v

< > < >

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Para estudar o comportamento desse movimento nos casos 1, 2 e 3, utilizaremos a
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condigdo em que f = w = 1/2 e os valores para as posi¢cdes z = 1 m, a constante eldstica iguais
ak = 0,25 kg/s?, o coeficiente de amortecimento iguais a b = 1 kg/s e as massas iguais a m = 1
kg e variando somente os valores das velocidades 1 = 0 m/s, v = 0,5 m/s e v3 = 1 m/s, como

se pode observar na Figura 45.

O gréfico abaixo na Figura 46, exibe o comportamento do sistema com amortecimento
critico para o sistema massa-mola, em resposta aos valores inseridos na janela Parametros ¢
Condicoes Iniciais, o gréfico exibe caracteristicas distintas que refletem o comportamento do

sistema critico.

Figura 46 — Representacdo das condi¢des iniciais propostas para o movimento criticamente amortecido,
na janela do Modelo Matematico.

Gréfico Tabela

16,60 0.00, 0.00 0.01
1662 0.00, 0.00 0.01
1664 0.00, 0.00 0.01
16,66 0.00, 0.00 0.01
1668 0.00, 0.00 0.01
16.70 0.00, 0.00 0.01
16.72 0.00, 0.00 0.01
1674 0.00, 0.00 0.01
16.76 0.00, 0.00 0.01
16.78 0.00, 0.00 0.01
16.80 0.00, 0.00 0.01
16.82 0.00, 0.00 0.01
1684 0.00, 0.00 0.01
16.86 0.00, 0.00 0.01
16.88 0.00, 0.00 0.01
16.30 0.00, 0.00 0.01
16.92 0.00, 0.00 0.01
16.34 0.00, 0.00 0.01
16.36 0.00, 0.00 0.01
1698 0.00, 0.00 0.01
17.00 0.00, 0.00 0.01
17.02 0.00 0.00 0.01 v

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Note-se que, os gréficos exibem uma amplitude mdxima em tempos diferentes depen-
dendo dos valores das velocidades definidas nas condicdes iniciais. E possivel analisar o tempo
maximo para cada amplitude, nesse caso, utilizaremos a equagdo do movimento criticamente
amortecido dado em (4.39), aplicando a derivado em relagc@o ao tempo ¢ e apds igualando a zero

e isolando a variavel ¢, obteremos,
Vo

(e ——
Buo + B*20

com a equagao para tempo ¢ acima, aplicaremos os valores das condicdes iniciais para entrar o

valor de ¢ para cada amplitude maxima em cada caso.

Iniciando aplicando os valores para o caso 1, onde o valor da velocidade inicial € definida

como vy = 0 m/s, podemos observar o grafico do movimento na Figura 47 abaixo.
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Figura 47 — Grifico do deslocamento z(t) em funcdo do tempo para um sistema massa-mola em movi-
mento criticamente amortecido.

Gréfico Tabela

1120 0.02
11.40 0.02
1160 0.02
1180 0.02
12.00 0.02
1220 0.02
12.40 001
1260 001
120 001
13.00 001
13.20 001
13.40 001
13.60 001
13.80 0.01
14.00 0.01
1420 0.01
14.40 0.01
1460 0.01
140 0.01
15.00 0.00]
15.20 0.00
15.40 000,

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Analisando o grafico, pode-se observar que o sistema inicia seu deslocamento a partir
da posi¢do z = 1 m (posi¢ao inicial). O deslocamento x(t) do sistema retorna para a posi¢ao
de equilibrio sem oscilar e diminui rapidamente nos primeiros instantes, atingindo a posi¢ao de
equilibrio por volta de ¢ ~ 15 s onde os valores para posi¢do de equilibrio sdo muito proximos

de zero, conforme os valores dados na tabela a direita.

A Figura 48, exibe o gréfico da velocidade em fun¢do do tempo para o mesmo sistema
criticamente amortecido. A velocidade inicial € nula, aumentando em moddulo no inicio do
movimento devido a acelerac@o negativa, alcancando um valor minimo negativo. Em seguida,
a velocidade cresce suavemente em dire¢do ao equilibrio, aproximando-se de zero conforme o
sistema dissipa a energia e retorna a posi¢ao de repouso sem oscilagdes. Esse comportamento €
caracteristico do amortecimento critico, no qual a velocidade apresenta uma transicao suave sem

inversdes bruscas ou oscilacoes.

Figura 48 — Grifico da velocidade v(t) para um sistema massa-mola em movimento criticamente amorte-
cido no caso 1. A velocidade parte de zero, atinge um valor negativo maximo e, em seguida,
cresce suavemente em direc@o ao equilibrio, aproximando-se de zero sem oscilagdes, con-
forme o sistema dissipa a energia gradualmente.

Gréfico Tabela

0.00 0.00 ~
0.02 -0.00
0.04 -0.01)

0.08 -0.02]
0.10 -0.02]

0.14 -0.03
0.16 -0.04

0.20 -0.05|
0.22 -0.05|

0.26 -0.06|
0.28 -0.06|

032 -0.07,
034 -0.07,

0.38 -0.08
0.40 -0.08
0.42 -0.09 v

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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Observa-se na Figura 48 o gréfico da velocidade v(t), que exibe uma amplitude minima
pode ser calculada tomando derivada segunda da equacao do movimento dada em (4.39), que
€ descrita por uma expressao exponencial envolvendo as constantes do sistema. Calculando a
segunda derivada da z(¢) e igualando a zero para encontrar os pontos criticos. Esses pontos
correspondem aos valores maximos ou minimos da funcao descritas no grafico da velocidade.

Por fim, isolando o valor de ¢ encontra-se,

~ 2uo + B
3229 + Buy’

Aplicando os valores para o caso 1, encontra-se que o maximo para a velocidade do

sistema € v = —18 m/s quando o valor do tempo € ¢t = 2 s, como pode-se observar na Figura 49.

Figura 49 — Grifico da velocidade v(¢) para um sistema massa-mola em movimento criticamente amorte-
cido no caso 1. A velocidade parte de zero, atinge um valor negativo maximo e, em seguida,
cresce suavemente em direcdo ao equilibrio, aproximando-se de zero sem oscilagdes, con-
forme o sistema dissipa a energia gradualmente.

Gréfico Tabela

t v

: III‘H — - - —~ - - : - ‘ ‘ - - e b ‘ 180 0.8

Fonte: Elaborado pelo Autor.

O sistema parte de um valor inicial préximo de vy = 0 m/s e, rapidamente, a velocidade
diminui, alcancando um valor minimo de v = —0, 18 m/s em aproximadamente ¢ = 2 s. Este

minimo € destacado pela marca vermelha no gréfico.

Ap6s atingir o minimo, a velocidade comeca a crescer em dire¢do ao equilibrio. Com o
passar do tempo, o sistema se aproxima assintoticamente de v = 0 m/s, indicando que o sistema

estd gradualmente cessando seu movimento sem oscilar.

No caso 2 e o caso 3, foi aplicado os valores iniciais para as velocidades vy = 0,5 e
vy = 1 m/s respectivamente. Os gréificos na Figura 50 e Figura 52 apresentam os deslocamentos

x(t), caracterizando um movimento criticamente amortecido.
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Figura 50 — Grifico do movimento criticamente amortecido, ilustrando a varia¢do da posi¢do (z) em
fungdo do tempo () para o caso 2.

Gréfico Tabela
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

Analisando o comportamento para o caso 2, o sistema parte da posi¢ao inicial igual a
1 m a parcela da velocidade inicial vy = 0,5 m/s faz com que o sistema se desloque além da
posicdo inicial, atingindo um pico antes de retornar ao equilibrio no tempo de t = 1 s. A tabela

ao lado apresenta os valores de = para cada instante de t.

O grafico da velocidade v(t) para o caso 2 é dado na Figura 51 abaixo.

Figura 51 — Gréfico do movimento criticamente amortecido para o caso 2, mostrando a variacdo da
velocidade em func@o do tempo v(¢). O sistema inicia com uma velocidade decrescente e
converge para o equilibrio sem oscilacdes. A tabela ao lado detalha os valores da velocidade
nos instantes correspondentes.

Gréfico Tabela

t v
2.76) -0.22( A

2.80 -0.22|
2.82 -0.22]

2.86) -0.22|
2.88 -0.22|

2.92| -0.22|
294 -0.22|

238 -0.22
3.00 -0.22)

3.04 -0.22|
3.06) -0.22|

3.10 -0.22|

3.16 -0.22|
3.18 -0.22| v

Fonte: Elaborado pelo Autor.

No grafico, observa-se uma curva suavemente decrescente no inicio, indicando que o
sistema comega em uma posicao inicial elevada e se move em direcdo ao equilibrio. Segundo,
a tabela anexa mostra a velocidade v(t) em diferentes instantes (¢), com valores préximos a
—0,22 m/s parat = 3 s. Isso indica que o sistema esté se desacelerando, proximo ao ponto de

equilibrio. O ponto mais baixo da curva € o instante de maxima deflexdo (minimo absoluto).

ApOs t = 3 s, a curva se estabiliza, mostrando que o sistema rapidamente retorna

ao estado de equilibrio sem oscilagdes adicionais. A continuidade do grafico sugere uma
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convergéncia a posicao de equilibrio.

Aplicando os valores para o caso 3 onde o valor da velocidade € vy = 1 m/s, o comporta-

mento do deslocamento € similar como podemos observar na Figura 52.

Figura 52 — Grifico do movimento criticamente amortecido, ilustrando a varia¢do da posi¢do (z) em
fung@o do tempo () para o caso 3.

Gréfico Tabela
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

O sistema também parte da posi¢do inicial igual a 1 m a parcela da velocidade inicial
v9 = 1 m/s € somada fazendo com que o sistema se desloque além da posicdo inicial, atingindo

um pico antes de retornar ao equilibrio no tempo de t ~ 1, 33 s.

O gréfico da velocidade v(t) para o caso 3 é dado na Figura 53 abaixo.

Figura 53 — Grafico do movimento criticamente amortecido para o caso 3, mostrando a variagdo da
velocidade em fung¢do do tempo v(). A tabela ao lado detalha os valores da velocidade nos
instantes correspondentes.
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

No grafico acima, a velocidade inicial decresce rapidamente, atingindo um valor minimo
negativo de v = —0, 28 m/s préximo de ¢t = 3, 32 s, como destacado na figura. Apds esse ponto,
a velocidade tende gradualmente a zero, indicando o restabelecimento do equilibrio do sistema.
A tabela ao lado fornece os valores da velocidade em tempos especificos, permitindo uma andlise

quantitativa mais detalhada.
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O decaimento exponencial € evidente tanto no grafico de posicdo quanto no de velocidade.
Ambos exibem uma rdpida convergéncia para zero a medida que o sistema se aproxima do
equilibrio. Sendo que, a posicdo e a velocidade atingem zero simultaneamente, indicando que a

massa estd em repouso na posi¢cao de equilibrio.

Comparado ao subamortecimento, o amortecimento critico leva a uma convergéncia mais
répida para o equilibrio. Em comparacdo com o superamortecimento, 0 amortecimento critico

resulta em um decaimento mais lento, mas ainda mais rdpido do que o subamortecimento.

5.3 SIMULACOES DAS VIBRACOES FORCADAS NAO AMORTECIDAS

As vibragdes for¢adas ndo amortecidas sdo vibragdes que ocorrem quando um sistema
¢ submetido a uma forga externa constante ou periddica sem a presenca de mecanismos de
dissipagdo de energia, como o amortecimento. Nesse contexto, o sistema oscila em torno de sua

posicao de equilibrio com uma amplitude constante, desde que a for¢a externa continue aplicada.

A constru¢ao do modelo para a analise do movimento forcado nao amortecido comeca
através da insercdo das equagdes na janela Modelo Matemdtico do Modellus. Inicialmente,
serd necessdrio digitar a equacdo F' = —kx + F{ cos ot e inserir as definicdes de velocidade e

aceleracao, conforme a Figura 54.

Figura 54 — Representacdo das condic¢des iniciais propostas para o movimento for¢ado ndo amortecido,
na janela do Modelo Matemaético.

Modelo Matematico

F=-Kxx+F0 xcos( phixt)
dv F

dt m
dx

—_—=y

dt

1=283 +x

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Para analisarmos os tempos de méximos e minimos da posicdo e velocidade em cada
caso, daqui pra frente serd feito utilizando-se os préprios dados obtidos nas simula¢des, devido
a complexidade das expressdes da posicao e velocidade impedir explicitar estes valores, o que

pode ser feito de forma numérica utilizando softwares como o Scientific WorkPlace (SWP).
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5.3.1 Aplicacao de uma forca constante no movimento nao-amortecido

Consideramos as mesmas condi¢des iniciais para as massas iguais a m; = my = mg = 1
kg, a constante eldstica igual a k = 1 N/m as velocidades v; = 50 m/s, vo = 30 m/s e v3 = 20

m/s e as posi¢des de cada massa z1 = 0m,x, = Ome 3 = 0 mno instante ¢ = 0 s.

Figura 55 — Representacdo das condi¢Oes iniciais propostas para o movimento forcado ndo amortecido

para uma forca constante, na janela do Modelo Matematico.

Modelo Matematico Modelo Matematico
F=-Kxx+F0 F=-Kxx+F0
dv F dv F
dat m dt m
dx dx
— =y —=vV
dt dt
I=283 +x 1=283 +x
Parametros Condigdes Iniciais 7 Parametros “;7Qbﬂqigﬁrer}ﬂlrnri'crigirs:‘»l L
Touais K= 1.00 1.00 oo O Casol M Caso2 [OCaso3 [ CY
Iquais X= 0.00 0.00 0.00 |
Iquais 0= S.00 10,00 15.00
- Iquais v=_ 50,00 30.00 20.00 |
Iguais m= 1.00 1.00 1.00
v
< > < >

Fonte: Elaborado pelo Autor.

A simulag@o do movimento for¢ado ndo amortecido foi iniciada, gerando o grafico acima
com base nos valores fornecidos na janela Modelo Matematico na Figura 55, representando a

evolucdo da posi¢do em fun¢do do tempo, conforme a Figura 56.

Figura 56 — Grafico da posicdo em funcio do tempo para um sistema submetido a um movimento
forcado nao amortecido com forga constante.
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

As curvas exibidas correspondem as diferentes condi¢des iniciais e parametros do sistema
definidos anteriormente na Figura 55. Estas exibem um comportamento oscilatério periddico,
indicando que o sistema responde a uma forca externa constante aplicada. A amplitude das

oscilacdes varia entre as curvas, sugerindo diferentes niveis de resposta a excitagdo. Esse
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comportamento € esperado em um movimento forcado ndo amortecido, onde a resposta do

sistema € diretamente influenciada pela forca externa aplicada.

Esse comportamento tem aplicagdes diretas em engenharia e fisica, especialmente na
andlise de vibracdes mecanicas em estruturas, maquinas e sistemas dindmicos. A auséncia de
amortecimento pode levar a ressonincia, um fendmeno critico que ocorre quando a frequéncia
de excitagdo coincide com a frequéncia natural do sistema, podendo causar falhas estruturais em

construcdes, pontes € componentes mecanicos.

Podemos analisar o valor da amplitude maxima conforme o tabela de valores para cada

Caso.

O gréfico da posi¢do z(t) para o caso 1 é dado pela Figura abaixo.

Figura 57 — O gréfico exibe uma curva senoidal caracteristica de um movimento oscilatério
for¢cado ndo amortecido, representando a posi¢do z(t) para o caso 1.
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

O gréfico mostra a resposta do sistema a excitacao periddica. A curva senoidal indica
que a oscilagdo atinge uma amplitude constante, caracteristica do regime estaciondrio do movi-
mento forcado. A regido destacada em vermelho no gréfico representa um ponto de maximo,
evidenciado pelo valor constante x = 55, 25 m em diferentes instantes onde a primeira amplitude
€ dada no tempo de ¢ = 1, 68 s, conforme mostrado na tabela reforcando que a oscilagdo segue

um padriao regular, sem decaimento, confirmando a auséncia de amortecimento no sistema.
O grafico da velocidade v(t) para o caso 1 é dado na Figura 58 abaixo.

Para o caso 1 a velocidade atinge valores maximos e minimos alternadamente, ocorrendo
com um desfasamento de 7 /2 em relacdo a posi¢do. Isso significa que, quando a posi¢do atinge
seu maximo ou minimo, a velocidade é zero, e quando a posicdo cruza a linha do equilibrio, a

velocidade atinge seus valores extremos.
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Figura 58 — Grifico da velocidade v(¢) no movimento forcado ndo amortecido para o caso 1.
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

Observando os pontos destacados na Figura 58, no primeiro grifico,em ¢ = 0's, a
velocidade € v = 50 m/s, indicando um momento de méxima velocidade positiva. No segundo

grifico,em ¢ = 3,14 s, a velocidade é v = —50 m/s, representando o valor minimo de velocidade.
O gréfico da posi¢do z(t) para o caso 2 é dado pela Figura abaixo.

Figura 59 — O grafico exibe uma curva senoidal caracteristica de um movimento oscilatorio
for¢cado ndo amortecido, representando a posi¢do z(t) para o caso 2.
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

No gréfico na Figura 59, o movimento inicia com as condig¢des iniciais de posi¢ao igual

az = 0 m e velocidade igual a v = 20 m/s. Destacando em vermelho em torno do tempo
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t = 1, 90s, correspondente a amplitude maxima da oscilag@o naquele instante, com a posi¢o z(t)
atingindo aproximadamente 41, 62 m. Esse mesmo valor é também realcado na tabela ao lado,
confirmando a maxima elongacao positiva da oscilacdo, ou seja, a amplitude médxima instantanea

gerada pela forga externa aplicada no sistema.

O gréfico reforca a dependéncia do movimento oscilatério forcado em relagdo as condi-
¢Oes iniciais, mas mantendo a periodicidade caracteristica de um sistema sem amortecimento.
Isso significa que, independentemente dos valores iniciais, o sistema continua oscilando com a

mesma frequéncia, apenas variando a amplitude e o deslocamento inicial.

O gréfico da velocidade v(t) para o caso 2 é dado na Figura 60 abaixo.

Figura 60 — Gréfico da velocidade v(¢) no movimento for¢ado ndo amortecido para o caso 2.
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

A Figura 60 apresenta o grafico da velocidade v(t) para o caso 2 do movimento oscilatério
forcado ndo amortecido, complementando a andlise feita anteriormente para a posi¢do z(¢) na
Figura 59. O comportamento da funcio velocidade também assume uma forma senoidal, coerente

com a derivada da fun¢ao posicdo tipica em sistemas harmonicos.

No primeiro grafico (parte superior da figura), observa-se que, no instante t = 0,34 s, a
velocidade atinge um valor maximo de aproximadamente x = 31, 62 m. Este valor representa o
momento em que a particula atravessa a posi¢do de equilibrio no sentido positivo com a maior

velocidade possivel. Ja no segundo grafico (parte inferior da figura), o ponto de velocidade
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minima € destacado em ¢ = 3, 48 s, apresentando um valor de x = —31, 62 m, indicando a maior

velocidade no sentido oposto.

A constancia dos valores maximos e minimos da velocidade ao longo do tempo é um
indicativo claro da auséncia de amortecimento no sistema. Como ndo hé dissipacdo de energia, a
energia fornecida pela forca externa € inteiramente convertida em energia cinética e potencial,

mantendo a amplitude da velocidade constante durante todo o movimento.

O gréfico da posi¢do z(t) para o caso 3 é dado pela Figura 61 abaixo.

Figura 61 — O gréafico exibe uma curva senoidal caracteristica de um movimento oscilatorio
for¢cado ndo amortecido, representando a posi¢do z(t) para o caso 3.

Grafico Tabela

t X
2.04 39.62/ A
2.06, 39.70
2.08 39.77
2.10 39.84
2.12 39.89

:} ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 2.14 39.93
2.16, 39.96

2.18 39.99

2.2 40.00]
X X 40 X X X y X X X X 224 39.39
[ I~ t t t t y t 2.26 39.97
228 39.35
230 3931
232 3936
234 39.80
235 3974
238 3966
2.40 3957
2.4 39.47
244 3937

2.46 39.25 v

Fonte: Elaborado pelo Autor.

A Figura 61 o grafico apresenta a evolugdo temporal da posicdo z(t) para o caso 3
mantendo a forma senoidal caracteristica desse tipo de movimento, evidenciando a acdo de uma

forca externa periddica e a auséncia de dissipacao de energia.

Destaca-se o instante ¢t = 2, 22s, no qual a posi¢do da particula atinge um valor méximo
de aproximadamente z = 40,0 m. Esse valor estd também evidenciado na tabela a direita da
figura, confirmando numericamente o pico da oscilacao naquele instante de tempo. A repeticao
periddica da forma de onda sugere que o sistema continua oscilando de forma continua e regular,

com amplitude constante.

Ao comparar este grafico com o do caso 2 (Figura 59), nota-se que, embora a natureza
do movimento continue sendo ndo amortecida, hd uma diferenca na amplitude da oscilagcdo: no
caso 2, a amplitude da posi¢do maxima era de 41, 62 m, enquanto que no caso 3, observamos
40,0 m.

Essa pequena diferenca pode ser atribuida a variagdo nos parametros do sistema, como
a frequéncia da forca externa ou a fase inicial. Ainda assim, a constancia da amplitude e o

comportamento senoidal puro confirmam que o movimento permanece nao amortecido.

O grafico da velocidade v(t) para o caso 3 € dado na Figura 62 abaixo.
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Figura 62 — Gréfico da velocidade em fun¢do do tempo para um sistema submetido a um movi-
mento for¢ado ndo amortecido sob a influéncia de uma forca constante.
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Fonte: Elaborado pelo Autor.

A Figura 62 ilustra o comportamento da velocidade v() para o caso 3, em que o sistema
oscila sob uma forga externa periddica sem amortecimento, mas sob a influéncia adicional de
uma forc¢a constante que impactando diretamente os valores de velocidade mdxima e minima

observados.

No primeiro gréfico (parte superior), observa-se que no instante ¢ = 0, 66 s, a velocidade
atinge um valor maximo de aproximadamente 25 m/s. No segundo grafico (parte inferior), o

valor minimo da velocidade ocorre em ¢t = 3,80 s, com v = —25 m/s.

Esses dois pontos revelam uma simetria de amplitude em torno do eixo horizontal,
mantendo-se constantes ao longo do tempo. Isso confirma que, mesmo com a presenga da forca
constante, nao ha perda de energia no sistema, e portanto, 0 movimento continua sendo nao

amortecido.

Ao se comparar os valores das velocidades méximas e minimas com os do caso 2
(Figura 60), percebe-se que: no caso 2, os valores extremos de velocidade estavam em torno de

v = 431,62 m/s. No caso 3, os valores extremos cairam para cerca de v = 4 25 m/s.

Essa reducdo da amplitude da velocidade pode ser interpretada como um efeito indireto

da for¢a constante, que modifica a distribui¢do da energia no sistema. Embora niao provoque
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dissipacdo como faria um amortecedor, a for¢a constante altera a condicao de equilibrio, influen-
ciando a amplitude das oscilacdes. Em particular, a forca constante pode deslocar o ponto de
equilibrio do sistema, resultando em uma oscilacdo em torno de um novo valor médio, o que

afeta a forma e os extremos do gréafico da velocidade.

5.3.2 Analise do movimento forcado nao amortecido quando aplicado uma forca periédica

Estudaremos o movimento de um sistema massa-mola considerando trés casos. Para isso,
consideramos as mesmas condi¢des iniciais para as massas iguais am; = my = mgz = 1 kg, a
constante eldstica igual a £ = 1 N/m as velocidades v; = 50 m/s, vo = 30 m/s e v3 = 20 m/s e

as posigoes de cada massa ;1 = 0m, 22 = O0me z3 = 0 mno instante ¢ = 0 s.

Figura 63 — Representacdo das condi¢des iniciais propostas para o movimento for¢ado ndo amortecido,
na janela do Modelo Matematico.

Modelo Matematico Modelo Matematico Modelo Matematico
F=-Kxx+F0xcos( phixt) F=-Kxx+F0xcos( phixt) F=-Kxx+F0 xcos( phixt)
dv F dv F dv F
dt m dat m dt m
dx dx dx
—= — =y — =y
T dt dt
=283 +x /=283 +x 1=283 +x
Parametros Condigdes Iniciais v Parémeuos Condigdes Iniciais 2 Parimetros ‘iu(;qnqiﬁe”s_ ,I,'T'AiFAiﬁi_smfl V.
s | k= 1o/l rooll 100/ 1guis | Fo=| 500! 10,00 15.00 Ocsel a2 D Caso3 DG
- . Iquais X= 0.00 0.00 0.00 I
Iguais FO = 5.00 10.00 15.00 Iguais phi = 1.00 2.00 3.00
: Iguais v=_ 50,00 30.00 20,00 I
Iquais phi = 1.00 2.00 3.00 Iquais m= 1.00 1.00 1.00
v v
£ > < > < >

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Observe que, foi adicionado novas varidveis na janela Parametros devido a forga externa
F(t) = Fycos gt, as varidveis serdo iniciais da seguinte forma, no caso 1 Fp =5Ne ¢ =1, no

caso2 Fy =10Neyp =2enocaso3 Fp =15Ne p = 3.

Uma vez determinadas as condi¢des iniciais na janela Modelo Matematico na Figura
63 o software realiza cdlculos baseados nas equacgdes de entrada fornecidas, computando as

grandezas necessdrias para a construcao do grafico de movimento e a criagdo da animacao.

E gerado o grifico da posi¢do em relacdo ao tempo para o movimento forcado ndo
amortecido dado na Figura 64. O grafico demonstra como diferentes condi¢des podem afetar o
comportamento do sistema, as curvas mostram a variacdo da amplitude do movimento ao longo

do tempo, com base em diferentes condi¢des iniciais ou forcas aplicadas.
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Figura 64 — Representacdo das condi¢des iniciais propostas para o movimento for¢ado ndo amortecido,
na janela do Modelo Matematico.

Gréfico Tabela
t x x x

0.00 0.00 0.00 0,00/ ~
0.02 1.00 0.60 0.40
0.04 200 121 0.81
0.06 301 182 123
0.08 401 243 185
0.10 5.02 3.04 2.07
0.12 6.02 3.66 250
0.14 7.03 428 294
0.16 803 491 3.37
0.18 9.03 553 3.82
020 10.03 6.16 426

8 022 11.03 678 471
024 12.03 7.41 5.17
026 13.02 8.04 5.62
028 14.01 8.67 6.08
030 15.00 930 654
032 15.98 9.93 7.00
034 16,96 1056 7.46
036 17.93 11.18 7.92
038 1830 1181 8.38
0.40 19.86 12.43 8.84
0.42 2082 13.05 9.29 v

Fonte: Elaborado pelo Autor.

A comparagdo das trés curvas permite observar como a amplitude do movimento varia

ao longo do tempo em resposta a diferentes forcas aplicadas.

A Figura 64, exibe o caso 1 (curva em laranja) onde pode-se observar que o grifico
do movimento apresenta uma amplitude que cresce de forma linear conforme o tempo passa.
Indicando que a forga aplicada é constante e resulta em uma aumento uniforme da amplitude ao

logo do tempo.

Figura 65 — Representacdo da amplitude para o movimento for¢cado ndo amortecido para o caso 1.

Gréfico Tabela
t x
Lo 142 5294 A
- R 144 53,14
. ] 146 53.32
149 53.48
o 150 53562
152 53.73
154 53.82
o 156 53.90
159 53.95
o 200 160 53§|
t i 162 53.98
;] 164 53.97]
166 53.93
169 53.38
170 53.80
172 53.70
174 53.57
176 53.43
178 53.26
180 53.07,
182 52,36
134 52,63 v
Grafico Tabela
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, e t x
2026 99.36/ ~
2028 93,71
2030 10002
2032 10023
2034 10052
2036 10072
2038 10087,
2040 10038
2042 101,05,
20.44, 101,08
2045 101,07
2043 10102
2050 10033
H 2052 100,80,
‘f " cleg . 2054 10063
- t 2056 100.41
2058 100,16,
2060 99.67
2062 99.53
2064 99.16
2066 98.75
2068 98.29 v

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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A Figura 65, exibe a amplitude do movimento, correspondente aos valores de x = 53, 98
memt = 1,61 s para o primeiro valor para amplitude e z = 101,08 m e ¢ = 20,44 s para a
ultima amplitude no intervalo de 0 a 25 s. Estes valores medem a maior e a menor distancia

entre a posicdo do corpo e o ponto de equilibrio.
O gréfico da velocidade v(t) para o caso 1 é dado na Figura 66 abaixo.

Figura 66 — Grafico da velocidade em funcio do tempo para um sistema submetido a um movimento
forcado ndo amortecido sob a influéncia de uma forca externa periddica para o caso 1.

Grafico Tabela
t v
3.02 56.82 A
3.04 -57.05
3.06 57.25
3.08 -57.44
3.10 57,60
3.12 5773
344 5785
3.16 -57.34
3.18 -58.00
3,20 5805
y X 3.22 -53.07]
paon T 324 ~58.06,
I—.—I 3.26 -58.04
3.28 -57.39
3.30 57.92
3.32 57.82
334 5770,
3.36 5755
3.38 -57.39
:] RN, 3.40 57.20
342 -56.98
3.44 5675 v
Grafico Tabela
t v
18.70 95.30 A
18.72 95.67,
18.74 96.00
18.76 96.29
18.78 9%6.54
18.80 96.76
18.82 96.93
18.84 97.07
18.86 97.17,
! | ) . . 1688 a
| I i i f 18.30 97.25)
I % I 16.92 9.3
18.94 97.18
1896 97.08
18.98 96.95
19.00 96.77
19.02 96.56
19.04 96.31
19.06 96.02
19.08 95.69
19.10 95.32
19.12 9491 v

Fonte: Elaborado pelo Autor.

No primeiro grafico (parte superior), temos a velocidade minima registrada no instante
t = 3,22 s, com valor v = —58,07 m/s. Ja no segundo grafico (parte inferior), o valor da
velocidade maxima € observado em ¢t = 18,90 s, com v = 97, 25 m/s.

A comparacdo entre esses dois pontos evidencia um aumento progressivo da amplitude
da velocidade ao longo do tempo. Isso indica que o sistema estd acumulando energia, o que é
caracteristico do regime de ressonancia — situacao em que a frequéncia da for¢a externa coincide
com a frequéncia natural do sistema, provocando um crescimento continuo na amplitude da

oscilagdo.

Esse fendmeno € tipico de sistemas ndo amortecidos, nos quais ndo ha mecanismos
de dissipagdo de energia (como atrito ou resisténcia). Assim, a energia fornecida pela forca
externa periddica se soma ciclicamente ao sistema, aumentando cada vez mais a amplitude da

velocidade.
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No caso 2 (curva verde), a curva do movimento mostra uma amplitude constante, mas de
forma menos acentuada em comparag@o com a curva amarela. Isso sugere que a forca aplicada
ao sistema € menor, ou que as condi¢des iniciais diferente do caso 1 resultam em uma resposta

menos intensa ao sistema.

Figura 67 — Representacdo da amplitude para o movimento for¢cado ndo amortecido para o caso 2.

Grafico Tabela
t x
126 3229/~
128 3248
1 130 3265
: 132 32.81
134 32.95
136 33.07
138 33.18
140 3.7
142 334
144 33.40
146 344
143 33.46]
150 33.46)
152 3.45
154 B2

Fonte: Elaborado pelo Autor.

A Figura 67, exibe a amplitude mdxima do movimento, correspondente ao valor de
r = 33,46 memt = 1,49 s para o primeiro valor da amplitude que se mantém constante durante

o intervalo de 0 a 25 s.

O gréfico da posi¢do para o caso 2 (Figura 67) representa um movimento for¢ado nao
amortecido sem ressonancia, sob influéncia de uma forga externa periddica. O sistema responde
com uma oscila¢ao de amplitude constante, demonstrando que atingiu uma resposta periddica
estaciondria. Esse comportamento é comum quando a frequéncia da for¢a externa é proxima, mas
nao igual a frequéncia natural do sistema. A auséncia de amortecimento permite essa resposta

estavel e sustentada, sem crescimento nem decaimento da amplitude.

Figura 68 — Grafico da velocidade em func¢io do tempo para um sistema submetido a um movimento
forcado nido amortecido sob a influéncia de uma forca externa periddica para o caso 2.

Grafico Tabela

t v
014 31.08 A
0.16 3118
Lo 0.18 3127
020 3134
I 4 j 022 3139
024 3143
0.28 31.45)
030 3144
y 032 3141
I I - A — 034 3136
036 3130
038 3122
0.40 3112
e 3100
044 30.86
0.46 3071
048 3053
050 3034
052 30.13
054 29.90
0.56 29.65

Fonte: Elaborado pelo Autor.



5.3. SIMULACOES DAS VIBRACOES FORCADAS NAO AMORTECIDAS 101

A Figura 68 representa a evolugdo da velocidade v(¢) de um sistema oscilatério for¢cado
sem amortecimento, quando submetido a uma forca externa periddica. A curva apresenta um

comportamento senoidal, caracteristico de sistemas harmdnicos com regime estdvel.

No instante t = 0,28 s, a velocidade atinge um valor maximo de aproximadamente
v = 31,45 m/s. A amplitude da velocidade, assim como foi observado para a posi¢ao (Figura

67), permanece constante ao longo do tempo.

A constincia da amplitude da velocidade refor¢ca que o sistema alcangou um estado
estaciondrio, em que hé equilibrio entre a energia fornecida pela forca externa periddica e o
movimento oscilatério do sistema. Isso confirma que nio ha ressonancia, pois, nesse fendmeno,

a amplitude da velocidade aumentaria continuamente em um sistema nao amortecido.

O grafico de velocidade para o caso 2 confirma que o sistema encontra-se em um regime
forcado estdvel, com amplitude constante e comportamento harmonico. A acdo da forga externa
periddica gera uma resposta oscilatoria na velocidade que ndo se intensifica com o tempo,
indicando que ndo ocorre ressonancia. A constancia da amplitude e a regularidade das oscilacdes

sdo marcas claras de um sistema ndo amortecido em regime estaciondrio.

No caso 3 (curva azul), A curva azul exibe um aumento inicial mais pronunciado na
amplitude, que se estabiliza apos certo tempo. Isso pode indicar que a forga aplicada é forte
no inicio, mas diminui ou se mantém constante posteriormente, levando a uma estabilizacio da

amplitude.

Figura 69 — Representacdo da amplitude para o movimento for¢cado ndo amortecido para o caso 3.

Grafico Tabela

t X

] S N 1.20 18.12
' 122 18.21

Fonte: Elaborado pelo Autor.

A Figura 69, o gréfico exibe a amplitude mdxima do movimento, correspondente ao valor
de x = 18,47 mem ¢ = 1,35 s para o primeiro valor da amplitude que se mantém constante

durante o intervalo de 0 a 25 s.

Diferentemente do que ocorre em regimes proximos da ressonancia, neste caso, nao ha
crescimento da amplitude com o tempo. Isso indica que a frequéncia da forca externa aplicada
nao coincide com a frequéncia natural do sistema, ou seja, o sistema opera fora da condi¢ao

ressonante. O movimento for¢ado, embora continuo, apenas mantém a oscilagao sem amplifica-
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la, uma vez que a energia fornecida pela for¢a externa € compensada ciclicamente pelo préprio

sistema.

Portanto, no caso 3, apesar da auséncia de amortecimento, o sistema apresenta uma
resposta estdvel, com amplitude finita e constante, sem indicios de crescimento exponencial
ou ressonancia. Este comportamento ilustra a importancia da frequéncia da forca externa na

determinac¢ao do regime de resposta oscilatdria.

Figura 70 — Grafico da velocidade em func¢io do tempo para um sistema submetido a um movimento
forcado ndo amortecido sob a influéncia de uma forca externa periddica para o caso 3.

Grafico Tabela

t v
0.10 2138 A
012 2161
014 21284
016 2204
::I 0.18 223
0.20 22.40
10 022 2256
024 2269
026 2280
) X X X X X X X 0.28 2289
L ] 030 2236
L_I 032 23.00
034 23.02
036 23.02]
0.38 2233
0.40 2233
0.4 2285
044 2275
0.46 2261
0.8 22.45
050 2226
052 2205 v

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Na Figura 69, no grafico observa-se que a amplitude da posi¢do permanece constante ao
longo do tempo, com oscilagcdes bem definidas e sem crescimento progressivo. Isso evidencia

que o sistema opera fora da condi¢do de ressonancia.

O grafico na Figura 70, que mostra a velocidade do sistema, refor¢a essa conclusio. O
grafico apresenta oscilacdes periddicas bem definidas, com amplitude praticamente constante
ao longo do tempo. O valor maximo evidenciado é v = 23,02 m/s no instante t = 0,36 s, 0
que confirma que o sistema estd em um regime estaciondrio. Nao hd indicios de crescimento
acumulativo de energia no sistema, o que seria tipico em uma situacao de ressonancia nao

amortecida.

Ambos os graficos caracterizam um comportamento harmonico forgado e estavel, regido
por uma forca externa periddica que atua com frequéncia diferente da frequéncia natural do
sistema. A auséncia de amortecimento ndo implica crescimento indefinido da amplitude, uma
vez que o sistema ndo estd em ressonancia. Essa condi¢do gera um regime nao explosivo, no
qual a energia fornecida pela forca externa é absorvida e redistribuida de maneira equilibrada

pelo sistema.
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5.4 SIMULACOES DAS VIBRACOES FORCADAS AMORTECIDAS

As vibragdes forcadas amortecidas ocorrem quando um dado sistema € submetido
a uma forca externa periddica, enquanto simultaneamente sofre influéncia de uma forga de
amortecimento ou dissipacgdo, se esta forca estiver relacionada a velocidade ela serd expressa

como F;; = —bw.

Figura 71 — Representacdo das condicdes iniciais propostas para o movimento forcado amortecido, na
janela do Modelo Matematico.

Modelo Matematico

F=-Kxx=-bxv+F0xcos( phixt)
dv F

dt m
dx
— =y

dt

I=283 +x

Parametros Condigdes Iniciais

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Agora, a constru¢do do modelo para analise do movimento for¢cado amortecido iniciara
através da inser¢ao das equacdes na janela Modelo Matematico. A expressdo da forga resultante
€ parecido com o caso anterior (Vibracdes forcadas nao amortecidas), para este caso sera
acrescentado o termo que caracteriza 0 amortecimento no sistema, entdo, temos F' = —kx —

bv + Fjy cos pt como mostra a Figura 71.

5.4.1 Movimento forcado subamortecido

Para o caso for¢ado subamortecido, o sistema oscila com uma amplitude que decresce
exponencialmente ao longo do tempo. Esse regime ocorre quando o amortecimento € insuficiente

para impedir as oscilagdes.

5.4.1.1 Analise da simulagdo do movimento vibratdrio forcado para o caso subamortecido

quando aplicando uma forca constante

Consideramos as mesmas condi¢des iniciais para as massas iguais a m; = my = mg = 1
kg, a constante eldstica igual a £ = 1 N/m as velocidades v; = 50 m/s, vo = 30 m/s e v3 = 20

m/s e as posi¢des de cada massa z; = 0m, 22 = Ome x3 = 0 mno instante £ = 0 s.
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Figura 72 — Representacdo das condicdes iniciais propostas para o movimento forcado amortecido, na
janela do Modelo Matematico.

Modelo Matematico Modelo Matematico Modelo Matematico
F=-Kxx-bxv+F0) F=-Kxx-bxv+F) F=-Kxx-bxv+F0
dv F dv F dv F
dt m dt m dt m
dx dx dx
— =y —=vV G-V
dt dt dt
I=283 +x 1=283 +x I=283 +x
Parimetros | Condigtes Iniciais hd Parimetros Condigbes Iniciais v Parimetros ‘ Condigdes Iniciais ‘ v
OCasol [ Caso2 [Caso3 | A s e e o o O Casol [ Caso2 [ Casoz M@ CY
Iquais K= 1.00 1.00 1.00 i Tquais x= 0.00 0.00 0.00 |
- Iguais = 5.00 10.00 15.00
Iguas | b=] 1007 1007 1.00 i Iguas | v=| 50.00/| 3000 2000 |
Iquais m= 1.00 1.00 1.00
Iquais 0= 5.00 10.00 15.00 | v n
< > < > < >

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Observe que, foi adicionado novas varidveis na janela Parametros devido a forga externa
F(t) = F, e a forca dissipativa Fy;s(t) = —bv, as varidveis serdo iniciais da seguinte forma, no
casol F,=5Neb=1,nocaso2 F, =10Neb=1enocaso3 ', = 15Neb =1, conforme
a Figura 72.

Ao iniciar a simulagdo € gerado o grafico da posi¢do em relagdo ao tempo do movimento

forcado amortecido aplicado uma for¢a externa constante, conforme a Figura 73.

Figura 73 — O gréfico exibe a posi¢do de um sistema em um movimento forcado subamortecido sobre a
influencia de forca externa constante.

Gréfico Tabela
t x x x
0.00 0.00 0.00 0,00 A
0.02 0.99 0.60 0.40
004 1.96) 118 0.80
0.06 292 1.76) 119
0.08 3.86 234 1.58
0.10 477 2,90 197
0.12 567 3.45 2.3
014 6.56 400 274
0.16 7.42 454 343
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 0.18 827 5.07 351
020 9.10 559 3.88
02 9.91 6.10 425
024 1070 660 462
''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' 026 11.47 7.10 499
028 1223 759 535
030 1297 8.06 571
'''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' 032 1369 853 6.07
034 1439 .99 6.42
036 15.08 9.45 6.77
038 15.75| 9.89 742
0.40 16.40 1032 7.46
0.42 17.03 1075 7.80/ v

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Para analisar o grafico do movimento forcado subamortecido dada na Figura 73 mais a
fundo, tomaremos o limite da equacdo do movimento forcado amortecido dada em 4.52 quando

ot — 0.
Relembrando a equag@o z(t),

Fy [ —Bsenwgt + wy (eﬁt — cos wot)

mwo 52 + wd

vy + Bzo
wo

2(t) = e Pt 20 cos wot + ( ) senwyt +
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Aplicando a distributiva do termo exponencial e ?* e em seguida aplicando o limite

quando t — oo na z(t) resultando em,

F
lim z(t) = u

fm(t) = 5.1)

Note que, o limite resulta em uma constante porque todos os termos dependentes do
tempo tendem a se anular ou a convergir para zero com o passar do tempo. Isso ocorre devido ao
fator exponencial e~?, que domina o comportamento do sistema. Como 3 < 0 para um sistema
amortecido, os termos que contém e~? ou seu produto com as fungdes senwyt € cos wyt por
serem funcdes limitadas desaparecem no limite de tempo infinito. Assim, a oscilagcdo do sistema

se estabiliza e 0 movimento converge para uma posi¢ao de equilibrio estatico.

A estabiliza¢do dada no resultado em (5.1) pela constante no movimento forcado su-
bamortecido reflete o fato de que, a forca gera um deslocamento estitico no sistema, que €

proporcional a forga [ e inversamente proporcional ao fator de resisténcia m ( B2 + w%).

Na Figura 73 o grafico do movimento forcado subamortecido, vemos que as oscilagdes
iniciais apresentam amplitudes que diminuem ao longo do tempo devido ao amortecimento.
Eventualmente, o sistema nao oscila mais, e o deslocamento se estabiliza na constante dada pelo

limite calculado em (5.1).

Se a forga externa Fj for igual a zero (F = 0) o limite de z(¢) quando ¢ tende para
o infinito vai para zero, ou seja, a mola converge para posicao de equilibrio. Neste caso, o
movimento € puramente amortecido, as oscilagdes decaem exponencialmente devido ao fator
e~ P e 0 deslocamento z(t) tende a zero conforme o tempo tende ao infinito recaindo no sistema

forcado nao amortecido conforme a Figura 36.

Se a forga externa Fy for diferente de zero (F # 0), o limite quando ¢ vai para o infinito
converge para a constante Fy/m(/3% + w3). Pode-se observar no gréfico na Figura 73 que a curva
se estabiliza em uma posi¢do constante, proporcional a Fy/m(3? + w?), que é o deslocamento
estatico gerado pela forca constante Fq. Portanto, o grafico ndo recai completamente no mo-
vimento for¢ado néo amortecido, porque no caso amortecido (3 > 0), as oscilagdes decaem
até que o movimento seja dominado pela for¢a constante, enquanto no caso nao amortecido, as

oscilagdes persistem indefinidamente com amplitude constante.
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Figura 74 — Representacdo da velocidade em funcao do tempo para trés sistemas submetidos a
um movimento forcado subamortecido sob a influéncia de uma forca constante, com
diferentes condicdes iniciais ou diferentes coeficientes de amortecimento: Curva
Laranja - Sistema com maior velocidade inicial (vg = 50 m/s) e maior resposta
inicial a forca. Curva Verde - Sistema com velocidade inicial intermedidria (vy = 30
m/s). Curva Azul - Sistema com menor velocidade inicial vy = 20 m/s).

Grafico Tabela
Tso0 t v v v

0.00 50.00 30.00 2000 A
0.02 43.10 2960 19.30
004 43.20 29.19 19.79
005 47.29 2878 1967
003 46.39 2837 1955
0.10 45.43 2795 19.43
0.12 4458 2754 19.30
0.14 43.67 27.12 19.16
0.16 4277 2669 19.02
0.1 4187 2627 18.88
020 40.96 2534 18.73
022 40.06 25.41 1857
024 39.16 2433 18.41
026 38.27, 2455 18.25
028 37.38 2411 18.08
030 36.43 2368 17.31
032 35.60 2324 17.74
034 3471 2281 1756
036 33.83 2237 17.38
038 32,96 2193 17.19
0.40 32.09 2150 17.01
0.42 3122 2106 16.82 v

O gréfico acima ilustra a varia¢do da velocidade em fun¢@o do tempo para trés sistemas
submetidos a um movimento forcado subamortecido, todos influenciados por uma forca externa
constante F'(t) = Fp.

No regime subamortecido, o sistema exibe oscilagcdes amortecidas, ou seja, oscilagdes que
diminuem gradualmente de amplitude ao longo do tempo devido a presenga de um amortecimento
moderado. Isso fica evidente no grafico, onde todas as curvas apresentam flutuagdes em torno de

um valor central antes de se estabilizarem.

Inicialmente, a forca constante gera uma resposta de alta velocidade, mas, conforme o
tempo avanga, o sistema comega a dissipar energia através do amortecimento. Esse comporta-
mento leva a diminuicao gradual da amplitude das oscilagdes até que a velocidade tenda a zero,

evidenciando a perda progressiva de energia cinética do sistema.

A curva laranja (v, = 50) mostra a resposta mais intensa, com oscilagdes de maior
amplitude e durag@o. A curva verde (vy = 30) tem resposta intermedidria, ainda com oscilagdes,
porém menos acentuadas. A curva azul (vy = 20) apresenta um amortecimento mais visivel,

com oscilacdes menores € uma aproximag¢do mais rapida ao estado de equilibrio.

Esse tipo de movimento € caracteristico de sistemas reais onde o amortecimento ndo é
suficientemente forte para eliminar completamente as oscilacdes, mas € capaz de reduzi-las ao
longo do tempo. A forca constante atua como estimulo inicial, mas, por nao ser periddica, nao

sustenta as oscilacdes indefinidamente.

Portanto, o grafico evidencia um comportamento transiente tipico do regime subamor-
tecido, com oscilagdes decrescentes que convergem para o repouso, validando o efeito do

amortecimento na dissipa¢cdo da energia mecanica do sistema.
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5.4.1.2 Analise da simulacdo do movimento vibratério for¢ado para o caso subamortecido

quando aplicando uma forga periddica externa

Consideramos as mesmas condicOes iniciais para as massas iguais a m; = mg = ms = 1
kg, a constante eldstica igual a £ = 1 N/m as velocidades v; = 50 m/s, vo = 30 m/s e v3 = 20

m/s e as posicoes de cada massa z; = 0m, xo = Ome z3 = 0 mno instante ¢ = 0 s.

Figura 75 — Representacao das condi¢des iniciais propostas para o movimento forcado subamortecido, na
janela do Modelo Matematico.

Modelo Matematico Modelo Matematico Modelo Matematico
F=-Kxx=-bxv+F0xcos( phixt) F=-Kxx-bxv+F0xcos( phixt) F=-Kxx=-bxv+F0xcos( phixt)
dv F dv F dv F

dt m dt m dt m

dx dx dx

—y —y —y

dt dt dt

=283 +x =283 +x =283 +x

Condigdes Iniciais S Condigdes Iniciais e Parametros S
. O Casel [Caso2 [Caso3 | A Touais e B30T e e B O Casol [@Caso2 [ Casoz [@CH
Iguais K= 1.00 1.00 1.00 - ) Iquais x= 0.00 0.00 0.00 |
: Iguais phi = 1.00 2.00 3.00
Tquais b= 1.00 1.00 1.00 Iquais v=' 50,00 | 30,00/ 20.00 |
Iguais m= 1.00 1.00 1.00
Iguais 0= S5.00 10.00 15.00 | v N
< > < > < >

Fonte: Elaborado pelo Autor.

As demais varidveis serdo iniciais da seguinte forma, nocaso1l Fy =5 N, p=1,b=1,
nocaso2 Fp =10N,p =2, b=1enocaso3 F, = 15N, o = 3e b = 1, conforme a Figura
75.

O grafico na Figura 76, exibe curvas que oscilam ao longo do tempo com amplitudes que
diminuem gradualmente. Essa caracteristica € tipica de um movimento subamortecido, onde o

sistema perde energia devido ao amortecimento, mas continua a oscilar antes de estabilizar.

Figura 76 — O grifico exibe a posicdo de um sistema em um movimento forcado subamortecido ao longo

do tempo.
Grafico Tabela
t x x x

0.00 0.00 0.00 0.00/ A
0.02 0.99 0.60 0.40
0.04) 1.96 118 0.80
0.06 292 176 1.19
0.08 3.86 234 158
0.10 477 2.30 197
0.12 567 3.45 236
0.14) 6.56 400 274
0.16 7.4 454 312
0.18 8.27 5.07 3.50
0.20 9.10 559 3.67
0.2 9.91 6.10 424
0.24) 10.70 6.60 461
0.26 11.47 7.09 497
0.28 1223 758 532

N B Z, N B e 030 12,97 .05, 567
0.32 13.69 852 6.02
0.34) 1439 8.97 6.36
0.36 15.07 9.42 6.69
0.38 1574 9.8 7.02
0.40 16.39 10.29 7.33
0.42 17.02 10.70 7.65

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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Note que, as curvas se cruzam em varios pontos ao longo do eixo do tempo. Isso mostra
que, em determinados momentos, os sistemas podem estar em fase ou fora de fase, resultando

nestas interagdes complexas.

Para analisar o grafico do movimento forcado subamortecido dada na Figura 76 mais a
fundo, tomaremos o limite da equa¢do do movimento forcado amortecido para os casos em que

© # wp dada em (4.54) e ¢ = wy dada em (4.55) quando o t — o0.

Relembrando a equag@o 2 (t),

Vo + Pz E — Bsen wot
2(t) = e Pt 2o COs wot + (—0 b O> senwgt + O | cos ot %+
wo mwo B2 4+ wg

Wo (eﬁt — oS wot) > ©

+

P P R

wpsen pt cos wyt — v senwyt cos Yt
_5< 0 2 0 2 0 ¢)+

pelltsen ot — gp(eﬁt cos pt — 1) wo sen et senwot — @ cos pt cos wot — @
+ Wo 32 4 w2 - 2 _ 2
wo w7 — Wy

Relembrando a equag@o 25(t),

F - t
2(t) = e Pt 2 cos wot + <m) senwot + % cos pt M+
Wo muwy /8 + wo

wo (€ — cos wot)) ") 5 <2w0t — sen (2wot) ) n

B2 + wj B2 + wi 4wy

BePtsen pt — (Pt cos pt — 1) 1 — cos(2wot)
+ wo 3 —
/82 _I_ WO 40..)0

Aplicando a distributiva do termo exponencial ¢~?! nas equagdes z;(t) € 25(t) € em

seguida aplicando o limite quando ¢ — oo na z(t). Note que, para as duas equagdes terd como

resultando,
lim 2() Fy |wgcos et n © B senpt — @ cos pt
im z =
t—00 mwg | B2 +wi %+ wi “o B% + wd
lim 2 (t) 23 P + (ﬁ / t>
im z = ——— | cos sen ¢t —  cos
t—o0 m(5% + wi) I 4 52 + wi sy
. Fy [ o sen ot v’
limz(t) = +(1- cos @t 5.2
A =(0) m(B% + i) | B2+ wi 8% + wp 4 ©:2)

Note que, o limite resultou em uma constante porque todos os termos dependentes do
tempo tendem a se anular ou a convergir para zero com o passar do tempo. Isso ocorre devido

ao fator exponencial e =%, que domina o comportamento do sistema. Os termos que contém o
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produto entre e~#* e as funcdes senwyt e cos wyt por serem funcdes limitadas desaparecem no

limite de tempo infinito.

De acordo com o limite calculado em (5.2), se a forca externa F{ € igual a zero o limite
tende a zero. Portanto, a 21 (t) e z3(¢) convergem para posi¢do de equilibrio 21 (t) = 0 e z3(t) = 0

assim com o caso movimento livre ndo for¢cado subamortecido.

Agora, se a forga externa Fj for diferente de zero (Fy # 0), o lado direito do limite
em (5.2) se torna uma funcdo periddica, portanto, a mola fica oscilando periodicamente e nao
converge para um valor especifico. Neste caso, com a forca externa, o sistema nio converge
para um valor estitico, mas sim mantém oscilacdes forcadas, com amplitude e frequéncia
influenciadas pela interacdo entre a forca externa, o amortecimento e as caracteristicas do

sistema.

Figura 77 — Representacdo da velocidade em funciao do tempo para trés sistemas submetidos a
um movimento forcado subamortecido sob a influéncia de uma forga periddica, com
diferentes condicoes iniciais.

Grafico Tabela
t v v v
0.00 50.00 30.00 2000 A
0.02 43.10 2960 19.30
004 43.20 29.19 19.79
0.05 47.29 2878 1967
008 46.39 2837 1954
0.10 45.43 2795 19.41
0.12 4458 2753 19.26
0.14 43.67 27.10 19.10
0.16 277 2667 18.93
0.13 4186 2623 18.75
020 40.96 2579 1856
022 40.05 2534 1835
024 39.15 2433 18.13
026 38.26 2444 17.89
028 37.36 2398 1764
BTG v | s SO S AU SIS . Phh N SO AP ) . SRR I A i X 030 36.46 2351 1737
I 032 35.57 2305 17.09
034 3468 2257 16.79
036 33.80 22.10 16.48
038 3292 2161 16.15
0.40 3204 21.13 15.80
0.42 31.16) 2064 15.44 v

O gréfico acima apresenta o comportamento da velocidade em funcdo do tempo de um
sistema oscilatério submetido a um movimento forcado subamortecido, sob a influéncia de uma
forca externa periddica. Trés curvas sdo exibidas, representando diferentes condi¢des iniciais de

velocidade: 50, 30 e 20 m/s, destacadas respectivamente pelas curvas laranja, verde e azul.

O sistema € caracterizado por apresentar amortecimento moderado (subamortecido), o
que implica que ele ainda oscila, mas com uma perda gradual de energia ao longo do tempo.
Entretanto, ao contrdrio do caso em que a forca externa € constante, aqui a forca externa é
periddica, isto €, ela varia harmonicamente no tempo. Essa caracteristica introduz uma oscilagao

sustentada no sistema.

A andlise do grifico mostra que, apds um breve periodo transiente (inicial), as oscilagdes
se tornam mais regulares € mantém uma amplitude praticamente constante. Esse comportamento
¢ tipico de um estado estaciondrio for¢ado, no qual a influéncia da forca periédica compensa
as perdas de energia causadas pelo amortecimento. O sistema, portanto, passa a oscilar com a

mesma frequéncia da forca externa, estabilizando a amplitude da velocidade.
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Os diferentes valores iniciais afetam apenas a resposta transitéria: a curva laranja (vy =
50) apresenta maiores oscilagdes iniciais antes de se ajustar a oscilacdo periddica sustentada. A
curva verde (vy = 30) estabiliza-se mais rapidamente. A curva azul (vy = 20) ja parte de uma

condi¢do mais proxima do regime estaciondrio.

Este grafico demonstra claramente a natureza do movimento forcado subamortecido:
ap6s a dissipacdo da resposta inicial livre (transitoria), a resposta forcada domina, fazendo
com que o sistema continue oscilando com amplitude constante e frequéncia igual a da forca
externa. Esse fendmeno ¢ fundamental em diversas aplicagdes prdticas, como em sistemas
mecanicos e elétricos sujeitos a vibragdes, mostrando como a escolha de pardmetros (frequéncia,

amortecimento e forca aplicada) influencia o comportamento final do sistema.

5.4.2 Movimento forcado superamortecido

Para o caso superamortecido, o sistema retorna ao seu estado de equilibrio de maneira
lenta e ndo oscilatéria. Nesse regime, o amortecimento € tao alto que inibe completamente as
oscilagdes.
5.4.2.1 Analise da simulacdo do movimento vibratério forcado para o caso superamortecido

quando aplicando uma forca constante

Consideramos as mesmas condic¢Oes iniciais para as massas iguais a m; = mg = ms = 1
kg, a constante eldstica igual a £ = 1 N/m as velocidades v; = 50 m/s, v, = 30 m/s e v3 = 20

m/s e as posicdes de cada massa z1 = 0m, x, = Ome z3 = 0 mno instante ¢ = 0 s.

Figura 78 — Representacio das condi¢des iniciais propostas para o movimento for¢ado superamortecido,
na janela do Modelo Matemaético.

Modelo Matematico Modelo Matematico Modelo Matematico
F=-Kxx-bxv+F F=-Kxx-bxv+F) F=-Kxx-bxv+F)
dv F dv_F
dt m dat m
dx dx
— =y —=vV
dt dt
/=283 +x 1=283 +x
’F‘,é!%*fiéﬁw?: ‘ Condigdes Iniciais v §.:P‘\Varféfﬁglyq§:75 Condigdes Iniciais 7 Pardmetros ‘Condlqﬁeslm(lalsl S
O Casol [ Caso2 [ Caso3 | A T b= 4.00 4.00 4.00 A O Casol [@Caso2 [OCaso3 M@ C
Iquais K= 1.00 1.00 1.00 Iquais = 0.00 0.00 0.00 |
i Iquais = 5.00 10.00 15.00 -
Iquais b= 4.00 4.00 4.00 Iquais v= 50,00 | 30.00 20.00 [
Iquais m= 1.00 1.00 1.00
Iguais 0= 5.00 10.00 15.00 | v e
< > < > < >

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Observe que, as demais varidveis serdo iniciais da seguinte forma, no caso 1 F, =5Ne

b=4,nocaso2 Fy, =10Neb=4enocaso3 Fy = 15 Ne b = 4, conforme a Figura 78.
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Ao iniciar a simulagdo é gerado o grafico da posi¢do em relagdo ao tempo do movimento
forcado superamortecido aplicado uma forca externa constante. Além disso, o comportamento
do sistema € analisado em fun¢do das condig¢des iniciais zg € vy, bem como da intensidade da

forca externa Fyj.

O gréfico ilustra como o deslocamento do sistema evolui ao longo do tempo, destacando
o regime de decaimento exponencial tipico do movimento superamortecido, conforme a Figura
79.

Figura 79 — O grafico exibe a posi¢do de um sistema em um movimento forcado superamortecido ao
longo do tempo sobre a influencia de uma forga constante.

Gréfico Tabela

X t x x x

0.00 0.00 0.00 0,00/ ~
0.02 096 0.58 0.39
0.04 185 112 0.75
0.06 267 162 109
0.08 343 208 141
0.10 414 251 171
0.12 478 291 199
0.14 538 3.29 2.2
0.16 594 3.63 251
0.18 645 3.96 2.75
020 6.92 426 2,97
022 7.35 454 3.18
024 7.75 480 3.38
0.26 .11 5.04 3.56
028 845 527 374
030 876 549 3.91
032 9.05 567 407
034 931 5.35 422
0.36 9.55 6.02 436
038 977 6.18 450
0.40 997 633 463

042 10.15 6.47 476

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Observa-se que, dependendo do valor de F{, o sistema pode atingir uma posi¢ao de
equilibrio estdtico ou permanecer proximo ao ponto de origem em casos de auséncia de forca
externa. Essa andlise permite compreender as contribui¢des individuais dos parametros do

sistema na dindmica total do movimento.

Para analisar o grafico do movimento for¢ado superamortecido dada na Figura 79 mais a
fundo, tomaremos o limite da equagdo do movimento forcado superamortecido dada em 4.60

quando o t — 0.

Relembrando a equagdo z(t),

_ oGt} _ 1 — efglt)}
— oGt G120 + UO) =Gt (C2ZO + Uo) Fo [Cl (1 € ) CZ(
e ( G =G ’ 1= G " mGi1Ca (Cl - CQ)

Aplicando o limite quando ¢ — oo na equagdo z(¢) acima resultando em,

Fi
lim z(t) = —

5.3
t—ro0 mG1Ce 53)

Pode-se observar que, as oscilacdes iniciais causadas pelas condicdes iniciais zg € vy
desaparecem devido ao amortecimento. O sistema atinge um deslocamento estaciondrio, que

depende apenas da forca externa F{), da massa m e dos coeficientes de amortecimento (; € (5.
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O deslocamento estaciondrio em (5.3) aumenta se a forca externa F{, aumenta ou diminui
se os coeficientes de amortecimento (; € (» aumentam, indicando que um amortecimento mais

forte reduz a resposta do sistema a for¢a externa.

De acordo com a equagao 5.3 se a for¢a externa for igual a zero F{y = 0, o lado direito
do limite vai para zero, ou seja, a mola converge para posi¢ao de equilibrio z(t) = 0, assim,
como o caso forcado superamortecido. Neste caso, o movimento é governado apenas pelas
condig¢des iniciais 2 € vy. O gréfico exibird um decaimento exponencial sem oscilagdes, com o
deslocamento z(t) tendendo a zero conforme t — oc.

Para a forca externa for diferente de zero (Fy # 0), o lado do limite converge para
uma constante dada por 5.3. Neste caso, o grifico se estabiliza em uma posi¢do constante
como podemos observar no grafico na Figura 79, a forca constante compensa completamente o

amortecimento, levando o sistema a um equilibrio estético.

Figura 80 — Representacdo da velocidade em funcao do tempo para trés sistemas submetidos a
um movimento for¢ado superamortecido sob a influéncia de uma for¢a constante,
com diferentes condi¢des iniciais.

Grafico Tabela

t v v v
0.00 50.00 30,00 20,00 A
0.02 46.24 27.88 18.75
0.04 42.76) 25.91 17.58
0.06 3952 24.09 16.50
0.08 36.52 2239 15.50
0.10 3374 20.82 14.56
0.12 31.15 19.36 13.70
0.14 28.75 18.00 12.89
0.16 2653 16.74 12.14
0.18 24.47 15.57 11.45
0.20 2255 14.49 10.80
0.22 2078 13.48 10.20
0.24 19.13 12.55 9.64
0.26 1761 11.68 9.12]
0.28 16.19 10.88 8.64
0.30 14.87 10.13 8.19
032 1366 9.44 7.77,
034 1253 8.79 7.38
0.36 11.48 8.19 7.02
038 1051 7.64 6.68
0.40 9.60 7.12 6.37
0.42 877 6.65 6.08 v

O gréfico na Figura 80 ilustra o comportamento da velocidade em funcdo do tempo de
um sistema submetido a um movimento for¢ado superamortecido, quando uma for¢a constante é
aplicada. As curvas representadas referem-se a diferentes condicdes iniciais de velocidade (50,

30 e 20 m/s), destacadas pelas cores azul, verde e laranja, respectivamente.

Em um regime superamortecido, o sistema retorna ao equilibrio sem oscilar, com uma
desaceleracao suave e continua. Observa-se que todas as curvas exibem uma rapida queda de
velocidade logo apds o instante inicial (t = 0), seguida de uma aproximagdo assintética ao valor
de equilibrio, que € zero neste caso auséncia de velocidade final apds o efeito da forca constante
se estabilizar.

A resposta é completamente ndo oscilatdria, caracteristica tipica do superamortecimento.
Isso ocorre quando a forga resistiva € suficientemente intensa para evitar qualquer oscilagao,
mesmo sob a presenca de uma forga externa constante. O sistema atinge o equilibrio de forma

lenta, mas direta.
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A curva azul (vg = 50) parte de uma velocidade inicial mais alta e leva mais tempo para
se estabilizar. A curva laranja (vy = 20) chega mais rapidamente ao regime de equilibrio. A

curva verde (vy = 30) representa uma resposta intermedidria.

Esse tipo de comportamento é comum em sistemas projetados para evitar oscilagdes,
como em dispositivos de absor¢do de choques ou circuitos RLC superamortecidos, onde se

deseja estabilidade sem ultrapassagens.

5.4.2.2 Analise da simulacdo do movimento vibratorio forcado para o caso superamortecido

quando aplicando uma forca periddica externa

Consideramos as mesmas condi¢des iniciais para as massas iguais a m; = mq = mg = 1
kg, a constante eldstica igual a k = 1 N/m as velocidades v; = 50 m/s, vo = 30 m/s e v3 = 20

m/s e as posi¢des de cada massa z; = 0m, 22 = Ome x3 = 0 mno instante £ = 0 s.

Figura 81 — Pardmetros e Condig¢des iniciais inseridas na janela do Modo Matematico para o movimento
forcado superamortecido.

Modelo Matematico Modelo Matematico Modelo Matematico
F=-Kxx=bxv+F0xcos( phixt) F=-Kxx=bxv+F0xcos( phixt) F=-Kxx=bxv+F0xcos( phixt)
dv F dv F
dt m dt m
dx dx
— =y —=V
dt dt
|=283 +x 1=283 +x
Parimetros ‘ Condigdes Iniciais v Pardmetros Condigdes Iniciais v Pardmetros ‘ Condlqﬁes Inlclats ‘ v
O Casol [MCaso2 [Caso3 | A Touan e B e oL O Casol [@Caso2 [@Casoz [@CH
Iquais K= 1.00 1.00 1.00 : ) Iguais x= 0.00 0.00 0.00 |
- Iguais phi = 1.00 2.00 3.00
Iguais b= 4.00 4.00 4.00 - Iguais v=| 50,00 30.00 20.00 I
Iguais m= 1.00 1.00 1.00
Iguais = 5.00 10.00 15.00 | v Ve
< > < > < >

Fonte: Elaborado pelo Autor.

As demais varidveis serdo iniciais da seguinte forma, nocaso1 F, = 5N, b=1eo
p=1,nocaso2 Fp = 10N, b=1eop =2,enocaso3 F; = 15N, b =1eo0 ¢ = 3,

conforme a Figura 81.

Iniciando a simulacao € gerado o grafico a seguir para o movimento forcado superamor-
tecido. O gréfico a seguir ilustra como o deslocamento do sistema evolui ao longo do tempo,
destacando o regime de decaimento exponencial tipico do movimento superamortecido sobre a

influéncia de uma forga periddica, conforme a Figura 82.
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Figura 82 — O gréfico exibe a posi¢do de um sistema em um movimento for¢ado superamortecido ao
longo do tempo.

Gréfico Tabela

0.00 0.00 0.00 0.00 ~
0.02 0.96 0.8 0.39
0.04) 15 112 0.75,
0.06 267 162 109
0.08 3.43 2,08 141
0.10 414 251 171
0.12 478 2,91 139
0.14) 538 3.29 2.26,
0.1 594 363 251
0.18 6.45 3.96 274
0.20 6.92 4.26 2.36,
0.22 7.35 453 3.47
0.24) 7.75 473 3.36
0.2 8.1 5.03 354
0.28 8.45 5.2 3.71
0.30 8.76 5.47 3.67
) X X 032 9.05 566 402
=" 1P R N SRRRAREA e 034 931 584 416
0.36 9.55 6.00 430
0.38 9.77 6.16 4.42

0.4 10.15 6.43 463 v

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Note que, que para este as curvas se cruzam em varios pontos ao longo do eixo do tempo.
Isso mostra que, em determinados momentos, os sistemas podem estar em fase ou fora de fase,

resultando em intera¢des complexas.

Para analisar o grafico do movimento forcado superamortecido sobre influencia de uma
forca externa periddica dada na Figura 82 mais a fundo, tomaremos o limite da equacao do

movimento for¢ado superamortecido dada em (4.62) quando o t — oo.

Relembrando a equagdo z(t) movimento superamortecido sobre a influéncia de uma

for¢a periddica € dado por,

2(t)

— oGt G120 + Vo " Fo (Cg cos @t €2t + @ sen pt €52t — C2> -
(-G mG-G) .

— e Gt G220 + Vo + Fy (Cl cos pt et 4+ psen pt eSit Cl)
GG miG -G Eae

Aplicando a distributiva dos termos exponenciais e~ %! e e~%?!, e, em seguida, o limite

quando t — oo na z(t), obtém-se:

lim z(t) = I Gacospl +psenpt (G cospt + psenpt

54
t—00 m(gl — {2) 2 + (2 o + 2 (5.4)

Quando a forga externa é nula (F = 0) o sistema ndo é forcado externamente. Por-
tanto, a z(t) converge para a posic¢éo de equilibrio z(¢) = 0 assim como o caso for¢ado livre

superamortecido.

Como no caso anterior, a z(t) é governado apenas pelas condi¢Ges iniciais zg € vy. O
gréfico exibird um decaimento exponencial sem oscilagdes, com o deslocamento z(¢) tendendo a
zero conforme ¢ — co. As oscilagdes diminuem exponencialmente até que o sistema retorne ao
estado de equilibrio sem mais perturbacdes. Neste caso, ndo haverd a formagdo de um regime

estaciondrio, ja que ndo existe uma forca externa para sustentar oscilacdes periddicas.
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No caso em que a for¢a externa é diferente de zero (Fy # 0), a for¢a constante Fj
introduz um deslocamento estatico no sistema. No limite ¢ — 0o, as contribui¢cdes associadas as
condi¢des iniciais desaparecem, resultando em (5.4) o lado direito do limite se torna uma fung¢éo

periddica, portanto, ndo converge para um valor especifico.

Conforme a Figura 82, o gréfico apresentard um regime transitorio inicial, com oscilagdes
que se reduzem devido ao amortecimento. Apds o decaimento do regime transitdrio, o sistema
atinge um regime permanente em que a oscilacdo segue a periodicidade da forca externa.
A amplitude das oscilagdes no regime permanente serd proporcional a intensidade de Fj e

inversamente proporcional aos coeficientes de amortecimento ({3, () e a frequéncia (¢).

Figura 83 — Representacdo da velocidade em funciao do tempo para trés sistemas submetidos a
um movimento for¢ado superamortecido sob a influéncia de uma forca periddica,
com diferentes condi¢des iniciais.

Gréfico Tabela
t v v v
0.00 50.00 30.00 20,00/ ~
0.02 4624 27.88 18.75
0.04 4276 25.91 1758
0.06 39.52 24.08 16.50
0.08 36.52 2239 15.49
0.10 33.73 20.81 1454
0.12 3115 1935 13.66
014 28.75 1798 12.84
0.16 26.53 1672 12.06
0.18 2446 1554 1134
0.20 22,55 1445 1065
G20 = N R s A, e — N 5, TUTIURE N . 022 2077 13.43 10.01
RN | R 024 19.12 12.48 9.40
0.26 1759 1159 882
— 0.28 16.17 1077, 827
0.30 1486 10.00 775
0.32 1364 9.28 725
034 1250 861 677
0.36 1145 7.98 631
0.38 10.47 7.39 597
0.40 9.57 6.84 545
0.42 8.73 6.32 504 v

Fonte: Elaborado pelo Autor.

O gréfico exibe a variagdo da velocidade em fun¢do do tempo para um sistema fisico
submetido a um movimento for¢ado superamortecido, sendo influenciado por uma forca externa
periddica. As curvas apresentadas, identificadas pelas cores azul, verde e laranja, correspondem

a diferentes condicdes iniciais de velocidade (vy = 50, 30 e 20 m/s, respectivamente).

Neste cendrio, o sistema € caracterizado por uma forte dissipacdo de energia devido
ao amortecimento elevado, o que impede oscilagdes naturais livres, mas permite oscilagdes
induzidas pela forca periddica aplicada.

A velocidade inicial decai rapidamente em todas as curvas, devido a dissipa¢ao promo-
vida pelo amortecimento elevado. Apesar do amortecimento ser intenso, a forga periddica gera
oscilacdes que se manifestam de forma suave e atenuada com o tempo. As curvas azul e verde
(com velocidades iniciais menores) apresentam oscilacdes mais evidentes, mas ainda controladas,

sem crescimento de amplitude, evidéncia de que ndo ha ressonancia.

Ao contrario do caso subamortecido, aqui o sistema responde de forma amortecida e
sem ultrapassagens significativas, o que significa que ele tende ao regime forcado estdvel com

pequenas oscilagdes ao redor da velocidade média imposta pela forga externa.
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5.4.3 Movimento criticamente amortecido

Para o caso criticamente amortecido, o sistema retorna ao seu estado de equilibrio sem
oscilar. Esse € o regime em que o amortecimento € exatamente igual a quantidade necessdria
para evitar oscilagdes.
5.4.3.1 Analise da simulagdo do movimento vibratdrio forcado para o caso criticamente amor-

tecido quando aplicando uma for¢a constante

Consideramos as mesmas condi¢des iniciais para as massas iguais a m; = ms = msg = 1
kg, a constante eldstica igual a £ = 1 N/m as velocidades v; = Om/s, v, = 0,5 m/s e v3 = 1 m/s

e as posigdes de cadamassax; = 1m,z2 = lme x5 = 1 mno instante ¢ = 0 s.

Figura 84 — Parametros e Condicdes iniciais inseridas na janela do Modo Matematico para o movimento
for¢ado Criticamente amortecido.

Modelo Matematico Modelo Matematico Modelo Matematico
F=-Kxx-bxv+F0 F=-Kxx-bxv+F0 F=-Kxx=-bxv+F0xcos( phixt)
dv F dv F dv_F
dat m dat m dat m
dx dx dx
— =y —_— —_—
dt dt dt
=283 +x |=283 +x I=283 +x
Parametros | Condigdes Iniciais v Parametros Condigdes Iniciais v Parametros | Condigdes Iniciais ‘ v
O Casel ECasoZ OCasod | A Tt b= 1.00 1.00 1.00 A O cCasol [ Casoz [ Caso2 [ C4
Iguais K= 0.25 0.25 0.25 = Tquais x= 1.00 1.00 1.00 i
- Iquais = 5.00 10.00 15.00
Iguais | b= 1.00 1.00 1.00 i Igusis | v=' 000/ 0.50 100
Iquais m= 1.00 1.00 1.00
Iguais = 5.00 10,00 15.00 | v v
< > < > < >

Fonte: Elaborado pelo Autor.

As demais varidveis serdo iniciais da seguinte forma, no caso 1 F, =5Ne b = 0, 25, no
caso2 Fp =10Neb=0,25enocaso3 [y = 15 Ne b = 0, 25, conforme a Figura 84.

Ao iniciar a simulagdo é gerado o grafico da posi¢do em relagdo ao tempo do movimento

for¢cado amortecido aplicado uma forca externa constante, conforme a Figura 85.

Observa-se que, dependendo do valor de Fj, o sistema pode atingir uma posi¢ao de
equilibrio estatico ou permanecer proximo ao ponto de origem em casos de auséncia de forca

externa.

Para analisar o grafico do movimento forcado criticamente amortecido dada na Figura
85 mais a fundo, tomaremos o limite da equacdo do movimento for¢ado criticamente amortecido

dada em (4.69) quando o t — oc.

Relembrando a equag@o z(t) para o movimento forgado criticamente amortecido é dado
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Figura 85 — O gréfico exibe a posi¢do de um sistema em um movimento forcado criticamente amortecido
ao longo do tempo sobre a influencia de uma forga constante.

Gréfico Tabela

t X x x
0.00 1.00 1.00 100 A
0.02 1.00 101 1.02
0.04 1.00 103 1.05
0.06, 1.01 105 1.08
0.08 1.01 107 112
0.10 1.02 1.09 117
0.12 1.03 112 122
0.14 1.04 116 127
0.16, 1.06, 119 133
0.18 1.07, 123 139
0.20 1.09 127 146
0.22 111 132 153
) 20:00- / ~ 0.24 113 137 161
0.26, 1.15 142 169
0.28 117, 147 177
030 119 153 186
0.32 122 159 195
034 1.25 165 2.05
036, 1.27 171 2.15
038 1.30 178 2.25
0.40 133 1385 236
0.4 1.36, 192 2.47 v

wf-60:00

Fonte: Elaborado pelo Autor.

por,

Fy [tePt (eft—1) Fy (e —1
1) = e Pt _ 20 — t — | — 5.5
Z() e 20 m B ﬁz + U0+ﬁ20+m( B ) ( )

Aplicando o limite quando ¢ — oo na equagdo z(¢) acima resultando em,

Fi
lim z(t) = —

t—o0 m/3?

(5.6)

O resultado encontrado em (5.6) € inversamente proporcional ao coeficiente de amorteci-
mento 32 e 2 massa m, o que significa que um amortecimento mais forte ou uma massa maior
reduzird a amplitude da posicao final. Representa o ponto de equilibrio estdtico do sistema, onde

a forca constante F{ é exatamente balanceada pelo amortecimento critico.

Quando a forca externa é nula (F = 0), o sistema ndo ¢é influenciado por forgas externas
constantes. Por tanto, a z(t) converge para a posi¢do de equilibrio z(¢) = 0, assim, como o
caso forcado criticamente amortecido. Neste caso, o grafico reflete apenas o comportamento
transitorio determinado pelas condig¢des iniciais (29 evg). A posicdo do sistema tenderd a zero
z(t) — 0 ao longo do tempo, sem atingir um deslocamento estaciondrio, conforme observamos

no grafico do movimento livre criticamente amortecido dado na Figura 46.

No caso em que a forga externa é diferente de zero (Fy # 0), a for¢a constante Fj
introduz um deslocamento estatico no sistema. A presen¢a de uma forga constante Fi faz com
que o sistema atinja uma nova posi¢ao de equilibrio estdtico em F/m/3?. Na Figura 85 o gréfico
mostra uma curva que se estabiliza nesse novo valor, com um decaimento exponencial no inicio

e a transi¢ao suave para o estado estaciondrio.
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Figura 86 — Representagdo da velocidade em fungdo do tempo para trés sistemas submetidos a um
movimento for¢ado criticamente amortecido sob a influéncia de uma forca constante,
com diferentes condi¢des iniciais.

Grafico Tabela

t v v v
0.00 0.00 050, 100 A
0.02 0.09 068 127
0.04 0.19 0.86, 154
0.06, 0.28 104 180
0.08 037, 121 206,
0.10 0.45 138 231
0.12 054 154 255,
0.14 0,62 171 279
0.16, 0.70 136 3.03)
0.18 0.78 202 3.26)
0.20 0.86, 207, 3.48
0.22 0.94 232 3.70
0.24 1.01 2.47, 3.92)
0.26, 1.08 261 413
0.28 1.16 275, 434
0.30 1.23 2.88) 454
0.32 1.30 3.02 474
0.34 1.36 3.15 493
0.36, 143 3.27, 5.12|
038 149 3.40 5.30
0.40 1,56, 352 5.49
0.42 162 364 5,66 v

Fonte: Elaborado pelo Autor.

O gréfico na Figura 86 apresentado ilustra a variagdo da velocidade em func¢ao do
tempo para um sistema mecanico submetido a um movimento for¢ado criticamente amortecido,
sob a acdo de uma forca constante. Observa-se que o comportamento dindmico do sistema é
caracterizado por uma resposta que atinge um valor maximo e, em seguida, decai suavemente

até se estabilizar.

A curva azul representa a resposta do sistema com maior intensidade de forc¢a aplicada,
enquanto as curvas verde e amarela correspondem a forcas constantes de menor intensidade,

respectivamente.

Nos instantes iniciais, ocorre um aumento gradual da velocidade, a medida que a forca
constante imprime aceleracdo ao sistema. Esse crescimento, no entanto, ndo € indefinido: a
acdo do amortecimento critico limita esse aumento, fazendo com que a velocidade atinja um
valor maximo e, logo em seguida, comece a decrescer exponencialmente. Isso ocorre porque,
no regime de amortecimento critico, o sistema dissipa energia de forma eficiente, retornando

rapidamente a sua posi¢do de equilibrio sem oscilagdes.

Dessa forma, o gréfico evidencia que ndo hé crescimento continuo da velocidade. Pelo
contrdrio, ela apresenta um pico e, depois, tende gradualmente a um valor estacionério, compati-

vel com a condi¢do de regime permanente imposta pela forca constante.

5.4.3.2 Analise da simulacdo do movimento vibratdrio forcado para o caso criticamente amor-

tecido quando aplicando uma forga periddica externa

Consideramos as mesmas condi¢des iniciais do caso em que a forca externa € constante.
As demais varidveis serdo iniciais da seguinte forma, nocaso1 Fy =5N,b=0,25e0p =1,
nocaso2 Fy = 10N, b =0,25e0¢p = 2,enocaso3 Fy, = 15N, b =0,25e0 p = 3,

conforme a Figura 87.
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Figura 87 — ParAmetros e Condi¢des iniciais inseridas na janela do Modo Matematico para o movimento
forcado Criticamente amortecido.

Modelo Matematico e Modelo Matematico e Modelo Matematico
F=-Kxx-bxv+F0)xcos( phixt) F=-Kxx-bxv+F0xcos( phixt) F=-Kxx-bxv+F0xcos( phixt)
dv F dv F dv F

dt m dt m E=E

dx dx dx

— vy —=y —

dt dt ac

I=283 +x =283 +x =283 +x

Condiges Iniciais S Condigdes Iniciais 2 Pardmetros ‘ Condiges Iniciais | 52
B Casol M Caso2 MM Caso3 | Iquais 0= 5.00 10.00 15.00 " O Casol [MCaso2 O Caso3 [MCH
Iguais K= 0.25 0.25 0.25 .
Iqua X= f g .

Tquais ohi = 1.00 2.00 2.00 quais 1.00 1.00 1.00 |
Iguais b= 1.00 1.00 1.00 i -

guas | m=| 100/ 100/ 100 Tuaks | v= |0 00 (R N
Iguais 0= 5.00 10.00 15.00 v M

< > < > < >

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Ao iniciar a simulagdo é gerado o grafico da posi¢do em relagdo ao tempo do movimento

forcado criticamente amortecido aplicado uma forca externa periédica, conforme a Figura 88.

Figura 88 — O gréfico exibe a posicdo de um sistema em um movimento forcado criticamente amortecido
ao longo do tempo.

Gréfico Tabela
t x x x
0.00 100 1.00 1.00 A
"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" 0.2 100 101 1.02
004 100 103 1.05
0.05 101 105 1.08
0.08 101 107 112
0.10 102 1.09 147
012 103 112 121
014 104 116 127
0.15 106 119 132
\ 0.18 107 123 138
J ) ) ) 0 0.20 109 127 145
= Y 0.22 111 131 152
024 113 136 159
0.25 115 141 166
028 117 146 174
0.30 119 151 182
032 122 157 190
034 124 163 18
0.35 127 169 2,05
033 130 175 2.15
0.40 133 151 223
0.4 136 167 232 v

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Para analisar o grafico do movimento for¢ado criticamente amortecido dada na Figura
88 mais a fundo, tomaremos o limite da equacdo do movimento forcado criticamente amortecido

dada em (4.71) quando o t — .

Relembrando a equag@o z(t) para o movimento forgado criticamente amortecido é dado

por,
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Fy [ cospt(Bte’ — ePt) + psenpt (tet — BePt) + B(1 — psen ot — cos pt)

t) =e Pt zp——
() =e T B2 + ¢?

N Be* (B cos pte’ + psenpte? — B) — Bp? (Bsen e’ — pcos pte’ + )
P2+ ¢?

+

Fy [ Bos ot e’ + psenpt et — 3
m B2 + 2

+ Uo—i-ﬁZo—F

Aplicando o limite quando ¢ — oo na equagdo z(¢) acima resultando em,

F
tlgéloz(t) = m(ﬁQ—iQOQ) cos got(l + Be* (B + 90)> + By sengpt(l + (e — ﬂ)) (5.7)

A expressao no limite quando ¢ — oo mostra que a posi¢do z(t) do sistema depende da
forca aplicada F{, da massa m, do coeficiente de amortecimento (3 e da frequéncia angular ¢.

No limite, o sistema continua a oscilar com uma amplitude que depende desses parametros.

Quando a forca externa é nula (Fy = 0), significa que nao ha forga periddica aplicada,
portanto, a z(t) converge para a posi¢do de equilibrio z(¢) = 0 assim como o caso criticamente
forcado. O grafico mostra um decaimento exponencial da oscilagdo devido ao amortecimento
critico, eventualmente atingindo uma posi¢ao de equilibrio estdvel, conforme observamos no

grafico do movimento livre criticamente amortecido dado na Figura 46.

No caso em que a forca externa € diferente de zero (Fy # 0) o lado direito do limite
(5.7) se torna uma fungdo periddica, portanto, ndo converge para um valor especifico. Nesse
caso, a forca periddica aplicada ndo € zero, o que significa que o sistema € continuamente
forcado. O gréfico na Figura (88) mostra oscilagdes continuas com uma amplitude que depende

da magnitude de F{, conforme descrito pela expressio no limite calculado em 5.7.

Figura 89 — Grifico da velocidade v(t) submetido ao movimento for¢ado criticamente amortecido
sob a influéncia de uma forga periddica.

Grafico Tabela

t v v v

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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A Figura 89 apresenta os gréficos da velocidade v(t) para trés sistemas distintos submeti-
dos a um movimento for¢ado criticamente amortecido, sob a acao de uma forga periddica. Cada
curva colorida (azul, verde e laranja) representa a resposta de um sistema diferente, possivelmente

com diferentes amplitudes ou frequéncias da for¢a aplicada.

Neste regime, o sistema encontra-se no limite entre o subamortecimento € 0 superamor-
tecimento, o que significa que ele retorna ao equilibrio o mais rapido possivel sem oscilagdes
livres. No entanto, como hd uma forca periddica atuando continuamente, a resposta do sistema
¢ dominada pela frequéncia dessa forca externa — resultando em um movimento oscilatério

forcado.

As curvas evidenciam oscilagdes periddicas e estdveis, sem crescimento ou decaimento
acentuado da amplitude ao longo do tempo. Isso indica que o sistema entrou em regime perma-
nente, no qual a energia fornecida pela for¢ca externa é exatamente dissipada pelo amortecedor,

mantendo a amplitude constante.

A tabela ao lado do grafico complementa a visualizacdo, apresentando valores numéricos
da velocidade para diferentes instantes de tempo. Esses dados reforcam que as velocidades
oscilam ao redor de zero, com amplitudes controladas pela interagc@o entre a forca periddica e o

amortecimento critico.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho discute a importancia de uma aprendizagem significativa, que vai além
da mera aplicacdo de conceitos, e envolve a constru¢do de modelos tedricos e a realizacao de
simulagdes para facilitar a compreensdo dos fendmenos fisicos. Destaca-se que a educagdo estd
passando por um processo de reformulagdo, com a integracdo das Tecnologias de Informacdo e
Comunicacao (TICs) no ensino, se usada de forma correta, pode tornar as aulas mais atrativas
e dindmicas. O uso de ferramentas como o software Modellus é enfatizado, pois permite a
modelagem de sistemas fisicos e a visualizagdo de comportamentos dindmicos, contribuindo

para uma melhor assimilagdo dos conceitos.

O Software Modellus € utilizado em diversas disciplinas e contextos educacionais, sendo
uma ferramenta valiosa para complementar o ensino tradicional. Ele é particularmente eficaz em
cursos de Fisica, onde a visualizac@o de conceitos como vibra¢des, movimento e ondas € crucial

para a compreensdo do conteudo.

O uso de modelagens no ensino da Fisica tem se mostrado uma abordagem pedagégica
eficaz e inovadora, contribuindo para uma melhor compreensdo e aprendizado dos conceitos
fisicos. A modelagem permite que os alunos visualizem fendmenos fisicos complexos que, de
outra forma, seriam dificeis de compreender apenas por meio de férmulas e descri¢des textuais.
Por exemplo, simulacdes de Vibracdes Mecanicas podem ajudar os alunos a observar diretamente
como um sistema massa-mola se comporta em diferentes condi¢cdes. Ressalta-se a importancia
dos alunos do ensino superior compreenderem estes conceitos apresentados nas disciplinas de
Mecanica Classica e Equacdes Diferenciais, promovendo uma abordagem conceitual que os

ajude a entender a influéncia da ciéncia em suas vidas.

Embora as modelagens apresentem intimeros beneficios no ensino de Fisica, ¢ importante
que os educadores sejam treinados adequadamente para utilizar essas ferramentas e que sejam
integradas ao curriculo de forma coerente. A combinagdo entre métodos tradicionais e inovacoes
tecnoldgicas pode resultar em uma educagio mais robusta e significativa. E fundamental ressaltar
que o uso do Software Modellus, ou de qualquer outro software educacional, ndo solucionara
todos os desafios enfrentados no ensino de Fisica ou nas ciéncias em geral. Essas ferramentas
devem ser encaradas como um recurso complementar, oferecendo suporte tanto para professores
que ja dispdem de diversos recursos quanto para aqueles que atuam em escolas com infraestrutura

limitada ou inexistente.

Nesse contexto, as TICs desempenham um papel essencial ao integrar tecnologias,
amplamente presentes no cotidiano dos estudantes, ao ambiente de ensino. Essa integracio
ndo apenas aproxima o conteido da realidade dos alunos, mas também transforma a sala de
aula em um espaco mais dindmico e atrativo, favorecendo o engajamento e promovendo uma

aprendizagem mais significativa e contextualizada.

Os objetivos propostos neste trabalho foram alcancados de forma satisfatéria, uma
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vez que as modelagens desenvolvidas com o software Modellus demonstraram ser eficazes na
representacdo de problemas de Vibragdes Mecanicas. As simulagdes realizadas possibilitaram
uma melhor compreensdo dos comportamentos vibratdrios, integrando os cdlculos mateméticos
desenvolvidas no decorrer do trabalho as praticas didaticas de modelagem, conforme planejado.
Além disso, o uso do Modellus como ferramenta computacional mostrou-se adequado para
apoiar o ensino de contetidos abordados nas disciplinas de Mecénica Classica e Equagdes
Diferenciais Aplicadas, contribuindo tanto para a consolida¢iao do aprendizado tedrico quanto
para o desenvolvimento de habilidades praticas dos estudantes em cursos de graduacdo em Fisica

e areas afins.

Em suma, as modelagens no ensino da Fisica ndo apenas facilitam a compreensao de
conceitos complexos, mas também promovem uma formacao mais completa e envolvente para

os alunos.
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7 TRABALHOS FUTUROS

Uma possivel melhoria para este trabalho seria a utilizacao da ferramenta de Condig¢des
do Modellus para definir automaticamente as condi¢des iniciais do sistema diretamente na janela
Matematica. No presente estudo, as condicdes iniciais foram inseridas manualmente, o que pode

demandar mais tempo e aumentar a possibilidade de erros na configuracdo da simulag@o.

Ao implementar essa funcionalidade, o usudrio poderia definir parametros como desloca-
mento inicial, velocidade inicial e constantes do sistema diretamente na interface matematica do
software, tornando a modelagem mais eficiente e flexivel. Isso também facilitaria a realizacao de
multiplas simulacdes com diferentes condigdes iniciais, permitindo andlises comparativas mais

detalhadas sem a necessidade de ajustes manuais constantes.

Além disso, essa abordagem possibilitaria futuras implementacdes de simulacdes mais
automatizadas, onde os parametros poderiam ser ajustados dinamicamente, promovendo maior
precisdo e praticidade na andlise das vibracdes mecanicas. Esse aprimoramento tornaria o uso

do Modellus ainda mais intuitivo e eficiente para estudos na drea de dinamica e vibragdes.

Como uma possivel extensao deste trabalho, sugere-se a implementacdao de uma mola
adicional no sistema modelado, permitindo a andlise de vibracdes em sistemas com multiplos
graus de liberdade. A introduc¢do de uma segunda mola possibilita o estudo de configuracdes mais
complexas, como sistemas acoplados e modos normais de vibra¢ao, ampliando a compreensao

sobre a dindmica de sistemas vibratorios.

Essa modificacdo permitiria investigar a influéncia da rigidez relativa entre as molas
e sua relacdo com a frequéncia natural do sistema. Além disso, seria possivel explorar o
comportamento do sistema sob diferentes condi¢cdes de amortecimento e excitacdo externa,

tornando a simulacao mais proxima de aplicagdes reais em engenharia.

A implementacdo no Modellus poderia incluir a resolu¢do numérica das equagdes dife-
renciais do sistema utilizando métodos adequados, como Runge-Kutta, e a visualizacdo grafica
das oscilacdes individuais e combinadas das massas. Esse aprimoramento contribuiria para
uma andlise mais detalhada de sistemas vibratérios, oferecendo uma base sélida para estudos

avancados na drea de dinamica estrutural e controle de vibragdes.
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APENDICE A - RELACOES TRIGONOMETRICAS.

Sendo dado o tridangulo abaixo.

As seguintes relacdes sdo vdlidas:

b
. senq = —
a
c
. cosa = —
a
tga = -
c
a
csca = —
b
a
. seca = —
c
. c
cota = -
b
sen o
=tga
COS (v
. sen’a +cos’a =1

sec?a — 1 =tg2a
sen (o £+ ) = sena cos § + cos asen 3

cos(av £+ B) = cos v cos f F senasen 3

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

sena + sen § = 2sen (—

cosa + cos f = 2 cos (i

)
sena — sen 3 = 2 cos (#) sen (ﬂ)
2

cos a—cos f = —2sen (ﬂ) sen (O‘;)

sena — sen = 2 cos (22) sen (%57)

IS

cosa + cos 3 = 2 cos (‘%5) cos (a_ )

sen 2c = 2sen o cos o

cos2a = cos?a — sen’a = 2cos® a —

1=1—2sen’«

9 1 — cos2a

sen‘q = —————
2

9 1+ cos 2«

.cosToy = ————

2
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APENDICE B - CALCULO DAS CONSTANTES C; E C, DAS SOLUCOES GERAIS
PARA O MOVIMENTO FORCADO

VIBRACOES FORCADAS NAO AMORTECIDAS

Aplicando a condigdo inicial z(0) = zy na equagdo geral dada em (4.43), obteremos,
to

Ft Ft
20 = O — / () senwt’ dt’ = Cy =2y — / Triw) senwt’ dt’ (B.1)
mw

to 0

Derivando a equacdo (4.43) em relacdo a varidvel ¢, obtemos,

F / d F t/
dz(t) = —wsenwt [ C) — / (t) senwt' dt' | +coswt | — | Cy — / ) senwt’ dt’
di maw dt e

to to

¢
Ft d F(t

+wcoswt [ Cy +/ *) coswt' dt’ | +senwt | — | Cy +/ *) coswt’ dt’
mw dt mw

to to

t
dz(t Ft F(t
2(t) = —wsenwt Cl—/ ( )senwt’dt’ —M—i—
dt mw
to
tF ! F
t t
+ wcoswt CQ+/ ( )coswt'dt’ —1—%7—(%;9817@
mw
to

F(t
) coswt’ dt’
w

dt mw m

t

dz(t Bt
(1) = —wsenwt Cl—/ ( )senwt’dt’ + wcoswt Cg+/
to

to

(B.2)

Aplicando a condi¢do inicial dz(0)/dt = vy na equacdo dada em (B.2), obteremos,

0 to
Pt Pt
Vg = w C’2+/ (t) cos wt’ dt’ = Cy = —+/ t) coswt'dt’  (B.3)
mw mw
to 0

Aplicando os valores das constantes C'; e (5 encontradas na equacdo geral dada em
(4.43), obteremos,

to t
F(t F
z(t) = coswt | 2o —/ ( )senwt' dt'—/ ( )senwt' dt' | +

mw mw
0 to
P rw F(t
t t
+ senwt @+/ () Coswt'dt’+/ ( )Coswt'dt’
W mw mw

0 to
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- -
t t
z(t) = coswt | 2o —/ ( )senwt’ dt" | + senwt @—l—/ (*) coswt’ dt/
mw w mw
0 0
oy oy
t t
2(t) = zocoswt—/ ( )senwt’coswtdt'—i-ﬂsenwt—l—/ ( >senwtcoswt/dt’
mw w mw
0 0
Ft
2(t) = zpcoswt + % senwt —I—/ () sen [w(t —t')] dt’ (B.4)
w mw

0
VIBRACOES FORCADAS AMORTECIDAS

Movimento forcado subamortecido

Tomando, a condi¢@o inicial z(0) = 2z, na equagéo (4.49), obtemos:

0 to
it / Ft /
20 =C4 — / Qeﬁt senwt'dt! = C, =z — / Leﬁt senwt’ dt’ (B.5)
mw mw

to 0

Derivando a equacdo (4.49) com relacdo a ¢, obtém-se a velocidade do sistema:

t
dz(t Ft /
2(t) = < - ﬂe’ﬁt cos wot — woeﬁtsenwot) <01 - /Leﬁt senwot’ dt’) +
dt mwy

to
t

d F(t /
+ e Pleoswot | — | C — Le’ﬁt senwot’ dt’
dt mwy

to

t
F(t /
+ ( — Be Ptsenwot + woe "t cos w0t> <C'2 + / Le‘ﬁt cos wot’ dt') +
mwo
to

¢
F(t /
i (02 + ﬂe_ﬂt cos wot’ dt’)]
dt MWy
¢

0

+

+ e_ﬂtsenwot

dz(t)
dt

mwo

= ( — Be Pt coswyt — woeﬁtsenwot) (C’l —

t
F(t /
( )eﬁt sen wot’ dt’) —
0

t

F(t

mwo

—e Pl cos e"'senwpt + ( — Be Ptsenwot + woe "t cos w0t> (02—1—

t
Ft) g F(t
B o) 4
mwy mwo
to
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dz(t)
dt

t
Pt /
= —Be P cos wyt (Cl — /Leﬁt sen wot’ dt’) — woe Ptsenwot (Cl—
mwo
to

¢ ¢
Ft / F(t /
—/Qeﬂt sen wot’ dt’) — Be Plsenwyt (CQ + / Qeﬁt cos wot’ dt')+
mwy mwo
to to

t
F(t /
+ woe P cos wot (Cg + / ( )eﬁt cos wot’ dt')
mwo
to

t
dz(t Ft) 5
2(t) = -8 [e‘ﬁt cos wot (C’l - / ( )eﬂt senwot’ dt') + e Plsenwyt (C’g—f—
mwo
to

dt
/ Ft / Ft
t / t /
+/Leﬁt cos wot’ dt')] — woe Ptsenwpt (C’l —/ ( )eﬁt sen wot’ dt'>+
mwy mwo
to to

t
Ft /
+ woe P cos wot (Cg + / Qeﬁt cos wot’ dt'),
m

Wo

to

note que a expressio dentro dos colchetes é a propria solucdo geral z(t) dada em (4.49). Logo,

poderemos reescrevé-la, na forma,

t F ,
t /
= —B2(t) — woe Psenwpt (Cl — / Leﬁt senwot’ dt') +
mwo

to

t F ,
t /
+ woe Pt cos wot <C’g —i—/ﬁeﬂt cos wot’ dt’) (B.6)
mwo
to

Tomando, dz(0)/dt = vy e z(t) = 2 na (B.6), obtemos:

0
F(t /
vg = —Bz +wp Cg—i-/ﬁeﬂt cos wot’ dt’
mwo
to
0 o
t /
M — 02—}/&6[% COSWOt, dt,
wo mwo
to
to F ,
v 2 t /
Cy = Lﬂo—l—/ﬁem cos wot’ dt’ (B.7)
Wy mwyo
0

Substituindo as constantes C'; e Cs na equacio geral em (4.49), obtemos:
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to
F / F(t /
2(t) = e P cos wyt zo—/ ( )eﬁt senwot’dt’—/ﬁeﬁt senwot’ dt’ | +
mwo
0

mwo

v Z
+ e Plsenwyt Lﬁo / e coswot’ dt’ +/ e coswot’ dt’
Wy mwo mwo

F(t /
2(t) = e P eoswot | 2 —/Leﬁt senwopt’ dt’ | +
mwo
0

v z F(t) 4,
+ e Plsenwot LBo—i-/ﬁeﬁt coswot' dt’ | ,
mwo

Wo

aplicando a propriedade distributiva e em seguida colocando a exponencial em evidéncia,
F(t') s
2(t) = zpe P cos wyt — e P cos wot / Qeﬁt senwot’ dt’'+
mwo

Vo + Dz F t/ /
+ e Plsenwyt (0—60) + e Plsenwyt /Qeﬁt coswot’ dt’
wo mwo
0

vy + B2 F(t 4.
2(t) = e P [zo cos wot + (O—/BO> sen wot + / Qeﬁt senwot cos wot’ dt’ —
Wo mwo
¢ P
t /
( ) et Coswotsenw()t'dt']
mwo

0

2(t) = e Pt [zo cos wot + <m) wot + / e'sen [wo(t — t')] dt] (B.3)
Wo mwo

Movimento for¢cado superamortecido

Aplicando a condigio inicial do tipo z(0) = 2o, obteremos,

0 0
eglt/F(t ) eCQt'F(t’)
2 = C; — dt’ + C +/ dt’
" ) mG-G) ) mG - @)
to to
P et P(¢) P et P(t)
20 = Ol+ dt""C’Q - dt/ (B9)

m(¢ — (2) m(C — C2)
0 0
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Tomando a derivada da equacdo (4.57), obteremos,

t t 7]
0 SR L\ | d STR(Y)
= —CGe C, — I S +€C1t — _ At
a e i\ ma-a
to to .
t t
R () eV F(t)
—Ge | Oy + e—dt/ +e 2t | — + [ ———at’
“ ) mG - G) dt\7* ") mG-G)
to to
d f Gt g —Cit it
2(t) _ et [0 - SR (t) g | ete
dt ; m(¢ — C2) 1= G2)
0
t
CZtlF(t/) e—S2tplat
— (e @t Oy + ¢ dt’
@ ’ m(G — G) 1= G)
to
d=(1) [ SR [ R
2(t et t es? t
= —Ge 9o - dt' | — Ge @' | Cy + dt’
dt “ ) mlG-G) @ ) mG-G)
to to
Aplicando a condi¢do inicial do tipo dz/dt(0) = vy, obteremos,
0
et () TR
vy = — C)— | ——2dt' | — Cy + dt’
0 G| Ch (G —G) G | Co m(Q &)
to to
T et p(y Pt py
e—() 6—() dt (B.10)

m(¢ — ()

Vo = _CICI_CIO/W(Q—@)

dt' — (Ch + C2/
0

Com os resultados encontrado nas equagdes (B.9) e (B.10), montaremos um sistema de
equagdes para encontrar os valores das constantes C'; e C, teremos,

p

F et Pt F et Pt
2 = O+ | ——=dt/ +Cy — [ —————dt’
" ' m(C — C2) ’ m(¢ — C2)
0 N y 0 " o (B.11)
SRt /e2F(t’) ,
vg = —GC)— ————dt — (O + —dt
o = ~6O—a [ 2w 6o [ S
\ 0 0
Multiplicando a primeira equacgdo do sistema em (B.11) por (;, obteremos,
' et p(p) aa
e F(t eV F(t
= GC1+ / dt' + ¢,Cy — / dt’
G120 GCi+ G m(C — @) GGy — G ((1 G)
(B.12)

i to SR to YRt
v = —CICI_Clo/mdt —C202+<20/mdt
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Somando as duas equagdes do sistema em (B.12), obtemos,

to ,
e (1)

dt _'_CICQ_Clo/m(Cl—CQ)dt_

to ,
et F (1)

dt—@@+{{/m“rﬂmdﬂ(38)
0

fo (gt’F !
"-alira [ SR
0

to ,
et ()

dt’

Cizo +vg = Clcz—QO/m(Cl_Cz)

to ,
et F(t)

Co(Ci —G) = CGao+vo+ (G — ) 0/ (G = Ca) dt

to
Clzo + Vo €<2t/F<t,) /
Cy = + [ ———dt B.14
? -G J m(¢r — C2) ®.19)

Substituindo o valor da constante 'y na primeira equacio do sistema em (B.11), obtere-

mos,

U E(H)
; m(Cl (2)

to to
aat CRw
20 = C € ()dt’+<1ZO+UO /e /

I IR AR )

0
at p(t
20:C+ ¢ ()

- .

dt' + Cy —

et B (¢
1 — ()

dt’

to
—C220 — Vg A
c, = — dt B.15
! G — G ) m(Cl - Cz) ( )

Substituindo os valores das constantes C; e Cy na equagao geral do movimento supera-

mortecido dado em (4.57), obteremos,

to , t ,
—(220 — Vo () et F(t)

— Gt _ r_ /
A =e G — G2 / m(C — C2) at . m(¢ — (2) e
et [ G170 +vo / TR / R,
e Cl G2 m(Cl Cz) At m(Cl C2) dt

to

ot | ©20 0 / P e @20+ o t A
S Wreroa rrcrrey ) R o e

(B.16)
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Movimento forcado criticamente amortecido

Tomando, a condi¢@o inicial z(0) = 2, na equacao (4.66), obtemos:

0
F(t /
20 = Cl —/ ( )t’eﬁt dt/

F(t ,
C, = zo— / (t)t’eﬂt dt’ (B.17)
0

Derivando em relagdo a ¢, obtemos:

t
dt) _ g (CI _ / F(t) o dt,) o
m

dt *

t
F(t /
i((]l — / Flr) )t/eﬁt dt’)
dt m

to

t
d Ft') g

to

to

t
+ (e‘ﬂt - tﬁe_ﬁt) (Cg + / Meﬂt' dt’) +te Pt
m

to

! / 1/
dz(t) :_ﬁe&(q_ [E0 dt,> W), s,
dt m m
to
1tF ! F
+<€_m_w€_m> <02+ / (t) s dt,>+ (1), oo
m m
to

t

di;tt) = —fe <01 —~ / #t’ew dt’) + (e‘ﬁt —tfe”” t) (OQ + / #em/ dt/)

to to
(B.18)

Tomando, dz(0)/dt = vy na (B.18), obtemos:

0
w = _ﬁ(q_ F(t) ) dt,> . FW) s

m
vy = —f3

0
to to
to

to
! F t/ /
el dt' | + —/Leﬂt dt’
m

0
to

! F t/ !
Frdl =  Cy=wy+ B+ / Qeﬁt dt’ (B.19)
m

0
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Substituindo as constantes C'; e Cs na equacdo geral (4.66), obtemos,
toF , t F ,
t / t /
2(t) = e P | 2 —/Lt'eﬁt dt’ —/Qt'eﬁt dt’ | +
m m
0 to
t()F , t F ,
t / t /
+te Pt | vy + B —|—/—( >€Bt dt’ —|—/—( )eﬁt dt’
m m
0 to
tF , t F ,
t / t /
2(t) = e " [zo — / ) t'ePt —l—t(vo + 820 + / Qeﬁt dt’)] (B.20)
m m

0

0
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APENDICE C - CALCULO DAS INTEGRAIS QUE APARECEM NAS VIBRACOES
FORCADAS

VIBRACOES FORCADAS NAO AMORTECIDAS

Aplicacdo de uma forca constante no movimento forcado nao amortecido

t t
/sen (wt —wt')dt' = /senwt coswt’ — senwt’ cos wt dt’
0 0

t t
= senwt/coswt’ dt' — cos wt/senwt’ dt

)
0

senwt’ |t cos wt’
) -+ cos wt(
0

= senwt(
w

W
sen 2wt N cos? wt — cos wt

w w

_ 1 — coswt C.1)
w

Dessa forma, a equacio em (4.44) para uma for¢a constante fica,

z(t) = zp coswt + 2 senwt + (1 — cos wt) (C.2)

w mw?
Aplicacao de uma forca periédica no movimento forcado nao amortecido

Calculando a integral / dado em (4.46),

t

I = /cos ot (senwt coswt’ — senwt’ cos wt) dt’ (C.3)

0

Calculando a Integral (1), obteremos,

t t
I = senwt / cos pt' coswt’ dt’ — coswt / cos pt'senwt’ dt’

0 0

_ senwt [/ cos | w)t'] + cos [(p + w)t’]) dt’] — cos2wt [/ (sen [(p —w)t'] +

0 0

+ sen [(p + w)t ])dt]
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Resolvendo a integral I supondo que ¢ # w, obteremos,

_ senwt | sen [((p — w)ﬂ sen [(ap + w)t}
T T T e

coswt | cos [((,0 — w)t] oS [((p + w)t}
2 (¢ —w) (v +w)

1 1

(p-—w) (p+w)

_ senwtsen [(p — w)t] + coswt cos [(p — w)t] — coswt
2(p —w)
N senwt sen [(¢ + w)t] + coswt cos [ (¢ + w)t] — coswt
2(p+w)

Substituindo o valor encontrado para integral / na equagado (4.46), obteremos,

F, |senwtsen — w)t| + coswt cos —w)t| — coswt
2(t) = zp coswt + Dsenwt + -2 o — )] o~ )]
w mw 2(p —w)
senwt sen (¢ 4 w)t] + coswt cos [(¢ + w)t] — coswt
+ (C4)
2(¢+w)
Agora, supondo que ¢ = w, a integral [ em (4.46) fica,
¢ t
I = senwt / cos® wt' dt' — coswt / cos wt'senwt’ dt’,
0 0
tomando as substituicdes trigonométricas 18 e 23 dadas no apéndice A. A integral [ fica,
t t
t t
I = seI;w / <1 + cos 2wt’ ) dt’ — cozw / <sen 2wt’> dt’
0 0
senwt sen 2wt coswt [ cos2wt — 1
I = t+ —
2 2w 2 2w
senwt (2wt + sen2wt) — coswt( cos 2wt — 1
I = ( ) ( ) (C.5)

4w

Substituindo o valor encontrado para integral  dado em (C.5) na equagdo (4.46), obtere-

mos,

senwt (th + sen 2wt) — cos wt( cos 2wt — 1)
4w

Yo Fy
2(t) = zp coswt + — senwt +
w mw

] (C.6)
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VIBRACOES FORCADAS AMORTECIDAS

Movimento forcado subamortecido
Aplicacdo de uma forca constante no movimento for¢cado subamortecido

Calculando a integral em 4.51 temos,
t

/eﬁt/sen [wo(t —t')] dt’ (C.7)

0

Calculando a integral na equacao acima, utilizando o método de integrag¢do por partes,

u = sen [wo(t — t')] = du = —wj cos|wy(t — t")] dt’

s _eﬁt/

Montando a integral e aplicando os limites de integracio, obteremos,
t t

’ t /
/eﬁt sen [wo(t —t")] dt’ = i T Uy L coswo(t — t')] dt’

g g
0 0
Integrando novamente por partes, teremos,
u' = cosfwo(t — )] = du' = wo sen [wo(t —t')] dt’
’ eﬁt
av=€e"dtl = @ V=—
B
Montando a integral e aplicando os limites de integracio, obteremos,
/t i/ [ (t t’)] & senwyt n wo ePt — coswpt Wy / Bt/ [ (t t')] dt'
e’ sen |wo(t — = — — | ————— — — [ 7" sen |wy(t —
B B B B
0 0
t ( Bt t) 9 t
/ t wole”™ —cosw /
/eﬁt senfwo(t — )] dt! = —0t X0 — w—g/eﬁt sen [wo(t — /)] dt’
/ s s s /

Organizando a integral, temos,

t
B2 + w%) / st/ , , — Bsenwpt + wy (eﬁt — cos wot)
— e’ sen |wo(t —t)| dt' =
& [ ruenfate =) 4
t

, - t+ wo(eft — t
/eﬁt sen [wo(t —t')] dt’ = fsenco 551(22 os wot) (C.8)
0

0

Substituindo o resultado encontrado em (C.8) na equacao geral dada em (4.51), obtermos:

F, (—ﬁsenwot + wo (eﬁt — COS wot) > ]

mwo 52 + wd

vy + Bzo
wo

2(t) = e [zo cos wot + < ) senwot +

(C.9)
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Aplicacdo de uma forga peridédica no movimento forcado subamortecido

Calculando a integral em (4.53),

t
/e’Bt/sen [wo(t — t')] cos pt’ dt’ (C.10)

0

Para calcular a integral acima, usaremos a integragcao por partes, teremos,

u = cos pt’ = du = —psen pt'dt’

AV = e®'senlwo(t — )] dt! = V= / e”'sen [wo(t — t')] dt’

A integral fica,

t

/eﬁtlsen [wo(t — t')] cos pt’ dt’ = [cos ot’ ( / e?'sen [wo(t — t')] dt’)

0

t

+

0
t

+ go/sengot’ </eﬁt/sen [wo(t — t')] dt’) dt’,

0

substituindo o valor da integral dentro dos parenteses da equagdo acima, que ja foi calculado na

equacao (C.8) e aplicando os limites de integracao, a integral fica,

Bt / / !

e’ sen |wo(t — t')] cos pt’ dt’ = cos ot

/ wo(t —t)] cos @ Tt
0

t
(—Bsenwot + wo (eﬂt — COS wot) > N

t !
—Bsenwot’ + wy (eﬁt — COS wot’)
+ sen ot’ at’
0

Reorganizando a integral na segunda parcela, teremos,

t
_ Bt _ t)
Bt/ , b Bsenwot + wo (e COs Wy
e’ sen |wy(t — t')] cos pt’ dt’ = cos pt +

[ ¥ sentun(t 1) cos ¢ ( e

0

t t t
+ 52i 5| — 8 / sen pt'sen wot’ dt’ +wo< / e?'sen ot dt’ — / sen pt’ cos wot’ dt’)]
Wo
0 0 0

(%) (%) (Fkx)
(C.11)
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Calculando a integral (%) supondo que ¢ # wy, obteremos,

sen pt'senwot’ dt’

*
I
o — .

t

= %/cos [(p — wo)t'] — cos [(p + wo)t'] at’
_ 1 [sen [(gp — wo)t’] _ sen [(cp + wo)t’] H
2 Y — Wy @+ wo

Aplicando os limites de integracdo, obteremos,

L 1 [sen [(p — wo)t] _sen [(p+ wo)t]]
2 ® — W ® + wo
(¢ +wo)sen [(¢ — wo)t] — (¢ — wo)sen [(p + wo)t]
2(p — wo) (¢ + wo)
(gp + wo) (sen pt cos wol — senwopt cos got) - [((p — wo) (sen pt cos wol + senwypt cos cpt)}

2(¢ — wo)(¢ + wo)

Aplicando a distributiva entre os termos, obteremos,

M — @ senwgt cos Yt + wpsen et cos wot — W +

" 2(¢? — wp)
n W — @ senwyt cos pt + wysen @t cos wot + wosenwytcos pt
2(¢” — wp)
. wosen ot cos wot — go;enwot cos pt (C.12)

P* — wp
Calculando a integral (xx) pelo método de integragdo por partes, obteremos,

u = sen pt’ = du = pcos pt’ dt’

_ Bt ’ . eﬁt/

Montando a integral e aplicamos os limites de integracdo de 0 a ¢, obteremos,

t

t

’ Btse t ’

/eﬁt sen pt’ dt’ = % — %/eﬁt cos pt’ dt’
0

0

Novamente calculando a integral por partes, teremos,

u = cos pt’ = du = —psenpt’ dt’
’ eﬁt/
dv = e dt’ = V= v
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Substituindo na integral acima e aplicando o limites de integracdo, obteremos,

t t
: Plsen ot pt t—1 :
/eﬁt senpt' dt’ = % — % [% + % /eﬁt sen pt’ dt’]
0 0
‘ Bt (Peospt —1) o2 /
/ t e”" cos pt — /
/ Msenpt’' dt! = ¢ s;ngp _7 5;0 - % / e sen ot dt’
0 0
t
(52 + w%) /eﬁtlsengat' g - Bellsenpt — (Pt cos pt — 1)
7 7
0
t
: Ptsen pt — (e t—1
/ Msenpt’' dt! = fesenp ﬁ;o—ﬁeuﬂcos L ) (C.13)
0

0

Calculando a integral (* x x), obteremos,

t
x KKk = /sen ot’ cos wot” dt’

0

_ ! /sen [(p — wo)t'] + sen [(p + wo)t'] dt’

2
t
0]

t

1 |cos [(¢ — wo)t'] , cos [(p + wo)t']

2 i Y — Wo Y+ wp

_ _1 [ cos [(‘P - wo)t} -1 N cos [(gp + Wo)ﬂ -1

N 2 L Y — Wo © + wWo

_ 1 (¢ + wo)(cos[(¢ — wo)t] — 1) + (¢ — wo)(cos[(y + wo)t] — 1)] 1
2 2 _

Aplicando a distributiva e as propriedades trigonométricas (15) e (17) no Apéndice A,
obteremos,
Wo Sen pt sen wot — @ cos pt cos wot — ¢

2 2
®° = Wy

*x Kk =

Substituindo os valores encontrados na equagao (C.11), obteremos,

¢
, —Bsenwyt + wo (€%t — cos wot
/eﬁt sen [wy(t — t')] cos pt’ dt' = cos got( a s 7 j—(wg s )> -

0

¥

+
B+ wi

p? — wp B+ wi

(wosen pt cos wot — @ senwyt cos <pt> n (ﬁeﬁtsen pt — gp(eﬁt cospt — 1)

wo sen it senwot — @ €cos pt cos wot — @
p? — w
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Agora, supondo que ¢ = wy, para a integral (x), teremos,

t

2wt — 2wt
* = /sengwot' i = 20 sen (2wot) (C.15)
4&)0

0

Para integral (x x x) obteremos,

t

o /senwotcoswot dt’

0
t

1
- §/sen(2w0t) dt’

0
1 — cos(2wyt)
4(.4.)0

Movimento forcado superamortecido
Aplicagdo de uma forga constante no movimento forcado superamortecido

Chamando de [ as integrais da equagdo (4.58). O célculo das integrais resultam em,

/ Fy et dt! / Fy &t dt/
] = e Gt 0 _e Gt [ 20T P
B TR R R TI(ORE
[ = et —FO (eCzt _ 1> — e Gt Fo (eﬁt — 1)
mG (G — (2) m(i (¢ — C2)

Fp(l-e®) R(l-e9)
mG (G —G)  mG(G— &)

R [gl(l —eat) — (1 e*m)}
I = (C.16)
mG1Ca (Cl - Cz)

Aplicacido de uma forga peridédica no movimento forcado superamortecido

Calculando a integral em (4.61) por partes, teremos,

u = cos pt’ = du = —psenpt’ dt/
’ eczt/
dV = =" dt’ = V=
G

Montando a integral, obtemos,

t t

/ teSet — 1 /
/ cos pt' et dt’ = % + Cﬁ / sen ot 2 dt’
2 2

0 0
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Integrando novamente por partes, teremos,

u = sen pt’ = du = ¢ cos pt’ dt’
/ €<2t/
dV = e®" dt’ = V=
Ca
Dessa forma, a integral fica,
/ Cat Cot B
tes?' — 1 sen pt e52
/Cowt/ elgy = 28 TS P\RREC 2 /cOsgms' Gt gy
G2 G2 G2 G2
0 0
t
t t 2
/cosgot’ Gt gy _ cos pt et — 1 N gpsenfteéz P /Cos@j’ ot g
C2 Cz C2
0 0
t
(¢2+<§) / cos pt' eV dt! = (2 cos pt et + psenpt e’ — G
& /) Z
/ Cat Cot
t €52 t e$2t —
/cosgot’ e g = G2eospte %;gpseZmp ¢ G (C.17)
0 + (3

0
Movimento forcado criticamente amortecido
Aplicacdo de uma forca constante no movimento for¢ado criticamente amortecido

Calculado a primeira integral da equacgdo (4.68) pelo método da integragcdo por partes,

u=t = du = dt’
, bt
AV = P dt’ = V= 7

Montado a integral, obtemos,

t

t
/ e ar = teTjt —~ % / e’ at’
0

0

Calculando a segunda integral, obteremos,

t
, tePt 1 [Pt —1
/t’eﬁt ! = — — = ( ) (C.18)
J g B B

Aplicagdo de uma forga periddica no movimento for¢ado criticamente amortecido

Calculando a integral (O) em (4.70) pelo método de integracdo por partes,

u = cos pt’ = = —psenpt’ dt’
dv = t'e’ dat’ = V= / t'e’t dt’
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Podemos reescrever a equagio z(t), na forma,

t

/ t'e®" cos pt’ dt' = [COS ot < / t'eP” dt')

0

t

/sengpt’(/t'eﬁt/ dt’) dt’] (C.19)

0

t

+

0

Note que as integrais dentro dos parenteses na equagdo (C.19) ja foram calculada anteri-

ormente na equacéo (C.18). Logo, podemos reescreve a (O) ja aplicando os limites de integra¢do

resultando em,
t / IBtl ( 5t/ 1)
te e’ —
sen pt’ - dt’
/ ( E 5 )

0

t

’ t Bt eﬁt —1
/t'eﬁt cos pt’ dt’ = cos ot < _ ( - ) + o
0 C:

Reescrevendo a equacdo acima, obteremos,

t
’ teﬁt (eﬁt — 1) )
t'ePt cos pt’ dt’ = cos pt - + =
O/ g B

t t
/ 1
/ t'ePV sen ot/ dt’+g < / sen pt’ dt/
0 0

J/ J/
V —~

(1)

/sengpt’eﬁt dt’ )] (C.20)
0

(I11)

Resolveremos a integral (1) pelo método de integragdo por partes,

u = senpt’ = du = pcos pt’ dt’
dv =t at’ = V= / t'e?t dt’

Montando a integral (/),
t t

I= lsenwt’</t’eﬁt/dt/> ] - np[/cos got’(/t’eﬁt/ dt’) dt']
0

Substituindo os valores ja calculados da integral em (C.18) e aplicando os limites de

0

integracdo, obteremos,

teft (Pt -1 / et (P -1 )
Izsengpt(eﬁ —( 52 )>—g0[/cosg0t<eﬁ —( 52 ))dt]

0
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Reescrevendo a equacao acima, obteremos,

t t

te’ ("1 ¢ / 1
I = sen ot — — el cos ot' dt! + — / cos ot’ dt’
7 ( R ] A

0
—_———

()
cos pt'e? dr’ >]

s

fo\“

v~

(%)

Resolvendo as integral imediata (%) e substituindo o valor da integral (%) ja calculada
em (C.17), obteremos,

¢
teft (et -1 / 1 y
I =senpt e” ( _ ) _ ¥ /tleﬁt cos gt di’ + = sen
4 & oLy AN

Bt Bt _
- (pemaret et =0))] o

Resolveremos a integral (I11) pelo método de integragdo por partes,

u = sen pt’ = du = p cos pt’ dt’
; Bt
dv = e’ dt’ = V= 7

A integral (I17) fica como,

t
, sen ot e ,
/ sen pt'e?t dt’ = gp - f cos @t'e’! dt’

0

Novamente, calculando pelo método da integracdo por partes, obteremos,
u = cos pt’ = —psent’ dt’

bt

d pr—
dV = &Pt d¢’ = V= 7

Montando a integral,

t

0
t

0
t

, sen ¢t et cos pt et 4 2 ,
senpt'e’ dt’ = Ld _ PRy v_Z sen pt'e’t dt’
32
0

B B2

0
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t
(BQ + 902> /sengpt’eﬁt/ G - Bsenptelt — pcos ptelt + ¢
7 ) 7
t
, teft — teft
senpt'e?t dt’ = fsenpte peospte” + ¢ (C.22)
P2+ ?

0

Substituindo os valores calculado das integrais (/) em (C.21) e (//]) em (C.22) na

integral (C.20) e resolvendo a integral imediata (I7). Desta forma, obteremos,

. et (eP —1)
sen ¢ _ _
B (2
t
-5 /tleﬁt, cos pt’ dt’ + 1 senpt [ [cospt e —Z gpse;lw eft — B
’ EAN ZE

0
N 1(1—cospt _ Bsen ptelt — pcos pteft + o
B © B2+ ¢?

Aplicando a distributiva e isolando a integral no primeiro membro da igualdade, obtere-

t

' teft (e’ —1) ©
t'eP" cos pt’ dt’ = cos pt — + =
0/ B 32 B

mos,

/ ¢ Bt ’ o
<ﬁ2;2902> /tleﬁtl cos pt’ dt’ zcosgpt<t€; _ <€ 7 1)>+@Seﬁn@t (te; B (6 - 1))

0
N 1 — psenpt — cospt 2 (ﬂ cos ptelt + psen ptelt — 5)

33 33 B2 4 2
©? [ Bsen ptelt — ¢ cos ptelt 4
33 32 4 2
2
Multiplicando toda equagdo por 71 e reorganizando alguns termos, obteremos,
¥
t
, cos ot (Bte’t — eft) + psenpt (tePt — Belt
/t'eﬁt cos pt' dt' = ( gz s ( ) +
0
—wsenpt — cos pt) + P cos pt e’ + psenpt e’ —
51 t t) + B (B cos ot e 5 -8
+ 32+ 2 o

Be* (Bsenpt e’ — pcospt e + )
P2+ ¢?

(C.23)
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APENDICE D - ANIMACAO DO MOVIMENTO VIBRATORIO

Faca o download diretamente por meio deste link: <https://drive.google.com/file/d/
1p7Yb8Aggdukl INOL6HUSZ16A1FBUIQ99/view Tusp=sharing>, ap6s o download do arquivo
de imagens, extraia os arquivos de imagens e organize todas as imagens em uma pasta de facil

lembranga, com o nome ‘Imagens-Modellus’, por exemplo, em um local acessivel.

Figura 90 — Guia animacdo, indicag¢do do botdo Imagem para insercao das figuras.

@ Modellus - Novo Documento
Inicio. Varidvel Independente Modelo Gréfico Tabela Animacio Notas

\) \ '/- A @:ﬁ] > = M r{: I_. # Medigdo de Coordenadas

- i . = Medicio de Distancias | imagem: | Procurar
Particula Vector Caneta Texto Indicator Analgico Variavel] Imagem Objecto Origem

de Nivel Geométrico

Cér: [0 Branco v Visivél
Objectos de Animagio Medigdes Fundo Crelha

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Para comecar, o passo inicial consiste em localizar a imagem destinada a guia de
animacao, como destaca a figura 90.

Clique no botao imagem, em seguida clique dentro do espaco em branco na janela de
animagdo, logo apods serd aberto uma janela de dialogo, localize a imagem barraVertical.png
selecione-a e cliquem em abrir. Em seguida, faca o mesmo processo e insira o figura linhaHori-
zontal.png e em cada imagem trave a posi¢do da imagem selecionando-as uma por vez e clicando

no botao Bloquear Posi¢do. O software tem a capacidade de importar qualquer imagem para
essa interface.

Figura 91 — Representacdo da posic@o das imagens inseridas na janela de animagao.

& Modellus - C: modellu:

-8 X
1 Varidvel Independente  Modelo Gréfico

O N/ Ad
.

ondighes Iniiis <

[

100 100 1ol o000

towis | m=[ 200/ 200| 20| 000

< >

~ICIEN > @)

» =000 | Min: 0.00 Méx: 50.00 EEl ]

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Fazendo o uso do mesmo processo, insira a imagem molaHorizontal.png e a posicione

como mostra a figura 92 e, em seguida trave a posi¢do da mesma.


https://drive.google.com/file/d/1p7Yb8Aggdukl1N0L6HU5Z16A1FBUlQ99/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/1p7Yb8Aggdukl1N0L6HU5Z16A1FBUlQ99/view?usp=sharing
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Figura 92 — Representagdo da posicdo das imagens inseridas na janela de animacao.

& Modellus - C:\users\luciano\Documents\Modellus files\Harmonico.modellus -0 x

Inicio Variével Independents  Modslo Gréfico Tabela | Animagdo Natas

= Lt

Tabela
Fe-Kxx €

Dcaol MCaso2 [Caso3 M Casod
tgis | k= 1o/ 1oo] 1ol 000

tgis | m=/ 200/ 200| 200l 000

w1111 P

» t =0.00 Min: 0.00 Méx: 50.00 2|

Fonte: Elaborado pelo Autor.

A imagem que acabamos de incorporar permanece inalterada ao longo do tempo,
mantendo-se estdtica em termos de tamanho e posicdo. No entanto, para representar ade-
quadamente o oscilador com uma mola, € crucial ajustar dinamicamente o comprimento da
imagem, permitindo que ele varie conforme o sistema se move, expandindo e contraindo com a

passagem do tempo.

Para alcancar isso, € necessério editar as propriedades da imagem, clicando com o botao
esquerdo do mouse sobre ela. Ao abrir a barra de propriedades da imagem, selecione a opg¢ao
‘Largura’ ou ‘Altura’ no painel ‘Tamanho’ e associe-a a varidvel [ que controlard essa dimensao,

como mostramos na figura 93.

Figura 93 — Janela de propriedades da figura que representa a mola.

& Modellus - C:\users\luciano\Doc files\ modellu: Objects .5 X

Inicio Variével Independente  Modelo Gréfico Tabela  Animago Notas Propriedades
Imagem3 (25 Procurar. T - e

&) Bloguear Posicéo 135 Duplicar

Cantoinf. esq. v | @ ver v

valores Acgde:

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Isso resultard no ajuste dindmico do tamanho da figura de acordo com as varidveis do
modelo. Atribua a varidvel [ a dimensao ‘Largura’, utilizando uma escala de 100.00 (onde, por
exemplo, quando [ € igual a 1, a mola terd 100 pixels de comprimento). Mantendo, o tamanho da

altura da mola e sua escala.
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Figura 94 — Janela do modo matemadtico, onde se estabeleceu uma condi¢do para a dindmica da
figura da mola [ = 283 + =.

Modelo Matematico

F=-Kxx

Parametros ‘ Condigdes Iniciais .

O Casol [ Caso2 [ Caso2 [ Casod [
Iquais K= 1.00 1.00 1.00 0.00

Iquais m= 2.00 2.00 2.00 0.00

Fonte: Elaborado pelo Autor.

A criacdo de uma nova varidvel é essencial para definir o tamanho da mola, assegurando
que ela tenha pelo menos um tamanho especifico. Para assegurar que a mola tenha um compri-
mento minimo superior a sua variagdo méaxima de x, € essencial introduzir uma varidvel adicional
para determinar o tamanho da mola. Assim, podemos estabelecer [ = 283+-x, conforme ilustrado
na Figura 94. Logo, a varidvel [ terd o préprio comprimento da figura mais o deslocamento x na

horizontal.

Inicie a simulacdo e, caso tenha ocorrido conforme o esperado, observe o estiramento
e compressdo da mola, acompanhando o movimento do oscilador. Se ndo conseguir visualizar
0 movimento, ajuste os valores de velocidade no painel de condi¢des iniciais para niveis mais

altos nos trés cenarios.

Para aprimorar a animac¢do, vamos posicionar a particula de massa m na extremidade da
mola. Ja estamos familiarizados com esse procedimento; crie um objeto chamado ‘Particula’,

onde sua posi¢do horizontal serd determinada pela varidvel [.

Figura 95 — Configuracido da massa m para se movimentar em funcdo da varidvel /.

& Modellus - C:\users\luciano\Doc files\ iico.modellus Objecto -

&
X

Inicio Varidvel Independente Modelo Gréfico Tabela Animagdo Notas Propriedades Mais.

7 |[~] || coordenadas Escalas £t AutoEscala |igar 5 v| | B3 Apager
)

to v | @ ver ~ 5 Duplicar
Particula

Valor Acgbes

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Utilize a mesma escala utilizada na dimensao horizontal da imagem, que é 100.00.
Clicando no botdo ver, desmarque todas as caracteristicas (nome, €ixos, etc.) e atribua um nome

ao objeto, por exemplo, massa. Conforme a figura 95.
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Figura 96 — A figura 96 (a) o objeto € posicionado na extremidade da mola como indicado. Apds
executar a simulagdo. Na figura 96 (b) o objeto assume a posi¢do | conforme a
configuracio descrita na figura 95.

o JAAAAAAAAAAND— i

(a) (b)

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Ao executar a simulacio, observe que a massa e a mola oscilando harmoniosamente.
Utilize o mouse para posicionar a particula na extremidade da mola, garantindo que parecam
conectadas, conforme ilustrado na Figura 96 (b). Execute novamente a simulacdo e observe o
sistema massa-mola que vocé construiu oscilando de acordo com as equagdes do modelo escrito

na janela do Modelo Matemaético em 94.

Tomaremos a implementar uma imagem que representard um bloco de massa m. Para
isso, selecione a particula, e na guia Aparéncia, clique na seta para selecionar uma imagem, apos
abrir a caixa de dialogo, clique na opcao “Escolher imagem do disco...”. Selecione a imagem

blocoMassa.png na pasta onde foi salva, conforme a figura 97.

Figura 97 — Implementag@o do bloco na extremidade da mola.

i~ — oo -

(a) (b)

Fonte: Elaborado pelo Autor.

Agora, serd inserido um ponto de origem que, servird como uma referéncia para analisar-
mos a dinamica do sistema massa-mola. Utilizando os mesmo procedimento anteriores, insira a

imagem “origem.png” e posicione-a como mostra a figura 98.
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Figura 98 — Posicionamento do esquema final da mola dentro da janela de simulag¢do do modellus.

Fonte: Elaborado pelo Autor.

A figura 99, representa o modelo final da simulagdo do movimento descrito pelo z(t) na

secdo das vibragdes livres nao amortecidas.

Figura 99 — Modelo do movimento oscilatério de uma massa m fixada em uma mola de constante
k, representando a vibragdo livres ndo amortecidas no Software Modellus.

eus Documentos\Harmonico. modellus

users\luciano\M
Animagi

Xi st

indice  Oiimo  Comentrio

o

v=s000| 2000 30

Notas

Fonte: Elaborado pelo Autor.

© =000

Min: 0.00 Mix: 20.00

A figura 99 serd usada como referéncia para todas as simulacOes propostas neste trabalho

Ela apresenta a configuracado inicial e os parametros fundamentais que serdo aplicados em

cada uma das simulacdes, garantindo consisténcia e uniformidade nos experimentos virtuais

realizados.
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