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RESUMO

As competições matemáticas desempenham importantes funções educacionais e so-

ciais, ao promoverem o interesse pela matemática, o desenvolvimento do raciocínio

lógico e a identificação de talentos, independentemente da origem social dos parti-

cipantes. Dentre os temas recorrentes nessas competições, destacam-se as desi-

gualdades matemáticas, cujo domínio exige, muitas vezes, o uso de técnicas mais

elaboradas. Este trabalho apresenta duas estratégias eficazes para a resolução de

problemas desse tipo: a desigualdade de Jensen e o truque da reta tangente. Para

isso, inicia-se com uma breve revisão sobre derivadas e prossegue-se com a introdu-

ção das principais propriedades das funções convexas e côncavas, que constituem a

base teórica das técnicas abordadas. Além disso, são discutidas outras ferramentas

úteis, como desigualdades homogêneas, a desigualdade de Cauchy-Schwarz e as re-

lações entre as médias harmônica, geométrica, aritmética e quadrática. Os conceitos

desenvolvidos são aplicados na resolução de problemas selecionados de olimpíadas

matemáticas realizadas nos últimos anos, demonstrando a utilidade prática dos méto-

dos estudados.

Palavras-chaves: função convexa; função côncava; desigualdade; olimpíada de ma-

temática, truque da reta tangente.



ABSTRACT

Mathematical competitions serve important educational and social purposes by fos-

tering interest in mathematics, developing logical reasoning, and identifying talented

students regardless of their social background. Among the recurring topics in such

competitions, mathematical inequalities stand out, often requiring more advanced te-

chniques for their resolution. This work presents two effective strategies for tackling

these problems: Jensens inequality and the tangent line trick. We begin with a brief re-

view of derivatives, followed by the introduction of key properties of convex and concave

functions, which provide the theoretical foundation for the methods explored. Additio-

nal tools are also discussed, such as homogeneous inequalities, the CauchySchwarz

inequality, and the relationships among the harmonic, geometric, arithmetic, and qua-

dratic means. These concepts are then applied to the resolution of selected problems

from recent mathematical olympiads, illustrating the practical utility of the techniques

studied.

Keywords: convex function; concave function; inequality; math olympiad, tangent line

trick.
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1 INTRODUÇÃO

As competições matemáticas possuem uma longa tradição. Segundo (BRITO,

2018), nos moldes atuais, elas remontam a 1894, ano em que foram iniciadas as

primeiras competições na Hungria. Gradualmente foram se espalhando para outras

regiões e finalmente em 1959 ocorreu a 1a Olimpíada Internacional de Matemática

(IMO) na Romênia. Atualmente no Brasil, existem olimpíadas nacionais e regionais,

algumas delas são: Olimpíada Brasileira de Matemática das Escolas Públicas (OB-

MEP) e Olimpíada Brasileira de Matemática (OBM).

Este trabalho tem como finalidade apresentar aplicação de funções convexas

e côncavas em problemas de desigualdade, com foco em questões de olimpíadas. O

tema desigualdade é pouco trabalhado no ensino básico, por isso, quando os alunos

se deparam com questões desse conteúdo tem dificuldade na resolução. Em olimpía-

das é frequente ter problemas de desigualdade, alguns deles podem serem resolvidos

utilizando ferramentas básicas, como o fato de que x2 ≥ 0 ∀x ∈ R e a desigualdade

entre as médias aritmética e geométrica (MA-MG). No entanto em problema de maior

complexidade é necessário conhecimento mais aprofundado para que o aluno consiga

resolver a questão.

Com o intuito de suprir essa lacuna, apresentamos algumas técnicas de reso-

lução de questões, essas técnicas são pouco conhecidas entre os estudantes especi-

almente os do ensino básico. Isso se deve ao fato de que tais métodos exigem noções

elementares de derivadas, conteúdo que geralmente não é abordado no currículo es-

colar. Essa ausência de fundamentos pode comprometer a preparação dos alunos

para competições mais desafiadoras, como por exemplo, a OBM, a IMO e competi-

ções regionais. Dado o elevado número de problemas envolvendo desigualdades em

olimpíadas de matemática, tanto nacionais quanto internacionais, abrangendo desde

o ensino básico até o nível universitário, explorar essas técnicas torna-se fundamental

para proporcionar aos alunos ferramentas eficazes na resolução desses problemas.

A escolha do tema teve como principal objetivo ampliar o conhecimento dos

alunos e professores a respeito de funções convexas e côncavas, com enfase naque-

les que estão se preparando para participarem de competições matemáticas. A partir

disso foi realizada revisão bibliográfica detalhada sobre esse tema, e suas aplicabilida-
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des em olimpíadas matemáticas. Essa investigação visa compreender as estratégias

utilizadas na resolução de problemas que envolvem esse tipo de relação matemática.

Logo, esta pesquisa é de abordagem qualitativa, com caráter exploratório, baseada na

análise de técnicas específicas e resolução de questões de olimpíadas de matemática.

O referencial teórico e a pesquisa estão organizados da seguinte forma:

1- Noções de derivadas e algumas regras de derivação, que serão utilizadas, por

exemplo, no estudo de funções convexas;

2- Definições e propriedades das funções convexas e côncavas que serão usadas

na desigualdade de Jensen e truque da reta tangente;

3- Algumas desigualdades clássicas que são úteis na resolucão de problemas de

olimpíadas, que são as desigualdades homogêneas, desigualdades entre mé-

dias, desigualdade de Jensen e desigualdade de Cauchy Schwarz;

4- O truque da reta tangente, que é uma abordagem que facilita a solução de ques-

tões mais complexas através da estimativa de uma função f por uma reta tan-

gente apropriada;

5- Problemas de olimpíadas que exigem conhecimentos de desigualdades, para

colocar em prática o conteúdo presente neste trabalho.

Em cada tópico resolveremos alguns problemas relacionados ao objeto de estudo.

Para consultar outras questões indicamos (ANDREESCU; ANDRICA, 2003).
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2 DERIVADAS

Neste capítulo apresentaremos algumas noções e propriedades da derivada

de uma função. Estes conceitos estão fundamentados em (GUIDORIZZI, 2012).

2.1 NOÇÕES DE DERIVADA

Sejam f : I → R uma função definida em um intervalo I e a um ponto de seu

domínio. A derivada da função f no ponto a é o limite

f ′(a) = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= lim

h→0

f(a+ h)− f(a)

h
.

O limite acima pode existir ou não. Se existir diz-se que f é derivável ou

diferenciável no ponto a. Algumas notações para a derivada de f no ponto a são

D(f) e
df

dx
(a).

Exemplo 2.1: A derivada de uma função f : I → R constante é identicamente nula.

Solução:

Como f é constante, existe k ∈ R tal que f(x) = k para todo x ∈ I. Assim,

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

k − k

h
= lim

h→0
0 = 0.

Exemplo 2.2: A derivada da função f : I → R dada por f(x) = x, isto é, a função

identidade é sempre 1.

Solução:

Dado x ∈ I, tem-se

f ′(x) = lim
h→0

x+ h− x

h
= lim

h→0

h

h
= 1.

Exemplo 2.3: Calcule a derivada da função f : I → R dada por f(x) = x2+x no ponto

a = 1.

Solução:
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Dado x ∈ R, tem-se

f ′(x) = lim
h→0

(1 + h)2 + (1 + h)− (12 + 1)

h

= lim
h→0

1 + 2h+ h2 + 1 + h− 2

h

= lim
h→0

h2 + 3h

h

= lim
h→0

h(h+ 3)

h

= lim
h→0

(h+ 3) = 3.

O resultado a seguir, que pode ser encontrado em (GUIDORIZZI, 2012), mostra a

derivada de algumas funções elementares.

Teorema 2.1. Seja n ̸= 0 um natural. São válidas as seguintes fórmulas de derivação:

a) f(x) = xn ⇒ f ′(x) = nxn−1;

b) f(x) = x−n ⇒ f ′(x) = −nx−n−1, x ̸= 0;

c) f(x) = x
1
n ⇒ f ′(x) =

1

n
x

1
n
−1, em que x > 0 se n for par e x ̸= 0 se n for ímpar

(n ≥ 2);

d) f(x) = ex ⇒ f ′(x) = ex;

e) f(x) = ln x ⇒ f ′(x) =
1

x
, x > 0.

Exemplo 2.4: Calcule f ′(x), onde f(x) = x4.

Solução:

Pelo item (a), temos

f ′(x) = 4x4−1 = 4x3.

Exemplo 2.5: Seja f(x) =
√
x. Calcule f ′(x).

Solução:

Pelo item (c), temos

f ′(x) =
1

2
x

1
2
−1 =

1

2
x− 1

2 .
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2.2 REGRAS DE DERIVAÇÃO

O resultado a seguir mostra algumas regras de derivação, como por exemplo,

a regra do produto (item c) e a regra do quociente (item d).

Teorema 2.2. Sejam f e g deriváveis no ponto a e seja k uma constante. As funções

f ± g , k.f , f.g e f/g (caso g(a) ̸= 0), são também deriváveis no ponto a, com:

a) (f ± g)′(a) = f ′(a)± g′(a);

b) (kf)′(a) = kf ′(a);

c) (f.g)′(a) = f ′(a)g(a) + f(a)g′(a);

d)
[
f(a)

g(a)

]′
=

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

[g(x)]2
.

Nos exemplos a seguir, aplicaremos as regras de derivação para calcular a

derivada de algumas funções.

Exemplo 2.6: Seja f(x) = (2x+ 5)(x2 − 3). Calcule f ′(x) pela regra do produto.

Solução:

f ′(x) = (2x+ 5)′(x2 − 3) + (2x+ 5)(x2 − 3)′

= 2(x2 − 3) + (2x+ 5)2x

= 2x2 − 6 + 4x2 + 10x

= 6x2 + 10x− 6.

Exemplo 2.7: Seja f(x) =
2x+ 3

x2 + 1
. Calcule f ′(x) pela regra do quociente.

Solução:

Note que

f ′(x) =
(2x+ 3)′(x2 + 1)− (2x+ 3)(x2 + 1)′

(x2 + 1)2

=
2(x2 + 1)− (2x+ 3)2x

(x2 + 1)2

=
−2x2 − 6x+ 2

(x2 + 1)2
.
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Sejam f uma função e I o conjuntos dos pontos x em que f ′(x) existe. A função

f ′ : I → R demonina-se derivada de 1a ordem. A derivada de f ′ demonina-se derivada

de 2a ordem e é indicada por (f ′)′ = f ′′.

Exemplo 2.8: Seja f(x) = 4x2 − 5x. Calcule f ′ e f ′′.

Solução:

Note que

f ′(x) = 8x− 5 e f ′′(x) = 8.

Teorema 2.3. Sejam f : I → R, g : J → R, a ∈ I, b ∈ J , f(I) ⊂ J e f(a) = b. Se f

é derivável no ponto a e g é derivável no ponto b, então g ◦ f : I → R é derivável no

ponto a, com

(g ◦ f)′ = g′(f(a)).f ′(a).

Exemplo 2.9: Seja h : I → R definida por h(x) = (3x2 + 1)3, calcule h′(x).

Solução:

Seja f(x) = 3x2 + 1 e g(y) = y3, então h(x) = (g ◦ f)(x), assim

h′(x) = g′(f(x)) · f ′(x)

= 3f(x)2 · 6x

= 3(3x2 + 1)2 · 6x

= 18x(3x2 + 1)2.
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3 FUNÇÕES CONVEXAS E CÔNCAVAS

Neste capítulo, vamos apresentar a definição de função convexa, função côn-

cava e algumas de suas propriedades fundamentais para estudo da desigualdade de

Jensen e truque da reta tangente. Os resultados apresentados nesta seção podem

ser encontrados em (LIMA, 2004).

3.1 DEFINIÇÃO DE FUNÇÃO CONVEXA

Definição 3.1. Seja I um intervalo. Uma função f : I → R é dita convexa quando para

quaisquer x, y ∈ I e t ∈ (0, 1) tem-se:

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y).

Quando,

f(tx+ (1− t)y) < tf(x) + (1− t)f(y)

dizemos que f é estritamente convexa.

Figura 1 – Função Convexa

Fonte: Elaborado pela autora, (2025)

Geometricamente, uma função f é convexa quando para quaisquer x, y ∈ I

o gráfico de f no intervalo (x, y) está abaixo do segmento de reta que liga os pontos

(x, (f(x)) e (y, f(y)). A partir disso, quando conhecemos o gráfico da função, conse-

guimos ter uma ideia se a função é convexa ou não.

Outra caracterização importante de função convexa é dada pelo seu epígrafe.

O epígrafe de uma função f , denotado por

epi f := {(x, y) ∈ I × R | y ≥ f(x)},
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é o conjunto de todos os pontos que ficam acima do gráfico de f . É possível mostrar

que f é convexa se, e somente se, o conjunto epi f é convexo no plano. Essa caracte-

rização permite interpretar a convexidade de forma mais geral, inclusive em contextos

de funções de várias variáveis.

Exemplo 3.1: De acordo com as noções de funções convexas observe que as funções

a seguir são convexas.

Figura 2 – Funções Convexas

Fonte: Elaborado pela autora, (2025)

Exemplo 3.2: De acordo com as noções geométricas de funções convexas, observe

que as funções a seguir não são convexas.

Figura 3 – Funções Não Convexas

Fonte: Elaborado pela autora, (2025)

Exemplo 3.3: Mostre por definição que f : R → R dada por f(x) = x2 é convexa.

Solução:
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Dados x, y ∈ R e t ∈ (0, 1), temos

f(tx+ (1− t)y) = (tx+ (1− t)y)2

= t2x2 + 2tx(1− t)y + (1− t)2y2

= t2x2 + t(1− t)(2xy) + (1− t)2y2

≤ t2x2 + t(1− t)(x2 + y2) + (1− t)2y2

= t2x2 + tx2 − t2x2 + ty2 − t2y2 + y2 − 2ty2 + t2y2

= tx2 + (1− t)y2

= tf(x) + (1− t)f(y).

Exemplo 3.4: Mostre por definição que f : R → R dada por f(x) = |x| é convexa.

Solução:

Dados x, y ∈ R e t ∈ (0, 1), pela desigualdade triângular, temos

f(tx+ (1− t)y) = |tx+ (1− t)y|

≤ |tx|+ |(1− t)y|

= t|x|+ (1− t)|y|

= tf(x) + (1− t)f(y).
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3.2 DEFINIÇÃO DE FUNÇÃO CÔNCAVA

Definição 3.2. Uma função f : I → R é dita côncava quando −f for convexa, ou seja,

quando para quaisquer x, y ∈ I e t ∈ (0, 1) temos

f(tx+ (1− t)y) ≥ tf(x) + (1− t)f(y).

Quando ocorrer a desigualdade estrita, dizemos que f é estritamente côncava.

Figura 4 – Função Côncava

Fonte: Elaborado pela autora, (2025)

Geometricamente, f e côncava quando dados quaisquer dois pontos no grá-

fico de f o segmento que liga estes dois pontos está abaixo do gráfico de f.

Exemplo 3.5: Analisando os gráficos, concluímos que (a) é uma função côncava e

que (b) não é côncava.

Figura 5 – (a) Função Côncava

Fonte: Elaborado pela autora, (2025)

Figura 6 – (b) Função Não Côncava

Fonte: Elaborado pela autora, (2025)
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3.3 PROPRIEDADES DE UMA FUNÇÃO CONVEXA

O resultado a seguir mostra que a soma de funções convexas é convexa.

Proposição 3.1. Sejam f, g : I → R funções convexas definidas em um intervalo I.

Então a função (f + g) : I → R dada por (f + g)(x) = f(x) + g(x) também é convexa.

Em geral, não é verdade que o produto de funções convexas é convexa, como

também existem casos em que a composição de funções convexas não é convexa,

como mostramos nos exemplos a seguir.

Exemplo 3.6: Sejam f : I → J e g : J → R definidas por f(x) = x e g(x) = x2. Note

que

(fg)(x) = x · x2 = x3

não é convexa.

Exemplo 3.7: Sejam f : (0,∞) → (−∞, 0) e g : (−∞, 0) → R dadas por

f(x) = −x1/3 e g(x) = x2 são convexas, mas a composição g ◦ f : (0,∞) → R

dada por (g ◦ f)(x) = g(f(x)) = (−x1/3)2 = x2/3 não é convexa.

Figura 7 – f(x) = −x1/3

Fonte: Elaborado pela
autora, (2025)

Figura 8 – g(x) = x2

Fonte: Elaborado pela autora,
(2025)

Figura 9 – (g ◦ f)(x) = x2/3

Fonte: Elaborado pela autora,
(2025)

Note que no exemplo anterior g(x) = x2 e decrescente em seu domínio. Na

proposição a seguir, mostramos que sob certas condições, a composição de funções

convexas é convexa.

Proposição 3.2. Sejam f : I → J e g : J → R funções convexas, com g não decres-

cente. Então g ◦ f : I → R é convexa.

Quando f : I → R é diferenciável, é mais simples verificar se f é convexa ou

não. Na proposição a seguir e no Corolário 1 mostramos condições de primeira e se-

gunda ordem equivalentes a definição de convexidade. Por ser também a proposição
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que motiva o truque da reta tangemte, que veremos no próximo capítulo, resolvemos

demonstrar esta proposição.

Proposição 3.3. Sejam I um intervalo e f : I → R diferenciável em I. As seguintes

afirmações são equivalentes:

a) f é convexa;

b) f ′ : I → R é não-decrescente;

c) para quaisquer x, a ∈ I tem-se f(x) ≥ f(a) + f ′(a)(x− a).

Demonstração. ((a) ⇒ (b)). Inicialmente, provaremos que (a) implica (b).

Dado um ponto x ∈ (a, b), sejam A = (a, f(a)), B = (b, f(b)) e (x, f(x)), Mostra-

remos que o coeficiente angular do segmento AX é menor ou igual ao do segmento

AB, que por sua vez é menor ou igual ao do segmento XB, o que nos permitirá

concluir que f ′(a) ≤ f ′(b). De fato, dado x ∈ (a, b), existe λ ∈ (0, 1) tal que

x = (1− λ)a+ λb ⇔

x = a− λa+ λb ⇔

x = a+ λ(b− a) ⇔

λ =
x− a

b− a
.

Pela convexidade de f , temos

f(x) = f((1− λ)a+ λb) ≤ (1− λ)f(a) + λf(b)

= f(a)− λf(a) + λf(b)

= f(a) + λ(f(b)− f(a))

= f(a) +
x− a

b− a
(f(b)− f(a)).

Assim,

f(x) ≤ f(a) +
x− a

b− a
(f(b)− f(a)) ⇔

f(x)− f(a)

x− a
≤ f(b)− f(a)

b− a
.
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De forma análoga, dado y ∈ (a, b), existe λ ∈ (0, 1) taç que

y = (1− λ)b+ λa ⇔

y = b− λb+ λa ⇔

y = b+ λ(a− b) ⇔

λ =
y − b

a− b
.

Note que y − b ≤ 0. Pela convexidade de f , temos

f(y) = f((1− λ)b+ λa) ≤ (1− λ)f(b) + λf(a)

= f(b)− λf(b) + λf(a)

= f(b) + λ(f(a)− f(b))

= f(b) +
y − b

a− b
(f(a)− f(b)).

Assim,

f(y) ≤ f(b) +
y − b

a− b
(f(a)− f(b)).

Como y − b ≤ 0, então
f(y)− f(b)

y − b
≥ f(a)− f(b)

a− b
.

Logo,
f(x)− f(a)

x− a
≤ f(b)− f(a)

b− a
≤ f(y)− f(b)

y − b
. (3.1)

Fazendo x → a e y → b em (3.1), temos

f ′(a) ≤ f(b)− f(a)

b− a
≤ f ′(b).

Portanto f ′ é não-decrescente.

Provaremos agora que (b) implica (c). Dado um ponto x ∈ (a, b) com x > a, pelo

Teorema do Valor Médio (GUIDORIZZI, 2012) existe c ∈ (a, x) tal que

f ′(c) =
f(x)− f(a)

x− a
⇐⇒ f(x)− f(a) = f ′(c)(x− a)

⇐⇒ f(x)− f(a) ≥ f ′(a)(x− a)

⇐⇒ f(x) ≥ f(a) + f ′(a)(x− a).
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Como a equação da reta tangente ao gráfico da função f no ponto a é dada por

y = f(a) + f ′(a)(x − a), concluimos pela afirmação em (c) que o gráfico de f está

acima de qualquer reta tangente.

Finalmente, provaremos que (c) implica (a). Sejam x, y ∈ I e λ ∈ (0, 1) fixados. Defina

z := (1− λ)x+ λy.

Pela hipótese, como z ∈ (x, y), temos:

f(x) ≥ f(z) + f ′(z)(x− z), (3.2)

f(y) ≥ f(z) + f ′(z)(y − z). (3.3)

Multiplicando a desigualdade (3.2) por (1− λ) e a (3.3) por λ, obtemos:

(1− λ)f(x) ≥ (1− λ)f(z) + (1− λ)f ′(z)(x− z),

λf(y) ≥ λf(z) + λf ′(z)(y − z).

Somando as duas desigualdades, temos:

(1− λ)f(x) + λf(y) ≥ f(z) + f ′(z) [(1− λ)(x− z) + λ(y − z)] .

Note que:

(1− λ)(x− z) + λ(y − z) = (1− λ)x+ λy − (1− λ)z − λz

= (1− λ)x+ λy − z

= 0.

Portanto,

(1− λ)f(x) + λf(y) ≥ f(z),

ou seja,

f((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y),

o que prova que f é convexa.

Corolário 1. Uma função f : I → R, duas vezes diferenciável no intervalo I, é convexa

se, e somente se, f ′′(x) ≥ 0 para todo x ∈ I.

Exemplo 3.8: Seja f : R → R dada por f(x) = ex, verifique se f é convexa.

Solução:
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Note que

f ′(x) = ex

f ′′(x) = ex.

Portanto, f ′′(x) > 0 para todo número real x, logo f é convexa.

Exemplo 3.9: Seja f : R → R dada por f(x) = x3, verifique se f é convexa.

Solução:

Observe que,

f ′(x) = 2x2

f ′′(x) = 4x.

Assim, a seguda derivada só é maior que 0 para x positivo. Portanto f não é convexa

em R, mas é convexa no intervalo [0,∞).

Como as funções côncavas são o oposto das convexas, com ajustes simples

das propriedades das funções convexas obtemos resultados equivalentes para fun-

ções côncavas.

Proposição 3.4. Sejam I um intervalo e f : I → R diferenciável em I. As seguintes

afirmações são equivalentes:

a) f é côncava;

b) f ′ : I → R é não-crescente;

c) para quaisquer x, a ∈ I tem-se f(x) ≤ f(a) + f ′(a)(x− a).

Concluimos pela afirmação em (c) que qualquer equação da reta tangente é

maior que f , ou seja, o gráfico de f está abaixo das suas tangentes.

Corolário 2. Uma função f : I → R, duas vezes diferenciável no intervalo I, é côncava

se, e somente se, f ′′(x) ≤ 0 para todo x ∈ I.
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Exemplo 3.10: Mostre que a função f : (0,∞) → R dada por f(x) = ln x é côncava.

Solução:

Observe que

f ′(x) =
1

x

f ′′(x) = − 1

x2
< 0, ∀x ∈ (0,∞).

Logo f é côncava.
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4 DESIGUALDADES CLÁSSICAS

Os principais resultados a respeito de desigualdades estão apresentados neste

capítulo, para estudo mais aprofundado dessas desigualdades consulte (BRITO, 2018)

e (FILHO, 2021).

4.1 DESIGUALDADES HOMOGÊNEAS

Muitos problemas que resolveremos utilizando a desigualdade de Jensen e o

truque da reta tangente exigem restrições sobre as variáveis, e as desiguldades homo-

gêneas possibilitam lidar com essas condições. De acordo com a definição, quando

todas as variáveis forem multilplicadas por uma constante t, o valor da expressão é

multiplicado por uma potência de base t, e o expoente de t determina o grau de homo-

geneidade. Com isso, podemos supor sem perda de generalidade, por exemplo, que

a soma das variáveis de f é 1 e que o produto das variáveis de f é 1.

Definição 4.1. Dizemos que uma função real de n variáveis f é homogênea de grau

k ≥ 0, quando

f(tx1, tx2, · · · , txn) = tkf(x1, x2, · · · , xn)

para todo número real t.

Exemplo 4.1: Determine se a função f(x, y) =
x2 + y2

x+ y
e homogênea.

Solução:

Dado t ∈ R,

f(tx, ty) =
(tx)2 + (ty)2

tx+ ty

=
t2x2 + t2y2

t(x+ y)

=
t2(x2 + y2)

t(x+ y)

=
t(x2 + y2)

(x+ y)

= tf(x, y).

Portanto, f é homogênea de grau 1.
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Exemplo 4.2: Determine se a função f(x, y, z) =
xyz + x2y + z3

x+ y
é homogênea.

Solução:

f(tx, ty, tz) =
txtytz + (tx)2ty + (tz)3

tx+ ty

=
t3(xyz) + t3x2y + t3z3

t(x+ y)

=
t3(xyz + x2y + z3)

t(x+ y)

=
t2(xyz + x2y + z3)

x+ y

= t2f(x, y, z).

Portanto, f é homogênea de grau 2.

Exemplo 4.3: A função f(x, y) = x2 + y não é honogênea, pois

f(tx, ty) ̸= tkf(x, y), ∀k ≥ 0.

Definição 4.2. Uma desigualdade f(x1, · · · , xn) ≥ g(x1, · · · , xn) é dita homogênea, se

a função

h(x1, · · · , xn) = f(x1, · · · , xn)− g(x1, · · · , xn)

for homogênea.

Exemplo 4.4: Considere x2 + y2 ≥ 2xy, com f(x, y) = x2 + y2 e g(x, y) = 2xy. Mostre

que h dada por h(x, y) = f(x, y)− g(x, y) é homogênea.

Solução:

Note que

h(x, y) = x2 + y2 − 2xy.

Agora mostraremos que h é homogênea.

h(tx, ty) = (tx)2 + (ty)2 − 2(tx)(ty)

= t2x2 + t2y2 − 2t2xy

= t2(x2 + y2 − 2xy)

= t2h(x, y).

Portanto, h é homogênea de grau 2. Pela Definição 4.2 a desigualdade x2 + y2 ≥ 2xy

também é homogênea.
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Exemplo 4.5: Considere a seguinte desigualdade

x3 + y3 + z3 ≥ 3xyz.

Mostre que essa desigualdade é homogênea.

Solução:

Sejam f(x, y, z) = x3 + y3 + z3 e g(x, y, z) = 3xyz, mostraremos que h definida por

h(x, y, z) = f(x, y, z)− g(x, y, z) é homogênea. Note que

h(x, y, z) = x3 + y3 + z3 − 3xyz.

Verificando a homogeneidade de h.

h(tx, ty, tz) = (tx)3 + (ty)3 + (tz)3 − 3(tx)(ty)(tz)

= t3x3 + t3y3 + t3z3 − 3t3xyz

= t3(x3 + y3 + z3 − 3xyz)

= t3h(x, y, z).

Isso mostra que h é homogênea de grau 3. Portanto, a desigualdade x3+y3+z3 ≥ 3xyz

é homogênea.

Quando uma desigualdade f(x1, x2, · · · , xn) ≥ g(x1, x2, · · · , xn) é homogênea

podemos supor, sem perda de generalidade, que x1 + x2 + · · ·+ xn = c, onde c é uma

constante real qualquer.

Exemplo 4.6: Dados x1, x2, · · · , xn números reais positivos e um desigualdade homo-

gênea f(x1, x2, · · · , xn) ≥ g(x1, x2, · · · , xn). Mostre que podemos supor sem perda de

generalidade que x1 + x2 + · · ·+ xn = c.

Solução:

Seja t = x1 + x2 + · · ·+ xn e a1 =
cx1

t
, a2 =

cx2

t
, . . . , an =

cxn

t
. Temos,

a1 + a2 + · · ·+ an =
(x1 + x2 + · · ·+ xn)c

t
= c.
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Como h(x1, · · · , xn) = f(x1, . . . , xn)− g(x1, · · · , xn) é homogênea, então

f(x1, x2, · · · , xn) ≥ g(x1, x2, · · · , xn) ⇐⇒ h(x1, x2, · · · , xn) ≥ 0

⇐⇒ h(ta1, ta2, · · · , tan) ≥ 0

⇐⇒ tkh(a1, a2, · · · , an) ≥ 0

⇐⇒ h(a1, a2, · · · , an) ≥ 0

⇐⇒ f(a1, a2, · · · , an) ≥ g(a1, a2, · · · , an).

Ou seja,

f(x1, x2, . . . , xn) ≥ g(x1, x2, · · · , xn)

x1, x2, · · · , xn > 0

⇐⇒


f(a1, a2, · · · , an) ≥ g(a1, a2, · · · , an)

a1, a2, · · · , an > 0

a1 + a2 + · · ·+ an = c.

Portanto, podemos supor sem perda de generalidade que x1 + x2 + · · ·+ xn = c.

4.2 DESIGUALDADES ENTRE MÉDIAS

As desigualdades apresentadas a seguir são umas das mais clássicas (MA-

MG), que possibilitam resolução de problemas que vão dos elementares até os mais

difíceis. Além disso, essas desigualdades servem de apoio em questões que apli-

cando apenas uma única desigualdade não é suficiente para concluir a resolução do

problema, funcionado como suporte para a desigualdade de Jensen e truque da reta

tangente.

Definição 4.3. Dados números reais x1, x2, · · · , xn, definimos:

(a) Média Harmônica (MH) de x1, x2, · · · , xn por

MH =
n

1
x1

+ 1
x2

+ · · ·+ 1
xn

.

(b) Média Aritmética (MA) de x1, x2, · · · , xn por

MA =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
.

(c) Média Geométrica (MG) de x1, x2, · · · , xn por

MG = n
√
x1x2 · · · xn.
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(d) Média Quadrática (MQ) de x1, x2, · · · , xn por

MQ =

√
x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

n
.

A proposição a seguir, conhecida como desigualdade entre as médias aritmé-

tica e geométrica (MA-MG), é muito frequente em problemas de olimpíadas.

Proposição 4.1. (MA-MG).Se x1, x2, · · · , xn são números reais positivos, então

x1 + x2 + · · ·+ xn

n
≥ n

√
x1x2 · · · xn.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, x1 = x2 = · · · = xn.

Proposição 4.2. (MH-MG). Se x1, x2, · · · , xn são números reais positivos, então

n
1
x1

+ 1
x2

+ · · ·+ 1
xn

≤ n
√
x1x2 · · · xn.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, x1 = x2 = · · · = xn.

Proposição 4.3. (MA-MQ). Se x1, x2, · · · , xn são múmeros reias positivos, então

x1 + x2 + · · ·+ xn

n
≤
√

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

n
.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, x1 = x2 = · · · = xn.

A partir das proposições 4.1,4.2, 4.3, concluímos que MH ≤ MG ≤ MA ≤

MQ.

Exemplo 4.7: Prove que a4 + b4 ≥ 1

8
, tais que a e b são números reias não negativos

e a+ b ≥ 1.

Solução:

Aplicando a desigualdade MA-MQ nos termos a2 e b2, temos√
(a2)2 + (b2)2

2
≥ a2 + b2

2
⇐⇒ a4 + b4

2
≥
(
a2 + b2

2

)2

⇐⇒ a4 + b4 ≥ 1

2

(
a2 + b2

)2
.
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Note que,

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

≤ a2 + (a2 + b2) + b2

= 2(a2 + b2).

Logo,

a2 + b2 ≥ (a+ b)2

2
≥ 1

2
.

Então,

a4 + b4 ≥ 1

2

(
1

2

)2

=
1

8
.

Exemplo 4.8: Sejam a, b, c números reais positivos satisfazendo abc = 1. Mostre que

a

a2b+ 2
+

b

b2c+ 2
+

c

c2a+ 2
≤ a+ b+ c

3
.

Solução:

Aplicando a desigualdade MA-MH, temos

a

a2b+ 2
+

b

b2c+ 2
+

c

c2a+ 2
=

1

ab+ 2
a

+
1

bc+ 2
b

+
1

ca+ 2
c

=
1

1
c
+ 1

a
+ 1

a

+
1

1
a
+ 1

b
+ 1

b

+
1

1
b
+ 1

c
+ 1

c

=
1

3

(
3

1
c
+ 1

a
+ 1

a

+
3

1
a
+ 1

b
+ 1

b

+
3

1
b
+ 1

c
+ 1

c

)
≤ 1

3

(
c+ a+ a

3
+

a+ b+ b

3
+

b+ c+ c

3

)
=

a+ b+ c

3
.

Exemplo 4.9: Seja n ≥ 3 um inteiro e sejam a2, a3, · · · , an números reais positivos tais

que a2a3 · · · an = 1. Provar que

(1 + a2)
2(1 + a3)

3 · · · (1 + an)
n ≥ nn. (4.1)

Solução:

Aplicando MA ≥ MG no primeiro fator de multiplicação (1 + a2), então

(1 + a2)

2
≥

√
1a2.
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Assim,

(1 + a2)
2 ≥ 22a2.

Para o segundo fator de multiplicação,

1 + a3
3

=
1
2
+ 1

2
+ a3

3
≥ 3

√
1

2
· 1
2
· a3.

Logo

(1 + a3)
3 ≥ 33 ·

(
1

2

)2

· a3.

Em geral, para o k-ésimo termo (2 ≤ k ≤ n), temos

(1 + ak) =

 1

k − 1
+

1

k − 1
+ · · ·+ 1

k − 1︸ ︷︷ ︸
k−1 parcelas

+ak

 .

Aplicando a desigualdade entre médias

(k − 1)

(
1

k − 1

)
+ ak

k
≥ k

√(
1

k − 1

)k−1

· ak

(1 + ak)
k ≥ kk.

(
1

k − 1

)k−1

· ak.

Como k varia de 2 até n temos:
n∏

k=2

(1 + ak)
k ≥

n∏
k=2

kk.

(
1

k − 1

)k−1

· ak.

Note que
∏n

k=2 k
k ·
(

1
k−1

)k−1 é um produtorio telescópico,

n∏
k=2

kk.

(
1

k − 1

)k−1

= 22
(
1

1

)1

33
(
1

2

)2

· · · (n− 1)n−1

(
1

n− 2

)n−2

nn

(
1

n− 1

)n−1

= nn,

logo,
n∏

k=2

(1 + ak)
k ≥ nn.a2.a3 · · · an.

Pelo enunciado a2a3 · · · an = 1, então
n∏

k=2

(1 + ak)
k ≥ nn.

Portanto,

(1 + a2)
2(1 + a3)

3 . . . (1 + an)
n ≥ nn.
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4.3 DESIGUALDADE DE JENSEN

A seguir, apresentamos a desigualdade de Jensen e algumas consequências,

que serão utilizadas no próximo capítulo, para resolver alguns problemas olímpicos.

As demonstrações serão omitidas, mas podem ser encontradas em (BRITO, 2018).

Proposição 4.4. Seja f : (a, b) → R uma função convexa no intervalo (a, b). Dados

n ∈ N, t1, t2, · · · , tn ∈ (0, 1) com t1 + t2 + · · ·+ tn = 1, tem-se:

f(t1x1 + t2x2 + · · ·+ tnxn) ≤ t1f(x1) + t2f(x2) + · · ·+ tnf(xn).

Além disso, se f for estritamente convexa, então a igualdade ocorre se, e

somente, se x1 = x2 = · · · = xn.

Corolário 3. Seja f : (a, b) → R uma função convexa no intervalo (a, b). Dados n ∈ N

e x1, x2, · · · , xn ∈ (a, b) têm-se:

f

(
x1 + x2 + · · ·+ xn

n

)
≤ f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)

n
.

Corolário 4. Seja f : (a, b) → R uma função côncava no intervalo (a, b). Dados

n ∈ N, t1, t2, · · · , tn ∈ (0, 1) com t1 + t2 + · · ·+ tn = 1, têm se:

f(t1x1 + t2x2 + · · ·+ tnxn) ≥ t1f(x1) + t2f(x2) + · · ·+ tnf(xn).

Corolário 5. Seja f : (a, b) → R uma função côncava no intervalo (a, b). Dados n ∈ N

e x1, x2, · · · , xn ∈ (a, b) têm-se:

f

(
x1 + x2 + · · ·+ xn

n

)
≥ f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)

n
.

Exemplo 4.10: (Nesbit). Se a, b, c são reias positivos, então

a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b
≥ 3

2
. (4.2)

Solução:

Note que a desigualdade é homogênea, então podemos supor que

a + b + c = 1. Então, b + c = 1− a, a + c = 1− b, a + b = 1− c. Assim, a desigualdade

(4.2) é equivalente à
a

1− a
+

b

1− b
+

c

1− c
≥ 3

2
.
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Defina f : (0, 1) → (0,∞) por f(x) = x
1−x

, derivando f duas vezes obtemos

f ′(x) =
1

(1− x)2
, f ′′(x) =

2

(1− x)3
≥ 0, ∀x ∈ (0, 1).

Como f é convexa, podemos aplicar a Desigualdade de Jensen.

f(a) + f(b) + f(c)

3
≥ f

(
a+ b+ c

3

)
= f

(
1

3

)
=

1

2
.

Assim, f(a) + f(b) + f(c) ≥ 3

2
.

Exemplo 4.11: Dados a, b, c números reais positivos, prove que

a√
a2 + 8bc

+
b√

b2 + 8ca
+

c√
c2 + 8ab

≥ 1.

Solução:

Como a desigualdade é homogênea podemos supor que a + b + c = 1. Defina f :

(0, 1) → R por f(x) =
1√
x

, note que

f ′(x) =
1√
x
= (x− 1

2 )′ = −1

2
.x− 3

2 e f ′′(x) = −1

2

(
−3

2

)
· x− 5

2 =
3

4
√
x5

≥ 0.

Como f é convexa, temos

a√
a2 + 8bc

+
b√

b2 + 8ca
+

c√
c2 + 8ab

= a · f(a2 + 8bc) + b · f(b2 + 8ac) + c · f(c2 + 8ab)

≥ f
(
a
(
a2 + 8bc

)
+ b
(
b2 + 8ac

)
+ c
(
c2 + 8ab

))
= f

(
a3 + b3 + c3 + 24abc

)
=

1√
a3 + b3 + c3 + 24abc

.

Mostraremos agora que
1√

a3 + b3 + c3 + 24abc
≥ 1,

isto é, que

1 ≥ a3 + b3 + c3 + 24abc.

De fato, aplicando MA-MG, temos

1 = (a+ b+ c)3 = a3 + b3 + c3 + 3(a+ b)(a+ c)(b+ c)

≥ a3 + b3 + c3 + 3 ·
(
2
√
ab
)
·
(
2
√
ac
)
·
(
2
√
bc
)

= a3 + b3 + c3 + 24abc.

Portanto,

a√
a2 + 8bc

+
b√

b2 + 8ca
+

c√
c2 + 8ab

≥ 1√
a3 + b3 + c3 + 24abc

≥ 1.
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4.4 DESIGUALDADE DE CAUCHY SCHWARZ

A desigualdade de Cauchy-Schwarz é uma das ferramentas mais poderosas e

versáteis na resolução de problemas de desigualdades em olimpíadas de matemática.

Ela permite comparar somas e produtos de termos de maneira estratégica, sendo

especialmente útil quando lidamos com expressões simétricas ou com frações que

envolvem somatórios. Seu uso adequado muitas vezes transforma uma desigualdade

complicada em uma mais simples e direta.

Proposição 4.5. Sejam a1, a2, · · · , an e b1, b2, · · · , bn duas n-uplas de números reais,

então
n∑

i=1

aibi ≤

(
n∑

i=1

a2i

) 1
2

·

(
n∑

i=1

b2i

) 1
2

.

A igualdade ocorre quando existe uma constante real k satisfazendo ai = kbi para todo

i ∈ {1, 2, · · · , n} , ou seja, quando (a1, a2, · · · , an) e (b1, b2, · · · , bn) são proporcionais.

Como consequência direta da desigualdade de Cauchy-Schwarz, apresenta-

mos o Lema de Titu, também conhecido como Desigualdade de Engel. Trata-se de

uma ferramenta poderosa e frequentemente utilizada na resolução de problemas de

desigualdades em olimpíadas de matemática.

Corolário 6. (Lema de Titu). Sejam a1, a2, · · · , an e b1, b2, · · · , bn reais positivos. Então,

a21
b1

+
a22
b2

+ · · ·+ a2n
bn

≥ (a1 + a2 + · · ·+ an)
2

b1 + b2 + · · ·+ bn
.

A igualdade ocorre quando existe uma constante real k satisfazendo ai = kbi para todo

i ∈ 1, 2, · · · , n , ou seja, quando (a1, a2, · · · , an) e (b1, b2, · · · , bn) são proporcionais.

Exemplo 4.12: Sejam a, b ∈ R tais que a2 + b2 = 1, determine o máximo de a+ b.

Solução:

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se

(1 · a+ 1 · b) ≤ (12 + 12)
1
2 .(a2 + b2)

1
2 ⇐⇒

(a+ b)2 ≤ 2 · (a2 + b2) ⇐⇒

(a+ b)2 ≤ 2 · 1 ⇐⇒

a+ b ≤
√
2.

Portanto, o máximo de a+ b é
√
2.
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Exemplo 4.13: Determine o máximo e mínimo de f(x) = 12sen(x)− 5cos(x).

Solução:

A seguir, ilustramos o gráfico dessa função.

Figura 10 – f(x) = 12sen(x)− 5cos(x)

Fonte: Elaborado pela autora, (2025)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se

(12sen(x)− 5cos(x))2 ≤ (122 + (−5)2)(sen2(x) + cos2(x)) ⇐⇒

(f(x)2) ≤ (122 + (−5)2)(sen2(x) + cos2(x)) ⇐⇒

(f(x)2) ≤ (144 + 25) · 1 ⇐⇒

(f(x)2) ≤ 169.

Logo,

−13 ≤ f(x) ≤ 13.

Analisando o gráfico de f , notamos que de fato os pontos de máximo e minímo desta

função são 13 e −13.

Através dos exemplos é possível notar a utilização da disigualdade de Cauchy

Schwarz em diversas aplicações.
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5 TRUQUE DA RETA TANGENTE

Neste capítulo apresentaremos o truque da reta tangente, para consultar pro-

priadades da reta tangente, consulte (IEZZI, 2013). No capítulo 3, apresentamos as

seguintes proposições.

Proposição 5.1. Sejam I um intervalo e f : I → R diferenciável em I. As seguintes

afirmações são equivalentes:

a) f é convexa;

b) f ′ : I → R é não-decrescente;

c) para quaisquer x, a ∈ I tem-se f(x) ≥ f(a) + f ′(a)(x− a).

Em paticular se f ′ é convexa, então f(x) ≥ f(a) + f ′(a)(x − a), isto é, a

reta tangente ao gráfico de f no ponto a está abaixo do gráfico de f , como pode ser

observado na figura abaixo

Figura 11 – Reta Tangente

Fonte: Elaborado pela autora, (2025)

Quando f é côncava, tem-se um resultado semelhante.

Proposição 5.2. Sejam I um intervalo e f : I → R diferenciável em I. As seguintes

afirmações são equivalentes:

a) f é côncava;

b) f ′ : I → R é não-crescente;

c) para quaisquer x, a ∈ I tem-se f(x) ≤ f(a) + f ′(a)(x− a).
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Estas proposições são aplicadas em problemas difíceis envolvendo desigual-

dades, e o item (c) é conhecido como truque da reta tangente.

Exemplo 5.1: Sejam a, b, c, d > 0 e a+ b+ c+ d = 1. Prove que

6(a3 + b3 + c3 + d3) ≥ a2 + b2 + c2 + d2 +
1

8
.

Solução:

Podemos reescrever a desigualdade como

(6a3 − a2) + (6b3 − b2) + (6c3 − c2) + (6d3 − d2) ≥ 1

8
.

Defina f : [0, 1] → R por f(x) = 6x3 − x2. Devemos provar que:

f(a) + f(b) + f(c) + f(d) ≥ 1

8
.

Note que f é não é convexa em [0, 1], pois

f ′(x) = 18x2 − 2x

f ′′(x) = 36x− 2 ≥ 0, ∀x ∈
[
1

18
, 1

]
.

Assim, para usar o truque da reta tangente, será preciso verificar se de fato o gráfico

da função está abaixo da reta tangente. Note que a igualdade ocorre quando

a = b = c = d =
1

4
,

portanto, uma escolha apropriada é aplicar a reta tangente em
1

4
. Devemos mostrar

que

f ′(x) ≥ f

(
1

4

)
+ f ′

(
1

4

)(
x− 1

4

)
.

Como,

f

(
1

4

)
=

1

32
, f ′(x) = 18x2 − 2x, f ′

(
1

4

)
=

5

8
.

Temos,

f(x) ≥ f

(
1

4

)
+ f ′

(
1

4

)(
x− 1

4

)
⇐⇒ 6x3 − x2 ≥ 1

32
+

5

8

(
x− 1

4

)
⇐⇒ 6x3 − x2 ≥ 5x− 1

8

⇐⇒ 48x3 − 8x2 − 5x+ 1 ≥ 0.
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A reta f(a) + f ′(a)(x − a) é tangente a f no ponto a, então x = a é raiz dupla

da equação f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a) = 0, assim f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a) é divisível

por (x− a)2. Desse modo,

48x3 − 8x2 − 5x+ 1 = 16x2 − 8x+ 1 = (4x− 1)2(3x+ 1).

Portanto, 48x3 − 8x2 − 5x+ 1 ≥ 0, ∀x > 0, ou seja, 6x3 − x2 ≥ 5x− 1

8
. Finalmente,

(
6a3 − a2

)
+
(
6b3 − b2

)
+
(
6c3 − c2

)
+
(
6d3 − d2

)
≥ 5a− 1

8
+

5b− 1

8
+

5c− 1

8
+

5d− 1

8

=
5(a+ b+ c+ d)− 4

8

=
5 · 1− 4

8

=
1

8
.

Em certos casos, como no exemplo acima, a função f não é convexa ou côn-

cava em todo o intervalo analisado. Mas pode ser que ainda assim consigamos mos-

trar que existe alguma reta tangente acima ou abaixo do gráfico em um certo ponto.

Nos casos em que a igualdade ocorre quando todas as variáveis são iguais não e

difícil saber qual ponto usar. Observe o exemplo a seguir.

Exemplo 5.2: Sejam a, b, c reais positivos. Prove que

(b+ c− a)2

(b+ c)2 + a2
+

(c+ a− b)2

(c+ a)2 + b2
+

(a+ b− c)2

(a+ b)2 + c2
≥ 3

5
.

Solução:

Note que a desigualdade é homogênea e podemos supor sem perda de generalidade

que a+ b+ c = 3. Então, a desigualdade é equivalente à

(3− 2a)2

(3− a)2 + a2
+

(3− 2b)2

(3− b)2 + b2
+

(3− 2c)2

(3− c)2 + c2
≥ 3

5
.

Defina a função f(x) =
(3− 2x)2

(3− x)2 + x2
, note que f não é convexa e nem côncava em

(0, 3).

Como consideramos a = b = c = 1, vamos usar a reta tangente em x = 1, pois

a igualdade ocorre em a = b = c = 1. Portanto iremos verificar a desigualdade

f(x) ≥ f(1) + f ′(1)(x− 1).
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Figura 12 – f(x) =
(3− 2x)2

(3− x)2 + x2

Fonte: Elaborado pela autora, (2025)

Temos que,

f(1) =
1

5
, f ′(x) =

36x− 54

(2x2 − 6x+ 9)2
, f ′(1) = −18

25
.

Logo,

f(x) ≥ f(1) + f ′(1)(x− 1)

(3− 2x)2

(3− x)2 + x2
≥ 1

5
− 18

25
(x− 1)

4x2 − 12x+ 9

2x2 − 6x+ 9
≥ 23− 18x

25

25(4x2 − 12x+ 9) ≥ (2x2 − 6x+ 9)(2x2 − 6x+ 9)

36x3 − 54x2 + 18 ≥ 0.

Note que 1 é raiz dupla da equação f(x) − (f(1) + f ′(1)(x − 1)), então o polinômio

36x3 − 54x2 + 18 e divisível por (x− 1)2. Desse modo,

36x3 − 54x2 + 18 = (x− 1)2(36x+ 18).

Assim,

f(x) ≥ f(1) + f ′(1)(x− 1) ⇔ (x− 1)2(36x+ 18) ≥ 0.

Portanto a desigualdade f(x) ≥ f(1)+f ′(1)(x−1) =
23− 18x

25
é válida para todo x ≥ 0.
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Finalmente, temos que

f(a) + f(b) + f(c) ≥ 23− 18a

25
+

23− 18b

25
+

23− 18c

25

=
69− 18(a+ b+ c)

25

=
69− 18 · 3

25

=
3

5
.
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6 PROBLEMAS DE OLIMPÍADAS

Problema 1: (Áustria 2024 Adaptada (OSTERREICHISCHE MATHEMATIK, )) Sejam

a, b e c números reais maiores que 1, tal que abc = 8. Prove a desigualdade

ab

c− 1
+

bc

a− 1
+

ca

b− 1
≥ 12.

Solução:

Sendo abc = 8, podemos reescrever as parcelas do lado esquerdo da desigualdade

de tal forma que cada parcela esteja em relação a somente uma variável,

8

c2 − c
+

8

a2 − a
+

8

b2 − b
≥ 12.

Defina f : [1,∞) → R, por f(x) =
8

x2 − x
. Assim, devemos mostrar que

f(a) + f(b) + f(c) ≥ 12.

Note que

f ′(x) =
−12x+ 6

x4 − 2x3 + x2
, f ′′(x) =

36x2 − 36x+ 12

x6 − 3x5 + 3x4 − x3
> 0,

logo f é convexa. Como abc = 8, um ponto apropriado para aplicar o truque da reta

tangente é quando a = b = c = 2. Sendo f é convexa, sabemos que

f(x) ≥ f(a) + f ′(2)(x− 2).

Note que f ′(2) = 4 e f ′′(2) = −18

4
, assim

f(x) ≥ 4− 18

4
(x− 2) = 16− 6x.

Portanto,

f(a) + f(b) + f(c) ≥ 16− 6a+ 16− 6b+ 16− 6c

= 48− 6(a+ b+ c)

= 48− 36 = 12.

Problema 2: (Áustria 2024 (OSTERREICHISCHE MATHEMATIK, )) Seja x e y núme-

ros reais positivos com x+ y = 1. Prove que

x+ 1

y
+

y + 1

x
≥ 6.
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Solução:

Sendo x + y = 1, podemos reescrever as parcelas do lado esquerdo em função de

apenas uma variável,
x+ 1

1− x
+

y + 1

1− y
≥ 6.

Defina a função f : (−∞, 1] → R por f(x) =
x+ 1

1− x
., assim, devemos mostrar que

f(a) + f(b) ≥ 6.

Note que

f ′(x) =
2

(1− x)2
, f ′′(x) =

−4

(x− 1)3
> 0,

logo f é convexa. Como x + y = 1, um ponto apropriedade para aplicar o truque da

reta tangente é x = y =
1

2
. Note que

f

(
1

2

)
= 3 e f ′

(
1

2

)
= 8.

Então,

f(x) ≥ 3 + 8

(
x− 1

2

)
⇐⇒

f(x) ≥ 3 + 8x− 4 ⇐⇒

f(x) ≥ 8x− 1.

Portanto,

f(a) + f(b) ≥ 8a− 1 + 8b− 1

≥ 8(a+ b)− 2

= 8 · 1− 2 = 6.

Problema 3: (JBMO 2023 (JUNIOR BALKAN MATHEMATICAL OLYMPIAD, )) Prove

que para todos os números reais não negativos x, y, z, com algum deles diferente de

0, a seguinte desigualdade é válida

2x2 − x+ y + z

x+ y2 + z2
+

2y2 + x− y + z

x2 + y + z2
+

2z2 + x+ y − z

x2 + y2 + z
≥ 3. (6.1)

Solução:
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Fazendo a = 2x2 − x + y + z, b = 2y2 + x − y + z, c = 2z2 + x + y − z, tentaremos

reescrever a desigualdade (6.1) em função de a, b, c. Note que

2x2 − x+ y + z

x+ y2 + z2
+

2y2 + x− y + z

x2 + y + z2
+

2z2 + x+ y − z

x2 + y2 + z
≥ 3 ⇐⇒

1

2

(
2x2 − x+ y + z

x+ y2 + z2
+

2y2 + x− y + z

x2 + y + z2
+

2z2 + x+ y − z

x2 + y2 + z

)
≥ 3 · 1

2
⇐⇒

2x2 − x+ y + z

2x+ 2y2 + 2z2
+

2y2 + x− y + z

2x2 + 2y + 2z2
+

2z2 + x+ y − z

2x2 + 2y2 + 2z
≥ 3

2
.

Observe que,

2x+ 2y2 + 2z2 = (2y2 + x− y + z) + (2z2 + x+ y − z) = b+ c,

2x2 + 2y + 2z2 = (2x2 − x+ y + z) + (2z2 + x+ y − z) = a+ c,

2x2 + 2y2 + 2z = (2x2 − x+ y + z) + (2y2 + x− y + z) = a+ b.

Portanto,

2x2 − x+ y + z

2x+ 2y2 + 2z2
+

2y2 + x− y + z

2x2 + 2y + 2z2
+

2z2 + x+ y − z

2x2 + 2y2 + 2z
=

a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b
,

Assim, a desigualdade (6.1) é equivalente à

a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b
≥ 3

2
.

No Exemplo 4.10, a validade da desigualdade foi estabelecida por meio da aplicação

da desigualdade de Jensen, o que comprova a veracidade da desigualdade original.

A próxima questão foi utilizada em um processo seletivo voltado à escolha de alunas

para compor a equipe brasileira na XII edição da European Girls Mathematical Olym-

piad (EGMO) (EUROPEAN GIRLS’ MATHEMATICAL OLYMPIAD, ).

Problema 4: (Brasil 2023 (TORNEIO MENINAS NA MATEMÁTICA, )) Sejam a1, a2, . . . , an

números reais positivos tais que a1 + a2 + · · ·+ an = 1. Prove que

a1√
1− a1

+ · · ·+ an√
1− an

≥ 1√
n− 1

(
√
a1 + · · ·+

√
an).

Solução:

Defina f : (0, 1) → R por f(x) =
x√
1− x

. Note que f é convexa, pois

f ′(x) =
1√
1− x

+
x

2(1− x)3/2
e f ′′(x) =

1

2(1− x)3/2
+

1

2(1− x)3/2
+

3x

4(1− x)5/2
> 0

para todo x ∈ (0, 1).
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Como a1 + a2 + · · ·+ an = 1 e todos os ai ∈ (0, 1), podemos aplicar a desigual-

dade de Jensen à função f , obtendo:
n∑

i=1

ai√
1− ai

=
n∑

i=1

f(ai) ≥ n · f
(
a1 + · · ·+ an

n

)
= n · f

(
1

n

)
.

Como

f

(
1

n

)
=

1/n√
1− 1/n

=
1√

n(n− 1)
,

segue que:
n∑

i=1

ai√
1− ai

≥ n√
n(n− 1)

=

√
n√

n− 1
.

Por outro lado, pela desigualdade de Cauchy Schwarz temos

√
a1 · 1 +

√
a2 · 1 + · · ·+

√
an · 1 ≤

√
a1 + a2 + · · ·+ an ·

√
12 + 12 + · · ·+ 12

=
√
n ·

√
a1 + a2 + · · ·+ an =

√
n.

Portanto,

a1√
1− a1

+ · · ·+ an√
1− an

≥
√
n√

n− 1
≥ 1√

n− 1
(
√
a1 + · · ·+

√
an).

Problema 5: (IMO 2020 (INTERNATIONAL MATHEMATICAL OLYMPIAD, )) Dados os

números reais a, b, c, d tais que a ≥ b ≥ c ≥ d > 0 com a+ b+ c+ d = 1. Prove que

(a+ 2b+ 3c+ 4d)aabbccdd < 1.

Solução:

Defina a função f : (0,∞) → R por f(x) = ln x. Note que f é côncava, pois

f ′(x) =
1

x
e f ′′(x) = − 1

x2
< 0.

Inicialmente, vamos mostrar que

aabbccdd ≤ a2 + b2 + c2 + d2. (6.2)

De fato, aplicando a desigualdade de Jensen temos

a ln(a) + b ln(b) + c ln(c) + d ln(d) ≤ ln(aa+ bb+ cc+ dd)

ln(aa) + ln(bb) + ln(cc) + ln(dd) ≤ ln(a2 + b2 + c2 + d2)

ln(aabbccdd) ≤ ln(a2 + b2 + c2 + d2)

aabbccdd ≤ a2 + b2 + c2 + d2.
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Mostraremos agora que

(a+ 2b+ 3c+ 4d)(a2 + b2 + c2 + d2) < 1 = (a+ b+ c+ d)3.

Desenvolvendo os dois lados da dasigualdade, temos

a3 +b2a +c2a +d2a

+2a2b +2b3 +2bc2 +2d2b

+3a2c +3b2c +3c3 +3d2c

+4a2d +4b2d +4c2d +4d3

<

a3 +3b2a +3c2a +3d2a

+3a2b +b3 +3bc2 +3d2b

+3a2c +3b2c +c3 +3d2c

+3a2d +3b2d +3c2d +d3

+6abc +6bcd +6cda +6dab

Cancelando alguns termos,

b3 + 2c3 + a2d+ b2d+ c2d+ 3d3 <
2b2a+ 2c2a+ 2d2a+ a2b+ bc2 + d2b

+6abc+ 6bcd+ 6cda+ 6dab.

Por hipótese, a ≥ b ≥ c ≥ d > 0, assim, o lado esquerdo da desigualdade acima de

fato é menor que o direito, pois

2b2a ≥ b3 + b2d,

2c2a ≥ 2c3,

2d2a ≥ 2d3,

a2b ≥ a2d,

bc2 ≥ c2d,

d2b ≥ d3,

6(abc+ bcd+ cda+ dab) > 0.

Portanto,

(a+ 2b+ 3c+ 4d)(a2 + b2 + c2 + d2) < (a+ b+ c+ d)3 = 1.

Segue de (6.2) que (a+ 2b+ 3c+ 4d)aabbccdd < 1.

Problema 6: (Pensilvânia 2019 (ART OF PROBLEM SOLVING, )) Sejam a, b, c reais

positivos tais que
1

a
+

1

b
+

1

c
= 1. Mostre que

aabc+ bbca+ ccab ≥ 27bc+ 27ca+ 27ab. (6.3)
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Solução:

Como
1

a
+

1

b
+

1

c
= 1, temos que

1

a
+

1

b
+

1

c
=

bc+ ac+ ab

abc
= 1 ⇐⇒ bc+ ac+ ab = abc.

Note que,

aabc+ bbca+ ccab ≥ 27bc+ 27ca+ 27ab ⇐⇒

aabc+ bbca+ ccab ≥ 27(bc+ ca+ ab) ⇐⇒

aabc+ bbca+ ccab ≥ 27(abc) ⇐⇒
1

a
aa +

1

b
bb +

1

c
cc ≥ 27.

Defina f : [0,∞) → R por f(x) = xx, dessa forma, a desigualdade (6.3) é equivalente

à
1

a
f(a) +

1

b
f(b) +

1

c
f(c) ≥ 27.

Calculando a primeira e a segunda derivada de f , obtemos

f ′(x) = xx ln x+ xx e f ′′(x) = xx

[
(ln(x) + 1)2 +

1

x

]
> 0, ∀x > 0.

Logo f é convexa. Utilizando a desigualdade de Jensen, tem-se

1

a
f(a) +

1

b
f(b) +

1

c
f(c) ≥ f

(
1

a
a+

1

b
b+

1

c
c

)
≥ f(3)

≥ 33 = 27.

Problema 7: (Romênia 2018 (ART OF PROBLEM SOLVING, )) Sejam a, b, c ≥ 0 tais

que a+ b+ c = 3, prove que

a

1 + b
+

b

1 + c
+

c

1 + a
≥ 1

1 + b
+

1

1 + c
+

1

1 + a
. (6.4)

Solução:

A desigualdade (6.4) é equivalente à

a− 1

1 + b
+

b− 1

1 + c
+

c− 1

1 + a
≥ 0.

Considere a função f : [0, 3] → R definida por f(x) =
1

1 + x
. Note que a desigualdade

(6.4) é equivalente à:

(a− 1)f(b) + (b− 1)f(c) + (c− 1)f(a) ≥ 0
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Além disso, derivando f , obtemos:

f ′(x) = − 1

(1 + x)2
, f ′′(x) =

2

(1 + x)3
≥ 0.

Assim, f é convexa. Aplicando o truque da reta tangente, obtemos

f(x) ≥ f(1) + f ′(1)(x− 1)

≥ 1

2
− 1

4
(x− 1)

≥ 3− x

4
.

Então,

(a− 1)f(b) + (b− 1)f(c) + (c− 1)f(a) ≥ (a− 1) · 3− b

4

+ (b− 1) · 3− c

4

+ (c− 1) · 3− a

4

=
4(a+ b+ c)− 9− (ab+ bc+ ac)

4
.

Por MA-MG, temos ab ≤ a2 + b2

2
, ac ≤ a2 + c2

2
, bc ≤ b2 + c2

2
. Logo,

ab+ ac+ bc ≤ a2 + b2 + c2 ⇐⇒

3(ab+ ac+ bc) ≤ a2 + b2 + c2 + 2(ab+ ac+ bc) ⇐⇒

3(ab+ ac+ bc) ≤ (a+ b+ c)2 ⇐⇒

(ab+ ac+ bc) ≤ (a+ b+ c)2

3
.

Portanto,

f(a) + f(b) + f(c) ≥
4(a+ b+ c)− 9− (a+b+c)2

3

4

=
4 · 3− 9− 3

4
= 0.



51

7 CONCLUSÃO

Concluímos que as funções convexas e côncavas desempenham um papel

significativo na resolução de problemas matemáticos, especialmente em contextos

competitivos como as olimpíadas. Sua presença recorrente nessas competições evi-

dencia a relevância dos conteúdos abordados neste trabalho, os quais, embora funda-

mentais, são pouco explorados no ensino básico.

Ao longo do estudo, procuramos enfrentar e superar as principais dificuldades

associadas ao tema, por meio da resolução de diversos problemas cuidadosamente

selecionados. Tal abordagem não apenas reforçou a compreensão teórica, mas tam-

bém evidenciou a importância da prática sistemática para o desenvolvimento da habi-

lidade de resolução em nível olímpico.

Destacamos, ainda, que o domínio de ferramentas como o truque da reta tan-

gente e a desigualdade de Jensen representa um diferencial importante, oferecendo

ao estudante meios mais diretos e eficientes de abordar e resolver questões desafi-

adoras. Esperamos, com isso, despertar o interesse de professores e alunos para o

estudo aprofundado do tema, bem como incentivá-los à participação em competições

matemáticas como espaço de aprendizado e superação.
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