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“A mente que se abre a uma nova ideia
jamais volta ao seu tamanho original.

O importante é nunca parar de questi-
onar.".

Albert Einstein.



RESUMO

As competicdes matematicas desempenham importantes fungdes educacionais e so-
ciais, ao promoverem o interesse pela matematica, o desenvolvimento do raciocinio
l6gico e a identificagdo de talentos, independentemente da origem social dos parti-
cipantes. Dentre os temas recorrentes nessas competi¢cdes, destacam-se as desi-
gualdades matematicas, cujo dominio exige, muitas vezes, o uso de técnicas mais
elaboradas. Este trabalho apresenta duas estratégias eficazes para a resolucao de
problemas desse tipo: a desigualdade de Jensen e o truque da reta tangente. Para
iss0, inicia-se com uma breve revisdo sobre derivadas e prossegue-se com a introdu-
cao das principais propriedades das funcdes convexas e cdncavas, que constituem a
base tedrica das técnicas abordadas. Além disso, sao discutidas outras ferramentas
uteis, como desigualdades homogéneas, a desigualdade de Cauchy-Schwarz e as re-
lacbes entre as médias harmdnica, geométrica, aritmética e quadratica. Os conceitos
desenvolvidos sao aplicados na resolucao de problemas selecionados de olimpiadas
matematicas realizadas nos ultimos anos, demonstrando a utilidade pratica dos méto-
dos estudados.

Palavras-chaves: funcao convexa; funcao concava; desigualdade; olimpiada de ma-

tematica, truque da reta tangente.



ABSTRACT

Mathematical competitions serve important educational and social purposes by fos-
tering interest in mathematics, developing logical reasoning, and identifying talented
students regardless of their social background. Among the recurring topics in such
competitions, mathematical inequalities stand out, often requiring more advanced te-
chniques for their resolution. This work presents two effective strategies for tackling
these problems: Jensens inequality and the tangent line trick. We begin with a brief re-
view of derivatives, followed by the introduction of key properties of convex and concave
functions, which provide the theoretical foundation for the methods explored. Additio-
nal tools are also discussed, such as homogeneous inequalities, the CauchySchwarz
inequality, and the relationships among the harmonic, geometric, arithmetic, and qua-
dratic means. These concepts are then applied to the resolution of selected problems
from recent mathematical olympiads, illustrating the practical utility of the techniques
studied.

Keywords: convex function; concave function; inequality; math olympiad, tangent line

trick.
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1 INTRODUGCAO

As competicbes matematicas possuem uma longa tradicdo. Segundo (BRITO,
2018), nos moldes atuais, elas remontam a 1894, ano em que foram iniciadas as
primeiras competicdes na Hungria. Gradualmente foram se espalhando para outras
regides e finalmente em 1959 ocorreu a 1* Olimpiada Internacional de Matematica
(IMO) na Roménia. Atualmente no Brasil, existem olimpiadas nacionais e regionais,
algumas delas sado: Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OB-
MEP) e Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM).

Este trabalho tem como finalidade apresentar aplicacao de fungdes convexas
e cbncavas em problemas de desigualdade, com foco em questbes de olimpiadas. O
tema desigualdade € pouco trabalhado no ensino basico, por isso, quando os alunos
se deparam com questdes desse contetdo tem dificuldade na resolu¢do. Em olimpia-
das é frequente ter problemas de desigualdade, alguns deles podem serem resolvidos
utilizando ferramentas béasicas, como o fato de que 22 > 0 Vx € R e a desigualdade
entre as médias aritmética e geométrica (MA-MG). No entanto em problema de maior
complexidade é necessario conhecimento mais aprofundado para que o aluno consiga
resolver a questao.

Com o intuito de suprir essa lacuna, apresentamos algumas técnicas de reso-
lucdo de questdes, essas técnicas sdao pouco conhecidas entre os estudantes especi-
almente os do ensino basico. I1sso se deve ao fato de que tais métodos exigem nogdes
elementares de derivadas, conteudo que geralmente ndo € abordado no curriculo es-
colar. Essa auséncia de fundamentos pode comprometer a preparacao dos alunos
para competicoes mais desafiadoras, como por exemplo, a OBM, a IMO e competi-
¢cbes regionais. Dado o elevado numero de problemas envolvendo desigualdades em
olimpiadas de matematica, tanto nacionais quanto internacionais, abrangendo desde
0 ensino basico até o nivel universitario, explorar essas técnicas torna-se fundamental
para proporcionar aos alunos ferramentas eficazes na resolu¢ao desses problemas.

A escolha do tema teve como principal objetivo ampliar o conhecimento dos
alunos e professores a respeito de fungcdes convexas e cdncavas, com enfase naque-
les que estédo se preparando para participarem de competicdes matematicas. A partir

disso foi realizada revisao bibliografica detalhada sobre esse tema, e suas aplicabilida-
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des em olimpiadas matematicas. Essa investigacao visa compreender as estratégias

utilizadas na resolug¢ao de problemas que envolvem esse tipo de relagdo matematica.

Logo, esta pesquisa é de abordagem qualitativa, com carater exploratério, baseada na

analise de técnicas especificas e resolucao de questdes de olimpiadas de matematica.

O referencial tedrico e a pesquisa estdo organizados da seguinte forma:

1-

Noc¢des de derivadas e algumas regras de derivagédo, que serdo utilizadas, por

exemplo, no estudo de fungdes convexas;

Definigbes e propriedades das fungdes convexas e cOncavas que serao usadas

na desigualdade de Jensen e truque da reta tangente;

Algumas desigualdades classicas que sao Uteis na resolucdo de problemas de
olimpiadas, que sdo as desigualdades homogéneas, desigualdades entre mé-

dias, desigualdade de Jensen e desigualdade de Cauchy Schwarz;

O truque da reta tangente, que € uma abordagem que facilita a solu¢ao de ques-
tdes mais complexas através da estimativa de uma funcdo f por uma reta tan-

gente apropriada;

Problemas de olimpiadas que exigem conhecimentos de desigualdades, para

colocar em pratica o contelido presente neste trabalho.

Em cada topico resolveremos alguns problemas relacionados ao objeto de estudo.
Para consultar outras questdes indicamos (ANDREESCU; ANDRICA, 2003).
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2 DERIVADAS

Neste capitulo apresentaremos algumas nog¢des e propriedades da derivada

de uma funcao. Estes conceitos estdo fundamentados em (GUIDORIZZI, 2012).

2.1 NOCOES DE DERIVADA
Sejam f : I — R uma fungao definida em um intervalo I e a um ponto de seu
dominio. A derivada da funcao f no ponto a € o limite

) — 1 1) @) k) = f(a)

r—a T —a h—0 h

O limite acima pode existir ou ndo. Se existir diz-se que f é derivavel ou

diferenciavel no ponto a. Algumas notagdes para a derivada de f no ponto a s&o

e

D(f)e s

(a).
Exemplo 2.1: A derivada de uma fungcéo f : I — R constante € identicamente nula.
Solugéo:

Como f € constante, existe k£ € R tal que f(z) = k para todo = € I. Assim,

f'(x) = lim f@*h})l—f(x) :}Lig(l)k—k

= lim0 = 0.

h—0
Exemplo 2.2: A derivada da fungdo f : I — R dada por f(x) = x, isto é, a fungdo
identidade € sempre 1.

Solucéo:

Dado z € I, tem-se

Exemplo 2.3: Calcule a derivada da fungdo f : I — R dada por f(x) = x*>+x no ponto

a=1.

Solugéo:
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Dado z € R, tem-se

vov o (LR + (A +h)— (17 +1)
flz) = |im h
14+2h+h?2+1+h—2
= 11m
h—0 h

h* + 3h

= lim

— lim(h+3) =3.
h—0

O resultado a seguir, que pode ser encontrado em (GUIDORIZZI, 2012), mostra a

derivada de algumas funcdes elementares.

Teorema 2.1. Sejan # 0 um natural. S4o validas as sequintes férmulas de derivacao:
a) f(x) =" = f'(z) = na"";
b) flz)=a"= f(z)=—nz " 2z #£0;

1 ,
c) f(z) = xn = f'(z) = —z="!, em que z > 0 se n for par e z # 0 se n for impar
n
(n >2);

d) f(z) =e" = f(x) = e
e) fz)=lnzx= f'(z) = %,x > 0.
Exemplo 2.4: Calcule f'(z), onde f(z) = z*.

Solugéo:
Pelo item (a), temos
fl(z) = 42" = 42

Exemplo 2.5: Segja f(z) = \/x. Calcule f'(z).

Solugéo:

Pelo item (c), temos
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2.2 REGRAS DE DERIVAGAO

O resultado a seguir mostra algumas regras de derivagdo, como por exemplo,

a regra do produto (item c) e a regra do quociente (item d).
Teorema 2.2. Sejam f e g derivaveis no ponto a € seja k uma constante. As fungbes
ftg,kf, f.gef/g(casog(a)# 0), sdo também derivaveis no ponto a, com:

a) (f £g)(a) = f'(a) £ g'(a);

b) (kf)(a) = kf'(a);

c) (f.9)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a);
’ )—/f

g
@] _ f(2)g(x) — f(x)g'(z)
9 [M [9(@) '

Nos exemplos a seguir, aplicaremos as regras de derivagdo para calcular a

[\

derivada de algumas funcoes.
Exemplo 2.6: Seja f(z) = (2x + 5)(2* — 3). Calcule f'(x) pela regra do produto.
Solucéo:

fl(x) = (2x+5)(2* —3)+ 2z + 5)(2* — 3’

= 2(2* = 3) + 2z + 5)2x

= 222 — 6+ 42+ 10z

= 62>+ 10z — 6.
. 2 + 3 .
Exemplo 2.7: Seja f(r) = —; 1 Calcule f'(x) pela regra do quociente.
xr
Solugéo:
Note que
flo) = (22 + 3)'(x* + 1) — (2z + 3)(x* + 1)
v @+ 12
22 +1)— (20 + 3)2x
o (22 +1)2
—22% — 62 + 2

@+ 1y
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Sejam f uma funcdo e I o conjuntos dos pontos = em que f'(x) existe. A funcdo
f': I — R demonina-se derivada de 1 ordem. A derivada de f’ demonina-se derivada

de 2% ordem e € indicada por (f') = f".
Exemplo 2.8: Seja f(z) = 42> — 5z. Calcule f' e f".

Solugéo:
Note que
fl(x)=8x—-5 e [f'(z)=28.

Teorema 23. Segamf: 1 - R,g:J —-R,acl,be J, f(I)C Jefla)=0b. Sef
€ derivavel no ponto a e g € derivavel no ponto b, entdo go f : I — R é derivavel no

ponto a, com
(go f) =g'(f(a))-f'(a).
Exemplo 2.9: Seja h : I — R definida por h(z) = (32* + 1)3, calcule i/ (x).
Solugéo:
Seja f(z) = 32>+ 1 e g(y) = y*, entdo h(z) = (g o f)(x), assim
W(x) = ¢(f(x)- f(x)
= 3f(z)?*- 6z
= 3(32* +1)*-6x

= 18z(32* + 1)
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3 FUNCOES CONVEXAS E CONCAVAS

Neste capitulo, vamos apresentar a definicdo de fungdo convexa, funcéo con-
cava e algumas de suas propriedades fundamentais para estudo da desigualdade de
Jensen e truque da reta tangente. Os resultados apresentados nesta se¢ao podem
ser encontrados em (LIMA, 2004).

3.1 DEFINICAO DE FUNGAO CONVEXA

Definicao 3.1. Seja I um intervalo. Uma funcdo f : I — R é dita convexa quando para

quaisquerz,y € I et € (0,1) tem-se:

fltz + (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —1t)f(y)

Quando,
fltz+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y)

dizemos que f é estritamente convexa.

Figura 1 — Funcao Convexa

(1 =) f(x) +tf(y)

Fonte: Elaborado pela autora, (2025)

Geometricamente, uma funcao f € convexa quando para quaisquer =,y € [
o grafico de f no intervalo (z,y) esta abaixo do segmento de reta que liga os pontos
(z, (f(x)) e (y, f(y)). A partir disso, quando conhecemos o grafico da fung¢éo, conse-
guimos ter uma ideia se a fungéao é convexa ou nao.

Outra caracterizagao importante de fungdo convexa é dada pelo seu epigrafe.

O epigrafe de uma fungéo f, denotado por

epi f:={(z,y) € [ xR |y > f(z)},
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é o conjunto de todos os pontos que ficam acima do gréfico de f. E possivel mostrar
que f & convexa se, e somente se, 0 conjunto epi f € convexo no plano. Essa caracte-
rizagcao permite interpretar a convexidade de forma mais geral, inclusive em contextos

de funcdes de varias variaveis.

Exemplo 3.1: De acordo com as nogdes de funcdes convexas observe que as fungbes

a sequir sdo convexas.

Figura 2 — Fungdes Convexas

Fonte: Elaborado pela autora, (2025)

Exemplo 3.2: De acordo com as nogdes geométricas de fungdes convexas, observe

que as fungbes a sequir n4o sdo convexas.

Figura 3 — Fungdes Nao Convexas

Fonte: Elaborado pela autora, (2025)

Exemplo 3.3: Mostre por definicdo que f : R — R dada por f(x) = x* é convexa.

Solugéo:
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Dados z,y € Ret € (0,1), temos

fltz+(1=t)y) = (tz+(1—t)y)?
= 27 + 2tz(1 — t)y + (1 — t)%y?
= 222 (1 —t)(2xy) + (1 —t)%)?
< 2 il t)(? +y?) + (1 1)y
= o’ +ta? — %2+ 1y’ — 2y + o — 2y +
= ta? + (1 —t)y?

= tf(x) + (1 =0)f(y).

Exemplo 3.4: Mostre por definicdo que f : R — R dada por f(x) = |z| € convexa.
Solugéo:

Dados z,y € R et € (0, 1), pela desigualdade tridngular, temos

fltz 4+ (1= 1t)y) |t + (1 — 1)y
<t + (1= 1)yl
=tz + (1 =1yl

= tf(x)+ (1 =1)f(y).
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3.2 DEFINICAO DE FUNCAO CONCAVA

Definicao 3.2. Uma funcédo f : I — R é dita c6ncava quando — f for convexa, ou seja,

quando para quaisquer x,y € I et € (0,1) temos
flte+ 1 =t)y) = tf(x)+ (1 =) f(y).
Quando ocorrer a desigualdade estrita, dizemos que f € estritamente céncava.
Figura 4 — Fungao Concava

T
(1= ) F(@) + LF () @eenemmesfonesrennncnens

& (1-ta+ty y \

Fonte: Elaborado pela autora, (2025)

Geometricamente, f e concava quando dados quaisquer dois pontos no gra-

fico de f o segmento que liga estes dois pontos esta abaixo do gréafico de f.

Exemplo 3.5: Analisando os gréficos, concluimos que (a) é uma fungdo céncava e

que (b) ndo é cbéncava.

Figura 5 — (a) Fungio Céncava Figura 6 — (b) Fungdo Nao Cboncava

flx)

Y * Y \

Fonte: Elaborado pela autora, (2025) Fonte: Elaborado pela autora, (2025)
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3.3 PROPRIEDADES DE UMA FUNGAO CONVEXA

O resultado a seguir mostra que a soma de funcbes convexas é convexa.

Proposicao 3.1. Sejam f,g : I — R fungbes convexas definidas em um intervalo 1.

Entdo a funcédo (f + g) : I — R dada por (f + g)(x) = f(x) + g(z) também é convexa.

Em geral, n&o é verdade que o produto de fungbes convexas é convexa, como
também existem casos em que a composicao de fungcdes convexas ndao é convexa,

como mostramos nos exemplos a seguir.

Exemplo 3.6: Sejam f : I — J e g : J — R definidas por f(z) = x e g(x) = 2%. Note
que
(fo)(@) =z 2® =2’

ndo é convexa.

Exemplo 3.7: Segjam f : (0,00) — (—00,0) e g : (—o00,0) — R dadas por
f(z) = —2'% e g(x) = 2® sdo convexas, mas a composicdo go f : (0,00) — R

dada por (go f)(z) = g(f(z)) = (—2'/3)? = 22/3 ndo é convexa.

Figura7 — f(z) = —a'/3

Figura 8 — g(z) = 22 Figura 9 — (g o f)(z) = 22/3
o ;\’\””*\f——w,,,,,fn 7 \\\~ 7 ‘ /’/
Fonte: Elaborado pela Fonte: Elaborado pela autora, Fonte: Embgggg)pe'a autora,
autora, (2025) (2025)

Note que no exemplo anterior g(x) = z* e decrescente em seu dominio. Na
proposicao a seguir, mostramos que sob certas condi¢cdes, a composicao de funcdes

convexas é convexa.

Proposicao 3.2. Sejam f : I — J eg: J — R fungdes convexas, com g ndo decres-

cente. Entdo go f : I — R é convexa.

Quando f : I — R é diferenciavel, € mais simples verificar se f é convexa ou
nao. Na proposicao a seguir e no Corolério 1 mostramos condigdes de primeira e se-

gunda ordem equivalentes a definicao de convexidade. Por ser também a proposicao
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que motiva o truque da reta tangemte, que veremos no préximo capitulo, resolvemos

demonstrar esta proposigao.

Proposicao 3.3. Sejam I um intervalo e f : I — R diferenciavel em I. As seguintes

afirmagédes sdo equivalentes:
a) f é convexa;
b) f': I — R é ndo-decrescente;
¢) para quaisquer x,a € I tem-se f(x) > f(a) + f'(a)(z — a).

Demonstragéo. ((a) = (b)). Inicialmente, provaremos que (a) implica (b).

Dado um ponto = € (a,b), sejam A = (a, f(a)), B = (b, f(b)) e (x, f(z)), Mostra-
remos que o coeficiente angular do segmento AX é menor ou igual ao do segmento
AB, que por sua vez é menor ou igual ao do segmento X B, 0 que nos permitira

concluir que f'(a) < f'(b). De fato, dado x € (a,b), existe A € (0, 1) tal que

r=(1-XNa+ b <
r=a—Aa+ b &

r=a+Ab—a) &
T—a

b—a’

A p—
Pela convexidade de f, temos

flx) = f((L=Aa+b) < (L=2A)f(a)+Af(b)
= [fla) = Af(a) + Af(b)
= fla) +A(f(b) - f(a))

r—a

= (@) + ()~ f(a).

Assim,




24
De forma analoga, dado y € (a,b), existe A € (0, 1) tag que

y=(1-XNb+Xa &

y=b—Ab+Xla &

y=b+ANa—-0) <
y—>b

a—>b

Note que y — b < 0. Pela convexidade de f, temos

fy) = f(A=Xb+Xa) < (1=XA)f(b)+ Af(a)
= f(0) = Af(b) + Af(a)
= f(0) + A(f(a) = f(b))

= J0)+ L@ ~ 10

Assim,

a—>b

Como y — b < 0, entao

F) = £b)  fla) = f(b)

y—b T a-—-b
Logo,
f(@) = fla) _ ()~ fla) _ fly) = F(O) 1)
x—a b—a y—>b

Fazendo x — a ey — bem (3.1), temos

Portanto f’ é ndo-decrescente.
Provaremos agora que (b) implica (¢). Dado um ponto = € (a,b) com z > a, pelo
Teorema do Valor Médio (GUIDORIZZI, 2012) existe ¢ € (a, z) tal que

f(x) — f(a)

T —a

f'le) = = [flz) = fla) = fi(c)(z —a)
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Como a equacgao da reta tangente ao grafico da funcdo f no ponto « é dada por
y = f(a) + f'(a)(z — a), concluimos pela afirmagéo em (c) que o grafico de f esta
acima de qualquer reta tangente.

Finalmente, provaremos que (c) implica (a). Sejam z,y € I e A € (0, 1) fixados. Defina
z:= (1= Nz + M.
Pela hip6tese, como z € (z,y), temos:

f@) = f(z) + f(2)(@ = 2), (3.2)
fy) = f(2) + f'(2)(y — 2). (3.3)
Multiplicando a desigualdade (3.2) por (1 — \) e a (3.3) por ), obtemos:
(I=Nf(@) =2 (1 =Nf(z)+ A =A)f(2) (- 2),
Af(y) =2 Af(2) + Af(2)(y — 2).

Somando as duas desigualdades, temos:

1 =Nf(@)+Af(y) 2 f(z) + [ () [(1 = Nz —2) + My — 2)].

Note que:
1I=Nx—2)+AXy—2)=01-Nz+Xy—(1—XN)z— Az
=(1-Nzx+Xy—=z
=0.
Portanto,
(L= f(@)+Af(y) = f(2),
ou seja,
f(A=Nz+Ady) < (1= Nf(x)+Af(y),
0 que prova que f é convexa. O

Corolario 1. Uma fungédo f : I — R, duas vezes diferenciavel no intervalo I, é convexa

se, e somente se, f"(x) > 0 para todo z € I.

Exemplo 3.8: Seja f : R — R dada por f(z) = €*, verifique se f é convexa.

Solugéo:
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Note que

Portanto, f"(x) > 0 para todo numero real z, logo f € convexa.

Exemplo 3.9: Seja f : R — R dada por f(z) = 3, verifique se f é convexa.
Solugéo:

Observe que,

flo) = 2
f(x) = 4.

Assim, a seguda derivada s6 € maior que 0 para x positivo. Portanto f ndo é convexa

em R, mas é convexa no intervalo [0, co).

Como as funcbes concavas sao o oposto das convexas, com ajustes simples
das propriedades das funcdes convexas obtemos resultados equivalentes para fun-

¢des cbncavas.

Proposicao 3.4. Sejam I um intervalo e f : I — R diferenciavel em I. As seguintes

afirmacgées sdo equivalentes:
a) f é cbnecava;
b) f': I — R é ndo-crescente;
c) para quaisquer z,a € I tem-se f(x) < f(a) + f'(a)(z — a).

Concluimos pela afirmacdo em (c¢) que qualquer equagéo da reta tangente é

maior que f, ou seja, o grafico de f esta abaixo das suas tangentes.

Corolario 2. Uma funcéo f : I — R, duas vezes diferenciavel no intervalo I, é céncava

se, e somente se, f"(x) < 0 paratodo x € I.
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Exemplo 3.10: Mostre que a fungéo f : (0,00) — R dada por f(z) = Inx é céncava.
Solugéo:

Observe que

flx) =

f”(I) = —— <0, Vze (O;OO)

SHE

Logo f € cbéncava.
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4 DESIGUALDADES CLASSICAS

Os principais resultados a respeito de desigualdades estdo apresentados neste
capitulo, para estudo mais aprofundado dessas desigualdades consulte (BRITO, 2018)
e (FILHO, 2021).

4.1 DESIGUALDADES HOMOGENEAS

Muitos problemas que resolveremos utilizando a desigualdade de Jensen e o
truque da reta tangente exigem restrigdes sobre as variaveis, e as desiguldades homo-
géneas possibilitam lidar com essas condi¢cdes. De acordo com a definicdo, quando
todas as variaveis forem multilplicadas por uma constante ¢, o valor da expressao €
multiplicado por uma poténcia de base ¢, e 0 expoente de ¢ determina o grau de homo-
geneidade. Com isso, podemos supor sem perda de generalidade, por exemplo, que

a soma das variaveis de f € 1 e que o produto das variaveis de f é 1.

Definicao 4.1. Dizemos que uma funcéo real de n variaveis f é homogénea de grau
k > 0, quando

f(txl,tflfg, e 7txn) = tkf(l’l,l‘g, T al'n)

para todo nimero real t.

] _ 2% + o>
Exemplo 4.1: Determine se a fungéo f(x,y) = Ty

e homogénea.
Solugéo:

Dadot € R,

(tx)* + (ty)?
tr +ty
t2$2 +t2y2
t(z+y)
t*(z* +y°)
t(x+y)

f(te,ty) =

(z+y)
= tf(xay>'

Portanto, f € homogénea de grau 1.
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2 3
Exemplo 4.2: Determine se a fungdo f(z,y,z) = Tyet iy e € homogénea.
rTy

Solugéo:

trtytz + (tz)*ty + (t2)?
tr +ty

t3(zy2) + 2%y + 1323
tx+y)

3 (xyz + 2%y + 2°)

t(r +vy)

t*(zyz + 2y + 2%)
Tty

= t*f(x,y,2).

f(tx, ty, tz) =

Portanto, f € homogénea de grau 2.
Exemplo 4.3: A fungéo f(z,y) = x> + y ndo é honogénea, pois

[tz ty) # 5 f(x,y), Yk >0

Defini¢ao 4.2. Uma desigualdade f(x1,--- ,z,) > g(x1,--- ,x,) € dita homogénea, se
a fungéo
h(x17"' 7xn) = f(xlv"' 7xn) _g(xlv"' 7xn)

for homogénea.

Exemplo 4.4: Considere 2> + y? > 2xy, com f(z,y) = 2* + y* e g(z,y) = 2xy. Mostre
que h dada por h(z,y) = f(z,y) — g(x,y) € homogénea.
Solugéo:
Note que
h(z,y) = 2* +y* — 2xy.

Agora mostraremos que h é homogénea.

htz ty) = (tz)* + (ty)* — 2(tw)(ty)
= 2% 4 2y — 2672y
= t*(z* +y* — 2zy)
= t*h(z,y).

Portanto, h é homogénea de grau 2. Pela Definigdo 4.2 a desigualdade z* + 3> > 2zy

também é homogénea.
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Exemplo 4.5: Considere a sequinte desigualdade
3+ 4 2% > 3ayz.
Mostre que essa desigualdade é homogénea.

Solugéo:
Sejam f(z,y,2) =23+ y>+ 2% e g(z,y,2) = 3ryz, mostraremos que % definida por

h(z,y,z) = f(x,y,z) — g(x,y, z) € homogénea. Note que
h(z,y,2) = 2> +y* + 2% — 3ayz.
Verificando a homogeneidade de h.

hte,ty tz) = (to)’ + (ty)° + (t2)* = 3(tx)(ty)(t2)
= 23 Py + 327 — 3Payz
= (@ +y° +2° — 3zy2)

= t*h(x,y, 2).

Isso mostra que h € homogénea de grau 3. Portanto, a desigualdade z3+1°+23 > 3zyz
€ homogénea.

Quando uma desigualdade f(zq, %2, - ,x,) > g(x1, 29, -+, x,) € homogénea
podemos supor, sem perda de generalidade, que x| + 22 + - - - + x,, = ¢, onde ¢ € uma

constante real qualquer.

Exemplo 4.6: Dados x1, x5, - - - , x, numeros reais positivos e um desigualdade homo-
génea f(xy,xq, - ,x,) > g(x1, 29, ,x,). Mostre que podemos supor sem perda de

generalidade que xy + x5 + -+ + x, = c.

Solugéo:

Sejat=x1+x2+--+z, € 1= —= 02 = =", = — Temos,
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Como h(xy,--- ,x,) = f(x1,...,2,) — g(x1,- -+ ,x,) € homogénea, entdo
f(l'l,ﬂig,"',In)zg(.fl,IQ,"',Jln) — h(‘rlax%"' 7$n)20
< h(tay,tas, - ,ta,) >0
= tkh(al,ag,--- ,an) >0
— h(a17a27"'7an>20
< f(a17a27"' ,an)Zg(al,a2,~~,an).
Ou segja,
.
f(al>a27'“ 7an) Z g<a17a27"' >an)
flz, 2o, ... xp) > gz, 29, -+, 2y)
— alaa’27"'7an>0
T1,Z2, " ,Tn > O
a+as+---+a, =c
\

Portanto, podemos supor sem perda de generalidade que =y + o + -+ - + x,, = c.

4.2 DESIGUALDADES ENTRE MEDIAS

As desigualdades apresentadas a seguir sdo umas das mais classicas (MA-
MG), que possibilitam resolugcédo de problemas que vao dos elementares até os mais
dificeis. Além disso, essas desigualdades servem de apoio em questdes que apli-
cando apenas uma unica desigualdade nao é suficiente para concluir a resolucao do
problema, funcionado como suporte para a desigualdade de Jensen e truque da reta

tangente.

Definicao 4.3. Dados numeros reais x1, xs, - - - , x,, definimos:

(b) Média Aritmética (MA) de x1, x5, - ,x, por

21+ Ty 4+ 2y
- .

MA =

(c) Média Geométrica (MG) de x1,xs,- - ,x, por

MG = Yzix9- T,
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(d) Média Quadratica (MQ) de x1,xs,-- ,x, por

MQ:\/:c%+x§+---+x,%
n

A proposicéo a seguir, conhecida como desigualdade entre as médias aritmé-

tica e geométrica (MA-MG), é muito frequente em problemas de olimpiadas.

Proposicao 4.1. (MA-MG).Se z1, x», - - - , x, SG0 numeros reais positivos, entao

Ty + Tyt 4Ty

> YT 1To - Ty,

n
Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, x1 = x5 = -+ = x,.
Proposicao 4.2. (MH-MG). Se x1, x5, - - ,x, SE0 numeros reais positivos, entao
n

1 1 1 = 142 n
Tt + oo

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, x1 = 19 = -+ - = x,.

Proposicao 4.3. (MA-MQ). Se 1, xs, - - - ,x,, SG0 mumeros reias positivos, entao

<

Ty 4 To+ o+ T, \/x%+x§+-~+mg

n n

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, x1 = 19 = -+ - = x,,.

A partir das proposigcdes 4.1,4.2, 4.3, concluimos que MH < MG < MA <
MQ.

1 . ~ . . ~ )
Exemplo 4.7: Prove que a* + b* > 3’ tais que a e b s§o numeros reias nao negativos
ea+b>1.

Solugéo:

Aplicando a desigualdade MA-MQ nos termos a? e b?, temos

(a2)2+(b2)2 a2 + b2 a4+b4 a2 + b2 2
> >
2 - 2 — 2 - 2

RN a4+b42%(a2+b2)2.
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Note que,
(a+0b)*> = a®+2ab+ b’
S a2+(a2+62)+b2
= 2(a® +b%).
Logo,
b)? 1
240> (a+ > .
a”+b" > 5 Z 3
Entao, ,
1/1 1
trvt>- (=) ==,
a +0 = 7 3
Exemplo 4.8: Sejam a, b, c nimeros reais positivos satisfazendo abc = 1. Mostre que
a N b N c <@ +b+c
a’b+2 be+2 a+2 7 3

Solugéo:

Aplicando a desigualdade MA-MH, temos

a n b n c B 1 n 1 . 1
a2b+2 b2e+2 Ra+2 ab—i—% bc+% ca—i—%
B [ S
- 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ctate otets pTete
1 ( 3 .3 .3 )
— 9 \1 1 1 1 1 1 1 1 1
S\etaete atets stete
< l1/c+a+a a+b+b btc+ec
- 3 3 3 3
_at+b+tec
B 3
Exemplo 4.9: Sejan > 3 um inteiro e sejam ay, as, - - - , a,, NUMeros reais positivos tais
que asas - - - a, = 1. Provar que
(14 a)*(1 +az)®--- (1 +a,)" > n" (4.1)

Solugéo:

Aplicando MA > MG no primeiro fator de multiplicagdo (1 + a»), entao

(1 + CZQ)

Z ]_CLQ.
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Assim,

(1 + 0,2)2 Z 22CL2.

Para o segundo fator de multiplicacao,

1 1
1+a3:5—|—§—|—a3 > 31-1-613
3 3 2 2
Logo
1 2
Em geral, para o k-ésimo termo (2 < k < n), temos
(14 ax) Ly by +
= +—+-— — +a
A (g R—1 "

k—1 parcelas

Aplicando a desigualdade entre médias

e A J(5)

2 2

1 k—1

Como k varia de 2 até n temos:

n n 1 k—1
ks E{_* )
[T +a) _gk.(k_l) a.

k=2

Note que [T}, k* - ()" "' & um produtorio telescopico,

n 1 k—1 11 12 1 n—2 1 n—1
k - :2 - 3 = . n—1 n —
e () -2() 2 () o () () -

logo,

n

H(l + ap)* > n".az.a3 - - - a,.
k=2

Pelo enunciado asas - --a,, = 1, entao

n

H(l +ap)f > o

k=2

Portanto,

(1+a2)*(1+a3)®...(14+a,)" > n"
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4.3 DESIGUALDADE DE JENSEN

A seguir, apresentamos a desigualdade de Jensen e algumas consequéncias,
que serao utilizadas no préximo capitulo, para resolver alguns problemas olimpicos.

As demonstracbes serdo omitidas, mas podem ser encontradas em (BRITO, 2018).

Proposicao 4.4. Seja f : (a,b) — R uma fungdo convexa no intervalo (a,b). Dados

n € N, ty,ty,--- ,t, € (0,1) comty +ty+ - +t, =1, tem-se:
ftiwy +toxg 4 - -+ tpwy) <ty f(w1) +taf(22) + - + o f(T0).

Além disso, se f for estritamente convexa, entdo a igualdade ocorre se, e

somente, se x| = xy = - - = Tp,.

Corolario 3. Seja f : (a,b) — R uma fungdo convexa no intervalo (a,b). Dados n € N

exy, Ty, -, T, € (a,b) tém-se:

f(:r1+x2+---+xn> <f($1)+f(372)+"’+f(37n).

n B n
Corolario 4. Seja f : (a,b) — R uma fungdo céncava no intervalo (a,b). Dados
n €Nty ty, -+ ,t, € (0,1) comt; +ts+---+t, =1, tém se:

ftiry +towo + -+ tyxn) > tif(21) + taf (22) + - - 4 o f ().

Corolario 5. Seja f : (a,b) — R uma fungdo céncava no intervalo (a,b). Dados n € N

exy,To, -, T, € (a,b) tém-se:

n - n

f(x1+x2+---+xn) >f($1)+f($2)+'“+f($n)'

Exemplo 4.10: (Nesbit). Se a,b, c S4o reias positivos, entdo

a n b n c >3
b+c a+c a+b 2

(4.2)
Solucéo:

Note que a desigualdade €& homogénea, entdo podemos supor que
a+b+c=1. Entdo,b+c=1—a,a+c=1—-b,a+b=1—c. Assim, a desigualdade

(4.2) é equivalente a
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Defina f : (0,1) — (0, 00) por f(x) = =, derivando f duas vezes obtemos
1 2
! — I — > ‘
f(x) (= f"(z) T > 0, Vze(0,1)

Como | é convexa, podemos aplicar a Desigualdade de Jensen.

f(a>+féb>+f(c) > f (%Hc) _ (%) _1

Assim, f(a) + f(b) + f(c) >

N W

Exemplo 4.11: Dados a, b, c numeros reais positivos, prove que

a n b n c >
Va2 +8be Vb2 +8ca v+ 8ab

Solugéo:
Como a desigualdade é homogénea podemos supor que a + b+ ¢ = 1. Defina f :

(0,1) = R por f(x) = L note que

-
1 1 1 3 1 3 5 3
Pla)=p =iy =—jat e foy=—y(-3)afom 20

Como f é convexa, temos

a b c
+ +
Va2 +8bc Vb2 +8ca 2+ 8ab

= a- f(a®+8bc) +b- f(b? + 8ac) + ¢ - f(c* + Sab)

f (a (a2 + 8bc) +b (b2 + 8ac) +c (02 + 8ab))
f (a3 + b+ + 24abc)

1
Vad + b3 + 3 + 24abe’

Mostraremos agora que
1

> 1
Va3 + b3 + 3 + 24abe

isto é, que

1> a+ b + ¢ + 24abe.
De fato, aplicando MA-MG, temos
l=(a+b+c) = &+ ++3a+b)(at+c)(b+c)
> ad 40+ 43 (2Vab) - (2vac) - (2vbe)
= o+ b+ S+ 24abe.

Portanto,

a b c 1
+ + > > 1
Va2 +8bc Vb2 +8ca Ve +8ab T Va3 + b3+ 3 + 24abe
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4.4 DESIGUALDADE DE CAUCHY SCHWARZ

A desigualdade de Cauchy-Schwarz € uma das ferramentas mais poderosas e
versateis na resolucao de problemas de desigualdades em olimpiadas de matematica.
Ela permite comparar somas e produtos de termos de maneira estratégica, sendo
especialmente Gtil quando lidamos com expressbes simétricas ou com fracdes que
envolvem somatérios. Seu uso adequado muitas vezes transforma uma desigualdade

complicada em uma mais simples e direta.

Proposicao 4.5. Sejam ay,as,--- ,a, € by, by, --- b, duas n-uplas de numeros reais,

entao ) )
n n 2 n 2
=1 =1 1=1
A igualdade ocorre quando existe uma constante real k satisfazendo a; = kb; para todo

ie{l,2,--- n},ouseja, quando (ay,as, -+ ,a,) € (by,bs,--- ,b,) SA0 proporcionais.

Como consequéncia direta da desigualdade de Cauchy-Schwarz, apresenta-
mos o Lema de Titu, também conhecido como Desigualdade de Engel. Trata-se de
uma ferramenta poderosa e frequentemente utilizada na resolugao de problemas de

desigualdades em olimpiadas de matematica.

Corolario 6. (Lema de Titu). Sejam ay,as,- - ,a, €by,by,--- , b, reais positivos. Entao,
2 2 2 e 2
L S (a1 +as+---+an)*
b by by, by +by+---+ b,

A igualdade ocorre quando existe uma constante real k satisfazendo a; = kb; para todo

i€l,2,--- ,n,ouseja, quando (ay,as,- - ,a,) € (b, by, -+ ,b,) SE0O proporcionais.
Exemplo 4.12: Sejam a, b € R tais que o> + bv*> = 1, determine o maximo de a + b.
Solugéo:
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se
(1-a+1-b)<(12+12)2.(a®+b7)2
(a+b)?<2-(a*+b)
(a+b)3?<2-1 <=

a+b<V2.

Portanto, 0 maximo de a + b é /2.
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Exemplo 4.13: Determine o maximo e minimo de f(x) = 12sen(x) — 5cos(x).

Solugéo:
A seguir, ilustramos o gréafico dessa funcgao.

Figura 10 — f(z) = 12sen(x) — 5cos(x)

Fonte: Elaborado pela autora, (2025)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, tem-se

(12sen(z) — 5cos(x))? < (122 + (=5)?)(sen?(z) + cos

‘(x)) =
(f(2)?) < (12° + (=5)*)(sen’(z) + cos*(z)) <=
(f(2)?) < (144 +25) -1 <=

(f(z)*) < 169.

Logo,

~13 < f(z) < 13.

Analisando o grafico de f, notamos que de fato os pontos de maximo e minimo desta
funcédo séo 13 e —13.
Através dos exemplos é possivel notar a utilizacao da disigualdade de Cauchy

Schwarz em diversas aplicagdes.
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5 TRUQUE DA RETA TANGENTE

Neste capitulo apresentaremos o truque da reta tangente, para consultar pro-
priadades da reta tangente, consulte (IEZZI, 2013). No capitulo 3, apresentamos as

seguintes proposigoes.

Proposicao 5.1. Sejam I um intervalo e f : I — R diferenciavel em I. As seguintes

afirmagbes sdo equivalentes:
a) [ é convexa;
b) f': I — R é ndo-decrescente;
¢) para quaisquer x,a € I tem-se f(x) > f(a) + f'(a)(x — a).

Em paticular se f’ é convexa, entdo f(z) > f(a) + f'(a)(z — a), isto &, a
reta tangente ao grafico de f no ponto a esta abaixo do grafico de f, como pode ser

observado na figura abaixo

Figura 11 — Reta Tangente

Fonte: Elaborado pela autora, (2025)

Quando f é cébncava, tem-se um resultado semelhante.

Proposicao 5.2. Sejam I um intervalo e f : I — R diferenciavel em I. As seguintes

afirmagées sdo equivalentes:
a) f é cbnecava;
b) f': I — R é ndo-crescente;

¢) para quaisquer x,a € I tem-se f(z) < f(a)+ f'(a)(z — a).
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Estas proposi¢cdes sdo aplicadas em problemas dificeis envolvendo desigual-

dades, e o item (c¢) é conhecido como truque da reta tangente.

Exemplo 5.1: Segjama,b,c,d >0ea+ b+ c+d=1. Prove que

1
6(a® +b* +c* + d*) 2a2+b2+02+d2+§.
Solugéo:

Podemos reescrever a desigualdade como

1
(6a® — a®) + (6b° — b*) + (6¢° — ¢*) + (6d° — d?) > 3

Defina f : [0,1] — R por f(z) = 62* — z?. Devemos provar que:

Fl@)+ )+ f() + £(d) >

Note que f é ndo é convexa em [0, 1], pois
f'(z) = 182% — 2x

1
f(z) =36z —2>0,Vz € [1—8,1} .

Assim, para usar o truque da reta tangente, sera preciso verificar se de fato o grafico

da funcdo esta abaixo da reta tangente. Note que a igualdade ocorre quando

C]J:Z):C:Cl:l7
4

, . . 1
portanto, uma escolha apropriada é aplicar a reta tangente em 1 Devemos mostrar

que
@)= f G) Ly (i) (:c - i) .
Como,
1 Lo a2 (LY 9
f(Z) :3—2,f(x)—18x —2x, f (4) =3
Temos,

f(x)Zf(i)%—f’(i) (x—i) — 63;3—3:22%4—2(3:—%1)
%4

—1

— 62> —2?>

— 482 —8x2 —5xr+1>0.
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Areta f(a) + f'(a)(xz — a) é tangente a f no ponto a, entdo = = a € raiz dupla
da equacgéo f(x) — f(a) — f'(a)(x —a) =0, assim f(x) — f(a) — f'(a)(x — a) € divisivel

por (x — a)?. Desse modo,

487 — 81* — 5w +1 = 162" — 8x + 1 = (4z — 1)*(3x + 1).

r—1

. 5 .
Portanto, 4823 — 8x* — 5z + 1 > 0,Vx > 0, ou seja, 6x° — z* > . Finalmente,

ba—1 b5b—1 5Hec—1 bd—1

(6a® — a®) + (6b° — %) + (6¢° — ) + (6d° — d*) > st t—3 t 3
5(a+b+c+d)—4
8

5-1—-4
8

1
g

Em certos casos, como no exemplo acima, a fungéo f nao é convexa ou cén-
cava em todo o intervalo analisado. Mas pode ser que ainda assim consigamos mos-
trar que existe alguma reta tangente acima ou abaixo do grafico em um certo ponto.
Nos casos em que a igualdade ocorre quando todas as variaveis sdo iguais néo e

dificil saber qual ponto usar. Observe o exemplo a seguir.

Exemplo 5.2: Sejam a, b, c reais positivos. Prove que

(b+c—a)* (c+a—0b)? (a+b—2c)?
(b+c)P?+a? (c+a)?>+0* (a+0b)24c2

3
5
Solugéo:

Note que a desigualdade é homogénea e podemos supor sem perda de generalidade

que a + b+ ¢ = 3. Entdo, a desigualdade é equivalente a

(3 — 2a)? (3 — 20)? (3-20° _3
B—a)2+a®2 B-02+0 (B—c)2+cz2 "5
. . (3 — 2x)? . .
Defina a fungéo f(x) = —————, note que f ndo é convexa e nem céncava em
(3 — )2+ a2

(0,3).
Como consideramos a = b = ¢ = 1, vamos usar a reta tangente em = = 1, pois

a igualdade ocorre em a = b = ¢ = 1. Portanto iremos verificar a desigualdade

f@) =z f() + f(1)(z = 1).
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(3 —2x2)?

Figura 12 — f(x) = m

N

Fonte: Elaborado pela autora, (2025)

Temos que,
1 36x — b4 18
) =—, f(2) = (1) = ——.
Logo,
fl@) = fO)+ 1)@= -1)
(3 —27)? 1 18
22 s 2 (-1
B_ait+ 2 5 PV
422 — 122 + 9 S 23 — 18x
202 —6x+9 25
25(4r* — 122+ 9) > (22* — 62+ 9)(22° — 62 + 9)
362° — 542> +18 > 0.

Note que 1 é raiz dupla da equagéo f(z) — (f(1) + f'(1)(x — 1)), entdo o polinébmio

362% — 5422 + 18 e divisivel por (z — 1)2. Desse modo,
362° — 5427 + 18 = (z — 1)*(36z + 18).

Assim,
flx)> f(1) + f(1)(x—1) & (x —1)*(36x + 18) > 0.

Portanto a desigualdade f(z) > f(1)+f(1)(z—1) = % é valida para todo = > 0.



Finalmente, temos que

fla) + f(b) + f(c)

23 —18a 23 —18b

23 — 18¢

25 * 25
69 —18(a+b+c¢)

25
69 —18-3

25

3
-

25

43
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6 PROBLEMAS DE OLIMPIADAS

Problema 1: (Austria 2024 Adaptada (OSTERREICHISCHE MATHEMATIK, )) Sejam
a, b € c numeros reais maiores que 1, tal que abc = 8. Prove a desigualdade

ab n be n ca > 19
c—1 a—1 b—1""7

Solugéo:
Sendo abc = 8, podemos reescrever as parcelas do lado esquerdo da desigualdade
de tal forma que cada parcela esteja em relagdo a somente uma variavel,

8 . 8 8

> 12.
2 —c a2—a+b2— -

Defina f : [1,00) — R, por f(z) =

8 :
———. Assim, devemos mostrar que
xr< —Xx

fla) + f(b) + f(c) > 12.

Note que
—122 +6 3622 — 36z + 12
/ o " _
f(x)_a:4—2m3—|—x2’ @) 26 — 32° + 3t — 23

logo f é convexa. Como abc = 8, um ponto apropriado para aplicar o truque da reta

> 0,

tangente é quando a = b = ¢ = 2. Sendo f é convexa, sabemos que
f(@) = fla) + f(2)(z — 2).

Note que f'(2) =4 e ["(2) = —%, assim

1
f(x) 24—28@—2) =16 — 6.
Portanto,

fla)+ f(b)+ f(¢) > 16 —6a+ 16 —6b+ 16 — 6¢
= 48—6(a+b+c)

= 48 —36 = 12.

Problema 2: (Austria 2024 (OSTERREICHISCHE MATHEMATIK, ) Seja = e y ndme-

ros reais positivos com x +y = 1. Prove que

1 1
x + +y+ > 6.
Y T
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Solugéo:
Sendo = + y = 1, podemos reescrever as parcelas do lado esquerdo em fungao de

apenas uma variavel,

1 1
vl Yt
l—2 1—y

, ~ 1 :
Defina a funcéo f : (—oo,1] — R por f(z) = fi assim, devemos mostrar que
— X

fa)+ f(b) = 6.

Note que
2 4

f(x) = TR f'(x) = =1 >0,

logo f € convexa. Como = + y = 1, um ponto apropriedade para aplicar o truque da

, 1
retatangente é r =y = 5 Note que

) e r()s

Ent&o,
flx) >3+8 <x—%) =
flx) >348r—4 —
f(z) > 8x — 1.
Portanto,

fla)+ f(b) > 8a—1+8b—1
> 8(a+0b)—2

8-1-2=6.

Problema 3: (JBMO 2023 (JUNIOR BALKAN MATHEMATICAL OLYMPIAD, )) Prove
que para todos os numeros reais ndo negativos x,y, z, com algum deles diferente de

0, a seguinte desigualdade é valida

202 —x+y+z 2P +rx—yt+z 222+axty—=z
R e 2?2+ y+ 22 24y + 2

> 3, (6.1)

Solucéo:
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Fazendoa = 222 — 2 +y + 2,b = 2y  + 2 —y + z,¢ = 22° +  + y — 2, tentaremos

reescrever a desigualdade (6.1) em fungao de «, b, c. Note que

202 —x4+y+z PH+r—y+z 222+x4y—z

>3 <
T+ y*+2? 2ty + 22 2yt T
1 (2% — 29/ — 222 —
1 T r+y—+z Y+ —y+=z Zrtr+y—=z > 3.
2 T+ y?+ 22 2+ y+ 22 2+ y?+z

1
2
202 —x4+y+z 2P +r—y+z 282+x+y—2z_ 3
2 + 22 + 222 | 20242y +222 222+ 22 +2z 2

Observe que,
20+ 22+ 222 = 2P+ —y+2)+ 22+ +y—2)=b+c,
202+ 2y + 222 =20 —x+y+2)+ 2P +r+y—2)=a+gc
202 + 22+ 22 =22 —z+y+2)+ (2 +x—y+z2)=a+b
Portanto,

20 —x4+y+z P+r—y+z 2224+ax+y—z  a N b L
2x + 2y? + 222 202 + 2y +222 22+ 22 +22 b+c atc a+b

Assim, a desigualdade (6.1) € equivalente a

a b c
+ +
b+c a+c a+bd

3
> _,
-2
No Exemplo 4.10, a validade da desigualdade foi estabelecida por meio da aplicacéao

da desigualdade de Jensen, o que comprova a veracidade da desigualdade original.

A proxima questao foi utilizada em um processo seletivo voltado a escolha de alunas
para compor a equipe brasileira na Xll edicdo da European Girls Mathematical Olym-
piad (EGMO) (EUROPEAN GIRLS’ MATHEMATICAL OLYMPIAD, ).

Problema 4: (Brasil 2023 (TORNEIO MENINAS NA MATEMATICA, ) Sejam a., as, . . ., a,

numeros reais positivos tais que a; + as + - - - + a, = 1. Prove que

aq a, 1
o +\/1_an_\/n_1(\/a+ V)
Solugéo:
Defina f: (0,1) — R por f(x) = \/f__x Note que f € convexa, pois
1 1 1 3
f(z) = oo e f'(z)= + + L >0

T—z  2(1—a2)72 21— 2p2 ' 2(1— )32 ' 4(1— a)?P2

para todo x € (0,1).
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Comoa; +as+---+a, =1etodos os a; € (0,1), podemos aplicar a desigual-

dade de Jensen a funcao f, obtendo:

Como

N i1
f(”) Vi—1/n /nn—1)
segue que:
L= D VT

Por outro lado, pela desigualdade de Cauchy Schwarz temos

\/a1.1+\/a2.1+..._|_,/an.1 < \/a1_|_a2_|_..._|_an.\/12_|_12_|_..._|_12

- VaVaFa Tt = Va

Portanto,

ay ay, Vn 1
\/1—a1+”'+\/1—an = vn—1 = \/n—l(\/a_l—i_...—i_@)'

Problema 5: (IMO 2020 (INTERNATIONAL MATHEMATICAL OLYMPIAD, )) Dados os

numeros reais a,b,c,d taisquea >b>c>d>0coma+b+c+d=1. Prove que
(a4 20+ 3¢ + 4d)a’bcd® < 1.

Solugéo:

Defina a fungéo f : (0,00) — R por f(x) = Inz. Note que f € cdncava, pois

Fa)=2 e flo)=—L <0,

x x2
Inicialmente, vamos mostrar que
a“t’cd® < a® +b* + & + 2. (6.2)
De fato, aplicando a desigualdade de Jensen temos
aln(a) + bln(b) + cln(c) + dIn(d) < In(aa + bb + cc + dd)
In(a®) + In(*) + In(c*) + In(d?¥) < In(a® 4+ b* + ¢ + d?)
In(a“t’c?d®) < 1In(a® +b* + ¢ + d?)

a®becd? < a4+ b+ 3+ &P



48

Mostraremos agora que
(a+2b+3c+4d)(a®> + B>+ +d*) <1=(a+b+c+d)>

Desenvolvendo os dois lados da dasigualdade, temos

a®  +3b%a +3c*a +3d%a

+3a®b  +b®  +3bc*  +3d%b

< +3a’c +3b%c  +c +3d%c
+3a%d +3b*d +3c*d  +d®

a’ +b%a  +cta  +d?a
+2a%b 263 +2bc®  +2d°%b
+3a%c +3b%c +3c3  +3d%c

+4a?d +4b*d +4ccd  +4d3
+6abc  +6bcd +6cda +6dab

Cancelando alguns termos,

20%a + 2c¢%a + 2d%a + a?b + bc® 4+ d?b
b+ 2¢3 + a’d + b*d + *d + 3d® <
+6abc + 6bcd + 6¢cda + 6dab.

Por hipétese, a > b > ¢ > d > 0, assim, o lado esquerdo da desigualdade acima de

fato € menor que o direito, pois

2b%a > b* + b?d,
20%a > 203,
2d*a > 2d°,

a’b > a?d,

bc? > czd,

d*b > d?,

6(abc + bed + cda + dab) > 0.

Portanto,
(a+2b+3c+4d) (> + B>+ +d*) < (a+b+c+d)P =1

Segue de (6.2) que (a + 2b + 3¢ + 4d)a®b’ccd® < 1.

Problema 6: (Pensilvania 2019 (ART OF PROBLEM SOLVING, )) Sejam a, b, ¢ reais

i . 11 1
positivos tais que — + 5 + — = 1. Mostre que
a C

a®be + boca + cfab > 27be + 27ca + 27ab. (6.3)
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Solugéo:
1 1 1

Como — + — + — =1, temos que
a b c

1 1 1 bc + ac+ ab
4 =" —1 <= be+ac+ ab= abe.
a b ¢ abe

Note que,

abe + VPca + cCab > 27be + 27ca + 27ab <
a®be + bPca + cfab > 27(be + ca + ab) <=

a®be + bca + cfab > 27(abc) =
la“ + lbb + 1cC > 27.
a b c
Defina f : [0,00) — R por f(x) = z*, dessa forma, a desigualdade (6.3) € equivalente
a
L fla) + 7 70) + () > 27
PEAS A c -

Calculando a primeira e a segunda derivada de f, obtemos

fl(z)=2a"Inz+2* e [f'(x)=2a" [(ln(x) +1)% + é] >0, Va>0.

Logo f é convexa. Utilizando a desigualdade de Jensen, tem-se

f (la + lb + 16)
a b c

f(3)

3% =27.

v

ORI ORIt

Vv

v

Problema 7: (Roménia 2018 (ART OF PROBLEM SOLVING, )) Sejam a,b,c > 0 tais
que a+ b+ c =3, prove que

a n b n c S 1 n 1 n 1
1+4b 14c¢ 14a 14+b 14+c¢c 1+a

(6.4)

Solugéo:
A desigualdade (6.4) é equivalente a

a—1+b—1+c—1
146 14+¢ 14+a —

Considere a funcao f : [0, 3] — R definida por f(z) = H% Note que a desigualdade

(6.4) é equivalente a:

(@a—=1)f(b)+(b=1)f(c)+(c=1)f(a) =0



Além disso, derivando f, obtemos:

1 2

f(x) = N f(x) = EE > ()

Assim, f é convexa. Aplicando o truque da reta tangente, obtemos

fla) = f)+f(M)@-1)
1 1
SR
3—x
>
- 4
Entao,
3—b
(a=DfO) + (b= Df(e) +(—1fl@) > (a—1)- =
+ @—1y320
+ (c—l)-?);a
_ 4(a+b+c)—9— (ab+ bc+ ac)
- ; )
Por MA-MG, temos abgangQ, ac§a2;rc2, bc§b2+c2.Logo,

ab+ac+bc<a®+ b0+ =
3(ab+ac+be) < a4+ b* + ¢ +2(ab+ ac+ be)

3(ab+ac+be) < (a+b+c)? =
(a+b+c)?

(ab+ ac+ be) < 3

Portanto,

4(a+b+c)—9—w

4
4.3-9-3
, =

fla) + 1) + f(e)

0.

50
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7 CONCLUSAO

Concluimos que as fungdes convexas e cbncavas desempenham um papel
significativo na resolugdo de problemas matematicos, especialmente em contextos
competitivos como as olimpiadas. Sua presenca recorrente nessas competicoes evi-
dencia a relevancia dos conteudos abordados neste trabalho, os quais, embora funda-
mentais, s&o pouco explorados no ensino basico.

Ao longo do estudo, procuramos enfrentar e superar as principais dificuldades
associadas ao tema, por meio da resolucédo de diversos problemas cuidadosamente
selecionados. Tal abordagem ndo apenas reforcou a compreenséao tedrica, mas tam-
bém evidenciou a importancia da pratica sistematica para o desenvolvimento da habi-
lidade de resolucao em nivel olimpico.

Destacamos, ainda, que o dominio de ferramentas como o truque da reta tan-
gente e a desigualdade de Jensen representa um diferencial importante, oferecendo
ao estudante meios mais diretos e eficientes de abordar e resolver questbes desafi-
adoras. Esperamos, com isso, despertar o interesse de professores e alunos para o
estudo aprofundado do tema, bem como incentiva-los a participacdo em competicdes

matematicas como espacgo de aprendizado e superagao.
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