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RESUMO

O Célculo Diferencial e Integral figura entre os pilares fundamentais da Matematica Pura
e Aplicada. No entanto, no contexto brasileiro, essa disciplina costuma ser apresentada
apenas no ensino superior, 0 que contribui para que grande parte da populacdo
desconheca seus conceitos essenciais. A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) e
os livros didaticos do ensino médio priorizam uma abordagem pautada em linguagem
técnica e na memorizagao de formulas, deixando de lado conteddos fundamentais como
a Geometria e negligenciando, quase por completo, o Célculo. Soma-se a isso a pratica
recorrente entre professores de alinhar seus conteudos as exigéncias de vestibulares e
do ENEM, o que resulta na omissdo de topicos relevantes, como matrizes. Este trabalho
defende que, superados os entraves legais e promovida uma mudanca de paradigma
educacional, é possivel inserir o estudo do Célculo ainda no ensino médio. Para isso,
propde-se uma abordagem que relacione graficos e fungfes, utilizando conceito de
derivada, de modo a tornar o aprendizado mais acessivel e intuitivo, evitando, sempre
gue possivel, as definicdes formais e abstratas do conceito de limite. Este trabalho é
voltado a professores do Ensino Médio e tem como objetivo apresentar metodologias
para a abordagem do Calculo Diferencial de uma variavel ja no primeiro ano dessa etapa
de ensino. Parte-se do entendimento de que o dominio desse conteludo proporcionara
aos estudantes uma maior capacidade de interpretar o comportamento de funcdes, tanto
algébricas quanto transcendentes, temas recorrentes na Matematica e em outras
disciplinas ao longo desse ciclo formativo. Além disso, busca-se oferecer uma preparacao
mais consistente para o enfrentamento das disciplinas iniciais de cursos superiores,
especialmente nas areas de exatas, nas quais tém sido observados indices
insatisfatorios de desempenho dos alunos em componentes como Calculo Diferencial e
Integral | e Fisica I.

Palavras-chaves: Ensino Médio; Matematica; Calculo Diferencial; Fisica; Graficos;
GeoGebra.



ABSTRACT

Differential and Integral Calculus are among the fundamental pillars of Pure and Applied
Mathematics. However, in the Brazilian context, this subject is usually only presented in
higher education, which contributes to a large part of the population being unaware of its
essential concepts. The National Common Curricular Base (BNCC) and high school
textbooks prioritize an approach based on technical language and the memorization of
formulas, leaving aside fundamental content such as Geometry and almost completely
neglecting Calculus. Added to this is the recurring practice among teachers of aligning
their content with the requirements of college entrance exams and ENEM, which results in
the omission of relevant topics, such as matrices. This paper argues that, once legal
obstacles are overcome and a change in educational paradigm is promoted, it is possible to
include the study of Calculus in high school. To this end, we propose an approach that
relates graphs and functions, using the concept of derivative, in order to make learning
more accessible and intuitive, avoiding, whenever possible, formal and abstract definitions
of the concept of limit. This work is aimed at high school teachers and aims to present
methodologies for approaching the Differential Calculus of one variable in the first year of
this stage of education. It is understood that mastering this content will provide students
with a greater ability to interpret the behavior of functions, both algebraic and
transcendental, recurring themes in Mathematics and other disciplines throughout this
educational cycle. In addition, it seeks to offer a more consistent preparation for facing
the initial disciplines of higher education courses, especially in the exact sciences areas,
in which unsatisfactory student performance rates have been observed in components
such as Differential and Integral Calculus | and Physics I.

Keywords: High School; Mathematics; Differential calculation; Physics; Graphics;
GeoGebra.
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1 INTRODUCAO

Ha mais de duas décadas, o ensino da matematica no Brasil tem passado por
transformacgdes significativas, impulsionadas pela necessidade de atender as deman-
das contemporaneas de aprendizagem. Um marco importante nesse processo foi a
publicacdo, em 2000, dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN), que estabelece-
ram novos objetivos e abordagens para o ensino da matematica. Esses documentos
foram elaborados com base na Lei de Diretrizes e Bases da Educag&o Nacional (LDB),
a qual define o Ensino Médio como a etapa final da Educacao Bésica, voltada a
formacéo integral do cidadao (BRASIL, 1996).

A mateméatica desempenha um papel fundamental na sociedade moderna,
influenciando desde avancos cientificos e tecnoldgicos até aspectos econdmicos e
sociais. Seu ensino, portanto, deve ser estruturado de maneira rigorosa e aprofundada,
proporcionando aos estudantes ndo apenas a capacidade de resolver problemas
cotidianos, mas também um entendimento critico de suas aplicacbes. Dentro desse
cenario, é essencial que contelldos matematicos mais avancados também encontrem
espaco no processo formativo do aluno. Entre esses, destaca-se o Célculo Diferencial e
Integral, cujo estudo se mostra ndo apenas relevante, mas estratégico, dada sua ampla
aplicabilidade em diversas areas do conhecimento e seu papel central no
desenvolvimento cientifico e tecnologico.

Apesar de sua importancia, o ensino de Calculo no Ensino Médio ainda € motivo
de debates e incertezas. Muitos educadores e pesquisadores questionam se é realmente
viavel introduzir esse conteldo nessa etapa da educacao basica, uma vez que, segundo
Dias (2014), a retirada do Calculo dos curriculos ocorreu sem consenso pedagogico
claro, e sua reintroducdo exige planejamento e adequacéo as diretrizes educacionais
brasileiras. Afinal, como equilibrar a complexidade dos conceitos com as limitagdes
curriculares e a formacéo prévia dos alunos? Essas questdes sdo essenciais para
compreender os desafios e as possibilidades de implementar o ensino de Célculo nas
escolas brasileiras e constituem o ponto de partida desta investigacao.

Segundo (NASSER; SOUSA; TORRACA, 2012), os alunos que concluem o ensino
médio ingressam no ensino superior sem ter nocdo de limite, derivada e integral, e apre-
sentam sérias dificuldades nas disciplinas de Calculo. As elevadas taxas de reprovacao
entre estudantes das areas tecnologicas na disciplina de Célculo Diferencial e Integral
tém sido interpretadas como um indicativo da urgéncia em repensar a abordagem
adotada no ensino dessa matéria. Rezende (2003) apresenta uma variedade de dados
que evidenciam esse cenario e investiga as causas do que ele denomina de “fracasso
no ensino de Calculo”. Historicamente, o ensino médio no Brasil, bem como em outros
paises, ja contemplou esses conteudos em seu curriculo. Contudo, apds as reformas
educacionais associadas a Matematica Moderna, nas décadas de 1960 e 1970, o
Célculo foi gradualmente retirado das diretrizes curriculares nacionais, influenciado por
uma mudanca no foco pedagdgico que priorizava estruturas abstratas, como teoria
dos conjuntos e logica formal, em detrimento de contetdos aplicados como o Calculo
(SILVA; SCHUBRING, 2016).

Rezende (2003) ressalta que as dificuldades enfrentadas no ensino de Cal- culo
nao sdo exclusividade brasileira. Entre os aspectos destacados, ele menciona o
movimento internacional conhecido como Calculus Reform, iniciado por Peter Lax na
década de 1980. Esse movimento prople, de maneira geral, a incorporacdo de
tecnologias no ensino de Calculo, a valorizacdo das interpretacdes numéricas, geome-
tricas e analiticas dos teoremas, o fortalecimento da aplicabilidade pratica do contetdo e
uma reducdo da énfase nas habilidades algébricas tradicionais, compensando essas
competéncias por outras abordagens complementares.
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Segundo (AVILA, 1991), o célculo desempenha um papel crucial no desenvolvi-
mento das ciéncias e da tecnologia. No médulo de matematica para o ensino médio, o
autor enfatiza que a excluséo do célculo do curriculo € um erro grave. Essa omissdo ndo
apenas negligencia uma parte essencial da matematica, mas também compromete a
formagdo dos alunos, privando-os de habilidades fundamentais que séo altamente
relevantes no contexto educacional contemporaneo. Avila ressaltou a importancia do
calculo como uma ferramenta indispensavel para a compreensdo e a aplicacdo de
conceitos matematicos avancados em diversas areas do conhecimento.

Diante de justificativas como a falta de tempo para abordar o contetudo e a
percepc¢do de que o tema é complexo demais para o ensino médio, muitos professores
acabam por deixa-lo de lado em sala de aula. Embora o Calculo tenha sido incluido em
materiais didaticos, ele ndo esta oficialmente presente no curriculo do ensino médio, o
gue contribui para sua desvalorizagédo e resulta em lacunas na aprendizagem que se
refletem no desempenho dos estudantes no ensino superior.

De acordo com Machado (2016), os altos indices de reprovacao em Calculo |

no Ensino Superior evidenciam uma lacuna significativa em relagcdo ao
conteudo de mateméatica abordado no Ensino Médio. Essa disparidade contribui,
segundo o autor, para elevados niveis de evasao em cursos como Fisica, Matematica
e Engenharias. Nesse contexto, (PALIS, 1995, p.22) afirma que:

Os cursos de Calculo, principalmente o primeiro da sequéncia, apresentam
indices absurdamente elevados de abandono e in sucesso. Estes indices, por si
s0, ja apontam a necessidade de se buscar alternativas de acdo pedagogica que,
aliadas a outras medidas, possam dar conta desse problema que, desde muitos
anos, subsiste na Universidade.

Algumas universidades reformularam seus curriculos, incorporando disciplinas
como Introducdo ao Calculo e Topicos de Fungbes, com o intuito de revisar e
aprofundar os conteudos abordados no ensino médio. Essas matérias introdutérias
visam resgatar os conhecimentos prévios dos alunos sobre o comportamento das
funcdes, além de apresentar no¢des fundamentais como infinito, variabilidade e outros
conceitos que sdo essenciais para a compreensdo de limites, derivadas e integrais.
Assim, investir na Educacéo Basica torna-se uma estratégia importante para reverter o
cenario de dificuldades no ensino e na aprendizagem do Calculo, ao permitir que 0s
estudantes tenham contato precoce com ideias intuitivas indispensaveis a um bom
desempenho. Nesse contexto, a insercdo de conceitos de célculo no ensino médio se
revela necessaria. Atividades que trabalhem com noc¢des intuitivas de limites, varia- ¢oes
por meio de problemas aplicados e calculo de areas delimitadas por graficos de funcdes
podem representar alternativas eficazes para um ensino mais significativo da matematica
nesse nivel de ensino.

A motivacdo para o desenvolvimento deste trabalho surgiu de uma duvida que,
como estudante de licenciatura em matematica, venho carregando desde os ultimos
anos do ensino médio: se alguns livros didaticos ja apresentam contelddos introdutorios
sobre limites, derivadas e integrais, por que esses topicos ainda ndo sdo explorados de
forma efetiva em sala de aula? Essa inquietacdo se intensificou ao observar o impacto
dessa auséncia na transicdo para o ensino superior, onde o contato com o Calculo
se da de forma abrupta e, muitas vezes, desafiadora para grande parte dos alunos.
Assim, este estudo busca refletir sobre as possibilidades de introducao dessas ideias no
contexto do ensino médio, de maneira acessivel e significativa.
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Nascimento (2024) defende que a melhor maneira de enfrentar esse desafio é
iniciando no proprio ensino médio, onde os alunos poderiam ser introduzidos as
principais ideias do célculo por meio do estudo de fun¢des simples, em especial as
funcdes polinomiais. Esse tipo de fungdo, com coeficientes reais e estrutura do tipo y
= ap + aix + axx? + azx® + .- + anx", oferece um terreno acessivel para explorar
nogdes fundamentais.

Um estudante que compreende esses conceitos ja estara apto a avancar para
temas mais complexos, como fungdes logaritmicas, exponenciais, séries infinitas e até
mesmo equacdes diferenciais basicas. Com a nocéo de derivada, por exemplo, ele
passa a resolver problemas como encontrar o vértice de uma parabola de forma
conceitual, bastando derivar a funcéo y = ax? + bx + c e igualar a zero e dispensando
a memorizacgao de formulas prontas.

Com énfase no estudo das derivadas e suas aplicacfes, este trabalho esta
estruturado em quatro capitulos, além de uma secao dedicada as consideracgdes finais.
No segundo capitulo, ofereceremos uma breve analise dos eventos que marcaram a
relacé@o entre Isaac Newton e Gottfried Leibniz. A disputa entre esses dois mateméticos,
conhecida como Guerra do Célculo, foi um dos mais embleméaticos conflitos cientificos
da historia, envolvendo questbes de autoria e influéncia sobre o desenvolvimento do
calculo diferencial e integral.

No terceiro capitulo, apresentaremos um panorama histérico sobre como o
Célculo tem sido abordado no Ensino Médio. Discutiremos a maneira como os contetudos
eram apresentados, além das principais mudancgas curriculares que ocorreram até os
dias de hoje e as tendéncias futuras, especialmente com a formalizacdo da Base
Nacional Comum Curricular (BNCC).

No quarto capitulo, que serve como motivagao, apresentamos o Calculo como um
elemento facilitador na resolucdo de problemas especificos de Matematica. Com isso,
comparamos as solu¢des encontradas sem e com a aplicacao dos conceitos de Calculo
Diferencial.

No quinto capitulo, propomos uma abordagem inicial para o ensino de Calculo no
primeiro ano do Ensino Médio, destacando a importancia de uma integracédo mais efetiva
entre Matematica e Fisica, tendo em vista as diversas aplicacées do Calculo em conceitos
fundamentais desta Ultima, o que pode tornar a aprendizagem mais contextu- alizada e
significativa para os estudantes. Sera realizada uma exploracao do conceito de derivadas
a partir de aplicacOes praticas. Essa abordagem visa tornar o contetdo mais acessivel e
compreensivel para os estudantes do Ensino Médio, promovendo um aprendizado mais
significativo e alinhado as demandas interdisciplinares da formacéo escolar.

Concluimos o trabalho apresentando as consideracdes finais, nas quais
ressaltamos a relevancia da proposta e as expectativas referentes a sua aplicacéo.

2 ASPECTOS HISTORICOS: A DISPUTA SOBRE O CALCULO

A presente secédo foi construida com base na obra A Guerra do Calculo, de
(BARDI, 2007), a qual fornece uma narrativa abrangente e detalhada sobre os aconteci-
mentos que envolveram a disputa pela autoria do calculo diferencial e integral. O autor
resgata aspectos cientificos, filosoficos e pessoais dessa controvérsia, permitindo uma
compreensao mais profunda das contribuicbes de Isaac Newton e Gottfried Wilhelm
Leibniz para a consolida¢édo dessa importante ferramenta da matematica moderna.

O célculo consolidou-se ao longo dos séculos como uma das mais influentes
ferramentas matematicas, despertando o interesse de diversos fildsofos e estudiosos.
Entretanto, foi no século XVII que seus avangos tornaram-se decisivos, estabelecendo
um marco na histéria do pensamento cientifico.

Atualmente, persistem debates acerca da origem do calculo diferencial e integral.



14

Para evitar uma discusséo prolongada sobre diferentes versdes historicas, este estudo
concentra-se no cerne da controvérsia: a chamada Guerra do Calculo. Para
compreender esse embate, € necessario retornar ao periodo mais produtivo de Isaac
Newton (ilustrado na Figura 1), entre meados e o final do século XVII, quando ele se
isolou em sua propriedade rural devido a peste bubbnica. Durante aproximadamente
dois anos, Newton dedicou-se a experimentos e reflexdes sobre as leis que regem o
universo. Nesse contexto de intensa produtividade, ele desenvolveu o calculo,
inicialmente denominado método de fluxdes e fluentes. No entanto, apesar da relevancia
de suas descobertas, Newton optou por ndo publica-las naquele momento,
compartilhando apenas fragmentos e conceitos com um grupo restrito de colegas.

Figura 1: Retrato de Isaac Newton.

Fonte: Royal Society, [s.d.].

Paralelamente, Gottfried Wilhelm Leibniz, filésofo e matematico aleméo (Figura 2),
iniciou seus estudos sobre calculo aproximadamente uma década ap0s as primeiras
investigacOes realizadas por Newton, ainda no século XVII. Durante uma estadia na
Franca, ao longo de cerca de dez anos, Leibniz aprofundou suas pesquisas, desenvol-
vendo uma abordagem inovadora. Ele estruturou um sistema elegante, com simbolos
especificos e representacdes graficas inéditas.

Figura 2: Retrato de Gottfried Wilhelm Leibniz.

Fonte: Royal Society, [s.d.].

Diferentemente de Newton, Leibniz optou por publicar suas conclusdes em artigos
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datados de 1684 e 1686, o que lhe garantiu ampla visibilidade e reconhecimento como um
dos principais matematicos de sua época. No entanto, sua notoriedade tam- bém gerou
controvérsias, especialmente apds sua visita a Londres em 1673. Newton suspeitava
gue Leibniz tivesse tido acesso a seus manuscritos e, por isso, insinuou que o trabalho
do aleméo poderia ter sido influenciado por suas proprias descobertas. A acusacgéo de
plagio desencadeou um intenso conflito intelectual e pessoal entre os dois matematicos,
resultando na célebre Guerra do Célculo. Esse embate ndo apenas dividiu a comunidade
académica da época, mas também influenciou profundamente os rumos da mateméatica
moderna.

Por anos, acusacdes foram trocadas entre Isaac Newton e Gottfried Leibniz, tanto
em circulos privados quanto em debates publicos. Ambos conquistaram o apoio de
renomados pensadores da época, resultando na divisdo da Europa em dois campos
distintos: de um lado, os partidarios de Newton; do outro, os defensores de Leibniz.

Essa acirrada disputa intelectual, conhecida como a Guerra do Célculo, tomou
proporgdes surpreendentes, com a publicagdo de artigos cada vez mais incisivos e
carregados de acusacdes mutuas. O conflito atingiu tal intensidade que envolveu até
mesmo o alto escaldo do governo europeu, chegando ao conhecimento do préprio Rei da
Inglaterra.

Em novembro de 1716, apOs permanecer cerca de quatro meses acamado devido
a complicacdes de saude, Gottfried Wilhelm Leibniz faleceu em sua terra natal, a Alemanha.
No entanto, seu falecimento ndo encerrou a disputa, Isaac Newton continuou a publicar
trabalhos em defesa de sua posicéo, consolidando progressivamente o reconhecimento
de que havia descoberto o calculo antes de Leibniz. Apés a morte de Newton, em 1727,
a Inglaterra passou a considerar essa versao como uma verdade incontestavel,
atribuindo exclusivamente a ele a criagdo do calculo.

No entanto, embora Newton tenha estabelecido os fundamentos do calculo pelo
menos uma década antes de Leibniz, foi este Gltimo quem aprimorou e sistematizou os
metodos, desenvolvendo uma notacéo mais clara e acessivel, o que possibilitou uma
aplicacdo mais pratica da teoria. A abordagem proposta por Leibniz prevaleceu ao
longo dos séculos e continua a ser amplamente utilizada na matematica moderna. A
Guerra do Calculo, uma das disputas mais notorias da historia da mate- matica,
colocou frente a frente dois gigantes: o britanico Isaac Newton e o aleméao Gottfried
Wilhelm Leibniz. Ambos, impulsionados por orgulho e ambicéo, lutaram pela primazia da
descoberta do célculo. Essa rivalidade, marcada por polémicas e disputas de créditos,
reflete as fraquezas humanas diante do génio. Contudo, o verdadeiro legado de
Newton e Leibniz transcende suas desavencas; suas descobertas sdo a base da
matematica moderna, moldando areas como fisica, engenharia e ciéncias
computacionais, cujos efeitos positivos ecoam até os dias de atuais.

3 ENSINO DE CALCULO NA EDUCACAO BASICA: UM OLHAR SOBRE O PASSADO
E O FUTURO

Neste capitulo, apresenta-se um resumo sobre a maneira como o Calculo tem sido
tratado na educacdo fundamental, incluindo analises criticas sobre os métodos e
conteudos ensinados, além de tépicos que compdem a Base Nacional Comum Curricular
(BNCC), seus objetivos e promessas, e de que modo esse documento ajudara, apos sua
implementacédo adequada, na abordagem do Célculo Diferencial no Ensino Médio.

BREVE NARRATIVA SOBRE A TRAJETORIA DO ENSINO DE CALCULO
DIFERENCIAL E INTEGRAL
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Segundo o matematico e educador Geraldo Avila, o célculo...

...fazia parte do programa da 3.2 série do chamado curso cientifico o ensino da
derivada e aplicacbes a problemas de maximos e minimos, além de outros
tépicos como polindmio de Taylor. Isso desde 1943, quando foi instituida uma
reforma do ensino secundario que ficou co- nhecida pelo nome do ministro da
educacdo na época, o sr. Gustavo Capanema. Mas mesmo antes da Reforma
Capanema, quando o que hoje chamamos de 5.2 a 8.2 série mais 0 2.°grau era
0 curso ginasial de 5 anos, seguido por dois anos de pré universitario, ja o Célculo
fazia parte do programa no pré das escolas de engenharia.(AviLA, 1991)

O ensino de Calculo comecou a ser incluido nos curriculos das escolas de
educacao média no Brasil no late do século XIX, especificamente em 1890, por meio da
Reforma promovida por Benjamin Constant (BRASIL, Decreto n°® 981, 1890). Desde
entdo, foram feitas diversas mudancas na estrutura curricular da Matemética, com a
adicdo e remocédo de topicos de Calculo Diferencial e Integral, destinados ao nivel
secundario.

Em 1931, a reforma estabelecida por Francisco Campos foi introduzida (DEPU-
TADOS, 1931). Os decretos dessa modificacdo determinavam que o Ensino Secundario,
gue ganhava reconhecimento oficial, seria oferecido no Colégio Pedro Il no Rio de
Janeiro e em instituicdes que estivessem sob supervisdo oficial. Com essa reforma, o
Céalculo, que néo fazia parte dos curriculos desde 1901, voltou a ser incluido no Ensino
Secundario (BRASIL, 1932). Entre as obras de Matematica destinadas ao Ensino
Secundario que foram criadas de acordo com a reforma de 1931, podemos desta- car
as escritas por Quintella (1959), um renomado autor de livros didaticos na area
matematica, que teve suas obras publicadas entre as décadas de 1940 e 1960. Os temas
de Calculo Diferencial e Integral eram tratados na 32 série do Ensino Secundario,
abrangendo o aprendizado sobre funcdes, limites e continuidade, derivadas, esboco de
graficos, a formula de Taylor aplicada a polinbmios e integrais definidas. As
demonstracdes dos principais teoremas relacionados a esses assuntos eram geralmente
apresentadas com precisao na linguagem matematica.

Conforme Valente (2008), a trajetoria profissional de Ary Quintella possibilitou que
ele integrasse a equipe da Companhia Editora Nacional, e os livros de matematica que
escreveu tornaram-se grandes sucessos no setor educacional. Em relacdo as obras
escritas por Ary Quintella, a Figura 3 mostra a tabela que detalha os topicos de Calculo
tratados no terceiro ano do Ensino Secundario.

Figura 3: Livro usado na 32 série do Ensino Secundario nos anos 60: indice parcial.
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Fonte: Quintella, 1965 (p. 6 e 7).

Dos trés livros de Ary Quintella voltados para o Ensino Secundario, somente o da
32 série aborda o estudo das funcbes, tanto algébricas quanto transcendentes. Esse
conteudo € apresentado com um proposito bem definido: oferecer suporte para a
compreensao de limites e continuidade, além de introduzir o tratamento de graficos de
funcbes diversas com base no conhecimento sobre derivadas. A medida que nos
aprofundamos nas paginas deste livro, encontramos algumas formalidades em tépicos que
exigem desenvolvimento adicional dos alunos, como as demonstracfes de propriedades
de limite utilizando a definicbes formal de limite, conforme mostrado na Figura 4.

Figura 4. Provas das propriedades de limites trabalhadas na 32 série do ensino
secundario nos anos 60.
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Fonte: Quintella, 1965 (p. 36 e 37).

As demonstracdes de praticamente todos os teoremas apresentados nas obras de
autoria de Ary Quintella sdo uma caracteristica marcante dos livros de Ensino
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Secundario, refletindo um compromisso com a pedagogia fundamental. No contexto do
Célculo, esse enfoque se repete, destacando a importancia da compreensao profunda
dos conceitos. Para resultados mais elementares, que ndo dependem do Calculo,
os alunos tendem a absorver as demonstracdes de maneira mais sélida, uma vez
que utilizam conhecimentos pré-existentes que ja foram consolidados anteriormente.
Essa conexdo entre o aprendizado prévio e as novas aplicacdes é essencial para um
entendimento eficaz da matematica.

Por exemplo, ao abordar a férmula da soma dos termos de uma progressao
aritmética, a teoria oferece algumas contribuicbes, mas relativamente limitadas. Em
contrapartida, para aprofundar-se em tépicos mais complexos, como limites, derivadas e
integrais, é imprescindivel entender novos conceitos fundamentais, como a definicdo de
limite de uma funcgéo, o que implica compreender os comportamentos das funcdes em
pontos criticos. Além disso, conceitos como diferencial de uma funcéo e infinité- simos
sdo cruciais para a analise de variacdes. Este processo de assimilacao exige dedicacdo
e tempo, pois os fundamentos matematicos se entrelacam de forma intricada e
interdependente.

Quintella (1959), como evidenciado pelas imagens de seu livro destinado ao

terceiro ano, revela uma abordagem inovadora ao introduzir conteudos que anteci-
pam tépicos do Ensino Secundario. Ele utiliza conceitos fundamentais de cursos
universitarios, garantindo uma apresentacao rigorosa e clara. Um exemplo notavel é a
Figura 5, que ilustra o Teorema Fundamental do Calculo, aproveitando a ideia de
diferencial de uma funcéo. Este topico, que ndo recebe ampla cobertura nas secbes
anteriores, demonstra o esfor¢co de Quintella em aprofundar a compreenséao dos alunos,
preparando-os para desafios académicos futuros e fomentando um aprendizado mais
robusto na matematica.

Figura 5: Demonstracdes de Integral Definida no Curriculo da 32 Série nos Anos 1960.
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Fonte: Quintella, 1965 (p. 134 e 135).

Sem realizar uma analise aprofundada dos resultados obtidos naquele periodo, e
baseando-se nos ensinamentos do professor Ary Quintella, observa-se que o trata-
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mento do Célculo apresenta uma concentracdo excessiva de diversos topicos em uma
Unica série. Essa abordagem, em nossa opinido, deveria ser revista. Acreditamos que a
distribuicdo desses contetdos ao longo dos trés anos do Ensino Secundario permitiria
um melhor aproveitamento dos estudantes, uma vez que o amadurecimento acadé- mico
e psicoldgico dos alunos ao longo desse periodo € crucial para a compreenséo adequada
de conceitos mateméticos mais complexos.

Apesar da predominancia do ensino tradicional da Matematica, surgiram inicia-
tivas voltadas a sua modernizacdo, com maior énfase em contetudos especificos da
area. Um exemplo notavel ocorreu em 1934, quando cinco jovens matematicos
franceses, André Weil, Claude Chevalley, Henri Cartan, Jean Delsarte e Jean
Dieudonné, fundaram o Grupo Bourbaki, nome ficticio adotado pelo coletivo. A proposta
inicial do grupo era aprimorar os livros de Analise existentes, que, segundo eles, ndo
represen- tavam adequadamente os resultados mateméaticos da época. Contudo, André
Weil sugeriu que o tratado elaborado deveria servir & Matematica como um todo,
ampliando significativamente o escopo da obra, ao incluir também topicos de Algebra,
Teoria dos Conjuntos e Topologia, além dos contetdos originalmente voltados a Andlise.

Bourbaki n&o se destacou por comprovar um teorema de grande relevancia, e isso
tampouco constituia seu propoésito. A intencéo do grupo estava centrada na divul- gacao
de uma sintese madura e bem organizada: uma reestruturacédo da Matematica por meio
da adocéo de estruturas, da Teoria dos Conjuntos e do método axiomatico, padronizando
os simbolos e os termos, e tornando-0s comuns entre diferentes campos da Matematica
(ESQUINCALHA; BAIRRAL, 2019).

Embora ndo tenha sido originalmente concebido para o Ensino Secundario Pires
(2006), as ideias do Grupo Bourbaki exerceram uma influéncia positiva em diversos
paises durante as décadas de 1960 e 1970. Essa repercussao contribuiu para o
surgimento, no Brasil, de um movimento que se tornou um marco na historia da Educacéao
Matematica, gerando transformacdes significativas nas praticas pedagogicas. Trata-se do
Movimento da Matematica Moderna, que, ja consolidado internacionalmente, impactou nao
apenas os objetivos do ensino, mas também os contetdos convencionais da Matematica.

As obras didaticas de Matematica da década de 1960, como aquelas escritas por
Ary Quintella, foram de alguma maneira influenciadas por esse movimento. De acordo
com Carvalho (1988), os conceitos que fundamentaram o Movimento da Matematica
Moderna foram influenciados pela producdo matematica do século XX. Essa producéao,
segundo o pensamento de Bourbaki, tem como base os principios de estrutura e de
formalizacdo axiomatica, organizando-se em quatro principais linhas de abordagem:

. As extensdes da nocao de numero e o aparecimento da algebra abstrata;

. O aparecimento das geometrias ndo-euclidianas e a axiomatizacdo da
geometria;

. O desenvolvimento da teoria dos conjuntos e da ldgica;

. A aritmetizacdo da andlise e a percepcdo da necessidade de rigor nesta

area.

Durante esse movimento, buscava-se destacar as estruturas fundamentais da
Matematica, com especial valorizagdo do estudo dos conjuntos e maior rigor na utiliza-
¢do da simbologia. No entanto, essa abordagem, marcada por uma énfase excessiva na
linguagem dos conjuntos, acabou dificultando a assimilacdo dos conteudos, devido ao
excesso de simbolos e termos técnicos. Como consequéncia, disciplinas como Cal- culo,
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Geometria e Medidas tiveram seu ensino comprometido (SOARES; DASSIE; ROCHA, 2004).
Diante desse cenério, ensino do Calculo voltou a ser retirado dos curriculos escolares
brasileiros(BRASIL, Lei n® 4.024,1961).

Apesar da remocdo do Calculo dos curriculos oficiais, uma significativa quanti-
dade de autores, especialmente nas décadas de 70 e 80, persistiu em inserir em suas
obras sec¢bes dedicadas ao estudo de limites e derivadas. Essas informagdes eram
muitas vezes restritas ao terceiro ano do Ensino Médio, com a utilizagdo de simbologias
advindas da Matemética Moderna. Contudo, esse enfoque mostrou-se inadequado,
dado o elevado nivel de abstracéo dos contetdos abordados e a limitada carga horaria
disponivel para o ensino. Isso gerou dificuldades de compreenséao por parte dos alunos,
sugerindo a necessidade de uma abordagem pedagdgica mais acessivel.

Compreende-se que a assimilagdo de conceitos novos, especialmente aqueles de
natureza abstrata e especificos como os abordados em Célculo, exige tempo e
dedicacao por parte dos estudantes. O engajamento dos alunos com o conteudo,
conforme era tradicionalmente apresentado, demandava uma vivéncia mais ampla com a
linguagem técnica e precisa exigida pela disciplina, algo que nem sempre estava ao
alcance imediato dos estudantes.

Reconhecemos que é um desafio significativo para os estudantes assimilarem
novos conceitos complexos e, em muitos casos, inicialmente abstratos, como os que
séo abordados na disciplina de Célculo. Para que os alunos se familiarizem plenamente
com a matéria e se engajem de maneira efetiva, € crucial que eles tenham um tempo de
pratica e experiéncia suficiente com a linguagem rigorosa e técnica que o Calculo
demanda. Essa familiaridade néo se desenvolve imediatamente e, porisso, um ambiente
de aprendizado compreensivo e suportivo pode facilitar essa adaptacdo gradual e
essencial ao conteudo.

E inegavel que excluir totalmente o estudo do Célculo no Ensino Médio tem
impacto significativo nas dificuldades enfrentadas por estudantes universitarios ao lida-
rem com a disciplina de Calculo I, que geralmente se concentra em Calculo Diferencial e
Integral aplicado a fun¢cdes de uma variavel. Varias pesquisas e estatisticas indicam que
h& uma alta taxa de reprovacédo entre os alunos, mesmo aqueles matriculados em cursos
das areas exatas, como Engenharia e Fisica. Isso sugere que a base concei- tual
necessaria para compreender esses tépicos ndo € adequadamente desenvolvida
durante o Ensino Médio, agravando a situacao no ensino superior.

Certamente, a integracao entre o que é ensinado no Ensino Fundamental e Médio
com a experiéncia do Ensino Superior € crucial para a formacédo dos alunos. Barbosa
(1994) destaca que a desconexao entre esses niveis educacionais resulta em desafios
significativos na aprendizagem, especialmente em disciplinas complexas, como Célculo
Diferencial e Integral. Essa falta de continuidade pode levar a lacunas no conhecimento
adquirido, afetando a confianca e o desempenho dos estudantes no ensino superior.
E imperativo, portanto, que haja um planejamento curricular que promova a articulacdo
entre as etapas de ensino, facilitando a transicéo e o aprendizado efetivo.

Atualmente, a presenca de conteudos de Célculo Diferencial no Ensino Médio é
notavelmente rara. Esta lacuna se reflete tanto na producgédo literaria, onde poucos
autores se dedicam a explorar o tema, quanto na pratica educacional, com escolas que
raramente incluem o Célculo em suas grades curriculares. A abordagem do assunto esta
guase restrita aos alunos que se preparam para vestibulares especificos que exigem
esses conhecimentos, o que limita o acesso e a familiaridade de um grande nimero de



21
estudantes com essa importante area da matematica. Uma reformulacdo no curriculo
poderia beneficiar um aprendizado mais abrangente.

ENSINO DE CALCULO SOB A PERSPECTIVA DA BASE NACIONAL COMUM
CURRICULAR (BNCC)

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento crucial que define os
conteudos essenciais para o Ensino Bésico no Brasil, assegurando que todos os
alunos tenham acesso a uma formacao educacional comum e de qualidade. Além
desse nucleo rigido, as instituicdes de ensino tém a liberdade de enriquecer seus
curriculos com conteudos diversificados que atendam as particularidades de seus
alunos. No contexto do Ensino Médio, a BNCC sugere a integracdo do célculo da taxa
de variacao de funcdes como contetdo complementar.

Nesta subsecdo, destacamos certos aspectos da BNCC que consideramos
relacionados ao foco de nossa pesquisa.

A BNCC e o Desenvolvimento de Competéncias

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) foi desenvolvida por especialistas de
diversas areas de conhecimento, assegurando um contetdo abrangente e atual, que
reflete as necessidades dos estudantes contemporaneos e 0s prepara para 0S
desafios futuros. O processo de elaboracéo incluiu vastos debates com a sociedade
civil e educadores de todo o Brasil, visando uma democratiza¢géo do acesso a educacgao.
O documento dedicado ao Ensino Médio facilitara a continuidade da adaptacao dos
curriculos em diferentes regides e auxiliara na formulagcéo de propostas pedagogicas em
escolas publicas e particulares, promovendo uma educacdo mais inclusiva e eficaz.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento essencial que
serve como norma orientadora para o desenvolvimento dos curriculos educacionais em
todo o Brasil, abrangendo os sistemas educacionais dos Estados, do Distrito Federal
e dos Municipios, bem como as propostas pedagodgicas das instituicées de ensino.
Ao integrar a politica nacional da Educacéao Basica, a BNCC visa promover a coesao
e a harmonizacéo entre diversas iniciativas federais, estaduais e municipais. Sua
abrangéncia impacta a formacéo de professores, a avaliacdo educacional, a criacédo de
materiais didaticos e a definicdo de critérios para garantir uma infraestrutura adequada,
essencial para o éxito das atividades pedagodgicas nas escolas.

Durante o percurso da Educacéo Basica, as aprendizagens fundamentais esta-
belecidas pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC) tém o objetivo de garantir que
os alunos desenvolvam dez competéncias gerais. Essas competéncias sdo essenciais,
pois traduzem, no contexto pedagdgico, os direitos de aprendizado e de desenvolvi-
mento dos estudantes. A BNCC busca promover uma formacéao integral, que abarca nao
apenas contetdos académicos, mas também habilidades sociais, emocionais e civicas,
preparando os alunos para os desafios da vida contemporanea e contribuindo para a
construcdo de uma sociedade mais justa e inclusiva.

Na Base Nacional Comum Curricular (BNCC), a competéncia é entendida
como um conjunto dindmico que envolve a mobilizagéo integrada de diferentes tipos de
conhecimentos, incluindo conceitos e procedimentos. Além disso, engloba habili-
dades praticas, cognitivas e socioemocionais, essenciais para a formacao integral do
individuo. Essa articulacdo de conhecimentos e habilidades permite que os estudantes
desenvolvam atitudes e valores que sao fundamentais para enfrentar e resolver as
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complexas demandas do cotidiano. Dessa forma, promove-se ndo apenas 0 exercicio
pleno da cidadania, mas também a preparacéo eficaz para os desafios do mundo do
trabalho, conforme destacado em (BRASIL, 2018).

A BNCC estabelece dez competéncias gerais que orientam as areas de conhe-
cimento e os componentes curriculares. Das dez Competéncias Gerais da Educacao
Bésica, a Competéncia Geral n° 2 é particularmente significativa, pois foca no desenvol-
vimento de habilidades essenciais para a formacéo integral dos estudantes no Ensino
Médio. Essa competéncia promove a capacidade de pensar criticamente e resolver
problemas complexos, aspectos fundamentais na abordagem de disciplinas como o
Célculo Diferencial. Ao explorar conceitos matematicos e suas aplicacbes praticas, 0s
alunos ndo apenas adquirem conhecimento tedrico, mas também s&o incentivados a
desenvolver um raciocinio légico e analitico, preparando-os melhor para os desafios
académicos e profissionais futuros.

2. Exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria das
ciéncias, incluindo a investigacédo, a reflexao, a analise critica, a imaginacao
e a criatividade, para investigar causas, elaborar e testar hipoteses, formular e
resolver problemas e criar solucdes (inclusive tec- noldgicas) com base nos
conhecimentos das diferentes areas.(BRASIL, 2018, p.9).

Certamente, é fundamental que o curriculo escolar inclua informagcdes que
promovam 0 acesso a conhecimentos que estimulem o senso critico dos alunos.
Ao tratar de situacdes reais e contemporaneas, o curriculo deve ser projetado para
proporcionar aos estudantes ferramentas analiticas que lhes permitam entender e
abordar tanto problemas gerais quanto questdes especificas de suas realidades. A
inclusdo de temas relevantes pode enriquecer o aprendizado, preparando os alunos para
avida fora da sala de aula, ao mesmo tempo em que estabelece padrbes eficazes para a
analise critica de diversas situacdes enfrentadas na sociedade atual.

O Engajamento com a Educacdo Integral

De acordo com a BNCC, a educacao integral tem como objetivo promover uma
formacado ampla e o crescimento completo dos alunos, compreendendo “ a complexi-
dade e a nao linearidade desse desenvolvimento, rompendo com visdes reducionistas
que privilegiam ou a dimenséao intelectual (cognitiva) ou a dimenséo afetiva.” (BRASIL,
2018, p.14).

A Educacéo Integral, enquanto abordagem educacional, fundamenta-se em
guatro pilares essenciais: justica social, ampla participacdo, contemporaneidade e
responsabilidade ecoldgica, conforme apontado por (WEFFORT; ANDRADE; COSTA, 2019,
p.17-18).

1. A Educacéo Integral promove a equidade ao reconhecer o direito de
todos e todas de aprender e acessar oportunidades educativas diferen-
ciadas e diversificadas a partir da interacdo com mudltiplas linguagens,
recursos, espagos, saberes e agentes, condicdo fundamental para o
enfrentamento das desigualdades educacionais.

2. A Educacéao Integral € inclusiva porque reconhece a singularidade
dos sujeitos, suas multiplas identidades e se sustenta na construcéo da
pertinéncia do projeto educativo para todos e todas;

3. A Educacéo Integral € uma proposta contemporanea porque,
alinhada as demandas do século XXI, tem como foco a formacao
de sujeitos criticos, autbnomos e responsaveis consigo mesmos e
com o mundo.

4. A Educacao Integral € uma proposta alinhada com a nocéo de
sustentabilidade porque se compromete com processos educativos
contextualizados, sustentaveis no tempo e no espaco, com a integracao
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permanente entre o que se aprende e 0 que se pratica.

Os principais temas da educagao giram em torno de questdes como 0 que
aprender, por que aprender, como ensinar, como criar redes de aprendizado colabora-
tivo e como avaliar o processo de aprendizagem. Essas questdes sdo fundamentais para
o desenvolvimento de abordagens educacionais mais eficazes e inclusivas, capa- zes de
atender as demandas contemporaneas e promover o crescimento continuo de individuos
e comunidades.

No contexto global atual, reconhecer-se dentro de sua trajetéria histérica e
cultural, comunicar-se de forma eficaz, exercitar a criatividade, o pensamento critico, a
participacao ativa, a abertura as novidades, a cooperacéo, a resiliéncia, a produtividade e
a responsabilidade exige bem mais do que a simples aquisicdo de informacdes.
Implica cultivar competéncias que favorecam o aprender a aprender, desenvolver
habilidades para lidar com o volume crescente de dados, agir com discernimento e
ética no universo das culturas digitais, aplicar saberes na resolucédo de desafios, tomar
decisGes com autonomia, agir com iniciativa diante de situa¢cdes complexas e buscar
alternativas, além de saber conviver e aprender com as diferencas e diversidades
(BRASIL, 2018).

Adotar, de forma abrangente, uma perspectiva distinta, abrangente e integral em
relacdo a crianga, ao adolescente, ao jovem e ao adulto implica reconhecé-los como
sujeitos ativos na construgcdo do conhecimento. Tal abordagem deve direcionar a
educacédo para o acolhimento, a valorizacdo e a promoc¢ao do desenvolvimento pleno
desses individuos, sempre levando em considerag¢do suas singularidades e diversida-
des. Ademais, é imprescindivel que a escola, enquanto espaco de aprendizagem e
convivéncia democratica, se consolide através de praticas efetivas que promovam o
respeito, a inclusdo e o enfrentamento as desigualdades sociais, conforme os principios
estabelecidos (BRASIL, 2018).

Independentemente da duracdo da jornada escolar, a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) propde um conceito de educacao integral que se dedica a criacéao
deliberada de processos educativos. Esses processos devem atender as necessidades,
possibilidades e interesses dos estudantes, ao mesmo tempo em que se alinham
com os desafios atuais enfrentados pela sociedade. Implica, portanto, uma analise
cuidadosa das variadas infancias e juventudes, assim como das distintas culturas
juvenis, reconhecendo seu potencial para gerar novas formas de viver e se expressar no
mundo contemporaneo (BRASIL, 2018).

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) busca romper com a diviséo rigida
das disciplinas, promovendo uma abordagem mais integrada do conhecimento. Essa
proposta incentiva a aplicacdo pratica do que é aprendido, valorizando a relevancia do
contexto para que os estudantes possam compreender melhor seu aprendizado. Além
disso, a BNCC enfatiza a importancia do protagonismo discente, ou seja, o papel ativo
do estudante na sua formacédo e na elaboracdo de seu projeto de vida (BRASIL, 2018).
Assim, ao buscar aprendizagens que estejam alinhadas as necessidades,
capacidades e interesses dos alunos, torna-se necessario flexibilizar o curriculo escolar.
Essa flexibilidade é essencial para que, além de um contetdo basico comum, possamos
oferecer programacdes especificas, adaptadas aos interesses dos estudantes.

Nesse contexto, surge a possibilidade de introduzir o Célculo Diferencial de forma
acessivel para todos, com um conteddo minimo essencial. Além disso, podemos
aprofundar esse conhecimento para os que optarem por seguir nesse caminho. Afinal,
nenhum outro contetdo da Matematica é tao recorrente e indispensavel no inicio da
trajetéria académica de estudantes universitarios quanto o Calculo Diferencial e Integral.

Vale salientar que, mesmo com as atualiza¢cdes, a BNCC mantém continuidade
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com a visédo da disciplina estabelecida pelos Parametros Curriculares Nacionais (PCN),
gue por muitos anos orientaram 0 ensino nas escolas brasileiras. Ao definir as
competéncias especificas da Matemética, a Base indica como as competéncias gerais
devem se manifestar dentro desse componente. A Matematica é apresentada como uma
ciéncia humana, nascida das demandas e preocupacdes de diversas cul- turas ao longo
da histéria. Além disso, é vista como uma ciéncia dindmica, capaz de contribuir para a
resolucdo de problemas cientificos e tecnoldgicos, além de sustentar descobertas e
criacdes. O foco da BNCC esta no desenvolvimento do aluno, tornando o conhecimento
matematico uma ferramenta eficaz para interpretar, compreender e transformar o mundo
a sua volta (CHICA; BARNABE; TENUTA, 2017).

A Matemaética e suas habilidades particulares para o Ensino Médio

No Ensino Fundamental, a Matematica vai além dos numeros, formulas e
medicOes da realidade. A proposta da BNCC é reposicionar a disciplina, destacando
como prioridade o desenvolvimento do letramento matematico nos estudantes.O
letramento matematico envolve o desenvolvimento de habilidades como raciocinar,
representar ideias, comunicar-se e argumentar, capacitando os alunos a participarem
ativamente em diferentes situac¢des. Isso inclui tanto o posicionamento critico diante de
guestdes quanto a busca por solu¢des por meio da investigacao.

No Ensino Fundamental, essa formac&o valoriza o uso dos conceitos
matematicos para resolver problemas dentro e fora do ambiente escolar. Ja no
Ensino Médio, esse processo se torna mais solido, ao relacionar de forma mais ampla
situacdes cotidianas com conteidos matematicos (CHICA; BARNABé; TENUTA, 2017).

Os processos matematicos sdo compreendidos simultaneamente como
conteudos de estudo e como ferramentas pedagogicas que impulsionam a
aprendizagem. Essa abordagem promove o desenvolvimento de competéncias
especificas, conforme estabelecido pela Base Nacional Comum Curricular, assegurando
aos estudantes uma formacéo solida e contextualizada.

As habilidades especificas para o Ensino Médio, de acordo com a BNCC, sao
(BRASIL, 2018, p.531):

5. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para
interpretar situagbes em diversos contextos, sejam atividades cotidia-
nas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das questdes
socioecondmicas ou tecnolégicas, divulgados por diferentes meios, de
modo a contribuir para uma formacao geral.

6. Propor ou participar de acdes para investigar desafios do mundo
contemporaneo e tomar decisdes éticas e socialmente responsaveis,
com base na analise de problemas sociais, como os voltados a
situagdes de salde, sustentabilidade, das implica¢gdes da tecnologia
no mundo do trabalho, entre outros, mobilizando e articulando
conceitos, procedimentos e linguagens préprios da Matemaética.

7. Utilizar estratégias, conceitos, defini¢cdes e procedimentos mate-
maticos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em
diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a
adequacdo das solugbes propostas, de modo a construir
argumentagado consistente.

8. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisao, diferentes regis-
tros de representagdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico,
computacional etc.), na busca de solu¢éo e comunicacao de resultados
de problemas.

9. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes concei-
tos e propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos,
como observacao de padrbes, experimentacdes e diferentes tecnolo-
gias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma demonstracdo cada
vez mais formal na validacdo das referidas conjecturas.
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Apesar de os objetos de conhecimento estarem organizados em unidades
tematicas, o ensino ndo deve seguir uma ordem linear, centrado em estudar cada
conteudo isoladamente. O mais indicado € que o professor elabore suas aulas em
sequéncia, promovendo dialogos entre diferentes areas do saber incluindo outras
disciplinas escolares e entre as préprias unidades tematicas. Dessa forma, os alunos
terdo apoio para estabelecer relacdes, realizar sinteses e elaborar conclusées que
evidenciem as conexdes entre 0s conteldos (CHICA; BARNAB¢; TENUTA, 2017).

Sob uma perspectiva interdisciplinar, o estudo do Célculo torna-se indispen- savel,
pois constitui uma ferramenta amplamente utilizada ndo apenas no campo da
Matematica, mas também em diversas outras areas do saber, com destaque para a
Fisica. A falta de entendimento sobre conceitos fundamentais, como derivadas e suas
interpretacBes geométricas, pode limitar a abordagem de diversos contetdos do Ensino
Médio. Isso pode levar a um ensino pautado apenas no uso de férmulas prontas, sem
oferecer uma base matemética sélida que permita compreender plenamente o
significado desses conceitos.

4 CALCULO DIFERENCIAL: UM RECURSO POTENCIALIZADOR NA RESOLUCAO
DE PROBLEMAS MATEMATICOS

Neste capitulo, exploramos o Célculo como uma ferramenta essencial para
resolver diversos problemas na Matematica. Destacamos como o entendimento das
derivadas permite calcular a taxa de variagcdo instantanea, uma abordagem ampla-
mente aplicada na Fisica. Além disso, enfatizamos que este conhecimento pode ser
expandido para incluir funcbes além das simples polinomiais de 1° e 2° graus, mos-
trando que os estudantes podem aplicar conceitos de Calculo a uma variedade de
funcdes, enriqguecendo sua compreensdo e capacidade de resolucédo de problemas, e
preparando-os melhor para desafios mais complexos no campo da Matematica e suas
aplicacoes.

ANALISANDO ABORDAGENS DURANTE RESOLVER UM PROBLEMA: SEM E
COM O CALCULO

Para ilustrar a eficacia do Célculo Diferencial na resolucdo de problemas, foca-
remos em um exemplo de geometria abordado por trés métodos distintos, destacando a
derivada como uma ferramenta poderosa. Esta comparacédo sera mais relevante para um
grupo de alunos que ja possui alguma familiaridade com o Célculo, pelo que anali-
saremos as dificuldades especificas que cada abordagem pode apresentar. Ao longo
deste trabalho, buscaremos ndo apenas resolver o problema, mas também instigar uma
reflexdo critica sobre como cada técnica contribui para o entendimento e a intuicao
matematica dos estudantes, enriquecendo assim sua experiéncia de aprendizado.

O problema discutido, juntamente com as suas solu¢fes, foi minuciosamente
abordado no numero 53 da Revista do Professor de Matematica (CARNEIRO; WAGNER,
2004). Ambos os autores oferecem uma analise aprofundada, destacando metodolo-
gias e estratégias praticas que podem ser implementadas no ensino da Matemética,
tornando a revista uma valiosa fonte de recursos para educadores que buscam inovar
em suas abordagens pedagdgicas.

Problema: Dentre todos os cilindros circulares retos de area total constante, qual € o de
maior volume?
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Observacdes acerca do problema:

Esse desafio é tipico para quem domina o Calculo Diferencial. E uma divida que
pode surgir entre bons alunos do primeiro ano do Ensino Médio apos estudar funcdes
quadréticas e resolver situacfes similares. Aqui, a funcdo apresenta um grau mais
elevado, proporcionando uma 6tima chance de introduzir o Calculo. Vamos analisar as
solugoes.

Solucéo 1

— Sendo x o raio da base e y a altura do cilindro, o que se deseja é encontrar
o maior valordeV = mxx? xy ,parax > 0ey > 0, satisfazendo a condicéo:
2mx? + 2mmxy = C. Sem perda de generalidade, podemos colocar C = 2ma?,

\/
ondea= ¢, Acondicdo ficanaforma: x? + xy = a? (). Tirando o valordey =

2
a ¢
21T X

e substituindo, queremos maximizar,Y = a’x - x® = f(x) ,para0 < x < a,que é a
condicao para que y > 0.

Comof(Q)=f@ =0ef(X) =x(@ -x?) >0,para0 < x < a,o
problema recai em achar o maximo de f (x) no intervalo fechado e limitado | = [0; a].
E intuitivo que esse maximo existira, e de fato sua existéncia esta garantida por ser f
continua em | (Teorema do Valor Extremo).

Seja entdo b um valor de x para o qual f assume seu valor maximo em |, ou
seja: f(b) —f(x) > 0, paratodo x € |. Essa situacao se expressa em:

a’b-b3—-(a?>x—-x3>0=>a?(b-x)+(X—b)(x2+bx+b? >0

== (X —b)(x? + bx + b2 —a? > 0.

Como b < a, o trindmio x? + bx + b? — a2 tem discriminante tal que:

A =4a?-3b%2>4a%?-3a2=a?>0.

Portanto, o trindbmio em questao tem duas raizes reais X1 € Xz, de sinais
contrarios, pois x1.x2 = b?2 —a? < 0. Assim, a condicédo (i) pode ser expressa como:

(X —b)(x = x1)(x —x2) =0, onde:

_b+_ \/_
¥ = _-b- A

—— € = —
2

Como x - X2 € sempre positivo, a condic¢ao fica reduzida a:

(X —b)(x —x1) =0.
Logo, a Unica maneira de satisfazer (x —b)(x —x1) 20 paratodox €| é ter

. , . . . . N
X1 = b, pois, caso contrario, f (x) seria negativa parax entre b e x;. Assim,b = &,
ou seja, 3b = \/Zl'a‘Z‘TSb'?‘, == p = @.Pelacondicdoy = @ -x,comX=Db qa

wl

X 3
obtemosy =42 .

Concluséo: volume maximo ocorre quando a altura do cilindro tem o mesmo
compimento que o dametro da base.
2
Logo:V =mx?y = 2 22 =27’
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N
3 3 33

Andlise da solucdo 1 : Esta solugcdo € muito criativa. Ela exige conhecimento total
sobre a funcdo quadratica e desigualdades em intervalos reais. A definicdo de valor
maximo de uma func¢éo foi bem usada como base para resolver o problema e encontrar as
desigualdades certas. Alunos bons e dedicados a Matematica ficariam felizes com essa
solucdo. No entanto, embora a matematica basica tenha sido usada em todas as
etapas, algumas caracteristicas do problema ajudaram a conduzir cada passo. Assim,
esse método ndo garante um padréo fixo para encontrar o valor maximo ou minimo de
uma fungao.

Solucgéo 2
Com as sugestdes preliminares da solucéo 1, vamos realizar V = mx?y.

Notemos que:
S1 Y 2 Y o yexy xy
: 4 ——

Devido a desigualdade das médias, se, se u,v e w representarem numeros
positivos, teremos:

u.v. W< utv+w
- 3

3

. , , . 2
Nesse caso, a igualdade sé ocorrera quandou = v = w. Assim: 1 V

— 4
x*y? 2 Xy xy i s T - (3 o 2 2
- =x"7y < —%2—% = =57 . logo, aplicando a condigao x <+ xy = a%,

exibida na solucéo 1, teremos:
Vv 3 2ma’

BN
IA
G
<
IA
w
w

A desigualdade mencie@ada anteriomente indica o valor maximo do volume,
gue é alcancado através da propriedade das médias x> = Zﬂ ,isto é,y = 2x,
substituindo na igualdade(x), teremos, x = V2 .

Analise da solucao 2: Uma das utilizacdes da desigualdade das médias € a abordagem
de problemas de maximos e minimos. Sem duvida, € uma técnica que ajuda na solugéo
de certas questdes, onde as variaveis presentes podem estar conectadas de forma que
possamos tirar proveito do fato de que My < Mc £ Ma < Mg, sendo Mu, Mc e Ma as
médias harmdnica, geométrica, aritmética e quadratica de n ndmeros reais que sao
positivos, onde n € N. No entanto, isso aqui também requer uma grande criatividade do
aluno, j& que a selecdo dos numeros em questdo néo é feita de forma aleatéria.

Solucgéo 3

Seja a funcéo f definida como na solucgédo 1: f(x) = ¥ = x(a? — x?).
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Utilizando o saber em Calculo Diferencial, realizamos o calculo das derivadas,
f(x) ef(x)da funcdo f(x) = ¥ = x(a2 — x?). Assim f(x) = a2 - 3x2 e f'(x)
= —-6x. Sef(x) = a2 -3x2 = 0, encontramos x = b = intervalo | = [0; al.

Sabemos que f(b} = 0, com f () < 0, é condicao suficiente para a fungéo f (x),
continua e derivavel no intervalo aberto | =]0; a[, possuir um valor maximo local em x

= b. Assim, como f (b) = -$a < 0, a fungéo f(x) tem valor maximo no ponto de
abscissax=b= V2

2
Ovolume maximoéV =2 m a?-v_ 2 =7z

Anédlise da solucgéo 3:

Semduvida, a terceira solucao € a mais atraente, e se o tratamento do Calculo,
com seus teoremas rigorosos, for feito de maneira mais suave, substituindo, sempre que
possivel, demonstracdes complexas com algébricos por representacdes geométricas,
€ apropriado discutir topicos de Caélculo Diferencial no Ensino Médio, com o intuito
de aumentar a quantidade de problemas que podem ser solucionados (ndo s6 em
Matematica) e, também, facilitar os céalculos.

A partir das solucdes apresentadas, fica evidente que a opc¢ao 3, que aplica o
Céalculo Diferencial, exige consideravelmente menos intervencdes, tendo como base os
conhecimentos sobre as regras de derivacéo e a interpretacdo adequada dos pontos
criticos gerados pela primeira derivada, assim como o sinal da segunda derivada da
funcdo continua e derivavel relacionada aos pontos criticos ja identificados.
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5 PROPOSTA PARA O ESTUDO DE DERIVADA NO PRIMEIRO ANO DO ENSINO
MEDIO.

Um dos principais obstaculos a introducao do Calculo no ensino médio brasileiro
€ a exigéncia do conceito formal de limites, cuja complexidade representa um desafio
mesmo para estudantes do ensino superior. Para esse nivel de ensino, portanto,
recomenda-se uma abordagem centrada na geometrizacdo dos problemas e na
visualizacgédo grafica, especialmente por meio da analise de dados estatisticos.

Segundo Machado, uma abordagem adequada ao ensino de Calculo no contexto
escolar:

O professor comeca com a ideia mais simples, que € a de integral, e com as
funcbes mais simples, que sdo as func¢des polinomiais de primeiro grau.
Depois ele trabalha a ideia de derivada. E depois, a de equagéo diferencial.
Assim, sempre trabalhando apenas com func¢des polinomiais de grau 1, o
professor passa as ideias mais importantes do calculo. Isso da para fazer em
poucas aulas. (MACHADO, 2015)

Machado (2015) da continuidade ao seu argumento:

E dai ele recomeca, mas desta vez com funcdes polinomiais de grau 2. Agora,
a curva da funcdo nao é mais uma reta, mas uma parabola. O aluno vai
perceber que, se sabe calcular a &rea de um retangulo, pode calcular a area
aproximada debaixo de uma funcéo polinomial do tipoy = ax2 + bx + ¢ num
intervalo qualquer: basta dividir o intervalo em n retdngulos. Quanto maior o
nimero de retangulos, melhor a aproximacdo. A ideia de derivada também é
simples: o aluno calcula o valor do polinbmio parax = 1, x = 2, x = 3, etc. Vai
ver que a taxa de variacdo por unidade ndo é mais constante, mas a taxa de
variacdo da taxa de variacdo € constante! E isso ele descobre muito
simplesmente, com tabelas.

Percebe-se que a proposta de Machado (2015) adota uma abordagem intuitiva,
centrada em conceitos acessiveis como o calculo de areas e as taxas de variagcdo, sem
recorrer a formalizac&o dos limites. A partir da compreensao inicial das ideias de integral
e derivada, € possivel expandir o estudo para funcdes mais complexas, como as
polinomiais de grau superior, as exponenciais, logaritmicas e trigonométricas.

Para fins de organizacéo, este trabalho adotara a abordagem da derivada como
ponto de partida. No entanto, € importante destacar que a ordem de ensino entre 0s
principais conceitos do Calculo pode variar conforme o0s objetivos pedagodgicos.
Ressalta-se, ainda, que o sucesso dos alunos no aprendizado da derivada depende de
uma base solida em areas como Aritmética, Algebra e Geometria Plana, pois, assim
como ocorre com outros conteudos do ensino médio, o estudo do Calculo exige
conhecimentos prévios de Matemética, a serem desenvolvidos no ensino fundamental
ou, ao menos, de forma articulada com ele durante o ensino médio.

Diante do exposto anteriormente, observou-se diferentes fases da histéria do
ensino de Matematica nas quais o Célculo teve um papel significativo, frequentemente
abordado com um rigor excessivo. Considerando as razdes que justificam o retorno do
ensino do Calculo ao curriculo do Ensino Médio, apresentamos uma proposta inovadora.
Sugere-se que a definicdo de derivada seja introduzida jA na primeira série do Ensino
Médio, integrando conceitos e aplicacfes. Essa abordagem deve ser acompanhada pela
disciplina de Fisica, pois os fundamentos iniciais da Cinematica Escalar se alinham de
forma eficaz e pratica com a compreensdo da derivada, facilitando o aprendizado.
Portanto, no inicio do curso, a escalada dos topicos relacionados ao Calculo sera
liderada pelo professor de Fisica.
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A escolha de focar nas derivadas das fungbes polinomiais de 1° e 2° graus
proporcionara ndo apenas uma compreensdo mais profunda dos conceitos matema-
ticos, mas também suas aplicagfes praticas na Fisica, especialmente na analise do
movimento uniforme e do movimento uniformemente variado. Essas aplicacées con-
textualizam o aprendizado, tornando-o mais significativo.

Além disso, a abordagem da funcdo polinomial de 2° grau permitira que 0s
estudantes enfrentem um desafio crucial: encontrar a equagéo da reta tangente a uma
parabola, uma habilidade fundamental que liga matematica tedrica a situagdes do mundo
real e enriquece a formacdo académica. Na primeira série do ensino, é essencial
incorporar o estudo da taxa de variagdo instantdnea no programa de Fisica, introduzindo
a definicdo de derivada de forma acessivel. Juntamente com a disciplina de Matematica,
os alunos explorardo o conceito da reta tangente a graficos de funcbes, compreendendo
o significado geométrico da derivada como o coeficiente angular dessa reta em pontos
especificos. Ao analisar fungdes polinomiais de 2° grau, os estudantes poderao aplicar
o conhecimento da derivada para esbocar gréficos e identificar pontos de maximo ou
minimo, promovendo uma compreensdo mais profunda do comportamento das funcdes.

5.0.1 Propostadirecionada ao primeiro ano do Ensino Médio — Fisica

Comecgando com a Fisica, a velocidade escalar instantanea nos leva ao con ceito
de derivada. Na Cinematica Escalar, um ponto material se move ao longo de uma
trajetoria. A posicao desse ponto, chamada de espaco, € determinada por uma funcao
gue depende do tempo, s(t). A taxa de variacdo média do espaco em relacdo ao tempo
€ a velocidade escalar média. A taxa de variacdo instantanea € a velocidade escalar
instantanea, ou seja, a velocidade em um momento especifico t. A definicAo matematica
€ apresentada em muitos livros de Fisica da seguinte maneira:

. AS
v(t) = lim —
At—0 At
Onde v(t) € a funcdo da velocidade no instante t, sendo As e At as variacoes,
respecti vamente, de espaco e tempo, entre dois instantes, que sejamt et + At.
Agora, precisamos calcular esse limite usando funcdes s(t) que séo polinomiais.
Isso inclui fungcBes polinomiais de primeiro e segundo graus. Essas fungfes vao
descrever os movimentos uniformes e 0os movimentos uniformemente variaveis. O
professor de Fisica definira esse limite como “A derivada da fungao s(t) em relacéo ao
tempo.” Ele concluira que a derivada do espaco em um momento t mede a velocidade
escalar nesse instante.
O livro "Cinemaética"da colecao Fisica Classica, escrito por Caio Sérgio Calcada
e José Luiz Sampaio, aborda a derivada com clareza, facilitando a compreensao dos
conceitos fundamentais de Fisica. A segunda edicdo, publicada pela editora Atual,
utiliza uma linguagem acessivel, o que torna a leitura mais fluida e menos intimidadora
para os estudantes. Apesar da simplicidade na linguagem, a obra mantém o rigor
académico necessario, evidenciado em exemplos ilustrativos, como demonstrado na
Figura 6. Isso faz do livro um recurso valioso tanto para iniciantes quanto para aqueles
gue buscam solidificar seus conhecimentos na area.
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Figura 6: Aplicacdo de derivadas na Cinematica.

9. VELOCIDADE ESCALAR INSTANTANEA

A velocidade escalar média nos da uma idéia geral do movimento. De fato,
se dissermos que a velocidade escalar média de um carro, em certo percurso, ¢ de

60 -}uﬂ. nd@o significa necessariamente que a velocidade escalar €, em cada
instante, 60 km

. Estamos apenas dizendo que, em media, o carro percorreu 60 km

em uma hora.

Para sabermos o que aconteceu em cada instante, devemos definir a velo-
cidade escalar instantanea.

Esta pode ser entendida como uma velocidade escalar média para um
intervalo de tempo At muito pequeno, isto €, At tendendo a zero (At——0), ou
seja, r> tendendo a 7y (t; — ;).

As

At

Quando At tende a zero, As também tende a zero. mas o quociente

tende a um valor limite, que € a velocidade escalar instant@nea.

Assim, se s € 0 espaco de um movel num instante 7 e s + As € 0 espagco num
instante t + At, a velocidade escalar v no instante 7 € o limite para o qual tende
As

=2 guando At tende a zero e escreve-se:

At

- As
v = lim
At -+ 0 At

As
At

~ - - ‘\ -
espaco em relacdo ao tempo e indica-se por % Assim:
C

O limite de quando At tende a zero recebe o nome de derivada do

=l ds

Byt

Fonte: Calcada; Sapaio, 1998 (p. 19).

Observe que, na pagina 19 deste livro, depois de abordar os conceitos basicos

de Cinematica, acompanhados de varias atividades, os escritores, de maneira
bem clara, explicam que a velocidade instantanea é a taxa de variacdo do espaco em
funcdo do tempo.

Diferentemente de muitos livros de Fisica que se dedicam ao Ensino Médio, que
abordam conceitos de maneira mais superficial e intuitiva, o livro Fisica Classica adota
uma abordagem mais rigorosa e matematica. A velocidade instantanea, em patrticular, é
definida através de um limite, que na linguagem do célculo é reconhecida como a
derivada do espaco em relacdo ao tempo. Esse conceito é ilustrado com exemplos
praticos, como o apresentado na Figura 7. Os autores utilizam a funcéo s(t) = 4t*> para
calcular a derivada, também introduzindo importantes regras basicas de diferenciacéo,
incluindo a derivada de uma constante e a derivada da soma de fun¢des, proporcionando
assim uma base solida para os estudantes entenderem movimentos temporais.
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Figura 7: Exemplos de aplicagéo: velocidade instantanea e derivada.

Exemplos:
a) Seja a equacio horirin do espago s = 417, para s em metros e r em
segundos. Calculemos v ‘j—;‘ Sendo 5 0 espaco do movel no instante re s + As

© espaco no instante t -+ At vem:

t —s 4 @
t4+ At — = s+ As — 4 (1t + A)°
s+ As— 42 + St At +4(Aa): @

Subtraindo membro a membro as equagoes @ < @. vem:

As — 8t At -+ a(Ar)?

Dividindo ambos os membros por At, vem

i:— St -+ 4

Logo: v Em 2% _ 5im (St + 4 Ar)
= a0 AT A Lo

Como At tende a zero, vem:

v Sl(r em "" c 7 cm \‘)A

Assim, a derivada em relagio ao tempo de s 4 é v 81, e ela constitui a
equagdo hordria da velocidade. Note gque a cada valor de ¢ comresponde um valor
de v

A partir de s — 41" podemos obter diretamente v St atraves da seguinre
regra:

multiplica-se o expoente (2) pelo coeficiente de 7° {(que € 4) e subtrai-se uma
unidade do expoente de 12

s=4C — > v=295 _ 5> 421 8t
ot
Generalizando, sendo s m -t com n real, vem:
ds _ n-m-t" "
dt
b) Considere um moével cujo espaco nio varia com o tempo, isto €, s —= C
(constante). Nesse caso, As — 0O em gualguer intervalo de tempo ¢
N lim 28 _ 0. Portanto, concluimos que a derivada de wma constante

dt ar— 0 At
€ nula,

Outros exemplos:

e s 6 4+ 4t + 317 (sem m, 7 em s)
ds . —1 21
v — =0+ 1-4-t -2 -« 3t
dt
v 4 + 61 (r em ™ ¢ em x)
s

Fonte: Calcada; Sapaio, 1998 (p. 21).

Um aspecto notavel deste livro de Cinematica € a maneira como ele ilumina a
conexao entre Cinematica e Célculo, especialmente através da interpretacdo geomeé-

trica da derivada em um determinado ponto. Na ilustrativa Figura 8, os autores elucidam
gue a velocidade escalar instantanea em um instante especifico, t = to, corresponde
ao coeficiente angular da reta tangente ao grafico da funcéo horéaria do espaco. Essa
representacao grafica ndo apenas facilita a compreenséo do conceito de derivada, mas
também permite que os leitores visualizem a dinamica do movimento de forma clara e
intuitiva, estabelecendo uma ponte entre teoria e pratica.
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Figura 8: Analise geométrica da derivada.

3. DETERMINAGCAO GRAFICA DA _
VELOCIDADE ESCALAR INSTANTANEA

Consideremos uma particula em movimento, numa trajetdria qualquer, em
relagiio a um dado sistema de referéncia. A Fig. 6 € o diagrama horirio do espago
dessa particula,

Tomemos uma seqiiéncia de intervalos de tempo (At;, Ata, Ats...) de tal
maneira que cada um deles seja menor que o seu antecedente, isto &,
Aty > At > Ats ...

Como sabemos, o coeficiente angular de cada uma das retas secantes ao

grafico (PgP,;, PoP;, PyPs...) é a medida das velocidades escalares médias
(Vmy» Vmy» Vm, ---), NOS respectivos intervalos de tempo (A, Ats, Atz ...

A medida que esses s4 reta tangente
intervalos de tempo vio di- dourvaam e . Pr

PN 7~ Pg_2 -— Py a
minuindo, os pontos Py, P, R i e =
. P T - i
Ps ... aproximam-se de Py Pofere—r——"
e as retas (PoP;. PoPs, £
PyP; ...) tendem & tangente " 4 Aty
7 ‘e o
que passa por ele (Pp). P At
\” - — -
-
. 5

Fig. 6 D rario do espogo mostran- e - 3 aty -

d de tempo sucessivarments 3 .7 :

di ¢ tendendo @ zero. As = “’ :

- darrs & # ' + + + -

sec ™ @ tongente em Pg PX 0 t Ly L. 1 t

Por outro lado, a velocidade escalar instantinea é definida pelo limite do
quociente entre a variagao de espaco As e o intervalo de tempo At, quando este
tende a zero:

v lim -2
At -+ 0 At

Do exposto, podemos concluir que a velocidade escalar instantinea, no
instante Z, pode ser medida pelo coeficiente angular (tg #) da reta tangente no
ponto Py.

v = tg 8 (parat = lp)

Fonte: Calcada; Sapaio, 1998 (p. 117).

Na Figura 8, vemos que a interpretacdo geométrica da derivada foi discutida
apenas na pagina 117. Isso veio depois de uma sequéncia de ensino de topicos
anteriores. O capitulo intitulado "Diagramas de tempo“pode vir antes de outros conteudos
se quisermos introduzir a interpretacdo geométrica da derivada mais cedo.

Seguindo a sequéncia valiosa do livro de Cinematica, escrito por (CALCADA,
SAMPAIO, 1998), vemos o importante papel da Fisica no comec¢o do estudo de
derivadas. Os autores mostram esse conhecimento inicial de Célculo em toda a colecao
Fisica Classica, que tem 5 volumes. Nela, a taxa de variacao instantanea é a derivada
de uma funcdo. Quando os autores precisaram da derivada de uma funcéo
transcendental, como as trigonométricas, ndo se preocuparam em fazer
demonstracdes. Apenas informaram que, por exemplo, a derivada do seno € o
cosseno.

5.0.2 Propostadirecionada ao primeiro ano do Ensino Médio - Matematica

A derivada de uma fun¢ao polinomial é familiar aos estudantes e, com aplicacdes
na Fisica, é utilizada para definir a velocidade escalar instantanea. Um exemplo
especifico, relacionado as fungdes afim e quadréatica, pode ser um excelente ponto de
partida: Qual é a férmula da linha tangente a parabola em um determinado ponto?

O problema a seguir (Problema 1) sera resolvido primeiro sem usar a derivada
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(Resolucéo 1). Isso sera feito como um exercicio comum que vemos nas aulas sobre
fungBes quadraticas. Depois, resolveremos usando Calculo (Resolugéo 2).

Problema 1: Determine a equacao da reta tangente ao grafico da funcéo polinomial do
2° grau f (X) = x? —=6x + 1 no ponto (4, =7).

Solucgdo 1: Sejay = ax + b aequacéo procurada. O problema estara resolvido se
de- terminarmos os valores de a e b. E imediato que a reta procurada tem
equacdoy - (-7)=m(x—4) == y =mx—4m - 7. Onde m é o coeficiente angular
da reta em questdo. Para que exista ponto em comum entre a reta e a parabola, o
sistema a seguir deve ser satisfeito:

y=x2-6x + 1
Dy =mx-4m-7

Ou seja:

X2=6X+1l=mx—-4m-7 == x> - (6+m)x+4m+ 8 =0.

Assim, para que exista apenas um ponto em comum entre a reta e a parabola,
devemos ter apenas uma raiz para equacao do segundo grau em destaque, acima, ou
seja, devemos ter A = 0. Portanto, (—=(6 + m))? =4.1.(4m +8) =0 == m? -4m +
4 =0 == m = 2. Assim, a equacao da reta tangente é y = 2x — 15.

Através do programa GeoGebra, podemos confirmar que a linha reta e a
parabola se cruzam em apenas um ponto, que € A = (4, -7), e esse € 0 ponto de
tangéncia, conforme ilustrado na Figura 9.

Figura 9: Solucdo visual da reta tangente com o uso do GeoGebra.

Fonte: Produzida pelo autor, 2025
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A verificagdo da solugcdo pelo GeoGebra é um instrumento valioso que contribui
significativamente para o entendimento dos estudantes em matematica. Ao utilizar essa
plataforma interativa, os alunos podem visualizar conceitos abstratos de forma concreta,
tornando o aprendizado mais dinamico. O GeoGebra permite que o0s estudantes
explorem funcdes, graficos e construgcbes geomeétricas, promovendo a pratica do
raciocinio logico. Essa ferramenta ndo sé ajuda na verificacdo de respostas, mas
também estimula a curiosidade e a autoconfianca na resolucéo de problemas, facilitando
uma compreensao mais profunda dos tépicos estudados e enriqguecendo a experiéncia
educativa.

Com certeza Integrar as ferramentas do Calculo traz uma nova dimensdo ao
entendimento do problema. Apds a professora apresentar a solu¢cdo do problema da
reta tangente, utilizar a derivada como uma alternativa para resolver a questdo podera
ndo apenas enriquecer a aula, mas também proporcionar aos alunos uma compreensao
mais profunda do conceito. A derivada oferece um método sistematico para encontrar a
inclinacdo da reta tangente em um ponto especifico, e esse contraste entre os métodos
pode estimular o pensamento critico e a curiosidade dos alunos em relagéo aos conceitos
matematicos.

Solucgéo 2:

A reta procurada tem equagdo y = mx —4m — 7, onde m é o seu coeficiente
angular. No entanto, o coeficiente angular da reta tangente € a derivada da funcéo f
no ponto de abscissa x = 4. Portanto, & = 2x -6 , donde m = 2.4 -6 = 2. Portanto,
a equacéo procurada é da formay = 2% — 15.

Acabamos, incentivamos os estudantes a se questionarem sobre a razao por tras
da solucdo aparentemente simples que foi apresentada, utilizando um conceito
matematico conhecido como derivada. Eles inicialmente viam a derivada apenas como
uma ferramenta aplicavel na Fisica. Nesse contexto, chegou o0 momento em que o(a)
professor(a) de Matematica introduzira a derivada de uma funcdo de forma mais
abrangente. A taxa de variacdo instantanea, que na Fisica € entendida como a
velocidade ou aceleracédo de um objeto em um dado instante, pode ser calculada para
gualquer funcéo, desde que certas condicfes sejam atendidas, embora essas condicfes
nao serdo discutidas neste momento.

Uma analise, comecando com os conceitos da Fisica, € imprescindivel. A
derivacao de funcfes polinomiais precisa ser praticada, e o resultado subsequente
deve ser mostrado:

Proposicdo 1: A derivada da funcdo f no ponto de abscissa xo € o coeficiente
angular da reta tangente ao grafico de y = f(X) neste ponto, isto é, (Xo, f(X0)) € 0 ponto
de tangéncia.

Observa-se que o resultado obtido esta de acordo com o apresentado na pagina
117 do livro Cinematica, conforme ilustrado na Figura 6, onde se demonstra, no contexto
do movimento dos corpos, que:

A velocidade escalar instantanea, no instante to, € igual a derivada do espaco
nesse instante, e pode ser medida pelo coeficiente angular (tan6) da reta tangente no
ponto Po.

Embora o resultado desejado ja tenha sido obtido na disciplina de Fisica, é
fundamental que o(a) professor(a) de Matematica reforce esse aprendizado. A repeticdo
da demonstracdo, assim como foi feita em Fisica, pode ser benéfica, pois a conexéo
pratica com o cotidiano dos alunos favorece a compreensao.
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Este resultado especifico € crucial, pois solidifica o entendimento do conceito de
reta tangente, um topico mateméatico que é frequentemente desafiador. Além disso, essa
abordagem interdisciplinar ajuda os alunos a verem a aplicabilidade da Matematica em
contextos fora da sala de aula, enriquecendo seu aprendizado e engajamento.

Proposicéao 2: Seja f(x) uma fungdo derivavel em xo. Entdo, a equacgao dareta tangente
ao graficodey = f(x) no ponto P = (Xo, f(Xo)) € dada por:

y = f(x0) = f(X0)(X = x0)

onde f(xo) representa a derivada da funcéo f (x) no ponto xo, € corresponde ao
coeficiente angular da reta tangente.

E bastante eficiente construir certos resultados relacionados a fungéo polinomial
do segundo grau antes de introduzir o conceito de derivada. Isso foi exemplificado no
estudo do problema da reta tangente, permitindo que os alunos compreendam aspectos
fundamentais como os intervalos de crescimento da funcéo, o vértice da parabola, e os
pontos de maximo ou minimo utilizando métodos tradicionais. Apds essa exploracao
inicial e pratica com esses conceitos, podemos, entdo, apresentar as mesmas questdes
utilizando a derivada, o que facilitara a obtencédo dos resultados e proporcionara uma
compreensao mais aprofundada dos comportamentos da funcgéo.

A intuicdo e o apelo visual séo fundamentais para facilitar a compreensao de
conceitos matematicos, especialmente ao tratar de aplicacdes praticas da derivada. E
importante que, ao ensinar a alunos do Ensino Médio, se priorize uma abordagem mais
acessivel e menos técnica, evitando demonstracdes formais que podem confundir ou
desmotivar os estudantes. Focar em exemplos visuais e situacfes do cotidiano pode
ajudar a consolidar o entendimento. Dessa maneira, 0s alunos nao apenas aprendem a
derivada, mas também podem intuitivamente conectar o conceito a problemas reais,
permitindo uma assimilacdo mais efetiva e duradoura do conhecimento.

Vamos analisar o Problema 2 como um exemplo ilustrativo, no qual séo
apresentados diferentes caminhos possiveis para aplicar a derivada na resolucao de
guestdes relacionadas a funcao polinomial do segundo grau.

Problema 2: Dada a fungéo polinomial do 2 grau f(x) = —x? + 7x - 10, determine,
com o auxilio da derivada:

a) os intervalos de crescimento e decrescimento;
b) as coordenadas do ponto de ordenada maxima,

Solucgéo :

Conforme a proposta apresentada, os estudantes ja reconhecem que a funcéo
guadratica f (x) = ax? + bx + ¢, quando a < 0, possui um grafico em forma de
parabola. Eles também compreendem que o valor maximo de f (x) ocorre no vértice da

parabola, cuja coordenada € dada porV = =2, =4

2a  4a
Além disso, eles sabem que a funcao é crescente nos valores de x menores
que =2, e decrescente quando x € maior que esse mesmo valor. A partir da andlise do

gréafiéo dessa fungéo, que ja € familiar para os alunos, torna-se simples identificar os
intervalos em que ela cresce e decresce.

Atualmente, compreende-se que a derivada de uma funcdo y = f (X)
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corresponde ao coeficiente angular da reta tangente ao seu grafico em um determinado
ponto. Assim, com base em uma revisdo adequada de trigonometria basica —
conteudo ja abordado no 9° ano do Ensino Fundamental —, os itens (l), (1) e (llI),

juntamente com a
Figura 10, apresentam um resultado relevante. Esse resultado estabelece uma relagao

entre o sinal da derivada da fung&o em um ponto e o angulo formado pela reta tangente

ao grafico nesse mesmo ponto.
Seja a 0 angulo, no sentido anti-horario, entre o eixo das abscissas e a reta

tangente ao grafico de uma funcéo quadrética f (x), no ponto (a, f (a)), e sejam =
tan a = f'(a) o coeficiente angular dessa reta.
E certo que a derivada dessa funcdo no ponto de abscissa a, ou seja, f(a), é

tal que:

(I) Se a é agudo, entdo tan a > 0, ou seja, f(a) > 0.
(II) Se a é obtuso, entdo tan a < 0, ou seja, f(a) < 0.
(Ill) Se a = 0°, entdo tan a = 0, ou seja, f(a) = 0.

Figura 10: Estudo do sinal da derivada.

(l.) (IL.)

(1.)

Fonte: Produzida pelo autor, 2025.

O grafico (lll.) da Figura 10 ilustra um conceito fundamental em célculo: a
mudanca de comportamento da funcdo em relacdo a sua derivada. Quando a derivada
atinge o valor de zero, isso indica um ponto critico, onde ocorre uma transicdo no
crescimento da funcdo. Se a derivada muda de positiva para negativa, a funcéo, que
anteriormente estava crescendo, comecara a decrescer. Da mesma forma, se a derivada
muda de negativa para positiva, a funcéo que estava decrescendo comecara a crescer.
Esses pontos sdo cruciais para entender o comportamento da funcao e identificar
maximos e minimos locais, aspecto que sera explorado em maior detalhe adiante.

A Figura 11 apresenta o grafico da funcdo quadratica f (x) = —x? + 7x — 10,
relacionado ao exercicio proposto. Nela, observam-se, em destaque vermelho, diversas
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retas tangentes que tocam o grafico em pontos especificos.

Figura 11: Representacdo grafica da funcéo f (x) = —x? + 7x - 10.

Fonte: Produzida pelo autor, 2025.

A Figura 10 foi elaborada com o objetivo de proporcionar uma compreensao mais

abrangente do exercicio proposto. Observa-se que, ao combinarmos as trés repre-
sentacdes gréficas nela contidas, obtemos, de forma aproximada, o gréafico apresentado na

Figura 11.
Assim, compreendidas as implicacdes (1), (I) e (lll), e com base na anélise dos
respectivos graficos, espera-se que 0s estudantes resolvam o problema conforme
descrito a seguir.
Solucédo: Seja a funcéo quadratica definida por:
f(x) =-x2+7x-10
Sua derivada é:

f(x) = -2x+7
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a) Intervalos de Crescimento e Decrescimento

A funcéo estara crescente quando:

fx)>0=>-2x+7>0=>x<3,5

E estara decrescente quando:

fX) <0=>-2x+7<0=>x>35

b) Determinacdo da Ordenada Maxima da Parabola
Para encontrar o ponto de maximo, igualamos a derivada a zero:

f'(x):—2x+7=0=x:2123,5

Substituimos o valor de x na fungéo original:

2
Pl % N g —10
2 7
49 49 9
=-;+ 5-10=,=225

Portanto, o ponto de ordenada maxima da parabola é:
(3,5; 2,25).

A representacdo grafica da parabola com concavidade voltada para cima,
juntamente com o desenho das retas tangentes, permite compreender de forma clara
que os intervalos de crescimento e decrescimento da funcdo quadratica seguem
diretamente o comportamento do sinal de sua derivada, conforme ilustrado no exercicio
anterior.

Observa-se que o software GeoGebra também pode ser uma valiosa ferramenta
para professores de Fisica na elaboracéo de esbocos graficos. No contexto do Ensino
Médio, é comum que a analise de graficos em Fisica anteceda o estudo formal de
graficos de funcdes em Matematica.

Até o0 momento, estamos abordando a funcdo polinomial do segundo grau, cujo
grafico, especialmente no que diz respeito a concavidade, ja é familiar aos estudantes.
Esse conhecimento permite que eles identifiquem se a funcéo apresenta um ponto de
maximo ou de minimo. Tal entendimento decorre diretamente do sinal do coeficiente de
X2, 0 qual, mesmo sem uma justificativa mais elaborada, fornece essa informacéo
essencial.

E possivel determinar, com base nos sinais da derivada, que uma funcéo
polinomial do segundo grau y = f (x) atinge um valor maximo em um ponto Xo quando
séo satisfeitas duas condi¢cbes essenciais:

) f(x0) = O
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. Para x < Xo, a fungéo f é crescente, ou seja, f(x) > 0 e, para x > Xo, a
funcéo f € decrescente, ou seja, f(x) < 0

No primeiro ano do Ensino Médio, introduzimos o conceito de derivada de fun¢des
polinomiais com o apoio da Fisica, focando no célculo, interpretacdo geométrica e
aplicacdes praticas, evitando formalismos e aproveitando os conhecimentos prévios dos
alunos em contextos sem o uso explicito do Célculo.

Para conteudos como fungdes exponenciais, logaritmicas e trigonométricas,
considerados nesta etapa, optamos por ndo abordar formalmente o calculo de suas
derivadas devido as particularidades envolvidas. No entanto, os professores podem citar,
por exemplo, que a derivadade f(x) = senx =  f(X) = cos x, e até apresentar uma
tabela com as principais derivadas. Assim, iniciamos esse percurso formativo.

6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, propomos uma sequéncia de contetdos voltados ao Calculo
Diferencial, com o objetivo de proporcionar aos estudantes do Ensino Médio uma forma-
¢do mais ampla. A intencdo é capacita-los a interpretar certos problemas matematicos e
também de outras areas do conhecimento por meio de uma ferramenta acessivel, porém
extremamente poderosa: a derivada. Essa abordagem permitirdA que os alunos
compreendam melhor o comportamento de fun¢des continuas, revelando informacgdes
valiosas por meio de um raciocinio matematico eficaz.

N&o propomos a substituicdo dos conteudos tradicionais da Matematica do Ensino
Médio por tépicos de Calculo Diferencial. Ao contrario, buscamos apresentar o Célculo
como um recurso adicional dentro da disciplina de Matematica, oferecendo uma
alternativa eficaz para a resolucéo de determinados problemas. Acreditamos que, ao ter
contato com essa ferramenta, os estudantes poderdo reconhecer seu potencial e
compreender que, em um contexto mais abrangente, o Calculo representa uma das
abordagens mais poderosas e apropriadas para a analise de diversas situacoes.

Constatamos que a simples aplicacdo da derivada de uma funcao, aliada a anélise
do sinal obtido, geralmente € suficiente para responder a maioria das questbes
relacionadas ao comportamento dessa fungcdo. Sem os instrumentos do Calculo, muitos
contetdos do Ensino Médio sao explorados de forma limitada, com explicacdes incom-
pletas. Isso acaba por prender os estudantes a formulas prontas, cuja fundamentacao,
guando apresentada, exige caminhos mais longos ou recursos bastante especificos
como observamos na resolucéo de problemas de maximos e minimos sem o uso do
Célculo.

A partir dessa perspectiva, delineamos o0s principais topicos relacionados ao
estudo de derivadas, voltados aos alunos do primeiro ano do Ensino Médio que
manifestarem interesse ou necessitarem dessa ferramenta em seus estudos futuros.
Alinhada as diretrizes da BNCC, essa abordagem prop6e uma visdo mais abrangente do
conteudo, fundamentada em novas propriedades matematicas, especialmente aquelas
oriundas dos conceitos de limites e continuidade. Assim, é fundamental que todos os
estudantes do Ensino Médio tenham acesso ao estudo do Célculo. A intencéo € tornar o
conceito de derivada tdo familiar quanto o de funcgéo, integrando-o ao vocabulério
matematico cotidiano dos alunos.
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Espera-se que o dominio do conceito de derivada por parte dos estudantes sirva
como um alicerce soélido para que possam prosseguir de maneira mais segura em seus
estudos no ensino superior. Essa preparacdo se mostra especialmente relevante diante
dos dados estatisticos atuais, que revelam um desempenho insatisfatério em disciplinas
iniciais como Célculo Diferencial e Integral |, realidade evidenciada em estudos como
o de (ROSA; ALVARENGA; SANTOS, 2019), que apontam altos indices de
reprovacao e dificuldades generalizadas entre os alunos dos cursos das areas de
exatas.

Os estudantes do terceiro ano do Ensino Médio que optarem por uma formacéo
mais voltada a Matematica e suas tecnologias terdo, ao se dedicarem ao estudo do
Calculo, uma base sdlida no entendimento das func¢des, construida, sobretudo, pelo
tempo destinado a exploracédo do conceito de derivada. Dessa forma, ao ingressarem no
ensino superior, mesmo diante da densidade dos conteudos tratados em Calculo I, que
abrange desde os fundamentos tedricos de limite e continuidade até as aplicacdes
praticas da derivada, esses alunos estardo mais maduros e familiarizados com grande
parte dos topicos abordados. Isso os colocara em posicao favoravel para alcancar um
bom desempenho néo apenas na disciplina de Calculo, mas também nas demais areas
gue utilizam essa ferramenta como recurso essencial.

Para os estudantes do Ensino Médio que optaram por uma carga horaria ampliada
em Matematica, ha ainda a possibilidade de introduzir o estudo da integral. Ao apresentar
a integracdo como operacao inversa da derivacdo, com foco na obtencdo da funcéo
primitiva, 0 processo se torna acessivel aos alunos que ja dominam as regras de
derivacdo. Com poucas aulas, é possivel introduzir no¢cdes sobre a diferencial de uma
funcdo e explorar o calculo de areas, tanto por meio de somatdorios quanto utilizando a
integral definida.

De fato, a implementacdo de uma abordagem mais abrangente do Calculo
enfrenta diversos obstaculos. Um dos principais desafios € a formacao precaria dos
alunos no Ensino Fundamental, especialmente em escolas publicas, onde muitos estu-
dantes recebem uma educacao insuficiente em matematicas basicas. Isso resulta em
lacunas significativas no conhecimento que dificultam a transicdo para conceitos mais
complexos no Ensino Médio. Para superar isso, serd necessario um investimento conti-
nuo em formacéo de professores e recursos educacionais, além de tempo e esforcos
coletivos para moldar um ambiente de aprendizado que prepare adequadamente todos 0s
alunos.

Este trabalho se insere em uma ampla gama de iniciativas pedagoégicas, como a
de (SOUZA, 2019), que visam introduzir o Calculo no curriculo dos estudantes do Ensino
Médio. O principal objetivo é proporcionar uma formacdo matematica sélida, que néo
apenas aprofunde os conhecimentos nas diversas areas da Matematica, mas também
prepare adequadamente os alunos para os desafios do Ensino Superior. Ao desenvolver
competéncias analiticas e raciocinio l6gico, essa formacgao contribui para a construcéo
de uma base essencial as disciplinas académicas futuras. Assim, espera- se que esses
estudantes estejam mais bem preparados para enfrentar os rigorosos requisitos das
universidades e dos cursos técnicos.
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APENDICE A - CONSTRUCAO NO GEOGEBRA DA ANIMACAO SOBRE
DEFINICAO DE DERIVADA

A1 USO DE RECURSOS TECNOLOGICOS NO ENSINO

O ensino de Matematica tem sido alvo de debates por profissionais da
Educacao ao longo dos anos, porém os altos indices de fracasso escolar persistem.
A recorréncia da reprovacao e a insatisfacdo dos alunos com os resultados obtidos em
sala de aula revelam que essa disciplina ainda é percebida como desconectada da
realidade dos estudantes, muitas vezes gerando sentimentos de medo e desmotivagao.
Nesse cendario, a utilizacdo de tecnologias educacionais tem se mostrado uma aliada
importante para tornar as aulas mais dindmicas e interativas, contribuindo para trans-
formar a visdo negativa dos alunos em relacdo a Matematica. De acordo com (ARAUJO,
2004, p.43) :

A tecnologia educacional, assim como a Didatica, preocupa-se com as
praticas do ensino, mas diferen temente dela inclui entre suas preocupa-
¢Bes o0 exame dateoria da comunicacao e dos novos desenvolvimentos
tecnologicos: a informatica, hoje em primeiro lugar, o video, a TV, o radio,
0 audio e os impressos, velhos ou novos, desde livros até cartazes.

Dessa forma, a utilizacao de recursos tecnologicos na sala de aula exige que 0s
professores estejam devidamente capacitados, dominando suas funcionalidades e
sabendo aplica-los com objetividade e praticidade. E fundamental que o docente
conheca as potencialidades e limitacGes desses recursos, planeje bem suas aulas e
esteja familiarizado com as ferramentas que pretende utilizar.

Entre os avancos tecnoldgicos aplicados a educacédo, o computador aliado a
dispositivos moveis e plataformas digitais tornou-se uma ferramenta essencial no
processo de ensino e aprendizagem, ampliando significativamente as formas de explorar
e compreender contelldos matematicos.

Com o apoio de softwares matematicos como o Geogebra, o Cabri-Géometré e
diversos aplicativos para smartphones, os recursos tecnolégicos tornam-se ferramentas
eficazes para a visualizacdo e manipulacdo de simbolos e figuras geométricas. Essa
integracdo favorece a construcdo de representacfes mentais e contribui para uma
aprendizagem mais dinamica e interativa. Além disso, proporciona ao aluno nao apenas
o desenvolvimento do raciocinio matematico, mas também o dominio do uso do
computador como forma de inser¢éo social.

Conforme os Parametros Curriculares Nacionais (Brasil. Ministério da Educac&o.
Se-cretaria de Educacdo Fundamental, 1997, p.67), o computador pode desempenhar
diferentes fun¢des no ensino de Matematica :

Comofonte de informacao, poderoso recurso para alimentar o processo de ensino
e aprendizagem; Como auxiliar no processo de constru¢cdo de conhecimento;
Como meio para desenvolver autonomia pelo uso de softwares que possibilitem
pensar, refletir e criar solugbes; Como ferramenta para realizar determinadas
atividades com o uso de planilhas eletronicas, processadores de texto, banco de
dados, etc.
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Dessa forma, nesta abordagem metodoldgica, os recursos tecnoldgicos ocu- pam
papel de destaque como ferramentas auxiliares. A maior parte das construcdes
desenvolvidas neste trabalho foi realizada utilizando o software Geogebra, escolhido por
sua acessibilidade por ser de codigo aberto e por estar amplamente disponivel nos
computadores com sistema Linux Educacional, utilizado nas escolas publicas do
Estado do Piaui, assim como em muitas outras regides do Brasil. Além disso, o
Geogebra também pode ser acessado gratuitamente por usudrios de outros sistemas
operacionais por meio do site oficial www.geogebra.org.

Além da versdo para computadores, o Geogebra também esta disponivel para
dispositivos méveis com sistemas Android, iOS e Windows Phone, o que amplia seu
acesso entre os alunos que utilizam smartphones ou tablets. Cabe ao professor orientar os
estudantes quanto a instalacdo de aplicativos voltados a construcdo de graficos de
fungdes. E importante, também, que o docente tenha dominio e familiaridade com o uso
do Geogebra. Outro recurso tecnoldgico essencial para a aplicacdo desta proposta
metodoldgica é o projetor multimidia.

Como parte da proposta metodoldgica apresentada neste trabalho, foi realizada a
construcdo de uma representacao grafica utilizando o software GeoGebra, com o
objetivo de ilustrar a definicdo de derivada por meio de recursos tecnologicos. Para
isso, desenvolveu-se uma animacao que evidencia a aplicabilidade da ferramenta
na criacao de representacdes dinamicas e interativas de conceitos matematicos. A
seguir, sdo apresentados os comandos utilizados nessa construcao, permitindo ao
leitor compreender 0 passo a passo e reproduzir a atividade de forma autbnoma.

17 Segmento A Segmento [x.,. D] Segmentoix.,, D]

18/Segmento A

N. |Nome icon...| Definicao | Comando
1/Ponto A A
°
2/Ponto B A
°
3/Ponto C A
o
4Funcdof, Polindmiol{A, B, C}] Polindmio[{A, B, C}]
5Func3o f f(x) = Se[-2 < x < 10, f,(x)] fix) = Se[-2 = x = 10, 1, (x)]
6/Ponto x_ (1, f(1)) (1,11
7 NlUmero a a=2
-
SP-:;mr:xx? (a. f(a)) (a f(a
9Retab / Reta xx, Retalx,, x,]
11Retac . Reta passando por x, e perpendicular a Perpendncular{xz. EixoX]
—7_| |EixoX
12 Retad . Reta passando por x, e perpendiculara  Perpendicularix,,, EixoX]
—1_| |EixoX
13/Reta e B Reta passando por X5 € perpendicularad Perpendicularix,, d]
/“”’
14 Ponto D X Ponto de intersecao de e, d Intersec3ole, d]
15Ponto x, X Ponto de interseco de c, EixoX Intersec3olc, EixoX]
16|Ponto f, X Ponto de intersec3o de EixoY, e Intersec3o[EixaY, ]

Segmento [D, x_] SegmentolD, x.]


http://www.geogebra.org/

19Pontox, X Ponto de intersecdo de d, EixoX Intersec¢dold, EixoX]
20 Segmento h / Segmento kz "ol Sngenmo[xLz, ;o]
21 Segmento i / Segmento [:3. x1] sggmonlo[xs, x1]
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