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RESUMO

Eixos de transmiss&o sédo elementos de maquinas que podem ser modelados como
vigas com variados didmetros ao longo de sua se¢do e devem ser dimensionados de
acordo com as restricdes de projeto. O proposto trabalho tem como objetivo aplicar
o método dos elementos finitos na elaboragdo de uma rotina de calculo programada
em plataforma Matlab para analise elastico linear de eixos de transmissao de
poténcia modelados como viga de Timoshenko, capaz de simular carregamento em
eixos modelados com vigas de secgé&o transversal continua como também para eixos
modelados com vigas escalonadas (uma caracteristica de eixos de transmisséao) e
fornecer valores de deflexdes e inclinagdes obtidas sob condigdes tipicas de
carregamento externo e reagdes de apoio. O modelo de viga de Timoshenko foi
escolhido para moldar o problema por ser mais vantajoso em certas aplicagdes, como
por exemplo em vigas semiespessas. A teoria mencionada considera a contribuicéo
do efeito de cisalhamento, ndo visto no modelo classico de Euler-Bernoulli. Para
validagcdo do programa, foram analisados casos tipicos de montagens de vigas e
comparados com a solucéo analitica. Para completar a validagao, foram analisados
eixos com caracteristicas escalonadas de uma caixa de redugéo de prototipo baja e
comparados com os obtidos pelo programa comercial Ansys Mechanial APDL. Por
fim, foram analisados os pontos de interesses para projeto dos mesmos eixos e
validados em relacdo aos valores de referéncia da literatura.

Palavras-Chave: Métodos numéricos; Programa Computacional; Teoria de Vigas;

Analise linear.



ABSTRACT

Transmission shafts are machine elements that can be modeled as beams with varying
diameters along their length and must be dimensioned according to design constraints.
The present work aims to apply the Finite Element Method to develop a calculation
routine programmed in the Matlab platform for linear elastic analysis of power
transmission shafts modeled as Timoshenko beams. The program is capable of
simulating loading on shafts modeled either with continuous cross-section beams or
with shafts modeled with stepped beams (a characteristic of transmission shafts) and
provides deflection and slope values under typical external loading conditions and
support reactions. The Timoshenko beam model was chosen because it offers
advantages in certain applications, such as semi-thick beams. This theory considers
the shear effect contribution, which is not seen in the classical Euler-Bernoulli model.
For program validation, typical beam assembly cases were analyzed and compared
with the analytical solution. Additionally, to complete the validation, shafts with stepped
characteristics from a Baja prototype reduction gearbox were analyzed and
benchmarked against results obtained using the commercial program Ansys
Mechanical APDL. Finally, design points of interest for these shafts were evaluated
and validated with reference values from the literature.

Keywords: Numerical methods; Computational Program; Beam theory; Linear

analysis.
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INTRODUGAO

De acordo com Budynas e Nisbett (2011), eixos de transmiss&o s&o elementos
maquina de secdo transversal circular, responsavel por transmitir torque e
movimento entre componentes de um sistema mecanico, tais como motores, polias,
engrenagens e seu dimensionamento passa por alguns aspectos de projeto como a

geometria, a concentragéo de tenséo, os critérios de fadiga e os critérios de rigidez.

Conforme Norton (2011), eixos de transmissdo podem ser modelados como
vigas e ter sua analise de flexdo e inclinagao realizadas por meio das teorias
conhecidas da literatura. Segundo o mesmo autor, € necessario considerar o critério
de rigidez (deflexdo linear e deflexdo angular) para definicdo ou limitacdo de
alinhamento do eixo com os componentes aplicados, como por exemplo

engrenagens e rolamentos.

Segundo Borges, Silva Junior, Santos e Lima (2024), a teoria de viga de Euler-
Bernoulli € mais facilmente aplicavel para analise elastico linear em vigas retas
prismaticas onde a deformacao por cisalhamento é desprezivel para vigas esbeltas,

considerando apenas os efeitos da flexdo devido a tensdo normal para deformacéo.

Segundo Torres (1999), a teoria de viga de Timoshenko difere da Teoria de
viga de Euler-Bernoulli por considerar a parcela primaria de deformagao devido a
tensdo de cisalhamento, admitindo-se que secdes planas e normais ao eixo
permanecem planas apés a flexdo, mas ndo necessariamente normais ao €ixo

deformado.

Budynas e Nisbett (2011), apontam a utilizacdo de métodos numeéricos e sua
aplicagdo em programas computacionais para analise de deflexdo em eixos por
tornar o processo célere e menos tedioso ao analisar multiplos pontos de interesse.
Nesse sentido, Souza (2019) indica o Método dos Elementos Finitos (MEF) como
possibilidade na aplicagdo numérica por ser vastamente utilizado em solugédo de
problemas estruturais. Segundo Rade (2011) dentre as principais vantagens do
MEF em relagédo a outros métodos numéricos tem-se que elementos de diferentes
formas e tamanhos podem ser associados para discretizar geometrias complexas;

a possibilidade de divisdo do meio continuo em regides para facilitar a modelagem
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de problemas envolvendo dominios ndo homogéneos; o método pode ser formulado

matricialmente, facilitando sua aplicagdo computacional.

Conforme explica Dias et al. (2010), o método dos elementos finitos (MEF)
consiste em um método numeérico no qual um problema genérico que envolve meios
continuos, através da analise de partes discretizadas, pode-se obter uma descrigao
matematica de seu comportamento. Cada elemento discretizado ou elemento finito

e suas leis matematicas contribuem para analise e solugdo do problema global.

Ao combinar a teoria de viga de Timoshenko com a versatilidade do MEF, é
possivel desenvolver solugdes para analise deflexdo de vigas. A mesma
versatilidade permite que condigdes geométricas como por exemplo o
escalonamento presente em eixos, sejam trabalhadas dentro de um ambiente

computacional.

Ao utilizar a teoria aplicada ao método numérico, 0 engenheiro consegue
desenvolver seu projeto com agilidade e confiabilidade, economizando tempo e
evitando erros de calculos. Com uma ferramenta computacional dedicada, o

projetista pode buscar otimizagdes de seu projeto.

Para tanto visa-se desenvolver uma rotina computacional em linguagem de
script que utilize o MEF e o modelo de viga de Timoshenko que seja capaz de
retornar o comportamento da linha elastica de eixos escalonados tradados como

vigas.

1.1 OBJETIVO GERAL

Formular uma rotina computacional para analise de deflexao de eixos de
transmissdao modelados como viga de Timoshenko com secbdes escalonadas ou
nao, aplicar e validar o modelo por meio de comparagao com analises realizadas no

software Ansys Mechanical APDL e solugbes analiticas.
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Objetivos especificos

Desenvolver uma rotina computacional em linguagem de script Matlab para
simulacdo e analise elastico linear de eixos modelados como viga de sec¢des
transversais constante e sec¢des escalonadas;

Desenvolver uma rotina computacional capaz de processar dados de entradas,
fornecendo informagdes tais como deslocamento e inclinagbes nodais e
apresentar em forma grafica para o usuario;

Analisar casos tipicos de configuracbes de eixos tratados como vigas e
comparar com solugdes obtidas pelos métodos analiticos;

Aplicar o programa desenvolvido em projeto real de eixos de uma caixa de
reducdo do protétipo estudantil baja e comparar com a solu¢gdo dada pelo
software comercial Ansys Mechanical APDL;

Avaliar o projeto real dos eixos estudados quanto suas restrigdes de projeto.
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2 REFERENCIAL TEORICO
2.1 EIXOS MODELADOS COMO VIGAS

De acordo com Norton (2011), eixos de transmissao sao elementos comuns
em mecanismos de quase toda maquina rotativa, com a funcédo de transmitir
movimento e torque de um ponto a outro. Logo, o projetista de maquinas se depara

com a tarefa de projeto de eixos, frequentemente.

Segundo Norton (2011), eixos podem ser montados sobre mancais em
configuragbes bi apoiadas ou em balango, dependendo da configuragdo da
maquina. Normalmente sofrem cargas de tor¢céo (devido ao torque transmitido) e
flexdo (devido as cargas transversais de elementos como engrenagens). Essas
cargas ocorrem de forma ciclica a cada volta do eixo, sendo que o projeto se volta
inicialmente para carga de fadiga. A Figura 1 ilustra a montagem de um eixo bi
apoiado com uma parte de seu corpo em balan¢o, acomodando outros elementos

descritos.

Figura 1 - Configuracdo de montagem de um eixo rotativo com multiplos elementos
acoplados.
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Fonte: Norton (2011).

No projeto mecanico, eixos rotacionais ou fixos devem ser modelados como
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vigas para analise de deflexao e inclinagao, sendo assim necessario conhecimentos
da geometria inicial. Por isso, Budynas e Nisbett, (2011) recorda que as dimensdes
dos pontos criticos definidas pelos critérios de fadiga e concentragcdo de tenséo

devem ser admitidas como dados iniciais na analise da deflexdo do eixo.

As deflexdes devem ser analisadas nos pontos de interesses e comparadas
com as deflexdes permissiveis dos componentes anexos ao eixo (Budynas, Nisbett,
2011). Tais medidas podem ser consultadas em catalogos de rolamentos e
engrenagens ou de acordo com restricoes de projeto. A Tabela 1 indica valores

tipicos para deflexdes e inclinagdes permissiveis para engrenagens.

Tabela 1 - Valores de referéncias para deflexdo de componentes anexos ao eixo.

Engrenagens retas Limites de deflexdes
P < 4 dentes/cm 0,25mm
5<P<8 0,125mm
9<P<20 0,075mm

Fonte: Adaptado Budynas e Nisbett (2011).

Segundo Mott (2018), a recomendagdo numérica para limites de deflexdo é
de 0,005 (0,127mm) e inclinagdo de 0,003° (0,00523rad) para engrenagens

industriais médias.

De acordo com SKF (2015) em catalogo, os limites tipicos de desalinhamento
angular para rolamentos de esferas se limitam aos valores apresentados na Tabela
2.

Tabela 2 - Valores de referéncia para inclinagbes de maximas permissiveis para
rolamentos de esferas.

Rolamentos de esferas Limites de inclinagoes
Dispostos em montagem do tipo “O” <2’ ou =0.0005817764 rad
Dispostos em montagem do tipo “X” <4’ ou £0.00116355 rad

Fonte: Adaptado SKF (2015).
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2.2 TEORIA DE VIGA DE EULER-BERNOULLI

Segundo Borges et al. (2024), a teoria de viga classica ou teoria de viga de
Euler-Bernoulli € o modelo de viga mais comum e utilizado. Conforme os autores, a
teoria parte da hipotese cinematica de uma linha normal a superficie neutra antes
da aplicagdo do carregamento transversal, permanecera reta e normal apos a

deformagéo desta, desconsiderando assim os efeitos cisalhantes sobre a viga.

A partir da hipotese, Soares (2023) considera inicialmente a Figura 2, que
representa uma barra engastada em uma extremidade e livre na outra, com seus
respectivos sistemas de referéncia positivos nas diregdes x, y e z. Os
deslocamentos nas dire¢cdes x e y, bem como a rotacédo em torno do eixo z, sao
representados por u, v € w, respectivamente. O material que compde a barra é

assumido como homogéneo, isotropico e com comportamento elastico linear.

Figura 2 -Viga engastada sob efeito de flexao

Fonte: Adaptado Soares (2023).

Com base na definicdo cinematica, determinam-se as componentes de

deslocamento, as quais sao descritas por meio do campo vetorial u(x).

dv
Ur = =Y (1)
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uy = v(x) 2)

u; =0 3)

Em que 6 = dv/dx é o angulo de rotacao transversal associado a flexao

Derivando a equacédo (2) em relagdo as componentes das deformacoes

lineares e angular, tem-se

d?v(x)
dv
€y ="V~ 0 (5)
_ dv N du —0 5

Considerando que a deformacéao especifica na direcao y é nula, uma vez que
o deslocamento v(x) permanece constante nessa diregdo, conclui-se que a
deformacgdo cisalhante y,, também € nula, visto que as segles transversais

permanecem planas e perpendiculares ao eixo longitudinal da viga.
A relagao entre tensdo e deformagéao é dada pela Lei de Hooke, logo:

oy =E.€, (7)

A partir das equacgdes (7) e (8), tem-se:

d*v
oy =-E_ 5y = (8)

O momento fletor resultante que atua na secao transversal é dado por

M, () = f Yo, (x)dA ©)
A

Em que A é a area da secéo transversal da viga.
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Substituindo a equacao (9) em (10), tem-se a equacéo diferencial da flexao:

d?v

M,(x) = _EWL y*dA (10)

Sabendo que momento de inércia € dado pela expressao

1 (x) = f y2dA (11)

Substituindo a equacgéo (12) em (11), tem-se a equacéo diferencial governante

da flexdo para viga:

d*v
Mz(x) = _Elzw
(12)
M,(x) d*v
TTEL,  dx?

Em que:

M, — Momento resultante das tensées normais

E - Mdodulo de elasticidade longitudinal do material

I, - Momento de inercia da area de segéao transversal.

Considera-se agora uma viga AB, simplesmente apoiada, submetida a uma
carga distribuida gq(x) por unidade de comprimento, conforme ilustrado na Figura 3.
As grandezas Q e M correspondem, respectivamente, a forga cortante e ao momento
fletor, adotados como positivos segundo as orientagdes indicadas na referida figura.
Para efeito de representacdo no elemento diferencial, serdo considerados Q + dQ

como a forga cortante e M + d como o momento fletor na secéo C'.



Figura 3 — Forgcas e momentos representados no diagrama de corpo livre do
elemento de viga em corte.

/W(x) CORTEC C'
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Fonte: Adaptado de Beer et. al., 2011.
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Dessa forma, ao aplicar as equacdes de equilibrio das forgas verticais e dos

momentos fletores ao elemento diferencial de comprimento dx, obtém-se as

seguintes expressoes:

M, dQ,

Combinando as equacdes (13) e (14), tem-se:

dm, d3v(x)
dx Oy =—EL dx3
d3v(x) Qy
“? T E, ()

Derivando-se a equagéo (15), tem-se:
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d*v _ q(x)

dx* ~  EI,

(15)

As equacdes (13), (15) e (16) sao as equagdes diferenciais que descrevem a
linha elastica da viga. As equagdes podem ser solucionadas por meio de integracdes

sucessivas, avaliando as condi¢cdes de contorno para cada caso analisado.

Ainda s&o validas as seguintes relagdes para as equacdes diferenciais

fundamentais de equilibrio da viga:

aM d%o
- — _p— 16
Q dx dx? (16)
do
M = E]l— 17)
dx

2.3 TEORIA DE VIGA DE TIMOSHENKO

De acordo com Timoshenko (1921), o modelo da teoria de viga de
Timoshenko considera os efeitos do esforgo cortante como uma rotacao adicional
da secgéo transversal da viga, assim levando em consideragéo a rotacéo da segéo

transversal e o deslocamento transversal como variaveis independente.

Martha e Burgos (2014) reiteram que na teoria de viga de Timoshenko a
rotacdo do eixo ndo esta associada somente a derivada do deslocamento da
transversal como na teoria de viga de Euler Bernoulli. Portanto a inclinagdo da viga
€ o resultado das contribuicdes das inclinagdes devido a flexao e ao cisalhamento,

conforme ilustra a Figura 4.
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Figura 4 - Inclinagao da viga devido a tensao de cisalhamento observada na teoria
de viga de Timoshenko.

ﬂ {rotacdo total da secao)

dx

(rotacao
por flexao)

(distorcao por
cisalhamento)

iy

Fonte: Marta e Burgos (2014).

Fleischfresser (2012) assume as seguintes hipoteses para formulagéo das

equacgdes do modelo de viga de Timoshenko:

1. O carregamento deve atuar sobre o plano xy de simetria da viga, de

maneira a permitir que seu eixo flexionado permanecga nesse plano.

2. As relagdes de deformagao-deslocamento sao lineares, sendo possivel

escrever as equagdes de equilibrio com base na geometria inicial.

3. As segbes planas e normais ao eixo da viga antes da flexao permanecem

planas, mas ndo necessariamente normais ao eixo apos a flexao.

4. As tensdes normais no eixo y sdo muito pequenas em relagdo a tensao

normal no eixo x, sendo ignoradas nas relagdes tensado-deformacgéo.
5. O material da viga € homogéneo, isotrépico e linearmente elastico.

Conforme Fleischfresser (2012) as componentes do deslocamento de um

ponto genérico de uma viga podem ser escritas respectivamente:

u, = —ysen(8) = —ytg(6) = —y6(x) (18)

uy =v(x) (19)
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u, =0 (20)

Onde v(x) € a componente do ponto genérico analisado pertencente ao eixo

da viga na direcéo y, e ¢(x) € a inclinagdo da segdo em relagdo ao eixo x.

A inclinagdo da viga ¢(x) = v'(x) resulta das contribuicbes da inclinagao

associada ao cisalhamento B (x) e inclinagdo associada a flexdo pura 6(x). Logo:

0= =00 +0() @)

Ainda segundo Fleischfresser (2012), as distorgGes y,, assim como a tenséo
de cisalhamento sao variaveis ao longo da secdo. Porém a fim de simplificar os
calculos de tensbes de cisalhamento, considera-se uma distribuicdo uniforme dessa
tensdo como fungdo apenas da coordenada x, utilizando para isso um fator de
corregcao k denominado coeficiente de cisalhamento para efeito de compensacgao da

variacao das referidas distor¢des e tensdes de cisalhamento.

Por tanto as tensdes se relacionam com as deformagdes pelas seguintes

expressoes:

deo
Ox = _Eya (22)

dv
Tyy = kc;(a - 0) (23)

Em que G é o moédulo de elasticidade transversal do material de viga.

Por meio da integracéo ao longo da area da segao transversal do elemento de
viga obtém-se as expressdes do momento fletor M do esforgo cortante Q resultantes
da distribuicdo das referidas tensdes e séo representadas pelas seguintes equagdes:

= —El— 24
M Eldx (24)

dv

0 = kGA (E - 9) (25)
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As equacgdes de equilibrio de forca e momento de uma viga submetida a uma

carga distribuida w(x) foram apresentadas pelas equacdes (15) e (17).

Substituindo as expressoes (25) e (26) para momento fletor e esforgo cortante

nas equacoes de equilibrio (15) e (17), tem-se:

voa (L0 _ 40 _ 26

o ax) "4 (26)

Eldze—kGA(dv 9) (27)
dx?2 dx

Derivando a equacao (28) em relagdo a x e substituindo em (27), obtém-se

uma expressao dependente de 6(x):

El-—=q (28)

A partir da equacgéo (28), pode-se escrever:

2

d26 dv
El— — kGAO + kGA— = 0 (29)
dx? dx

Como explica Fleischfresser (2012), as equacgdes (29) e (30) sdo as equagdes
diferenciais governantes do problema estatico para caso de aplicagdo de uma carga
uniformemente distribuida. Quando ha aplicagdo de uma carga pontual P aplicada a
uma distancia x’ da extremidade esquerda da viga, considera-se as equacgdes (17) e
(26).

O coeficiente de cisalhamento é objeto de estudo por diversos autores, como
aborda Faghidian (2017). O autor verifica que o coeficiente de cisalhamento se
correlaciona com o coeficiente de poison e das relagdes entre as dimensdes da

secao transversal.

Hutchinson apud Faghidian (2017) apresenta a seguinte expressao para o

coeficiente de cisalhamento em seg¢des circulares.
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6(1 + v)?

_ 30
€ 74+ 12v + 402 (30)

De acordo com Soriano e Lima (2003) nos casos em que as vigas (ou eixos
tratados como vigas) se caracterizam pela esbeltez (razdo comprimento pela altura
maior que 20), os resultados obtidos utilizando a teoria de viga Timishenko reincidem
sobre os resultados obtidos pela teoria de viga de Euler-Bernoulli, sendo possivel
desprezar a parcela de contribui¢ao da distorgao por cisalhamento. Os autores ainda
destacam que em vigas semiespessas (razdo comprimento pela altura menor que
20) observa-se divergéncia significativas nos resultados obtidos pelas duas teorias,
sendo a Teoria de viga de Timoshenko demonstra com maior precisdo o
comportamento da linha elastica de vigas curtas em que os efeitos do cisalhamento

nao podem ser despreszados.

2.4 METODO DE ELEMENTOS FINITOS

Azevedo (2003) explica que no ambito da engenharia de estruturas, o Método
dos Elementos Finitos (MEF) aplica-se na determinagdo do estado de tenséo e
deformacao de um solido sujeito a agdes externas. Segundo o mesmo autor, antes
do aparecimento do MEF, analises estruturais de meios continuos eram realizadas
por meio de resolucido direta de sistemas de equacdes de derivadas parciais,
levando em consideracao as condi¢des de fronteira, sendo comum recorrer a séries

de Fouirier.

De acordo com Vaz (2011), a formulacdo do MEF pode ser feita a partir do
principio da minima energia potencial total, do método dos residuos ponderados ou

principio dos deslocamentos virtuais.

Conforme Azevedo (2003), a formulagdo do MEF parte da existéncia de uma
integral sobre um dominio complexo que pode ser substituida por um somatério de

integrais estendidas a subdominios de geometrias simplificadas.

Essa abordagem pode ser expressa pela equagao (32) a seguir.
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fvde:; v (31)
Em que:
V= Z v, (32)

Portanto se possivel calcular todas as integrais estendidas a n subdominios
(elementos finitos) V;, consegue-se obter a integral sobre o dominio através do

somatorio correspondente ao segundo membro da equacgao (32).

2.5 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS APLICADO A TEORIA DE VIGA DE
TIMOSHENKO

O método de elementos finitos aplicado a teoria de viga de Timoshenko para
esse trabalho baseia-se no método dos deslocamentos. A viga ou o eixo é
discretizado em subestruturas de n nds, sendo considerados os deslocamentos

nesses nos por fungdes interpoladoras.

De acordo com Neves (2000), o modelo mais simples para formulacdo em
elementos finitos € aquele que considera interpolacbes lineares tanto para
deslocamento transversal dos nds, quanto para inclinagdes dos nds. No entanto, o
autor explica que esse modelo se mostra rigido para vigas pouco deformaveis ao

esforco cortante, acarretando o bloqueio ou travamento da solucéo.

Ainda segundo Neves (2000) as fungbes aproximadoras sdo escritas em
funcdo de parametros nodais dos elementos e devem representar grandezas
continuas. Logo, deve-se leva-la em consideracdo na escolha dos graus de
liberdade. O autor aponta como exemplo o diagrama do esforgco cortante que
apresenta descontinuidades ao sofrer cargas concentradas conforme Figura 5, logo

a distorcao nesse ponto também ira apresentar descontinuidades, sendo assim
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impossibilitada de ser utilizada como parametro nodal.

Figura 5 - Representacdo da descontinuidade na Inclinagdo da viga sob carga
concentrada.
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Fonte: Neves (2000).
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O autor também conclui que a inclinagéo total da seg¢do (soma da inclinagao
devido a flexdo com aquela devido ao esforgo cortante) ndo € continua. Portanto,

nao é adequada como parametro nodal.

Azevedo (2003) introduz o conceito do principio dos trabalhos virtuais ou
principio dos deslocamentos virtuais que estabelece que o trabalho realizado pelas
tensdes provocadas pelas cargas externas nos deslocamentos virtuais dos seus
pontos de aplicagédo é igual ao trabalho realizado pelas tensbes internas na

deformacgéo virtual do corpo.

Para implementacdo do MEF aplicado a teoria de viga de Timoshenko neste
trabalho, foi utilizada a abordagem apresentada em Neves (2000), baseada em
GERE & WEAVER (1987), considerando a deflexdo linear correspondente aos
esforcos de flexdo e cisalhamento e a inclinacdo devida apenas a flexao, por

apresentarem graus de liberdade continuos em todo intervalo.
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2.5.1 Deducgao da matriz de rigidez

Existem diferencas entre as convengdes adotadas nas equacdes classicas da
resisténcia dos materiais e as conveng¢des usuais para formulagdo do problema
através do método de elementos finitos. Para isso, deve-se entender as convengoes

para esfor¢co e deslocamentos que facilitem a aplicagdo computacional.

Conforme o critério de continuidade mencionado anteriormente, foram

adotados os seguintes parametros nodais para o modelo:
v; e v, deflexdes lineares devidas ao momento fletor e esforgo cortante;
0, e 0, inclinagdes devidas apenas ao momento fletor.

Serao utilizadas as convengbes usuais do método de elementos finitos por
questdes de simplicidade da formulagao, sendo realizado o ajuste dos sinais ao final

da formulagao.

Para as equacgdes da Resisténcia dos Materiais, tem-se os seguintes padroes

de sinais descritos na Figura 6.

Figura 6 - Padrdes classicos adotados de sentido do deslocamento do elemento de
viga.
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Fonte: Adaptado Neves (2000).
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Para a formulagdo em MEF, tem-se os seguintes padrées de sinais descritos

na Figura 7.

Figura 7 - Padrdes adotados para sentido de deslocamento do elemento de viga

para aplicagdo do MEF.
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Fonte: Adaptado Neves (2000).

A partir da Figura 7, tem-se:

dv, dve dv,

27t _ —_¢< 33
dx dx + dx (33)

vy =vpt+ v, >
Em que:
v, = deslocamento transversal total
vy = deslocamento transversal devido ao momento fletor

v, = deslocamento transversal devido ao esforgo cortante

Logo:



B=¢+y
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(34)

Tomando o elemento infinitesimal, na auséncia de momentos distribuidos,

temos as relagdes ja mencionadas nas equacgdes (17) e (18) do tdpico 3.2, escrevem-

se ainda as seguintes relagdes de equilibrio:

_ gl d?e
Q= dx?
M= k1%

B dx

A partir de agora, sera adotada a convengado de sinais do Método de

Elementos Finitos, fazendo-se a compatibilizacdo mais adiante. A troca sera feita na

imposig¢ao das condi¢des de contorno do elemento.

Na formulagcdo de elementos finitos, admite-se que nao haja cargas

distribuidas ao longo do comprimento do elemento, assumindo-se um vetor de cargas

nodais equivalentes. Logo, escreve-se:

dq
dx

Substituindo-se (26) em (38), tem-se:

4 1A (dv 9) 02 (dv 9) 0
- _ = - —|— — =
dx dx

Substituindo (26), (36) e (37) em (11), tem-se:
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d de dv d?¢ dv

Bl BT S O o) = kg -~ 39
dx( Eldx> kGA(dx 9) 0 - EI = +kGA<dx 9) (39)

Escolhe-se uma funcao de interpolacédo para as inclinagdes para se ter sua

terceira derivada nula, dada por:

w = A+ Bx + Cx? (40)

Da equacéo (35), sabe-se que:

Substituindo (41) e (42) em (40), tem-se:

d2
El%(A + Bx + Cx?) + kGA(y) =0 —

(42)
EIQ2A) + kGA() = 0 — y = — 22E]
V=0 Y= " %Ga
Substituindo (43) e (41) em (42), tem-se:
dv 2CEI
= 2 _ 22 43
Ix A+ Bx+ Cx A (43)
Integrando a equacéo (44), tem-se:
=D+ A +EZ+C 28 44
ve Xt 3 kGA” (44)

Assumindo-se a constante g:
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6E1

= 45
9= kearz (49)
Escreve-se a equacgao (47) a seguir:
Bx? C
v=D+Ax+T+§(x3—gL2x) (46)

A equacdes (41) e (47) sao polinbmios aproximadores dos deslocamentos que
devem ser escritos em fungao dos parametros nodais. Aplicando-se as condigdes de

contorno, observando-se as convengdes entre teoria e MEF, tem-se:
Emx=0;v=—v,.
Emx =0;6 =—6,.
Emx=L,v=—-v,.
Emx=1L;0 =-6,.

Em forma matricial, tem-se:

00 1 0 b
10 0 0 ;‘ 5
L* L x |2 =|_*
L — —@1-g) 1|7|c|T | (47)
2 3 D —0,
1 L 12 0

Solucionando o sistema matricial, tem-se:
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A 2 (-L6,—2L6,+LO,9 —LO;g + 3v, —3v;)
Bl_| I? (1+29) (48)
o 3 (LO, + LO; — 2v, + 21,)
D E (1+29)
A derivada da inclinagado em relagao a x, devido a flexao, é dada por:
0’ =B+ 2Cx (49)
Substituindo os valores obtidos em (49) na equacéo (50), tem-se:
o = 2 (L6, —2L6,+LOB,g—LO,g + 3v, — 3171)]
R (1+29) 50
42 3 (L6, + LB —2v, + 2171)] (50)
T 1+ 29)

A distorcao é obtida substituindo-se os valores de (49) em (43):

3 (LB, + LB, —2v, +2v;)] glL3
—

=|= X
V=E (1+29) 3

(51)
g

“Ixaiin” [L(6, + LOy + 2(vy — vy)]

14
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A energia de deformacéo a partir das contribuicbes das parcelas devido a

flexdo e ao cisalhamento é dada por:

El L kGA L
U= —x_[ (9’)2dx+—><f (y)%dx (52)
2 Jo 2 0

Substituindo-se (51) e (562) em (53), tem-se:
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U_EI fL[ 2(—L92—2L91+L929—L61g+3v2—3v1)]
2 ), L 12 (1+29)

3 (LB, + L, — 2v, + 214)
o l—2 53
* +x[ I3 (1+29) ] (53)
2
EI| %13 (LB, + LO, — 2V, + 2v;) L?
+3_f _( 2 1 1) V1) Xg_ dx
gl?|J, [LL3 (1+29) 13

Resolvendo a equacgao (54), chega-se a expressao da energia de deformacao,

dada por:

U=L(2L292 + 12029 + 210,60, — 2gL?6,0, — 6Lv,0, + 6Lv,0

+ 126029 + 212607 — 6Lv,0, + 6Lv,0, — 12v,v, + 6V + 6v2)

Derivando-se a equagéao (55) em relagdo aos parametros nodais, segundo o

principio da minima energia potencial total, tem-se:

U _ Sl + 16, — 20, +16,) 55
dv,  (L+2g)2 AT e Tin (55)

du 2EI
= (_3171 - 2L91 - Hng + 37]2 - LBZ + Bng) (56)

do,  (1+29)L3

auv 6E1

To; = W zgE G0t L2+ 16) )
2
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du 2E1

d_92 = W (3171 + L91 — 91Lg — 3172 + 2L92 + GZLg) (58)

Rearranjando-se as equacgdes (56), (57), (58) e (59) em sistema matricial, tal

qual [K,.] x {u.} = {f.}, tem-se:

r 12 6 12 6
L—3 Z T Iz
6 2 6 2 v, v,
2 A B LSt I (Y B 2 5
1+2g| 12 6 12 6 N2 | = v, (59)
A SR 6. Lm,
6 2 6 2
z 49 Tz Ut

Em que:
K, — Matriz de rigidez do elemento finito;
u, — Vetor deslocamento nodais do elemento finito;

f, — Vetor carregamento externo nodal

2.5.2 Deducao do Vetor Cargas Nodais

A deducéao do vetor que representa o carregamento no elemento € a mesma
utilizada por Campos (2015). O autor considera que os esforcos externos
concentrados e distribuidos devem ser calculados de forma a resultar em esforgos
nodais equivalentes, isto é, a parcela da carga distribuida deve ser representada por
uma carga correspondente aplicadas nos ndés de cada elemento finito conforme

ilustrado na Figura 8 a seguir.
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Figura 8 - Transformacgao do carregamento distribuido em carregamento pontual
aplica nos nés.

q,
™ 0. F, F.
Lf<= "y
L Yy v v ) ’. 1;\ I;E

Fonte: Campos (2015).

Considera-se que o carregamento distribuido assume apenas comportamento

linear, conforme equacéao (61).

q(x)=ax+b (60)

Em que q(x) é a equacdo que representa carregamento, sendo a e b

constantes.

Assume-se as seguintes condigdes nos nos:

x=0->q=q
x=L-q=4q;
Portanto:
(92— 1
a=( - ) (61)
b=q, (62)

Substituindo-se as equagdes (62) e (63) em (61), tem-se:
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a@ = (B x+q, (63)

Para obter as parcelas de forcas nodais equivalentes € necessario
desenvolver a integral da fungdo do carregamento distribuido pela funcdo dos
respectivos deslocamentos virtuais. Sendo a notacao A(x)* utilizada para denotar os

deslocamentos virtuais.

qu(x)A(x)*dx (64)
0
Em que:
Ay = (1- %) AL+ (%) A (65)
Portanto:
[ aneoyax = (50, - ga2) b1 + (g - 502) (66)

Chega-se ao vetor carga nodais equivalentes do elemento dado pela equagéao
(68) a seguir.

Wt~

L L L
{qe} = {CI1§ - QZE fhg —qz27 } (67)
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2.6 PROGRAMAS MATLAB E ANSYS MECHANICAL APDL

De acordo com Becker et al. (2020) o MATLAB (do inglés Matrix Laboratory)
€ um software de computacdo numeérica com foco em operagcdes matematicas sobre
matrizes. Sua linguagem de script de alto nivel permite resolugdo de problemas
analoga a realizagao de operagdes matematicas, e tem como principais fungdes:
construcdo de graficos, manipulagdo de matrizes, opera¢gdes com variaveis

simbdlicas.

Conforme Ansys (2022), Ansys Mechanical APDL é um programa para analise
multi-fisica por meio de método elementos finitos. O programa utiliza a linguagem de
script Ansys Parametric Design Language para parametrizar e executar comandos,
permitindo alto nivel de customizacao pelo usuario tais como definicdo geometrias,
condicbes de contorno, propriedades dos materiais e apresentagbes graficas. O
programa comercial e sua linguagem de script foram escolhido pela versatilidade,
confiabilidade e solidez como ferramenta de analise de elementos finitos e apresentar

uma versao gratuita para estudantes.
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3 METODOLOGIA

O presente trabalho foi elaborado uma rotina computacional para calculo da
linha elastica de eixos tratados como vigas aplicando os conceitos desenvolvidos na
fundamentacéo tedrica. No topico 3.1 sao apresentados os aspectos computacionais
da rotina em Matlab para processamento dos estudos de casos. No tépico 3.2 sao
apresentados os estudos de casos de eixos tratados como vigas, 0os quais se tem a
equacao da linha elastica determinada pela integracdo das equagdes desenvolvidas
no tépico 2.2 3 2.3 e aplicagao das condi¢cdes de contorno para cada caso. No topico
3.3 é apresentado o estudo de caso dos eixos dimensionados para caixa de reducao
do prototipo baja desenvolvido pela equipe IFPI Baja. Nesta secdo, seréo
apresentadas as dimensdes dos eixos, condigbes de carregamento e vinculos,
conforme declarado em projeto. As rotinas em MatLab foram aplicadas para cada
estudo de caso e comparadas com a solugao analitica para os casos conhecidos de
equacéo da linha elastica, bem como para os casos dos eixos escalonados que foram

comparadas com a solugédo dada pelo software comercial Ansys Mecanical APDL.

3.1 ASPECTOS DA ROTINA COMPUTACIONAL

A rotina computacional escrita em script MatlLab denominada
Programa_Principal (APENDICE A) obedece as fases de pré-processamento,
processamento e pds-processamento. Cada fase possui suas sub-rotinas, como

descritos a seguir.

3.1.1 Pré-processamento

Na fase de pré-processamento sao listados os dados de entrada, que sdo

divididos em trés:
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a) Geometria e propriedades mecanicas, em que:
N = numero de secoes.
Ls = comprimento de cada segao, representado pelo vetor de tamanho N.
Diam = didametro de cada sec¢ao, representado pelo vetor de tamanho N.
E = mddulo de elasticidade do material.
V = coeficiente de poison.
N = numero de elementos da malha.

b) Vinculacdo, em que:

cc = vetor de tamanho 2(N+1), no qual valor 0 significa grau de liberdade

livre e 1 significa grau de liberdade com restricéo.
c) Carregamentos, em que:

tipo = vetor de tamanho N que indica qual tipo de carregamento para cada

segao.
g1 = vetor de tamanho N que indica a magnitude do carregamento.

dist = vetor de tamanho N que indica a distancia de aplicagéo da forga em

relagdo a cada secao.

3.1.2 Processamento

Na fase de processamento sdo realizados os calculos basicos para
composicdo da matriz de rigidez do elemento através da fungédo criada
assembly_matrix, bem como a atribuigcdo das condi¢des de contorno (carregamento
e deslocamentos pré-escritos) através da fung¢ao vinculos. Em seguida, se da o
processo de montagem da matriz global de elementos segundo as caracteristicas
de contorno do problema. Tendo a matriz de rigidez K, a matriz de esforgos internos
F, € possivel obter a matriz de deslocamento nodais U que € a incognita do sistema.
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ug =[u; 61  uy, 0, |

Por fim, nessa etapa € realizado o processo de resolugdo do sistema de
equagdes matriciais por meio da equacéao (69), gerando o vetor de deslocamentos

linear e angular do modelo.

[Kq] % [ug] = [f4] (68)
Em que:
K, — Matriz de rigidez global;
uy — Vetor deslocamento global;

fq — Vetor carregamento externo global

3.1.3 Pés-processamento

Na etapa de pds-processamento, sdo efetuadas as manipulagbes algébricas
para obtenc&o e visualizagao dos valores numeéricos dos deslocamentos e rotagdes
através da funcgao trat_dados. Aqui sdo gerados os graficos e tabelas para uma

analise cobmoda do usuario.

A Figura 9 ilustra o fluxograma de representacdo esquematica do programa

com as fases descritas anteriormente.



Figura 9 - Esquema de execugao do programa desenvolvido.

INICIACAO

DECLARACAO DE
VARIAVEIS

DADOS
DE
ENTRADA

PROCESSAMENTO|
| DE DADOS
v
CRIACAO DA MATRIZ

CONDICOES DE
CONTORNO

DE RIGIDEZ

ELEMENTO

‘ MONTAGEM DA
MATRIZ GLOBAL
RESOLUCAO SISTEMA
DE EQUACOES

hd

DESLOCAMENTO
NODAIS

SAIDA DE DADOS PARA
USUARIO

|

FIM

CARREGAMENTO E
REACOES NODAIS

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.2 ESTUDO DE CASOS DE EIXOS COM SOLUGAO ANALITICA CONHECIDA

46

Os exemplos processados consistem inicialmente nas configuragdes de eixo

de secao transversal circular ao longo do eixo e material homogéneo, assim com

rigidez a flexdo El/ constante. Assume-se também regime linear e pequenos

deslocamentos. A Figura 10 ilustra os exemplos descritos respectivamente.
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Figura 10 - Representacado esquematica das configuragdes de vinculagdes e
carregamentos para os casos estudados.

w w
A4 A 4 \ 4 A 4 Y \ 4 A 4 v A4 A 4 Y A 4 \ 4 Y A 4 Y v
Caso 1 Caso 2
w w

LlsgrrLr

AN A

Caso 3 Caso 4

Fonte: Préprio autor.

Em que o caso 1 representa eixo bi apoiado com carregamento distribuido
aplicado ao longo de seu comprimento; o0 caso 2 representa eixo engastado em um
extremo e livre no outro, com carregamento distribuido ao longo de seu comprimento;
0 caso 3 representa eixo bi apoiado com carregamento pontual aplicado no centro da
viga; o caso 4 representa Eixo engastado em um extremo e livre no outro, com

carregamento pontual aplicado na extremidade livre.

As linhas elasticas sao obtidas a partir da integragdo das equacgdes para vigas
demonstradas nos tépicos 2.2 e 2.3 e aplicagdo das condicbes de contorno para
obtencao das constantes de integracao. Para cada caso foram aplicadas as condi¢des
de contorno especificas de cada configuragcado informada na Figura 10 e suas

descricdes.
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3.2.1 Eixo bi apoiado com carregamento distribuido aplicado ao longo de seu

comprimento

Conforme desenvolvido no tépico 2.2, chegou-se a equacgao diferencial para

viga de Euler-Bernoulli. Portanto, integrando sucessivamente essa equacao, tem-se:

d*v  (wx+¢)
dx3  EI

d’v 1 [(wx?
W=E —+cix+cy

2

dv 1 (wx3 ¢y x?

2 EI\g +sz+c3>

6+2

Assim, chega-se a equacao da linha elastica (70) com as constantes a serem

determinadas pelas condi¢cbes de contorno.

1 (wx? N cx3 N cyx? et 69
v(x) = ITAEY 6 > C3X T (g (69)

As condigdes de contorno aplicadas nos pontos de apoio sdo apresentadas na
Tabela 3.

Tabela 3 - Condigcbes de contorno para eixo bi-apoiado com carregamento
distribuido ao longo de seu comprimento.

Ponto do eixo Condicgao de contornos

Momento igual a zero:
d?v

Para x=0 —
dx?

0

Deslocamento igual a zero:
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v=20
Momento igual a zero:
d*v
Para x=L dx?

Deslocamento igual a zero:
v=20

Fonte: Elaborado pelo autor.

Portanto, aplicando as condi¢des de contorno, obtém-se os valores das

constantes.
Logo:
wlL
a="7
Cz = 0
wl3
=
C4_ = 0

A equacao da linha elastica ao longo da viga bi apoiada com carregamento

distribuido é:

w(x* = 2Lx3 + L3x)

70
24E1 (70)

v(x) =

Fleischfresser (2012) desenvolve a equacgao da linha elastica a partir da teoria
de viga de Timoshenko para o caso estudado. A expresséo obtida é apresentada pela

equacao (72) a seguir.

w(x* — 2Lx3 + L3x) LW
24E1 2kGA

v(x) = (—x% + Lx) (71)
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Sendo a primeira parcela do segundo membro desta equagao correspondente
a contribuicdo da deformagdo devido ao momento fletor e a segunda parcela

correspondente a efeito da forga cortante sobre o deslocamento do eixo da viga.

A equagao que define a inclinagao 6 que foi utilizada nas analises é dada pela
derivada da equacgao da linha elastica da viga definida a partir da teoria de viga de

Bernoulli. Ou seja:

dv _ w(4x® — 6Lx* + L?)

00) =% = 24E] (72)

3.2.2 Eixo engastado em um extremo e livre no outro com carregamento

distribuido ao longo de seu comprimento

O desenvolvimento da equacao da linha elastica para uma viga engastada em
um extremo e livre no outro com carregamento distribuido ao longo de seu
comprimento segue 0os mesmos passos do caso anterior, restando aplicar as

condicdes de contorno da estrutura.

Assim:

4 3 2
1 (wx C1x°  Cx

24+ G + > +63x+c4> (73)



Tabela 4.
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As condigdes de contorno aplicadas nos pontos de apoio sdo apresentadas na

Tabela 4 - Condigbes de contorno para eixo engastado em um extremo e livre no
outro com carregamento distribuido ao longo de seu comprimento.

Ponto do eixo

Condigao de contornos

Para x=0

Para x=L

Fonte: Préprio autor

Momento igual a zero:
d’v 0
dx?

Deslocamento igual a zero:

v=_0
Momento igual a zero:
d’v 0
dx?
Deslocamento igual a zero:
d’v 0
dx3

Logo:

¢4 = —wlL
_WL2
2
c3=0
C4=0

A equacao da linha elastica ao longo da viga engastada em uma extremidade

e livre na outra com carregamento uniformemente distribuido ao longo de seu

comprimento é:
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w(x* —4Lx3 + 612x?)
24E1

v(x) =

Fleischfresser (2012) desenvolve a equacgao da linha elastica a partir da teoria
de viga de Timoshenko para o caso estudado. A expresséo obtida é apresentada pela

equacao (76) a seguir.

i (x* — 4Lx3 + 612x?) + L(—xz + 2Lx) (75)

v() =505 2kGA

Sendo a primeira parcela do segundo membro desta equagao correspondente
a contribuicdo da deformagdo devido ao momento fletor e a segunda parcela

correspondente a efeito da forga cortante sobre o deslocamento do eixo da viga.

A equacéo que define a inclinagédo 6 deste caso que sera utilizada nas analises

€ dada pela expresséo a seguir.

dv  w(4x3 —12Lx?* + 12L%x)
0(x) =—=
dx 24E1

3.2.3 Eixo bi apoiado com carregamento pontual aplicado no centro da viga

Para a condic&o proposta, sabe-se que a carga esta no centro. Logo as reagdes

de apoio sdo simétricas e valem a seguinte relagao:

(77)
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A relacédo da equacao (78) pode ser utilizada para determinar a equacgao do

momento fletor, dividindo-se a viga em partes.

Para0<x <L/2

M(x) = Ryx = %x (78)

Relacionando (79) com a equagao diferencial do momento estabelecido em

(18), tem-se:

2

dv w
= E[— = — 79
M(x) = EI 3= (79)

Integrando sucessivamente, tem-se:

dv; 1 wx2+
dx EI\ 2 &

N LS 80
vl_EI 12 X T C (80)

ParaL/2<x <L

L w wl
= - —= === — 81
M(x) = Ryx w(x 2) > X + > (81)

Portanto:

d?v, 1( w +WL)
dx? EI 2 2
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Integrando sucessivamente, tem-se:

dv, 1 [ wx? +WL N
dx EI\ 4 "2 *Te
1 wx3  wLx?
U2=E —E+T+C3X+C4 (83)

As condigdes de contorno aplicadas sao apresentadas na Tabela 5.

Tabela 5 - Condigbes de contorno para eixo bi apoiado com carregamento pontual
aplicado no centro da viga.

Ponto do eixo Condigao de contornos

Deslocamento igual a zero:
Para x=0

v(0)=0
_ Deslocamento igual a zero:
Para x=L (L) = 0
Continuidade em x=L/2
Para x=L/2

n(G)=7()evi(p)=v2()

Fonte: Préprio autor

Logo:
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Ap0os aplicar as condi¢gbdes de contorno, as equacdes da linha elastica para o

caso estudado sao:

Para0 <x <L/2

wXx
v(x) = 1851 (3L% — 4x?) (84)
ParaL/2 <x <L
p(x) = % (312 — 4(L — x)?) (85)

A solucao apresentada por Fleischfresser (2012) a partir da teoria de viga de

Timoshenko para o caso estudado é apresentada a seguir.

Para0<x <L/2

_owx 2 42 wL 86
v = o (312 —4x?) + ———x (86)
ParaL/2<x <L
w(l—-x) oy w(lPx — Lx?) 3
- =/ — - _—~ - =7 7
v(x) 1851 (BL2 —4(L —x)?) + KA (87)

Sendo a primeira parcela do segundo membro destas equacdes
correspondentes a contribuicdo da deformacao devido ao momento fletor e a segunda

parcela correspondente ao efeito da forga cortante sobre o deslocamento do eixo da

viga.

A equacéo que define a inclinagéo 0 deste caso que sera utilizada nas analises

€ dada pelas expressdes a seguir.

Para0<x <L/2
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dv w
W W 312 1942 88
0(x) 7 = 18] (3L% — 12x%) (88)
ParaL/2 <x <L
00 =& = [=312 + 12(L — x)?] (89)
X = dx T 48El x

3.2.4 Viga engastada em um extremo e livre no outro, com carregamento

pontual na extremidade livre

Sabendo que o carregamento € nulo ao longo do comprimento, exceto na
extremidade onde se encontra o carregamento concentrado, o esfor¢o cortante sera

constante ao longo da viga e se relaciona com a equagao

d3v
Elﬁ = V(X) =C(q-

Integrando sucessivamente, tem-se:

d*v 1
W=E(C1x+cz)
dv 1 ¢, ,
&—E(?x +sz+c3)
1 5 ¢,
v(x)zﬁ(gx +ox +63X+C4) (90)

As condigdes de contorno aplicadas sao apresentadas na Tabela 6.
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Tabela 6 - Condigbes de contorno para eixo engastado em um extremo e livre na
outra, com carregamento pontual na extremidade livre.

Ponto do eixo Condigao de contornos

Deslocamento no engaste:

v(0)=0
Para x=0
Inclinagdo no engaste:
v'(0)=0
Esforgo cortante é constante
d3v
E1F=V(X)=—W=C1
Para x=L
Momento fletor na extremidade
d?v
EIW=O= —C1 X+ ¢,
Fonte: Préprio autor
Logo:
L =—w
c, = wl
C3 = 0
C4_ == 0

ApOs aplicar as condi¢gdes de contorno, as equacgdes da linha elastica para o

caso estudado sio:

v(x) = %(—aﬁ +3Lx?) ©1)
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Fleischfresser (2012) desenvolve a equacgao da linha elastica a partir da teoria
de viga de Timoshenko para o caso estudado. A expressao obtida é apresentada pela

equacao (93) a seguir.

v(x) = L(—x3 + 3Lx?%) + Y (92)
6EI kGA

Sendo a primeira parcela do segundo membro desta equagao correspondente
a contribuigdo da deformacdo devido ao momento fletor e a segunda parcela

correspondente a efeito da for¢a cortante sobre o deslocamento do eixo da viga.

A equacao que define a inclinacio 6 deste caso que sera utilizada nas analises

€ dada pela expresséo a seguir.

dv w
=— =—(—x2 93
0(x) Ix 2EI( x%+ 2Lx) (93)

3.3 FORMULAGAO DOS DADOS DE ENTRADA DOS CASOS ESTUDADOS

A inclusdo das informagdes de geometria e propriedades mecanicas dos casos
estudados no programa estao apresentados na Tabela 7. Os valores valem para os

quatros casos estudados.

Tabela 7 - Dados de geometria e propriedades mecanicas dos casos estudados.

Geometria/Propriedade Valor de inclusao no programa
Numero de sec¢des 1
Vetor comprimento 150
Vetor diametro 30

Modulo de elasticidade 205x10°
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Coeficiente de poison 0,3

Numero de elementos 20

Fonte: Elaborado pelo autor

Em seguida a Tabela 8 indica a inclusao das informagdes de vinculagéo da viga
para cada caso no programa desenvolvido.

Tabela 8 - Dados de vinculagdes dos eixos para os casos de estudos.

Caso Apoios Valor incluso no programa
Caso 1 1° genero / 2° género [1010]
Caso 2 3° género / livre [1100]
Caso 3 1° genero / 2° género [1010]
Caso 4 3° género / livre [1100]

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por fim, a Tabela 9 indica a inclusdo das informagdes dos carregamentos dos
eixos para cada caso no programa desenvolvido.

Tabela 9 - Dados de carregamento dos eixos para cada caso de estudo.

Caso Casol Caso2 Caso3 Caso4
Tipo de carregamento (2] [2] (1] [1]

Carga [10000] [10000] [10000] [10000]
Distancia de aplicagao [0] [0] [75] [150]

Fonte: Elaborado pelo autor.

A partir da digitacdo desses atributos, o programa processa e reproduz

graficamente e numericamente as linhas elasticas obtidas através da rotina
computacional.
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3.4 ESTUDO DE CASO DE EIXOS ESCALONADOS

Para realizar a aplicagdo do programa na obtencéo da linha elastica de eixos
escalonados foi utilizado estudo de caso de eixos de caixa de redugéo de projeto real.
A principal diferenga da analise esta na consideragédo do escalonamento do eixo, ou
seja, eixo possui multiplas se¢des transversais com diametro diferentes, dificultando
ou mesmo impossibilitando a obtencao da linha elastica por meio analitico. Para efeito
de validagao, realizou-se a simulagéo através do programa Ansys Mechanical APDL
2024. Os resultados obtidos foram comentados e avaliados quanto as deflexdes

permissiveis do projeto e comparagao de resultados com software comercial.

3.4.1 Eixos da caixa de reducgao do protétipo veicular baja

Para analise do caso foi considerado o relatério de projeto fornecido pela
equipe IFPI Baja e pelo trabalho de Rodrigues (2020) que desenvolveu uma rotina de
calculos para andlise dos carregamentos e esforgos presentes numa caixa de
transmissao por engrenagens utilizada no projeto de um veiculo monoposto off road
projetado e construido por estudantes do projeto de extensdo IFPI Baja Instituto
Federal do Piaui (IFPI).

Rodrigues (2020) demonstra como se da a decomposicao dos carregamentos
atuantes na polia e engrenagens para verificar os esforgos atuantes nos eixos da caixa
de reducgdo. Para o presente estudo de caso, foram utilizados os carregamentos

levantados pelo autor, bem como o esquema de aplicagao de forca nos eixos.

A caixa de reducédo do protétipo IFPI Baja € composta por um trem de
engrenagens composto de 4 engrenagens de dentes retos dispostas em 3 eixos. Eixo
de entrada possui uma polia a qual recebe torque transmitido do motor e multiplica

através da relacao de transmissao entre as engrenagens até o eixo de saida.
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A Figura 11 ilustra uma representacéo esquematica dos trés eixos (entrada,
intermediario e saida) dispostos na caixa de reducdo com demais elementos, polia

(P), engrenagens (1, 2, 3 e 4) e rolamentos (R,, Ry, R¢, Rq, R, € Ry).

Figura 11 - Representacao esquematica dos elementos da caixa de redugao do
protétipo IFPI Baja

P
R, Ry,
" 1]
Entrada ”
2 pr————y
. 3
Intermediario ------ R, Ry
R, =% R
S8lda =-=remme—s

Fonte: Adaptado Rodrigues (2020).

A imagem da figura 12 demonstra a caixa de reducdo aberta do sistema de
transmissao do prototipo baja com seus componentes montados. Na imagem é
possivel observar a montagem das engrenagens e rolamentos nos eixos, elucidando

a representacao esquematica da Figura 11.
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Figura 12 - Caixa de redugao do sistema de transmissao do potétipo Baja.
-

R

e
:
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Fonte: Préprio Autor.

A Figura 13 representa a configuragéo de for¢a aplicada e reagao de apoio do
eixo de entrada, bem como a representacdo dos escalonamentos em cada se¢ao ao

longo do eixo.
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Figura 13 - Representacdo esquematica dos carregamentos e restricbes ao eixo de
entrada tratado como viga e sua representacdo 2D do escalonamento do eixo.

F

o Fy

D, D, Dy D, Dy D, D,

Fonte: Préprio autor.

Da mesma forma, a Figura 14 representa a configuragdo de forga aplicada e

reacao de apoio do eixo intermediario, e sua representacao do escalonamento.

Figura 14 - Representacédo esquematica dos carregamentos e restricbes ao eixo
intermediario tratado como viga e sua representacédo 2D do escalonamento do eixo.

Fa
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Fonte: Préprio autor.

Em seguida, a Figura 15 representa a configuracdo de forga aplicada e reagao
de apoio do eixo de saida da caixa de reducdo, e sua representacdao do

escalonamento.

Figura 15 - Representagdo esquematica dos carregamentos e restricdes ao eixo de
saida tratado como viga e sua representagao 2D do escalonamento do eixo.

K

Fonte: Préprio autor.

Os valores dos comprimentos das secbes de cada eixo com medidas
convenientes para inclusdo nos dados do programa, assim como o didametro de cada

secOes estdo nas Tabelas do Apéndice B.

Os valores dos carregamentos nos eixos informados por Rodrigues (2020)

estdo na Tabela 10 a seguir.

Tabela 10 - Carregamentos sobre eixos da caixa de reducao do protétipo IFPI Baja.

Carregamento pontual Valor [N]
E, 1070,95
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F, 1242,5
F, 12425
F, 3288,9
F, -3288,9

Fonte: Adaptado Rodrigues (2020).

O maddulo de elasticidade E e coeficiente de Poisson v utilizados considerados
para a simulacdo séo os valores de referéncia para ago SAE1045 utilizado no projeto.

Portanto E é igual a 190 Gpa e v igual 0.3.

3.4.2 Formulagao dos dados de entrada para analise dos eixos da caixa de

reducgao do protétipo baja

A inclusdo de dados de geometria, propriedades mecanicas dos eixos de
entrada, intermediario e saida sao apresentados nas Tabelas 11, 12 e 13

respectivamente.

Tabela 11 - Dados de entrada no programa para geometria e propriedades
mecanicas do eixo de entrada.

Geometria/Propriedade Valor de inclusdo no programa
Numero de secdes 5
Vetor comprimento [D1 D, D3 D4 Ds]
Vetor diametro [did; dy dsdy)
Médulo de elasticidade 205x10°
Coeficiente de Poisson 0,3
Numero de elementos 20

Fonte: Elaborado pelo autor



Tabela 12 - Dados de entrada no programa para geometria e propriedades
mecanicas do eixo intermediario.

Geometria/Propriedade

Valor de inclusdo no programa

Numero de sec¢des
Vetor comprimento
Vetor didametro
Mddulo de elasticidade
Coeficiente de Poisson

Numero de elementos

4
[Ds D7 Dg Ds]
[ds de d7 dg ]
205x10°
0,3
20

Fonte: Elaborado pelo autor

Tabela 13 - Dados de entrada no programa para geometria e propriedades
mecanicas do eixo de saida.

Geometria/Propriedade

Valor de inclusao no programa

Numero de sec¢des
Vetor comprimento
Vetor didametro
Maodulo de elasticidade
Coeficiente de Poisson

Numero de elementos

3
[D6 D7 Ds]
[ds de d7 d3 d4]
205x10°
0,3
20

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Os dados de vinculagao dos eixos para inclusao no programa desenvolvido sao

apresentados na Tabela 14.

Tabela 14 - Dados de vinculacdes para os eixos da caixa de reducao do protétipo

IFPI Baja.
Caso Apoios Valor incluso no programa
Entrada 1° genero / 2° género [000010000010]
Intermediario  1° genero / 2° género [1000000010]
Saida 1° genero / 2° género [10000010]

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Os dados de carregamentos dos eixos para inclusao no programa desenvolvido

sao apresentados na Tabela 15.

Tabela 15 - Dados de carregamentos sobre os eixos da caixa de redugéo.

Caso Entrada Intermediario Saida
Tipo de carregamento [12212] [2112] [212]

Carga [F, 00 F; Q] [0 F, F, 0] [0 F, 0]
Distancia de aplicacao [D; 00 D5 0] [0 Dg Dg+D1y 0] [0 Dq4 0]

Fonte: Elaborado pelo autor.

As linhas elasticas obtidas através da rotina computacional foram comparadas
graficamente e analisadas quanto ao erro gerado em comparagao com as linhas

elasticas geradas em programa Ansys Mechanical APDL do a titulo de validagao.

Os valores de deflexdo foram analisados nos pontos de interesse para projeto
(deflexdo permissiveis nas engrenagens e rolamentos) e validados conforme a

especificacao de projeto.
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4 RESULTADOS

Os casos com solugao analitica conhecida a seguir foram simulados pela rotina
computacional considerando uma malha de 20 elementos e comparados com a
solucao analitica da teoria de viga Timoshenko e teoria de viga de Euler-Bernoulli. Ja
o caso de projeto de eixos da caixa de redugao do protétipo baja foram analisados os
aspectos do escalonamento dos eixos e seu comportamento obtido pela simulagéo no
programa desenvolvido e pelo programa comercial Ansys APDL. Por fim sé&o
apresentados os resultados dos valores nos pontos de interesse obtidos pelo

programa para validacao da deflexdo permissivel para os eixos analisados.

4.1 ANALISE NUMERICA DOS CASOS COM SOLUGAO ANALITICA CONHECIDA

A Figura 16 ilustra a linha elastica obtidas através dos métodos analiticos pela
equacao (71) (Teoria de viga de Euler-Bernoulli) e equagao (72) (Teoria de viga de
Timoshenko) em comparagao com MEF aplicado no programa para o estudo de Caso

1, eixo bi apoiado com carregamento distribuido ao longo de seu comprimento.
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Figura 16 - Comparativo entre a solugdo do MEF e solugdes analiticas para viga bi
apoiada com carregamento distribuido constante ao longo da viga — Deflexdo caso
1.
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Fonte: Préprio autor.

A Figura 17 ilustra a linha elastica obtidas através dos métodos analiticos pela
equacao (75) (Teoria de viga de Euler-Bernoulli) e equacgao (76) (Teoria de viga de
Timoshenko) em comparagdo com programa desenvolvido para do estudo de Caso 2,

eixo engastado com carregamento distribuido ao longo de seu comprimento.
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Figura 17 - Comparativo entre a solugdo do MEF e solugbes analiticas para viga
engastada com carregamento distribuido constante ao longo da viga — Deflex&do
caso 2.
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Fonte: Préprio autor.

A Figura 18 apresenta a linha elastica obtidas através dos métodos analiticos
pelas equacgdes (85) e (86) (Teoria de viga de Euler-Bernoulli) e equagao (87) e (88)
(Teoria de viga de Timoshenko) em comparag¢ao com programa desenvolvido para do

estudo de Caso 3, eixo bi-apoiado com carregamento pontual no meio do vao.
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Figura 18 - Comparativo entre a solugdo do MEF e solugdes analiticas para viga bi
apoiada com carregamento pontual aplicado ao meio do comprimento da viga —
Deflexao caso 3.
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Fonte: Préprio autor.

A Figura 19 apresenta a linha elastica obtidas através dos métodos analiticos
pela equacao (92) (Teoria de viga de Euler-Bernoulli) e equagao (93) (Teoria de viga
de Timoshenko) em comparagdo com programa desenvolvido para do estudo de Caso

4, eixo engastado com carregamento pontual aplicado em sua extremidade livre..
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Figura 19 - Comparativo entre a solugdo do MEF e solugbes analiticas para viga
engastada com carregamento pontual aplicado na extremidade livre — Deflexdo caso
4.
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Fonte: Préprio autor.

Percebe-se que a rotina computacional fornece uma curva préxima a solugao
analitica, confirmando assim o mesmo comportamento da linha elastica entre o MEF
utilizado no programa e as solugdes analiticas. Também se observa que os casos
analisados apresentam um comportamento mais rigido quando se utiliza a teoria de
viga de Euler-Bernoulli para determinar o comportamento elastico linear do eixo
tratado como viga. As curvas geradas a partir do programa acompanham visualmente

as curvas geradas a partir do método de Timoshenko.

A fim de verificar a convergéncia do método computacional, comparou-se as
diferengcas no ponto de deflexdo maxima obtidas pelo programa com os valores
obtidos por meios analiticos para diferentes quantidades de elementos na malha. O
resultado da comparagao entre solugdo computacional e a solugcdo analitica de

Timoshenko pode ser observado no grafico da Figura 20.



73

Figura 20 - Convergéncia da solugdo computacional para solugéo analitica — Analise

da deflexao.
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Fonte: Préprio autor.

O grafico da Figura 20 fornece resultados satisfatorios em relagcdo aos
resultados fornecidos pela solugdo analitica, gerando diferengas percentuais
inferiores a 1% a partir de uma malha com 10 elementos para os casos analisados.
Nos casos 3 e 4 nos quais a viga recebe um carregamento pontual, apresentam uma
convergéncia imediata a partir de 10 elementos de malha, enquanto os casos 1 e 2
nos quais o eixo recebe um carregamento distribuido, percebe-se que para se obter a

mesmas convergéncias dos casos 3 e 4 € necessaria uma malha com mais elementos.

As diferengas percentuais para uma malha de 20 elementos, mesma utilizada

na simulagao dos casos, estdo apresentados na Tabela 16 a seguir.
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Tabela 16 - Diferengas percentuais entre a solugdo do programa desenvolvido e a
solucao analitica pela teoria de Timoshenko da linha elastica para uma malha de 20

elementos.
Solu’g..éo Solugao Erro
. . Analitica programa
Eixo simulado . s . percentual
Timoshenko préprio o
(%)
(mm) (mm)
Caso 1 -8,63259E-06 -8,61641E-06 -0,081
Caso 2 -7,98183E-05 -7,9883E-05 0,187
Caso 3 -0,00000935355 0,000009353 0,000
55
Caso 4 -0,00014093 -0,00014093 0,000

Fonte: elaborado pelo autor.

Observa-se a partir do grafico da Figura 20 e da Tabela 15 que os casos em
que sao utilizados carregamentos pontuais (Casos 3 e 4) apresentaram uma
convergéncia mais rapida e menor erro percentual em relagéo a solugédo analitica da

viga de Timoshenko.

Quando se compara a solugdo computacional com a solugdo analitica da viga
de Euler-Bernoulli se verifica dispersao percentual consideravel, acima de 2% para os
casos analisados. A diferenga percentual nos pontos de maior deflexao foi listado e

pode ser verificado na Tabela 17 a seguir.

Tabela 17 - Diferengas percentuais entre a solugdo do programa desenvolvido e a
solucao do analitica pela Teoria de Euler-Bernoulli para uma malha de 20

elementos.
Solugao Solugao E
o rro
- . Analitica Euler programa
Eixo simulado . . percentua
Bernoulli proprio I (%)
(mm) (mm) °
Caso 1 -0,00808714 -0,00863000 -6,713%
Caso 2 -0,07763656 -0,07982870 -2,824%
Caso 3 -0,00862628 -0,00935355 -8,431%
Caso 4 -0,13802054 -0,1409296 -2,108%

Fonte: elaborado pelo autor.
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A maior diferenga percentual se da ao efeito da contribuicdo da cortante sobre
0s eixos analisados, ja que os eixos tratados como vigas possuem uma razao

comprimento/altura inferiores a 20, portanto sdo semiespessos.

Foram avaliados o comportamento da inclinagdo dos casos em comparagao as
solucdes analiticas de Euler-Bernoulli em conformidade com modelo desenvolvido
para o programa. Os resultados para cada caso estdo nos graficos da Figura 21,

Figura 22, Figura 23 e Figura 24.

Figura 21 - Comparativo entre a solugdo do MEF e solugéo analitica para viga bi
apoiada com carregamento pontual aplicado ao meio da viga — Inclinagéo caso 1.
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Fonte: Préprio autor.



76

Figura 22 - Comparativo entre a solugdo do MEF e solugao analitica para viga
engastada com carregamento pontual aplicado ‘a extremidade livre da viga —
Inclinagdo caso 2.
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Fonte: Préprio autor.

Figura 23 - Comparativo entre a solugdo do MEF e solugéo analitica para viga bi
apoiada com carregamento distribuido constante ao longo da viga — Inclinagao caso
3.
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Fonte: Préprio autor.
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Figura 24 - Comparativo entre a solugdo do MEF e solugao analitica para viga
engastada com carregamento distribuido constante ao longo da viga — Inclinag&o

caso 4.
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Fonte: Préprio autor.

Percebe-se que a solugcdo dada pela rotina computacional acompanha a
solugdo analitica. Ressalta-se que a solugdo numérica adotada no programa para
deflexdo angular apresenta comparagdo apenas com a teoria de viga de Euler-
Bernoulli devido as restricdes impostas no desenvolvimento da solu¢ado numérica para

0 programa.

Assim como realizado para a analise dos deslocamentos, verificou-se a
convergéncia do método computacional das inclinagdes com o método analitico de
Euler-Bernoulli, parametrizando o numero de elementos da malha. O resultado pode

ser observado na Figura 25.
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Figura 25 - Convergéncia da solugdo computacional para solugéo analitica — Analise
da inclinagao.
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Fonte: Préprio autor.

Conforme ilustrado pela Figura 25, as solugdes numéricas e as solugdes
analiticas apresentam boa convergéncia. Assim como verificado para as deflexdes,
percebe-se a convergéncia imediata para os casos 1 e 2, enquanto os casos 3 e 4
obtém-se uma convergéncia equivalente aos casos 1 e 2 quando se aumenta o

numero de elementos da malha.

As diferengas percentuais para uma malha de 20 elementos, mesma utilizada

na simulagao dos casos, estdo apresentados na Tabela 18 a seguir.

Tabela 18 - Diferencas percentuais entre a solugdo do programa desenvolvido e a
solucao do analitica pela Teoria de Euler-Bernoulli para simulacéo das inclinagdes
dos eixos para uma malha de 20 elementos.

Solugao
Analitica Solugao Erro
Eixo simulado Euler programa percentual
Bernoulli proprio (mm) (%)
(mm)
Caso 1 -0,0315991805 -0,0315201834 0,250%

Caso 2 -0,1263967185 -0,126554709 -0,125%
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Caso 3 -0,0017252568 -0,0017252568 0,000%
Caso 4 -0,0138020546  -0,0138020546 0,000%
Fonte: elaborado pelo autor.

4.2 ANALISE NUMERICA EM EIXOS ESCALONADOS DA CAIXA DE REDUGCAO

O estudo de caso do projeto de eixo da caixa de reducéo do protétipo baja foi
utilizado para validagdo do aspecto de processamento de eixos escalonados pelo
programa desenvolvido. Para isso foram simulados as deflexdes e inclinagbes de
eixos modelados como vigas pelo programa desenvolvido e comparado com as
simulagdées no modulo Mechanical APDL do software comercial Ansys. As simulagdes
das deflexdes dos trés eixos analisados podem ser visualizadas na Figura 26, Figura

27 e Figura 28.

Figura 26 - Comparativo entre a solugdo do programa desenvolvido e solu¢gdo dada
pelo Mechanical APDL Ansys para deflexao do eixo de entrada da caixa de reducgéo.
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Fonte: Préprio autor.
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Figura 27 - Comparativo entre a solugdao do programa desenvolvido e solugao dada
pelo Mechanical APDL Ansys para deflexdo do eixo intermediario da caixa de

reducéo.
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Fonte: Préprio autor.

Figura 28 - Comparativo entre a solugdo do programa desenvolvido e solu¢gdo dada
pelo Mechanical APDL Ansys para deflexdo do eixo de saida da caixa de reducgao.
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Fonte: Préprio autor.
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Ao analisar a linha elastica percebe-se um comportamento intervalado da
deflexdo devido ao escalonamento das se¢des transversais ao longo dos eixos. Nota-
se também que as curvas geradas pelo programa desenvolvido e pelo software
comercial Ansys Mechanical APDL apresentam comportamento semelhante para as

linhas elasticas simuladas dos eixos.

Para validar o algoritmo de simulagdo da estrutura escalonada dos eixos,
comparou-se as diferengas percentuais no ponto de maior deflexdo entre o programa

desenvolvido e o software comercial. O resultado pode ser observado na Figura 29.

Figura 29 - Comparativo entre a solugdo do programa desenvolvido e solu¢gdo dada
pelo Ansys Mechanical APDL para deflexdo do eixo de saida da caixa de reducgao.
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Fonte: Préprio autor.

Segundo apresentado no grafico da Figura 29 verifica-se visualmente a
convergéncia dos resultados obtidos no programa para o software comercial a medida
que se aumenta o numero de elementos de malha. Percebe-se que para uma malha
de 100 elementos por secao obtém-se resultado com diferenca inferior 2% para os

eixos analisados conforme apresentado pela Tabela 19.
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Tabela 19 - Diferengas percentuais na simulagao da deflexdo maxima dos eixos para

uma malha de 100 elementos.

~ Solugao
Solucao programa Diferencga
Eixo simulado Mechanical . o
APDL (mm)  Proero °
(mm)

Eixo de entrada -0,28519 -0,28387 0,463%
Eixo intermediario  0,0090356 0,0088778 1,746%
Eixo de saida -0,0041881 -0,0041053 1,977%

Fonte: elaborado pelo autor.

As analises das inclinacdes foram realizadas para complementar o estudo da

assertividade do programa desenvolvido. As simulagdes das inclinagdes dos eixos

podem ser visualizadas na Figura 30, Figura 31 e Figura 32.

Figura 30 - Comparativo entre a solugdo do programa desenvolvido e solu¢gdo dada
pelo Ansys Mechanical APDL para inclinagao do eixo de entrada da caixa de

reducgao.
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Fonte: Préprio autor.
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Figura 31 - Comparativo entre a solugao do programa desenvolvido e solugado dada
pelo Ansys Mechanical APDL para inclinagédo do eixo intermediario da caixa de
reducéo.
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Fonte: Préprio autor.

Figura 32 - Comparativo entre a solugdo do programa desenvolvido e solu¢gdo dada
pelo Ansys Mechanical APDL para inclinagao do eixo de saida da caixa de reducéo.
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Fonte: Préprio autor.
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Conforme na analise das inclinagdes, observa-se comportamento similar entre
o resultado fornecido pelo programa desenvolvido neste trabalho e software
comercial. Para verificar a convergéncia entre os resultados fornecido pelos dois
programas, comparou-se as diferengas percentuais nos pontos de maior inclinagao

dos eixos. A comparacgao pode ser observada no grafico da Figura 33.

Figura 33 - Convergéncia entre solugao do programa desenvolvido

e solucao dada pelo Ansys Mechanical APDL para inclinagao dos eixos da caixa de
redugao.
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Fonte: Préprio autor.

Como esperado, os valores de maior inclinagdo em cada eixos comparados
entre os programas tendem a convergir a medida que se aumenta o numero de
elementos. Nota-se que a convergéncia entre os valores se apresenta abaixo de 1%
para uma malha de 50 elementos por secdo. A Tabela 20 indica os valores nos pontos
de maior inclinagdo obtidos para o programa desenvolvido, valores obtidos pelo
programa comercial Ansys Mechanical APDL e sua diferenga percentual entre os
valores obtidos.
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Tabela 20 - Diferengas percentuais na simulagao da inclinagdo maxima dos eixos
para uma malha de 100 elementos.

Solugao Solugao
Eixo simulado Mechanical programa Diferenca %
APDL (mm) proprio (mm)

Ponto 1 (rolamento) 0,0018635 0,0018522 0,606%
Ponto 2 (engrenagem) -0,00032796 -0,00032748 0,146%
Ponto 3 (rolamento) 0,00012619 0,000125975 0,170%

Fonte: elaborado pelo autor.

4.3 ANALISE DA DEFLEXAO NOS PONTOS DE INTERESSE DOS EIXOS DA
CAIXA DE REDUCAO

Para concluir o estudo a fim de aplicar o programa para analise da deflexao
dos eixos nos pontos de interesse da caixa de reducao do prototipo da equipe IFPI
Baja. De acordo com as analises dos eixos da caixa de redugéo, entende-se que uma
malha de 100 elementos forneceu valores confiaveis para se realizar a verificagcao dos

pontos de interesse.

A Tabela 21, 22 e 23 fornecem os valores de deflexdo e inclinagao nos pontos
de interesse dos eixos de entrada, intermediario e saida e suas comparagdes de seus
valores admissiveis para utilizacdo de engrenagens conforme valores de referéncia
mencionados por Budynas (2011) e Mott (2018) e rolamentos conforme

recomendados por SKF (2015) informados na Tabela 1.

Tabela 21 - Analise da deflexdo nos pontos de interesses no eixo de entrada.

Valor Valor
Ponto de deflexao deflexdo Valorinclinagdao Valor inclinagao
interesse programa referéncia programa (rad) referéncia (rad)
(mm) (mm)
Polia 0,283866 - 0,00185613 -
Engrenagem 1 0,00680371 0,127 0,000003643 0,00523359

Rolamento R, - - 0,00053281 0.00116355




86

Rolamento R, - - 0,00027850 0.00116355

Fonte: elaborado pelo autor.

Tabela 22 - Analise da deflexdo nos pontos de interesses do eixo intermediario.

Valor Valor Valor Valor
Ponto de deflexdo deflexao inclinagcao inclinacao
interesse programa referéncia programa referéncia
(mm) (mm) (mm) (mm)
Rolamento R, - - 0,00017056 0.00116355
Engrenagem 2 0’00260050 0,127 0.00016782 0,00523359
Engrenagem 3 0’0029085 0,127 0.00018220 0,00523359
Rolamento R, - - 0.00031763 0.00116355

Fonte: elaborado pelo autor.

Tabela 23 - Analise da deflexdo nos pontos de interesses do eixo de saida.

Valor Valor
Ponto de deflexao deflexdao  Valorinclinagao Valor inclinagao
interesse programa referéncia programa (rad) referéncia (rad)
(mm) (mm)
Rolamento R, - - 0,000099292 0.00116355
Engrenagem 4 0,00152055 0,127 0,00011560 0,00523359
Rolamento R - - 0,00012704 0.00116355

Fonte: elaborado pelo autor.

Conforme observado, os valores obtidos através do programa desenvolvido,
validam os parametros geométricos fornecidos, ou seja, os valores de deflexdo e
inclinagdo nos pontos de montagem de engrenagens e rolamentos respeitam os
valores de referéncia estabelecidos quando aplicaveis. Vale ressaltar que os valores
de deflexao e inclinagdo no ponto de aplicagdo da polia deve ser avaliado de acordo

com recomendacodes de projeto dela.
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5 CONCLUSAO E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

5.1 CONCLUSAO

A partir das analises realizadas, € possivel concluir que a rotina computacional
desenvolvida para o célculo de deflexdes lineares e angulares em eixos modelados
como vigas apresentou desempenho satisfatério ao comparar a solugdo numérica em
relagcdo as solugdes analiticas. A comparacado entre os resultados fornecidos pela
aplicagdo computacional e aqueles obtidos pelas teorias de Euler-Bernoulli e
Timoshenko demonstrou que a formulagdo adotada é adequada para representar o
comportamento da flexdo elastica linear dos casos com solucéo analitica conhecida.
O programa também apresentou desempenho suficiente ao ser aplicado na analise
dos eixos escalonados com geometria mais complexa. O programa apresentou de
forma objetiva as informagdes de curva da linha elastica e obtencdo dos valores

numéricos de deflexdo e inclinagdo em qualquer ponto analisado do eixo.

Observou-se na analise dos casos de eixos com solugao analitica conhecida
apresentaram comportamento mais rigido da deflexao pela teoria de viga de Euler-
Bernoulli em comparacdo com a solugdo da deflexdo pela teoria de viga de
Timoshenko e sua solugdo numérica pelo programa, comportamento esperado de
vigas semiespessas conforme cita Soriano e Lima (2003) sobre relacdo de esbeltez
em vigas. Ao analisar do ponto de vista da conversao entre as solugdes analiticas e
numéricas nos pontos de maior deflexdo de cada caso, o programa demonstrou
desempenho satisfatério, apresentando uma conversdo da solugdo obtida pelo
programa ao obtido através da linha elastica analitica com diferengas percentuais

inferiores a 1% para uma malha minima de 10 elementos.

Quanto a analise dos eixos da caixa de redugao do protétipo baja, foi possivel
observar o comportamento da linha elastica com caracteristicas que evidenciam a
geometria escalonada do eixo. Na comparagdo entre resultados do programa
comercial Ansys Mechanical APDL e programa desenvolvido nesse trabalho,
observou-se que ambos apresentaram o mesmo comportamento da linha elastica. O

erro percentual medido nos pontos de maior deflexao de cada eixo ficou abaixo dos
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1% para uma malha de 50 elementos em comparagdo ao resultado obtido pelo

programa comercial.

Por fim, os eixos da caixa de reducédo foram avaliados em seus pontos de
interesses para aplicagcdo de rolamentos e engrenagens. O programa forneceu a
informacao de deflexées nos referidos pontos, possibilitando a validagcdo com base
nos valores de referéncia. A utilizacdo do programa para analise de eixos com

geometrias mais complexas.

5.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUTOS

Como consideragao para trabalhos futuros com objetivo de implementagéo de

novas funcionalidades e, portanto, novas analises pelo programa, sugere-se:

o Desenvolvimento de analises paramétricas de vigas e eixos como por exemplo
dados geométricos (esbeltez, areas da secao transversal) e propriedades
mecanicas (mddulo de elasticidade).

o Analise dinamicas através da adequagao da matriz de rigidez e massa para
implementagédo no programa.

o Estudo analitico ou experimental do coeficiente de cisalhamento com auxilio do

cbédigo computacional.
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APENDICE A — ESTRUTURA DO CODIGO SCRIPT EM MATLAB

e Funcéo assembly_matrix

function [p,P,K_g,F_e] = assembly matrix(fi,N,n,Ls,diam,E,v,ql,tipo,dist)
%% Informacoes

% Geometria e Propriedades Mecanicas

% N = nUmero de secoes

% Ls = [x1, x2, x3, ...] vetor comprimento de cada se¢ao [mm]

% diam = [yl, y2, y3, ...]vetor diametro de cada segaob[mm]

% E = médulo de elasticidade [N/m2]

% v = coeficiente de poison

5 N numero de elementos

% Vinculacao

% cc = [al, a2, a3, ...] % vetor de tamanho 2*(N+1), representando os graus
% de liberdade das extremidades e unides entre
% secbes. Os valores possiveis sao: @ para o grau
% de liberdade livre; 1 para os graus de liberdade
% restritos(nulos)

% Carregamento

% ql = [x1, x2, x3, ...];% Vetor carregamento externo para cada se¢ao.
% Carregamento concentrado em [N]; Carregamento
% distribuido em [N/m]

% tipo = [y1, y2, y3, ...];% Tipo de carregamento. Os valores possiveis
% sao: '1l', para carregamento concentrado;
% '2', para carregamento distribuido.
% dist = [x1,x2,x3,...];% Vetor distancia de aplicacdo da for¢a em cada secao.

Para carregamento concentrado, sera aplicado ao no
mais proximo correspondente a distancia mencionada.
Atencdo ao mencionar uma distancia maior que o
comprimento da se¢ao. Nao se aplica a carregamento

% distribuido, pois ele se aplica a toda a se¢ao.

%% Rotina de calculos

alfa = (6*%(1+v)"2)/(7+12*v+4v~2); % fator de corre¢do da area cisalhada.

A = (pi*(diam*@.001).72)/4; % darea da secao longitudinal da se¢do[N]. [m2?]
Ac = alfa*A; % area corrigida pelo fator alfa. [m2?]

I = (pi*(diam*0.001).74)/64; % momento de inércia da se¢ao transversal.[m4]
G = E/(2*(1+v)); % médulo de elasticidade longitudinal do material. [N/m2?]
EI = E*I;

GAc = G*Ac;

L = Ls*0.001/n; % comprimento do elemento

p = 2*¥(n+l); % Numero de graus de liberdade para n elementos.

3% 3R 3R 3¢« ¥

for j = 1:N
if fi ==
K_elemento = (EI(j)/L(j))*[0 @06 ©0; 610 -1; 00 0; 0 -10 1] + ...
(GAc(3)/L(3))*[1 L(3)/2 -1 L(3)/2;...
L(3)/2 L(F)"2/3 -L(F)/2 L(F)*2/6; -1 -L(j)/2 1 -L(])/2;
L(j)/2 L(F)*2/6 -L(]j)/2 L(j)"2/3];% Matriz de rigidez do elemento
end
if fi ==

g = 6*EI(3)/(GAc(3)*(L(3))"2);



K_elemento = (EI(J)/(1+2*g))*[12/(L(3)"3) 6/(L(F)"*2) -12/(L(3)"3)
6/(L(3)"2); ...
6/(L(3)"2) 2*(2+g)/L(3) -6/(L(j)"2) 2*(1-8)/L(3); ...
-12/(L(3)"3) -6/(L(3)"2) 12/(L(3)"3) -6/(L(3)"2);

. 6/(L(3)"2) 2*(1-g)/L(]) -6/(L(3)"2) 2*(2+g)/L(3)]1;
en
F_seccao = carga_ext(tipo(j),ql1(j),Ls(j),n,dist(]));
for i =1:n
if i ==
K_seccao = zeros(p,p);
K_seccao(1:4,1:4) = K_elemento;

end
ifi>1
m = 2%¥(i-1)+1;
0o = m+3;
K_seccao(m:o,m:0) = K_seccao(m:o,m:0)+K_elemento;
end
end
P = N*p - 2*(N-1);
if j==1
K_g = zeros(P,P);
K_g(1l:p,1:p) = K_seccao;
F_e = zeros(P,1);
F_e(l:p,:) = F_seccao;
end
if j>1
Pi = j*p - 2%(j-1);
X = Pi-p+1;
y = X+p-1;
K g(x:y,x:y) = K_g(x:y,x:y) + K_seccao;
F_e(x:y,:) = F_e(x:y,:) + F_seccao;
end
end

F_e; % vetor carregamentos nodais em cada né.

K_g; % matriz de rigidez global da estrutura.

p; % numero de ndés para n elementos em cada sec¢ao.
P; % numero de nés da matriz global.

e Funcédo carga_ext
function [Ce,N] = carga_ext(tipo,q,Ls,n,dist)
%% Informacoes
% q = [x1, x2, x3, ...];% Vetor carregamento externo para cada secao.

% Carregamento concentrado em [N]; Carregamento
% distribuido em [N/m]

% tipo = [yl, y2, y3, ...];% Tipo de carregamento. Os valores possiveis
% sao: 'l', para carregamento concentrado;
% '2', para carregamento distribuido.
% dist = [x1,x2,x3,...];% Vetor distancia de aplica¢ao da for¢a em cada sec¢ao.

Para carregamento concentrado, sera aplicado ao nd
mais proximo correspondente a distancia mencionada.
Atén¢ao ao mencionar uma distancia maior que o
comprimento da se¢do. Nao se aplica a carregamento
distribuido, pois o mesmo se aplica a toda a secao.
% Ls = [x1, x2, x3, ...] vetor comprimento de cada se¢ao. [mm]

% n = numero de elementos.

%% Rotina de Calculos

3% 3R R % X
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p = 2*¥(n+l1);
Ce = zeros(p,1);
if dist > Ls

warning('Distancia atribuida é maior que o comprimento da sec¢do.')

g_elemento = [gq*(L/3)+g*(L/6); ©; q*(L/6)+q*(L/3); @0];

Ce(m:o,:) = Ce(m:0,:)+ gq_elemento;

end
i= 3;
j=1;
if tipo ==1
N = Ls/n;
if dist == 0
Ce(1,1) = q;
end
if dist == Ls
Ce(p-1,1) = q;
end
if dist ~= @ || dist ~=Ls
while N < dist
i=1+ 2;
N = N+(Ls/n);
end
Ce(i,1) = q;
end
end
if tipo == 2
L = Ls*0.001/n;
for k =1:n
if k ==
Ce(1:4,:) = gq_elemento;
end
ifk>1
m = 2*%(k-1)+1;
0 = m+3;
end
end
end

Ce; % vetor carregamentos nodais da estrutura.

e Funcéo vinculos

function [K,F,id _node] =
%% Informacoes

% N = x1;
%p=yl;
% K g=[x1x2 ...5...1;
% F_e = [yl; y2; y3;...1;
% cc = [x1 x2 x3 ...];

%% Rotinas de calculos
id_nodes = zeros(1,4);

vinculos(N,p,cc,K_g,F_e)

numero de seg¢bes longitudinais.

numero de nés para n elementos em cada sec¢ao.
matriz global da estrutura.

vetor global de carregamentos nodais.

vetor de tamanho 2*(N+1), representando os graus
de liberdade das extremidades e unibes entre
se¢oes. Os valores possiveis sao: @ para o grau
de liberdade livre; 1 para os graus de liberdade
restritos(nulos)

3R 3R 3R X

id_node = zeros(1,length(cc));

for i = N:-1:1
P =i1i*p - 2*(i-1);
j=1i+ (i-1);

c(1,1:4) = cc(1,j:3+3);
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nodes = [P-p+1 P-p+2 P-1 P];
for k = 1:4

id_nodes(1,k) = nodes(1,k)*c(1,k);
end

id_node(1,j:j+3) = id_nodes(1,1:4);
end

for x = length(cc):-1:1
if id_node(1,x) ~= ©
K_g(id_node(1,x),:) =
K _g(:,id_node(1,x)) =
F_e(id_node(1,x),:)
end

L R W |
—
e o

e

K = K_g; % matriz de rigidez global corrigida.
F = F_e; % vetor corrigido carregamentos global em cada né.
id_node; % vetor identificador dos GDL com deslocamento pré-escritos.

e Funcéo trat_dados

function [D,R] = trat_dados(P,id_node,u)
%% Informacoes
% P = numero de GDL da matriz global.

% id_node = % vetor identificador dos GDL com deslocamento pré-escritos.

% u = deslocamentos nodais obtidos na solug¢ao do sistema de equacgoes
% matriciais.
%% Rotinas de calculos
U = ones(P,1);
for z = 1:length(id_node)
if id_node(1,z) ~= ©
U(id_node(z),1) = 0;
end
end
no_pre = find(U);
U(no_pre,1) = u;
for i = 1:P/2

d(1) = Uu(1);
d(i) = U(i+(i-1));
r(i) = U(i+i);

D = d; % vetor deslocamentos transversais, incluindo os pré-escritos.
R = r; % vetor deslocamentos angulares, incluindo os pré-escritos.

e Programa principal

clear all

clc

close all

format long

%% MEF em vigas - Programa genérico para solu¢ao de viga de Timochenko
%% carregamento concentrado ou distribuido na secao

% Geometria e Propriedades Mecanicas

N = 5; % numero de secoles.
Ls = [150 23.5 14.4 32.3 7.5]; % vetor comprimento de cada se¢do. [mm]
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diam = [19 25 25 23 20]; % vetor diametro de cada se¢do. [mm]

E = 205e09; % moédulo de elasticidade. [N/m2]

v = 0.3; % coeficiente de poison.

n = 50; % numero de elementos.

% VINCULACAO

cc=[0000100000180]; % vetor de tamanho 2*(N+1). [@] para os graus de
%liberdade livres; [1] para os graus de liberdade com restrigao.

% CARREGAMENTOS

tipo = [1 2 2 1 2]; % [1] para concentrado. [N]; [2] para distribuido. [N.m]

gl = [-1070.95 © © 1242.5 @];% vetor carregamento. [N] para tipo: 1; [N.m] para
tipo 2.

dist = [102 @ © 12.5 @]; % distancia de aplica¢do da forg¢a. [mm]

fi = 2;

% MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ E VETOR FORCAS NODAIS EXTERNAS
[p,P,K g,F_e] = assembly matrix(fi,N,n,Ls,diam,E,v,ql,tipo,dist);

% ATRIBUICAO DE DESLOCAMENTOS PRE-ESCRITOS (CONDIC@ES DE CONTORNO)
[K,F,id_node] = vinculos(N,p,cc,K _g,F_e);

% RESOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES
u = KM-1*F;

% VETORES DESLOCAMENTOS E ROTACAO
[d,c] = trat_dados(P,id_node,u);
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%% ===========================POS —PROCESAMENTO:::::::=============================

Deslocamentos = d'; % Deslocamentos [m]
Rota = c'; % Rotacgodes [rad]

L = zeros(N*n+1,1);
for i = 1:N*n+1

L(i) = L(i)+i;
end

num_elem = N*n;

vetor = zeros(N,1);

comp = zeros(N*n,1);

total_seccao = zeros(num_elem,1);

for i = 1:N
elem = Ls(i)/n;
vetor(i,1) = elem;

if i ==

total _seccao(1l:n,:) = vetor(i);
end
ifi>1

b =i-1;

total _seccao(b*n+l:i*n,:) = elem;
end

end

for j = 1:num_elem
if j ==
comp(j,1) = comp(j,1)+total seccao(j);



end
ifj>1

comp(j,1) = comp(j-1,1)+total_seccao(j);
end

end

vetor_comp = [0 comp'];
comp_viga = vetor_comp’;

Resultado = table(L,vetor_comp',Deslocamentos*1000,Rota)

t = tiledlayout(2,1);
title(t,"LINHA ELASTICA")

nexttile
plot(vetor_comp,d'*1000)
title("Deflex¢ao linear")
ylabel('Flexdao[mm]")
grid on
nexttile
plot(vetor_comp,c)
title("Inclinagao")
ylabel('rotacdo[rad]")
grid on
%

FIM
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%% EIXO DE ENTRADA CAIXA DE REDUCAO

%% Pré-Processamento

% Geometria e Propriedades Mecanicas

N = 5; % numero de secles.

Ls = [150 23.5 14.4 32.3 7.5]; % vetor comprimento de cada se¢ao. [mm]

diam = [19 25 25 23 20]; % vetor diametro de cada se¢do. [mm]

E = 205e09; % médulo de elasticidade. [N/m?]

v = 0.3; % coeficiente de poison.

n = 20; % numero de elementos.

% VINCULACAO

cc =[000010000010]; % vetor de tamanho 2*(N+1). [@] para os graus de
%liberdade livres; [1] para os graus de liberdade com restrigao.

% CARREGAMENTOS

tipo = [1 2 2 1 2]; % [1] para concentrado. [N]; [2] para distribuido. [N.m]

gl = [-1070.95 © © -1242.5 0];% vetor carregamento. [N] para tipo: 1; [N.m] para
tipo 2.

dist [162 © © 12.5 @]; % distancia de aplica¢ao da forg¢a. [mm]

fi = 2;

Nl

%% EIXO INTERMEDIARIO CAIXA DE REDUGAO

%% MEF em vigas - Programa genérico para solu¢ao de viga de timochenko
%% carregamento concentrado ou distribuido na secao

%% Premissas

% material homogéneo;

4 regime linear;

4 pequenos deslocamentos;6

% Viga prismatica;

% tan(teta) = teta.
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%% Pré-Processamento

% Geometria e Propriedades Mecanicas

N = 4; % numero de secodes.

Ls = [8.5 30.9 41.60 8.5]; % vetor comprimento de cada se¢ao. [mm]

diam = [20 25 25 20]; % vetor diametro de cada se¢ao. [mm]

E = 205e09; % médulo de elasticidade. [N/m2]

Vv = 0.3; % coeficiente de poison.

n = 20; % numero de elementos.

% VINCULACAO

cc=[10000000180];, % vetor de tamanho 2*(N+1). [@] para os graus de
%liberdade livres; [1] para os graus de liberdade com restrigao.

% CARREGAMENTOS

tipo = [2 1 1 2]; % [1] para concentrado. [N]; [2] para distribuido. [N.m]
ql = [0 -1242.5 3288.9 0];% vetor carregamento. [N] para tipo: 1; [N.m] para tipo
2

dist

= [0 30.9/2 41.60/2 0]; % distancia de aplica¢ao da forg¢a. [mm]
fi = 2;
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APENDICE B - DIMENSOES DOS EIXOS

Tabela B.1 - Valores das dimensdes do eixo de entrada para insergado no programa.

Secao Comprimento segao Diametro da sec¢ao
D, 150 19
D, 23,5 25
D; 14,4 25
D, 32,3 23
Ds 7,5 20

Fonte: elaborado pelo autor.

Tabela B.2 - Valores das dimensbdes do eixo de intermediario para insergéo no
programa.

Secao Comprimento segao Diametro da sec¢ao
Dg 8,5 20
D, 30,9 25
Dy 41,6 25
D4 8,5 20

Fonte: elaborado pelo autor.

Tabela B.3 - Valores das dimensbes do eixo de saida para inser¢cao no programa.

Secao Comprimento segdo Diametro da sec¢ao
D, 150 19
D, 235 25
D; 14,4 25
D, 32,3 23

Fonte: elaborado pelo autor.



