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RESUMO

Este trabalho investiga a dindmica do movimento de uma particula massiva ao longo
de circuitos fechados (Loop) nos formatos circulares e elipticos, considerando tanto
0 regime conservativo quanto o regime dissipativo que modela a presenca de forcas
de atrito cinético. O objetivo central € compreender como a geometria do circuito e
as forcas de dissipacao influenciam nas condicdes necessarias para que a particula
complete o percurso sem perder o contato com a pista. Além disso, objetivamos explorar
o potencial didatico desse sistema fisico no ensino de Mecanica, através da elaboracao
de uma sequéncia didatica a nivel de graduagéo, nos valendo do referencial educacional
desenvolvido por Jerome Bruner. A metodologia baseia-se na aplicagao sistematica
das leis de Newton e das equacdes generalizadas de balango energético. De fato,
veremos que somos conduzidos a formulagao de equacgdes integrais do tipo Volterra
de segunda espécie para a velocidade da particula ao longo do circuito. No caso
do circuito em formato circular com coeficiente de atrito constante, o formalismo nos
permite obter solu¢des analiticas fechadas para a velocidade como fungao do angulo ¢.
Isso nos possibilita a determinagéo explicita das condicdes de velocidade inicial minima
e dos dominios de validade associados a manutencédo do contato e a continuidade
do movimento da particula no circuito. Para os circuitos em formato eliptico, tanto na
orientacao horizontal quanto na vertical, adotamos uma parametrizagdo que preserva
o comprimento total da trajetéria percorrida. Para tanto, recorremos a aproximacao
de Ramanujan para o perimetro da elipse, 0 que assegura uma comparacao fisica
consistente entre as diferentes geometrias estudadas. Neste contexto, a equacgéo
integral resultante ndo admite solucao analitica simples, exigindo uma abordagem
numérica para a analise do comportamento dindmico da particula. Em sintese, o
problema da dindmica de uma particula em circuitos fechados, quando estendido a
geometrias ndo circulares e a presenca de atrito, revela uma rica estrutura fisica e
matematica. Tal estrutura oferece uma classe de sistemas fisicos em que é possivel
estudar conceitos dindmicos — tais como energia, velocidade e for¢as dissipativas —
ao mesmo tempo em que se faz uso de ferramentas mais avancadas, como equagdes
integrais e elementos de geometria diferencial. Além de constituir um instrumento
pedagogico eficaz para o ensino progressivo de Mecanica em niveis de graduacao
introdutérios e intermediarios.

Palavras-chave: Dindmica da particula massiva; Trajetorias em circuitos fechados;
Forca de atrito cinético; Circuitos elipticos com excentricidade variavel.



ABSTRACT

This work investigates the dynamics of a massive particle moving along closed circuits
(Loops) in circular and elliptical geometries, considering both the conservative regime
and the dissipative regime that models the presence of kinetic friction forces. The
central objective is to understand how the geometry of the track and dissipative forces
influence the conditions required for the particle to complete the trajectory without
losing contact with the surface. In addition, we aim to explore the didactic potential
of this physical system in the teaching of Mechanics, through the development of a
didactic sequence at the undergraduate level, grounded in the educational framework
proposed by Jerome Bruner. The methodology is based on the systematic application
of Newton’s laws and generalized energy balance equations. In fact, we show that
this approach leads naturally to the formulation of Volterra integral equations of the
second kind for the particle’s velocity along the track. In the case of a circular circuit
with a constant coefficient of friction, the formalism allows us to obtain closed-form
analytical solutions for the velocity as a function of the angle ¢. This, in turn, enables the
explicit determination of the minimum initial velocity conditions, as well as the domains
of validity associated with the maintenance of contact and the continuity of the particle’s
motion along the track. For elliptical circuits, in both horizontal and vertical orientations,
we adopt a parametrization that preserves the total length of the trajectory. In this case,
we employ Ramanujan’s approximation for the perimeter of the ellipse, thereby ensuring
a physically consistent comparison among the different geometries under consideration.
Within this context, the resulting integral equation does not admit a simple analytical
solution, requiring a numerical approach to analyze the dynamical behavior of the
particle. In summary, the problem of a particle’s dynamics in closed circuits, when
extended to non-circular geometries and the presence of friction, reveals a rich physical
and mathematical structure. It provides a class of physical systems in which fundamental
dynamical concepts—such as energy, velocity, and dissipative forces—can be studied
while simultaneously employing more advanced tools, such as integral equations and
elements of differential geometry. Moreover, it constitutes an effective pedagogical
instrument for the progressive teaching of Mechanics at introductory and intermediate
undergraduate levels.

Keywords: Dynamics of a massive particle; Trajectories in closed circuits; Kinetic
friction force; Elliptical circuits with variable eccentricity.
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1 INTRODUGCAO

1.1 MOTIVAGOES

A compreensao do movimento na histéria da ciéncia nem sempre foi pautada
por trajetérias geométricas e forgas dindmicas. Historicamente, as primeiras tentativas
de sistematizacdo da modelagem do mundo fisico remontam a Antiguidade Classica.
Para Aristételes (384-322 a.C.), o movimento € explicado pelo fato de que o mundo é
constituido por cinco elementos: terra, agua, ar, fogo e éter; em ordem decrescente de
densidade. Nesse sentido, 0 movimento dos corpos decorria da tendéncia intrinseca
dos quatro elementos retornarem ao seu lugar natural no cosmos. Esse comportamento
resultaria, portanto, da natureza propria de cada elemento, e ndo da acdo de uma forga
externa [1].

Dessa maneira, a compreensao do movimento em trajetérias curvas nao foi
imediata na histéria da Ciéncia: era necessario um método com regras claras e um
tratamento matematico adequado, o que exigiu uma ruptura com a fisica aristotélica.
Dois nomes se destacam como pilares da teoria que hoje aplicamos para a modelagem
do movimento de particulas em trajetérias curvas: Christiaan Huygens (1629-1695) e
Isaac Newton (1643-1727).

Antes mesmo da publicacdo do Philosophiae Naturalis Principia Mathematica
(1687) de Newton, Huygens realizou estudos fundamentais sobre 0 movimento circular
e oscilatorio. Em sua obra Horologium Oscillatorium (1673), ele foi o primeiro a publicar
formalmente a relagédo para a aceleragéo centripeta [2, 3].

Isaac Newton sistematizou esse conceito ao fornecer uma fundamentacao
dinamica unificada para o movimento em trajetorias curvas, da qual um exemplo é a
dinamica de particulas descritas pela Lei da Gravitacao Universal. De fato, Newton
demonstrou que as leis empiricas de Johannes Kepler decorrem da aplicacdo de
sua segunda lei a um corpo submetido a uma forgca central atrativa, inversamente
proporcional ao quadrado da distancia. [4]

A consolidagdo desse arcabougo tedrico, denominado Mecénica Classica’,
embora tenha representado um avango decisivo na compreensdo do movimento, nao se
traduziu de forma imediata em uma assimila¢ao intuitiva de seus principios fundamen-
tais. A mecéanica newtoniana, ao se apoiar em idealizacdes e principios reducionistas,
rompe com as interpretacdes espontaneas construidas a partir da experiéncia cotidi-
ana. Dessa forma, o mesmo formalismo que possibilitou a generalizagao e unificagéo
dos fenémenos mecéanicos? introduziu, no Ambito do ensino e da aprendizagem, uma

Também denominada Mecanica newtoniana ou Mecénica de Newton.

2 Qu seja, todos aqueles que envolvem o movimento de um, ou mais, corpos.
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tensao entre 0 modelo matematico abstrato, que sustenta a Mecanica Classica, e a
percepg¢ao empirica do movimento.

Desde a infancia, os estudantes observam que, para manter um objeto em
movimento, é necessario aplicar continuamente uma forca, a qual € uma percepcao
puramente aristotélica. Quando a Primeira Lei de Newton estabelece que um corpo
pode permanecer em movimento retilineo uniforme (M.R.U) sem a necessidade de
uma forga resultante® exige-se uma abstragédo profunda, por exemplo, a capacidade
de imaginar um ambiente desprovido de atrito e resisténcia do ar. Essa desconexao
entre 0 mundo sensivel e 0 modelo tedrico pode criar uma barreira cognitiva onde as
formulas passam a ser decoradas como abstragdes vazias, em vez de descrigoes da
realidade [5].

Além da barreira conceitual, a transicéo da linguagem descritiva do movimento
para a linguagem matematica impde um desafio adicional. A Mecanica Classica nao se
limita & descricdo qualitativa; ela exige o dominio da Algebra e do Célculo Vetoriais, do
Célculo Diferencial e Integral, e da Geometria Analitica para descrever grandezas que
nao sao diretamente visiveis, como a aceleracdo instantanea ou o trabalho realizado
por uma forca variavel.

No estudo de trajetérias curvas, como em um /oop, o estudante precisa, por
exemplo, compreender que a forga normal e a forga gravitacional se combinam para
atuar como uma resultante centripeta, um conceito que exige uma transicdo nem
sempre imediata da intuicdo fisica para o formalismo simbdlico. Sem uma forte base
conceitual, resultante de uma exposi¢cédo pedagogica adequada, que conecte esses
simbolos a realidade fisica, o estudante perde-se na manipulacao algébrica.

Por fim, a abstracéo torna-se ainda mais complexa quando inserimos elementos
dissipativos, como o atrito, que evoca uma matematica mais avangada. Essa dificuldade
torna-se ainda mais acentuada no estudo de geometrias menos frequentes na literatura
basica, tais como a da elipse. Enquanto o circulo possui um raio de curvatura constante,
a elipse exige que o estudante compreenda que a dinamica de uma particula em
movimento eliptico muda a cada ponto da trajetéria.

E nesse cenario que a Teoria de Aprendizagem de Bruner se torna essencial:
se o0 estudante for exposto diretamente ao nivel simbdlico (as equagdes diferenciais
do movimento) sem passar pelas representagdes icénica ou ativa (experimentos ou
visualizacdes), a fisica torna-se um conjunto de regras abstratas. A dificuldade, portanto,
nao esta na matematica em si, mas na falta de pontes que permitam ao estudante
transitar entre o Universo fisico real e a modelagem teérica deste Universo.

O ensino de Mecénica Classica, embora imprescindivel para a formagéo cienti-
fica, frequentemente € o primeiro exemplo do distanciamento entre modelos ideais e
fendmenos reais. O movimento de um corpo em um /oop, amplamente presente em

3 lIsto é, a soma vetorial de todas as forgas que atuam sobre o corpo em estudo.
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contextos ludicos, tais como parques de diversao, oferece uma oportunidade pedagoé-
gica impar para a exploracao de conceitos como conservagao de energia e a analise
dindmica das forcas.

Diante do desafio de transpor a barreira da abstracdo na Mecanica Classica,
este trabalho prop6e uma abordagem fundamentada na teoria educacional de Jerome
Bruner*. Ao adotar o conceito de curriculo em espiral, a analise do movimento em
loops deixa de ser um exercicio académico puramente algébrico para tornar-se uma
ferramenta pedagogica de crescente complexidade.

Essa progressao, baseada no trabalho de [6], estrutura-se em trés niveis de
complexidade crescente — detalhados na Secao 2.1.3 — e nao visa apenas a resolucao
de equacgdes, mas a construcao de uma sequéncia didatica que respeite a transicao
entre a intuicao fisica e o formalismo simbdlico. Dessa forma, os objetivos a seguir
buscam consolidar essa proposta, integrando o rigor da modelagem fisico-matematica
a intencionalidade pedagdgica necessaria para um Ensino de Ciéncias que priorize a
descoberta e uma compreensédo mais profunda.

Nesta etapa inicial do projeto, a perspectiva central reside na construgao de
uma base tedrica robusta. O problema de uma particula movendo-se em um loop
constitui um exemplo cléassico e, por isso mesmo, recorrente nos livros didaticos de
Fisica, tanto no Ensino Médio (EM) quanto nos cursos introdutérios de Fisica no Ensino
Superior (ES). Ele aparece, em geral, associado ao estudo do movimento circular,
da forga centripeta e das leis de Newton, sendo frequentemente formulado como um
problema de minimizagao (isto é, determinagédo da altura ou da velocidade minima
necessaria para que uma particula complete a trajetéria sem perder o contato com a
superficie do loop). Essa formulacao tornou-se candnica por permitir a integracéo clara
entre grandezas fisicas vetoriais (pertencentes a mecanica newtoniana) e escalares
(presentes no formalismo energético), além de apresentar forte apelo intuitivo e visual.

Em obras amplamente utilizadas no Ensino Superior, como [7, 8], 0 movimento
de uma particula em um /loop é empregado como um problema protétipo para discutir
forcas de vinculo, condi¢cées de contato e da aplicacdo da Segunda Lei de Newton
em trajetérias curvas. Embora as abordagens nas referéncias [7, 8] variem em grau
de formalismo, o cenéario fisico € o mesmo: um loop circular sem atrito, analisado em
regime classico.

No Ensino Médio, e.g. nas obras [9, 10], esse problema também é largamente
difundido, aparecendo em um amplo espectro de material didatico e exames de selecao
muitas vezes contextualizado em situagdes cotidianas, como carrinhos de montanha-
russa. Nessa etapa, esse problema tem papel estritamente pedagdgico, funcionando
como um exemplo integrador entre trabalho, energia e movimento circular. Assim,

4 Jerome Seymour Bruner, professor de psicologia em Harvard e Oxford, publicou relevantes trabalhos
em Educacao e liderou o0 movimento denominado Revolugdo Cognitiva na década de 1960.
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sua presenca constante ao longo da formacao em Fisica consolida o problema como
um modelo didatico fundamental, a partir do qual extensées mais sofisticadas —
como a incluséo de atrito ou a generalizacdo geométrica da trajetéria — podem ser
naturalmente desenvolvidas em niveis mais avangados.

A transicao entre o modelo circular ideal conservativo e o eliptico dissipativo
nao é vista apenas como um desafio matematico, mas como uma oportunidade de
investigar como variaveis frequentemente negligenciadas no Ensino Médio e até mesmo
no Ensino Superior — como o raio de curvatura variavel e o coeficiente de atrito cinético
— alteram fundamentalmente as condi¢ées necessarias para a particula completar a
trajetoria em loop.

A continuidade deste estudo prevé a aplicacéo de ferramentas de calculo nu-
mérico para solucionar as equacoes diferenciais que regem as versées mais complexas
desse sistema. Dado que trajetorias elipticas e sistemas contendo forgas dissipativas
raramente admitem solugdes analiticas fechadas, a perspectiva € utilizar métodos de
aproximacao, em particular a integracao pelo método do trapézio, aplicado diretamente
as equagoes integrais de Volterra resultantes. Essa abordagem permitird ndo apenas a
obtencao de resultados quantitativos, mas também, em trabalhos futuros, a criacao de
simulacdes que possam servir como recursos icénicos dentro da proposta de Bruner,
permitindo que o estudante visualize o impacto das variagées de cada parametro na
trajetéria do objeto em movimento.

Esta monografia destina-se, primordialmente, a estudantes e pesquisadores
dos cursos de graduacdo em Fisica, bem como das diversas modalidades de Engenha-
ria e areas das Ciéncias Exatas. A relevancia deste estudo para esse publico reside
na necessidade constante de materiais didaticos que equilibrem o rigor do formalismo
matematico com estratégias de ensino que facilitem a transicdo entre modelos teéricos
ideais e sistemas fisicos complexos. Ao abordar temas como o atrito e a geometria
eliptica por meio de métodos numéricos, o trabalho oferece um recurso que dialoga
diretamente com as disciplinas de: Mecéanica Classica; Céalculo Diferencial, Integral e
Numeérico; e Fisica Geral presentes nas grades curriculares desses cursos.

Além dos discentes, o conteudo aqui desenvolvido visa servir como material
de apoio para docentes que buscam implementar metodologias ativas e o conceito
de aprendizagem por descoberta em suas aulas. Para o estudante de engenharia,
a modelagem de particulas em /loops nao conservativos fornece uma visédo aplicada
de dindmica nao trivial, enquanto para o estudante de fisica, juntamente com a fun-
damentacao em Bruner, oferece uma reflexao critica sobre o préprio fazer cientifico
e a transposicao didatica de conceitos abstratos buscando gerar uma aprendizagem
significativa [5].

Por fim, este trabalho almeja a elaboragdo de uma sintese comparativa entre
0s quatro cendrios propostos: loops circulares e elipticos, com e sem a presenga de
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atrito. A expectativa é que, ao final deste processo, seja possivel propor uma sequéncia
didatica que possa ser replicada em ambientes de Ensino Superior ou técnico.

1.2 OBJETIVO GERAL

Realizar um estudo analitico e numérico, sistematico e pedagogicamente
orientado sobre a dindmica do movimento de uma particula em trajetérias do tipo
loop circular e eliptico, contemplando tanto sistemas conservativos quanto sistemas
dissipativos, pela inclusdo do atrito cinético. Pretende-se, com isso, desenvolver um
tratamento tedrico que una enfoque matematico e interpretacao fisica, organizando a
progressao dos niveis de complexidade a luz da Teoria de Aprendizagem de Jerome
Bruner. Dessa forma, busca-se ndo apenas aprofundar a compreensao dos fendmenos
e conceitos dindmicos envolvidos, mas também estruturar uma proposta didatica que
favoreca a aprendizagem significativa [5] de estudantes de graduacédo em Fisica e
areas correlatas, articulando intuigao fisica, modelagem matematica e formalizagéo
conceitual de maneira gradual e coerente.

1.3 OBJETIVOS ESPECIFICOS

 Estudar os principios da Teoria de Bruner, com énfase no conceito de curriculo
em espiral e nos trés modos de representacdo (ativo, icbnico e simbdlico), para
estruturar a sequéncia didatica do trabalho.

» Deduzir as equagdes de movimento e para o loop circular em condi¢ées ideais,
estabelecendo a velocidade minima critica no ponto superior.

» Desenvolver a modelagem matematica para a particula em um loop circular com
atrito, transformando a Equacéo Integral de Volterra resultante em uma Equacéo
Diferencial Ordinaria (EDO) de 12 ordem para obter sua solucao analitica.

+ Analisar o movimento da particula em trajetorias elipticas, incorporando a variagéo
do raio de curvatura, através da parametrizacao geométrica necessaria para
descrever a dindmica de forcas no caso eliptico com atrito.

 Estabelecer e fazer uso das trés condicdes fundamentais (velocidade da particula
no primeiro quarto®, contato da particula no topo da pista e velocidade final
da particula) que garantem o movimento completo pelo circuito em ambas as
geometrias.

» Simular essas dinamicas, fazendo uso da plataforma PhET Colorado, para via-
bilizar as representagdes ativa e icbnica do fendbmeno, enquanto a monografia
fornece o detalhamento dos calculos levando a representacao simbdlica.

5 Qu primeiro quadrante.
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2 FUNDAMENTAGCAO TEORICA

Este capitulo destina-se a apresentar o embasamento te6rico-metodolégico
que fundamentara a presente pesquisa, articulando os dominios da psicologia da
aprendizagem com o formalismo da mecanica classica. Inicialmente, sera exposto o
suporte pedagdgico e didatico do trabalho, pautado na teoria de Jerome Bruner, que
orienta a estruturacao dos conteudos e a progressédo do conhecimento aqui propostos.

Subsequentemente, procederemos a descricao e analise técnica dos siste-
mas fisicos a serem trabalhados. Essa fundamentacao visa estabelecer as bases
necessarias para a modelagem matematica e as futuras simulagées numéricas que
caracterizam o nucleo analitico deste estudo.

2.1 O APORTE PEDAGOGICO: A TEORIA DE JEROME BRUNER

A construcao de um saber cientifico sélido exige que a transicao entre o senso
comum e a modelagem cientificamente aceita seja mediada por uma estratégia peda-
gogica clara. Neste trabalho, a analise dinamica de particulas em loops é estruturada
sob a luz da teoria de Jerome Bruner, cujo foco reside no desenvolvimento intelectual
do aprendiz por meio da descoberta e da organizacao estrutural do conhecimento.

2.1.1 O Ensino como Estimulo ao Desenvolvimento Intelectual

De acordo com Jerome Bruner, o ensino ndo se reduz a mera transmisséao
de informacdes, mas constitui um esforco sistematico voltado a auxiliar e orientar o
desenvolvimento intelectual do aprendiz. Nessa perspectiva, parte-se da premissa
de que qualquer contetdo pode ser ensinado de maneira intelectualmente honesta a
qualquer estudante, desde que se respeite seu estagio de desenvolvimento cognitivo e
se adotem modos de representacdo adequados a sua compreensao.

Bruner inicialmente enfatizou que o aspecto verdadeiramente central de uma
area do conhecimento reside em sua organizacao interna, isto €, na rede de conceitos
e principios que lhe confere coeréncia e poder explicativo. Ao privilegiar essa estrutura
disciplinar, o processo de ensino-aprendizagem favorece a compreensao conceitual
em detrimento de procedimentos meramente algoritmicos [11].

2.1.2 O Curriculo em Espiral Aplicado a Dinamica de uma Particula em um Loop

A opcgéo por apresentar inicialmente o problema do /looping circular sem atrito,
seguido do caso circular com atrito e, por fim, do looping eliptico com atrito, fundamenta-
se no conceito de Curriculo em espiral. Segundo essa concepcao, a aprendizagem
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significativa ocorre quando o estudante revisita um mesmo tépico ao longo do tempo,
em niveis progressivamente mais profundos e complexos.

No contexto desta monografia, a espiral se desenvolve em trés niveis distintos:

Nivel Inicial: o estudo do looping circular sem atrito possibilita ao estudante
concentrar-se na estrutura fundamental do problema, explorando as regularidades
associadas a conservagao da energia mecanica.

Nivel Intermediéario: a introducao do atrito exige a mobilizacao dos conhecimen-
tos previamente adquiridos para lidar com uma variavel adicional de maior complexi-
dade, cuja compreensao seria mais onerosa sem a prévia analise do caso idealizado.

Nivel Avancado: o estudo do /ooping eliptico com atrito representa a aplicagao
dos mesmos principios fundamentais a uma geometria mais sofisticada, demandando
um grau elevado de abstracao e formalizagdo matematica.

Essa sequéncia reflete a propria estrutura da Fisica como disciplina cientifica,
enfatizando ideias fundamentais como as Leis de Newton e o principio da Conservacao
da Energia em detrimento da memorizacao fragmentada de férmulas isoladas.

2.1.3 Os Modos de Representacao e as Ferramentas de Aprendizagem

A eficacia da sequéncia didatica proposta para este trabalho reside na transicao
harmdnica entre os trés modos de representagdao de Bruner: o ativo, o iconico e 0
simbdlico. Para materializar esses estagios e garantir que o ensino seja "intelectual-
mente honesto", este projeto prevé o uso de ferramentas especificas que auxiliam o
desenvolvimento intelectual do aprendiz.

No estagio inicial, a representagéo ativa ou enativa sera viabilizada por meio
da plataforma PhET Interactive Simulations (Universidade do Colorado) [12]. Esta
ferramenta permite que o estudante interaja diretamente com o fenédmeno fisico em
um ambiente virtual, manipulando variaveis como altura de langamento, massa e
coeficientes de atrito. Essa manipulacéo ativa € fundamental para que o estudante
sinta a relagéo de causa e efeito na analise dinamica da particula no loop, promovendo
a aprendizagem por descoberta em vez da mera recepgao passiva de informacdes.

Simultaneamente, o simulador PhET servira, também, de suporte para a
representacao icénica, ao fornecer visualizagdes graficas imediatas, como vetores
de forca e diagramas de energia visuais das energias no sistema. Tais recursos
visuais permitem que o estudante reconhecga a légica do movimento e identifique
padrées significativos nas condi¢des criticas de looping, o que facilita a organizagao do
conhecimento e fortalece a memaria a longo prazo.

A medida que o curriculo em espiral avanca para o célculo preciso das grande-
zas envolvidas, a representacao simbdlica assumira o papel central. Nesta monografia,
esse estagio sera consolidado pelo detalhamento das dedugdes matematicas. Ao
traduzir os principios fundamentais da mecéanica em leis e equagbes complexas —
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como as equacodes integrais de Volterra —, a modelagem matematica deixa de ser um
procedimento meramente algoritmico e passa a ser uma ferramenta de poténcia efetiva
[11]. Esse aprofundamento simbdlico permite que o estudante desenvolva modelos
mentais robustos, capazes de serem aplicados a andlise de outros sistemas fisicos
andlogos e inéditos [5].

2.2 RUDIMENTOS DE MECANICA NEWTONIANA

O estudo do movimento em trajetdrias curvas, especificamente no contexto de
loopings, demanda a integracao de dois pilares fundamentais da Mecanica Classica:
a dindmica newtoniana e o Principio de Conservacéo da Energia Mecanica. Com
base nesses fundamentos, esta secao dedica-se a analise da estrutura conceitual
e matematica indispensavel a compreensao precisa do problema de uma particula
se movendo em um Joop, estabelecendo os pressupostos fisicos e as ferramentas
analiticas que servirdo de base para o desenvolvimento subsequente dos modelos e
da discussé&o dos resultados.

2.2.1 A Dinamica de uma Particula em Movimento Circular

Inicialmente podemos enunciar, na forma convencional, aquelas que séo co-
nhecidas como as Leis de Newton:

* Primeira Lei de Newton: um corpo permanece em repouso ou em movimento
retilineo uniforme, exceto sob a atuacao de uma forga resultante ndo nula.

» Segunda Lei de Newton: um corpo sob a atuacado de uma forca resultante se
move de tal forma que a taxa de variagdo temporal do momentum linear se iguala
a forca resultante que atua sobre o corpo.

» Terceira Lei de Newton: se dois corpos exercem forca entre si, essas forcas serao
iguais em magnitude e direcdo e opostas em sentido. Além disso, cada forca
desse par atua em um corpo diferente.

Para mais detalhes vide [13]. Essas trés leis constituem o alicerce da Mecanica
Classica e fornecem o arcabouco conceitual necessario para a descricao do movimento
de corpos materiais. Dentre elas, a Segunda Lei de Newton desempenha papel central
na analise quantitativa da dindmica, ao estabelecer a relacdo fundamental entre a forca
resultante aplicada a um corpo e a variagao temporal de seu momentum linear. No
caso particular de uma particula de massa constante, essa lei assume a forma:

> Fy=mi, (2.1)
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emque >, F, representa a somatoria de todas as forcas, ou seja a forca resultante,
atuando no corpo e d representa sua aceleragéo.

Quando o movimento ocorre ao longo de uma trajetoria curva, a aplicacéao
direta da Eq. (2.1) torna-se possivel ao decompormos a aceleracado em componentes
associadas a geometria do movimento. Em cada ponto da trajetéria, o vetor veloci-
dade é tangente ao percurso, de modo que a aceleragcédo pode ser decomposta em
uma componente tangencial, responsavel pela variacdo do moédulo da velocidade, e
uma componente normal, associada exclusivamente a variagdo da direcao do vetor
velocidade.

Considere uma particula descrevendo movimento circular de raio » com ra-
pidez' constante v. Embora o médulo da velocidade permaneca constante, o vetor
velocidade ¥(t) muda continuamente de diregdo, pois € sempre tangente a trajetéria. A
aceleragao instantanea € definida, de maneira geral, como a taxa de variagao temporal
do vetor velocidade,

o(t + At) — U(t) AV

W=l A Al @)

Para explicitar a direcdo e o modulo de @, comparamos os vetores 4(t) e
u(t + At) em dois instantes separados por um intervalo A¢. Nesse intervalo, a particula
percorre um arco correspondente a um pequeno incremento angular Af com respeito
ao centro do circulo. Como o vetor velocidade é tangente a trajetoria, o angulo entre
u(t) e 9(t + At) também & Af. Assim, ao construir o tridngulo vetorial de subtra¢do
AV = U(t + At) — U(t), observa-se que Av aponta aproximadamente na dire¢do radial
para dentro (direcdo de —7), e essa aproximagao torna-se exata no limite At — 0. Logo,
a aceleracao € puramente normal (radial), apontando para o centro do circulo.

Resta determinar seu médulo. Como |v(t)| = |0(t + At)| = v, os dois vetores
velocidade tém pontas sobre um circulo de raio v no espago de velocidades. O compri-
mento da corda |Ad| subtendendo o angulo Ad é, para A pequeno, aproximadamente
igual ao comprimento do arco correspondente. Portanto,

|AT] ~ v |A), (2.3)

0 que se torna exato no limite diferencial. Dividindo ambos os lados por At e tomando

At — 0, obtemos:
lim M =v lim M =
At—0 At At—0 At
sendo w = df/dt é a velocidade angular.
Como no movimento circular uniforme (M.C.U) vale a relagdo cineméatica v = rw,

segue que:

vw, (2.4)

1)2

|d| :vwzv<—) =5 (2.5)

' Qu seja, 0 mddulo da velocidade.
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Além disso, a direcao de d é radial apontando para o centro da circunferéncia, isto é,
na direcao —r. Portanto, a aceleracdo no movimento circular uniforme pode ser escrita
na forma vetorial,

P = —w’R7. (2.6)

A Eq. (2.6) € a expressao da chamada aceleracdo centripeta, uma aceleracao
cujo médulo é v?/R e cuja diregdo aponta continuamente para o centro de curvatura.
Essa concluséao ressalta um ponto essencial para a andlise de loopings.

2.2.2 Elementos Sobre a Forca de atrito

A forca de atrito é uma interacdo de natureza eletromagnética que se manifesta
entre duas superficies solidas quando em contato, opondo-se ao movimento relativo ou
a tendéncia de movimento. Em escala microscépica, essa forga surge como a soma de
inUmeras interagdes entre os atomos de ambas as superficies. Neste nivel, mesmo
materiais polidos apresentam irregularidades e rugosidades, de modo que o contato
ocorre em pontos especificos. Nesses pontos formam-se verdadeiras “soldagens a frio”,
nas quais atomos de uma superficie aderem temporariamente aos da outra, criando
uma resisténcia que precisa ser vencida para que o deslizamento do corpo, em nivel
macroscopico, ocorra [7].

Do ponto de vista conceitual, a for¢a de atrito ndo constitui uma forga funda-
mental da natureza, mas sim uma forga efetiva introduzida no @mbito da Mecénica
Classica como um modelo fenomenolégico. As Leis de Newton ndo prescrevem a forma
funcional das forgas que atuam sobre um corpo; elas estabelecem apenas a relacao
dindmica entre a forga resultante atuante sobre um corpo e a aceleragdo adquirida por
este. Cabe, portanto, a modelagem fisica identificar e caracterizar as forcas relevantes
em cada situacao concreta .

No ambito da Mecéanica Cléssica, essa resisténcia é descrita em dois regimes.
No regime estatico, a forga de atrito estatica ( f;) equilibra a forca externa aplicada
sobre um corpo até um valor maximo dado por:

fs,max = NSFN7 (27)

em que yu, € 0 coeficiente de atrito estatico e Fy é o médulo da forga normal. Uma vez
superado esse limite, 0 movimento se inicia e passa a atuar a forga de atrito cinético®
(), cujo médulo é:

Je = e Fn, (2.8)

com py, representando o coeficiente de atrito cinético. O coeficiente de atrito (1) € uma
grandeza adimensional que depende das propriedades fisico-quimicas dos materiais

2 Qu forga de atrito dinamico.
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em contato, enquanto a for¢ca normal Fy expressa a intensidade com que um corpo
pressiona a superficie.

Quando introduzimos o atrito no estudo de movimentos sobre trilhos curvos —
em particular, no problema do looping circular ou eliptico — o comportamento dinamico
do sistema é profundamente alterado. Isso ocorre porque a forga normal Fy deixa de
ser constante ao longo da trajetéria. Como a forca de atrito é proporcional a normal,
sua intensidade varia continuamente em funcéo da posicao angular ¢ e da velocidade
instantédnea v(¢) da particula.

Essa variagdo implica que o trabalho realizado pela for¢a de atrito — isto €, a
energia dissipada pelo sistema — deve ser calculada de forma cumulativa ao longo do
percurso. Em termos matematicos, tal trabalho € obtido por meio de uma integral de
linha, cujo valor depende do histérico do movimento.

A consequéncia fisica mais importante é que a Energia Mecénica® deixa de ser
conservada: parte da energia cinética é continuamente convertida em energia térmica*
devido as “soldagens microscoépicas” que se rompem durante o deslizamento.

Diante disso, a particula deve iniciar o movimento com uma energia cinética
superior aquela prevista no modelo ideal sem atrito, de modo a compensar as perdas
dissipativas e ainda satisfazer as condicdes criticas do looping — como, por exemplo, a
manutencao do contato no topo do /oop. A formulacdo mateméatica desse problema,
como veremos na Sec¢ao 2.3.3, conduz naturalmente a uma equacao integral cuja
solugcado em cada ponto depende do historico dissipativo ao longo de toda a trajetéria
percorrida anteriormente.

O trabalho realizado pela forca de atrito ao longo de uma trajetéria arbitraria é
definido pela integral de linha:

W, = /C f - dr, (2.9)

sendo f é a forca de atrito e di* é o elemento diferencial de deslocamento ao longo do
caminho C. Como, no regime cinético, a forca de atrito € antiparalela ao movimento,
podemos escrevé-la como f = — u; Fiy £, em que £ é o versor tangente a trajetoria, 1
é o coeficiente de atrito cinético e Fy € o modulo da forca normal. Substituindo essa
expressao na definicdo de trabalho, obtemos:

Wf = —//LkFNdT, (210)
C

0 que evidencia que o trabalho da forca de atrito € sempre negativo, representando a
dissipagao continua de energia mecanica ao longo do percurso.

Ou seja, a soma das energias cinética e potencial da particula.

Este termo nao tem definicdo Unica na literatura. No entanto, em nosso trabalho ele é o calor
dissipado através da interagao da particula com o circuito. O qual ndo pode ser recuperado em forma
de energia util.
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Em sintese, o atrito ndo apenas reduz a velocidade da particula ao longo do
movimento, mas impde a necessidade de um equilibrio delicado entre energia inicial,
ganho de energia potencial gravitacional e dissipacédo continua da energia mecanica
devido a presenca da forca de atrito. E justamente esse balanco que distingue o limite
entre a conclusdo bem-sucedida do percurso ou a perda de contato entre a particula e
a pista e, a consequente, interrupgdo do movimento.

2.2.3 O Principio de Conservacao da Energia Mecéanica

Além da formulagéo dindmica baseada na Segunda Lei de Newton, a mecanica
classica dispde de uma descricao escalar complementar, de grande relevancia para
a analise de sistemas com vinculos geométricos bem definidos. Essa descrigao é
fornecida pelo formalismo energético, no qual a evolu¢gdo do movimento é caracterizada
nao pela aceleragao vetorial instantdnea, mas pelas trocas de energia associadas as
forcas atuantes sobre a particula ao longo da trajetéria [13].

Essa abordagem escalar revela-se particularmente adequada em problemas
nos quais a trajetéria é previamente conhecida, como no caso do /looping, pois permite
relacionar diretamente diferentes estados do sistema sem a necessidade de acom-
panhar detalhadamente o movimento intermediario. Enquanto a aplicacao direta da
Segunda Lei de Newton exige a decomposicao vetorial das forcas e da aceleracéao
ponto a ponto, o formalismo energético concentra-se exclusivamente nas grandezas
escalares associadas a capacidade do sistema de realizar trabalho [14].

Do ponto de vista formal, o principio da conservacao da energia mecéanica pode
ser obtido a partir da componente da Segunda Lei de Newton na direcao tangencial
ao movimento e de sua integracéo ao longo da trajetéria. Nesse sentido, o formalismo
energético ndo constitui um principio independente da dindmica newtoniana, mas
sim uma consequéncia direta dela, valida sempre que as forcas envolvidas forem
conservativas [15].

A adocao desse formalismo escalar € de extrema importancia para a analise
desenvolvida neste trabalho, pois permite estabelecer relagdes diretas entre a velo-
cidade da particula e sua posicao ao longo da trajetéria, fornecendo critérios claros
para a determinacao das condicdes criticas do movimento. Nos casos ideais, tais
relacbes assumem a forma de igualdades algébricas simples. Ja na presenca de
forcas dissipativas, como o atrito, a mesma estrutura conceitual conduz naturalmente
a equacao generalizada de balanco energético, nos quais a dissipagao de energia
“acumulada” ao longo do percurso deve ser considerada [7].

Dessa forma, a conservagao da energia mecanica é uma ferramenta funda-
mental e complementar a abordagem newtoniana vetorial, oferecendo uma perspectiva
particularmente eficiente na analise de movimentos em trilhos curvos, tanto em regimes
conservativos quanto dissipativos.
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A energia mecanica (E,,..) de um sistema € definida como a soma da energia
cinética K dos objetos que o compéem com a energia potencial U do sistema [7]:

Epee = K + U. (2.11)

Este é o Principio da Conservacéo de Energia Mecénica, que se fundamenta
na premissa de que as transferéncias de energia ocorrem exclusivamente por meio de
forcas conservativas, sem a atuacao de forcas de atrito ou arrasto. Adicionalmente,
considera-se o sistema isolado do ambiente externo.

Quando uma forga conservativa realiza trabalho W, a variagdo da energia
cinética é expressa por AK = W, enquanto a variagao da energia potencial é dada por
AU = —W. Arelacao entre essas variacoes é:

AK = —AU, (2.12)

para as provas desses importantes teoremas veja, por exemplo, [8]. Dessa forma,
ao comparar dois estados distintos do sistema (1 e 2), a soma das energias deve
permanecer constante:

Ky +U, =K, +U. (2.13)

Este é o Principio da Conservagao de Energia. Conclui-se que, em um sistema
isolado sob forcas conservativas, a variacao da energia mecanica total é nula:

AEpe = AK + AU = 0. (2.14)

O uso deste principio simplifica a analise de sistemas complexos, permitindo
igualar o conteudo energético de dois estados fisicos diferentes do sistema, sem a
necessidade de detalhar trajetérias intermediarias ou calcular trabalhos das forgas que
atuam sobre a particula em cada momento da dinamica.

De forma mais geral, os teoremas trabalho—energias® podem ser generalizados.
Com efeito, quando forcas conservativas e certas classes de forca nao conservativas
atuam simultaneamente, a variacao da energia cinética € dada pela soma dos trabalhos
realizados por todas as forcas envolvidas. Assim, pode-se escrever:

Sw ey Wi = AK, (2.15)

em que W.° representa o trabalho realizado pela forca conservativa £.9, e W™
o trabalho realizado pela forga ndo conservativa ﬁi(”c). Nota-se que os somatérios
presentes na Eq. (2.15) apresentam apenas um subindice, i. Toda vez que a notagao
for essa, isto significa que estamos subentendendo a soma sobre todos os valores
possiveis para a variavel, i. Ou seja, sobre as 'n’ forgas agindo sobre a particula.

S Asequagbes K =W e U=-W.
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Para forcas conservativas, o trabalho pode ser expresso em termos de uma
energia potencial associada, de modo que:

w9 = —AU; (2.16)

)

sendo U; a energia potencial correspondente a forgca conservativa ﬁi(c). A energia
potencial total do sistema é, portanto, definida como:

U=> U (2.17)

Substituindo essas relacdes na expressao geral do teorema trabalho—energia,
obtemos:
S w = AK+ > AU = A(K +U). (2.18)

Pela definicao de energia mecanica total do sistema (2.11), segue-se que:

ABEpec =y W (2.19)

A Eq. (2.19) expressa o balango energético mais geral para uma particula
sujeita a um conjunto de forgas quaisquer. Ela mostra que a energia mecanica total é
conservada apenas quando o trabalho realizado pelas forcas nao conservativas é nulo.
Em particular, forcas de atrito realizam trabalho negativo, promovendo a dissipagcao
continua da energia mecéanica em outras formas de energia, como energia térmica.

No contexto desta pesquisa, essa formulacao generalizada é de importancia
central, pois permite estender a analise do movimento de particulas em loops para
além do regime ideal conservativo. A presenca do atrito implica que a variacao da
energia mecanica ao longo da trajetéria depende do trabalho das forcas dissipativas
"acumulado”, o qual deve ser calculado explicitamente ao longo do percurso. Essa
caracteristica conduz naturalmente a descri¢coes integrais do movimento, nas quais o
estado dinamico da particula em um dado ponto depende da histdria do movimento®.

2.3 A ANALISE EVOLUTIVA DA DINAMICA DE PARTICULAS EM LOOPINGS COM
DIFERENTES EXCENTRICIDADES

Nesta secao, aplicamos o formalismo desenvolvido nas se¢des anteriores para
analisar matematicamente cada nivel do curriculo em espiral proposto na Sec¢ao 2.1.3.
O objetivo é quantificar como a introducao do atrito e a mudanca de geometria mo-
dificam as condicdes de movimento, 0os requisitos energéticos e o comportamento
dindmico do sistema.

6 l.e., a trajetoria que representa a dindmica da particula no espago de fase [14].
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2.3.1 A Representacao Ativa e Iconica na Exploracao do Looping

Introduz-se uma etapa exploratéria que concretiza, no plano pratico, a pro-
gressao entre os trés modos de representacao de Bruner. Os quais sao descritos na
Secao 2.1.3 e vao do estagio ativo ao iconico, preparando a estrutura cognitiva do
estudante para a formalizagdo simbdlica desenvolvida nas subsegdes seguintes.

O estagio ativo é concretizado por meio da plataforma PhET Interactive Simu-
lations [12], j& apresentada na Sec¢éo 2.1.3. Neste contexto especifico, a manipulagéo
das variaveis do sistema — altura de langamento, massa e coeficiente de atrito —
permite ao estudante observar diretamente como cada parametro altera as condigbes
para a particula percorrer o loop, enquanto os diagramas de energia e de posicao
fornecem o suporte iconico para o reconhecimento de padrdes.

As Figuras 1, 2 e 3 ilustram diferentes configuracées geométricas exploradas
na simulacado. Vale destacar que, pelas limitacdes da simulacao, nao é garantido que
as formas geométricas escolhidas sejam perfeitas, exigindo certa pratica e esforco
do usuério. Parte-se do caso idealizado do /oop circular e avanca-se para variacdes
elipticas com diferentes excentricidades, o que permite observar como alteracées na
geometria da trajetéria afetam a distribuicdo de energia e as condi¢ées de manutencao
do contato entre a particula e a pista.

Figura 1 — Simulagdo do movimento em um /oop circular.
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Fonte: PhET Interactive Simulations, University of Colorado Boulder. Disponivel em:
https://phet.colorado.edu.
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Figura 2 — Simulagdo do movimento em um /oop eliptico horizontal.
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Figura 3 — Simulagdo do movimento em um /oop eliptico vertical.
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Fonte: PhET Interactive Simulations, U.n-iversity of Colorado rBohuIder. Dispbnivel em:
https://phet.colorado.edu.

A transicao entre os estagios ativo e iconico desenvolve os elementos necessa-
rios para a representacao simbdlica. A intuicao construida pela exploracao e pela leitura
dos gréficos sera formalizada, nas se¢des seguintes, pelas equagdes de movimento e
pelas condi¢gdes energéticas que governam a realizagao completa do looping.

2.3.2 A Dinamica da Particula em um Loop Circular sem Atrito

Pretende-se, agora, determinar a altura minima a partir da qual uma particula
deve ser liberada para que seja capaz de completar integralmente a trajetoria circular
de um looping na auséncia de forcas dissipativas. De forma equivalente, busca-se
estabelecer o valor minimo da velocidade da particula, na base do loop, necessério
para garantir a manutencao do contato da particula com a pista ao longo de todo o
movimento.

Definimos os seguintes pontos caracteristicos da pista: o ponto A corresponde
ao ponto de liberagéo da particula, situado a uma altura h em relacao a base do loop; o
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ponto B representa o ponto mais baixo da trajetéria circular; e o ponto C' corresponde
ao topo do /loop, localizado a uma altura 2R.

Figura 4 — Looping Circular e os Pontos Caracteristicos da Trajetoria.

Ae P

B

Fonte: Elaborado pelos autores (2026).

Nesse contexto, tendo em vista a Fig. 4, formulam-se, nos livros didaticos, tais
como [9, 7], as seguintes questdes fundamentais: Qual é a velocidade minima v que
a particula deve possuir ao passar pelo ponto B? Qual € a altura minima h a partir da
qual a particula deve ser abandonada para que complete o looping?

Como o sistema é conservativo, a energia mecanica total da particula se con-
serva ao longo de toda a trajetoria. Admitindo que a particula seja liberada do repouso
no ponto A, sua energia mecanica inicial € exclusivamente potencial gravitacional. No
topo do looping, ponto C, essa energia se distribui entre as formas potencial e cinética.
Assim, temos:

E4 = ES. (2.20)

Explicitando os termos da Eq. (2.20), obtém-se:

1
mgh = mg(2R) + émvé. (2.21)
Dividindo ambos os lados da equacgao por mg e isolando a altura h, resulta:

U2
h=2R+ . (2.22)

29
A Eq. (2.22) estabelece a relagdo fundamental entre a geometria do trilho e a

dindmica da particula no topo do loop.

Uma das condigbes para que a particula seja capaz de completar integralmente
a trajetéria circular mantendo o contato com o trilho, é que exista, em todos os pontos
do movimento, uma forca resultante dirigida ao longo da diregdo normal a trajetéria, isto
€, apontando para o centro de curvatura do circulo. Essa forca resultante é responsavel

pela aceleracao centripeta exigida pelo movimento curvilineo.
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No ponto mais alto da trajetéria, onde a dire¢ao radial coincide com a vertical
para baixo, as Unicas forcas com componente radial sdo a forca gravitacional’ da
particula, mg, e a forca normal exercida pelo trilho sobre a particula, Fy, ambas
orientadas em direcao ao centro do circulo. Nessas condicdes, a aplicacao da Segunda
Lei de Newton ao longo da direcao radial conduz diretamente a equacao:

U2
Fn +mg = mEC. (2.23)

A condic&o limite para a manuteng¢édo do contato com o trilho ocorre quando a
forca normal se anula, caracterizando o limiar entre 0 movimento vinculado e a iminente
perda de contato entre a particula e o trilho. Impde-se, assim, Fy = 0, 0 que conduz a
velocidade minima no topo do /oop:

_ Ug',min (2 24)
mg=m R .
ou, equivalentemente,
Ve min = V/ gR (225)

Conhecida a velocidade minima no topo do /oop, € possivel determinar a altura
minima a partir da qual a particula deve ser liberada. Substituindo a Eq. (2.25) na
Eq. (2.22), obtém-se:

1
= — 2
h=2R+ 5 (9R), (2.26)

0 que resulta em:

Bonin = 2,5R. (2.27)

Uma vez estabelecida a condigdo de energia minima no topo do /oop, retorna-
mos a andlise energética entre os pontos B e C' para determinar a velocidade minima
na base dessa trajetoria. Aplicando novamente o principio da conservagao da energia
mecanica, temos:

1, 1

§mUB,min = §mvé,min + mg(2R) (228)

Substituindo o valor de v, = gR, segue que:

Vhmin = R+ 49R = 5gR, (2.29)

e, portanto,

UB,min = V 5gR (230)

7 Para detalhes veja [7].
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As Eqgs. (2.27) e (2.30) séo fisicamente equivalentes, pois ambas determinam a
energia mecanica minima necesséria para que a particula inicie a trajetéria. Para evitar
repeticdes, nos problemas seguintes adotaremos como referéncia a velocidade minima
na base do looping, pois essa grandeza expressa diretamente a condicao energética
inicial e facilita a extensao da analise para sistemas nao conservativos e trajetérias nao
circulares.

Esse resultado é amplamente apresentado tanto no Ensino Médio quanto
no Ensino Superior, sendo frequentemente tratado como um problema elementar da
Mecéanica Classica. No entanto, essa aparente simplicidade suscita uma questao
natural: até que ponto tal simplicidade se mantém quando se introduz forga dissipativas,
como o atrito, ou quando se modifica a geometria da trajetéria considerada?

2.3.3 A Dinamica da Particula em um Loop Circular com Atrito

Consideramos agora o looping circular com atrito cinético ao longo de toda a
trajetoria. Nesse caso, a energia mecanica nao € conservada, sendo continuamente
dissipada pelo trabalho da forca de atrito.

Mantemos a geometria do problema anterior (trilho circular de raio R) e adota-
mos a parametrizagdo pelo angulo ¢, medido a partir do centro da circunferéncia. A
posicao da particula é dada por

x = Rsin ¢, y = R(1 — cos ¢), 0<¢<2r. (2.31)

Figura 5 — Looping Circular com Atrito

R

Fonte: Elaborado pelos autores (2026).
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Como vimos, a forca de atrito cinético atua tangencialmente a trajetéria com
modulo Fy = pFy, em que p é o coeficiente de atrito e Fiy a forga normal. Aplicando a
segunda lei de Newton na dire¢éo radial®,

Fny —mgcoso = mzﬂj(f)? (2.32)
e portanto: )
Fr= ,u(mgcosqb—kmv }(;b)) : (2.33)

A presenca dessa forga dissipativa exige que a analise do movimento seja
conduzida a partir da equacao generalizada de balango energético, no qual o trabalho
realizado pela forca de atrito seja explicitamente levado em conta. O balanco energético
do sistema, seguindo [6], é expresso por:

1

1 l(9)
ged = 3me0) = mgy(o) + [ Frds (2.34)
0

em que v, € a velocidade da particula na base do loop (¢ = 0), l(¢) = Rp é 0
comprimento de arco percorrido pela particula e o termo integral é trabalho realizado
pela forca de atrito ao longo do caminho.

Ao substituir a expressao da forga de atrito, Eq. (2.33), no termo integral da
Eq. (2.34), temos:

(#) /
/l ’ Fp(s)ds = /Rd),u(mg cos ¢ + mu*(¢ )) ds. (2.35)
0 0

R
Realizando a mudancga de variavel para o dominio angular, sendo s = R¢' e,
consequentemente, ds = Rd¢’, a integral pode ser decomposta em duas componentes
distintas, uma relacionada a projecao radial da forca gravitacional e outra vinculada a
forca centripeta. Assim:

U(e) ¢ ¢
/ Fp(s)ds = ung/ cos @' d¢’ + um/ v (@) d¢, (2.36)
0 0 0

resolvendo a primeira integral e substituindo em (2.34):

md m*(o)

¢
= + mgR(1 — cos ¢) + pmgR sin ¢ + ,um/ v (@) do, (2.37)
0

2 2

multiplicando todos os termos por ﬁ, introduz-se a velocidade adimensional definida
como:

Vi) = ; (2.38)
VgR
Vale ressaltar que a partir desse momento adotamos as convengdes de sinal da referencia [6], para a
direcdo radial, a qual difere da convencéo adotada na secéo 2.2.1.

8
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como sugere [6]. Apds as manipulacdes algébricas e a reorganiza¢ao dos termos,
obtém-se uma equacéo integral que governa o sistema:

]
V2(6) = V2 + 2(cos ¢ — psing — 1) — zﬂ/ V) de |. (2.39)
0

A Eq. (2.39) é uma equacao integral de Volterra de segunda espécie, cuja
forma geral é:

£(8) = g(t) + / CK(Ls) f(s) ds. (2.40)

Esse tipo de equacéo desempenha papel central na modelagem de sistemas
com memoria, sendo particularmente adequado a descrigdo de processos dissipativos
[16]. Quando o nucleo K(t, s) é suficientemente regular, a equagao de Volterra equivale
a uma EDO, o que permite resolvé-la por derivagao direta.

Isto posto, para resolvé-la vamos usar o método de transformacéo de EDO
equivalente de [17]°, derivando (2.39) em relagéo a ¢ e definindo Y (¢) = V?(¢), obtém-
se a EDO linear de primeira ordem:

%Y(qﬁ) = —2sin¢ — 2ucos ¢ — 2u Y (¢). (2.41)

A resolucao da Eq. (2.41) segue diretamente pelo método do fator integrante.
O fator integrante associado € dado por:

Z(¢) = exp (/ 2u d(b) = %1, (2.42)
multiplicando a Eq. (2.41) por Z(¢), obtém-se:
% (eQWY(d))) = —2e*"?sin ¢ — 2ue®? cos . (2.43)

Integrando ambos os lados entre 0 e ¢, segue que:

¢
Y (¢) — Y (0) = / [—262#¢’ sin @' — 2ue?"? cos ¢’] d¢. (2.44)

0

Para obter uma expressao fechada para a primitiva consideremos inicialmente
as integrais indefinidas:

I = / A sing dgf, I, = / e cos ¢’ df. (2.45)

Aplicando integracéo por partes em I,, tomamos u = sin ¢/, dv = e*? d¢/, de
1 ,
modo que du = cos ¢’ d¢’ e v = 2—62“¢ . Logo:
o

9 o método de fator integrante é padréo na literatura, mas nao para resolver esse tipo de integral. Isto é

uma inovagao deste matematico.
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62'u¢/ . / 1 2 ¢/ / / €2H¢l . / 1
I, = sing' — — [ e cos¢' d¢p' = sing’ — —1.. (2.46)
2u 21 21 2u
De forma analoga, para I. escolnemos u = cos ¢/, dv = e***' d¢’, de modo que
1 / .
du = —sin ¢’ d¢’ € 0 mesmo v = Z—eW’ . Assim:
i
2ue’ 1 , 2ue’ 1
I, = c cos ¢+ —/62‘”5 sin ¢’ d¢' = € cos ¢+ —1,. (2.47)
20 21 20 20

As Eqgs. (2.46) e (2.47) formam um sistema linear em (I, I.). Substituindo
(2.46) em (2.47), obtemos:

st (e L 2.48
]c - a 1 — 5 1c ] .
2 cos ¢’ + o ( o sin ¢ 2 ) ( )
isto e,
1 e2md’ , e2ud’ .

(1 + 4_M2) I. = 2 cos @' + I sin ¢, (2.49)

e portanto

21’

I = a2 <2p cos ¢’ + sin gb') +C. (2.50)

Substituindo (2.50) em (2.46), segue

21’ 1 e2md
I, = 2 sin ¢’ — Z T+ 42 <2uCOS¢, + Sincb/) +C
e2nd’
- <2lusin ¢ — cos ¢’> +C. (2.51)
1

Com essas expressdes, a primitiva do integrando de (2.44) é obtida direta-
mente:

/ [—2€2M¢, sin g’ — 2ue?® cos gb’} d¢' = =21, — 2ul,

2e219'
=1 e (2/L sin ¢’ — cos gb')
2 e2ne’
- 1lf4/12 (Q,ucosgb' + singzﬁ’) +C
e2md’ )
=1 e [(2 —4p”) cos ¢’ + 6,usin¢/] + C.

(2.52)

Aplicando os limites ¢/ = 0 e ¢’ = ¢ na Eq. (2.44), e utilizando cos0 = 1 e
sin0 = 0, obtém-se:

e2ne 2 — 4u2

2u¢ _ 2 :
e"?Y (¢p) =Y (0) = T 42 (2 —4p)cos¢ + 6usinp| — L

(2.53)
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Retornando a variavel original e isolando V?(¢), resulta:

2 —4p®)cos¢ +6using (2 - 4@2)6_2;@

V2(¢) — e—?uqﬁ%? + (

2.54
1+ 4p? 1+ 4p? (2.54)
_ 2(1 — 24%) 2 ,
= e (V7 - 2u* — 1 : 2.
e (VO + 54,2 T a2 [( 1 ) cos ¢ + 3pusin ¢ (2.55)

Para compactar a notagdo e alinhar a escrita com a literatura, introduzem-se
as constantes:
C=14+44°, E=2u%—1, (2.56)

de modo que a solucdo assume a forma final:

V2(g) = e (V(f - %) - %(g cos ¢ + 3ysin gb) . (2.57)

A expressao (2.57) fornece o perfil completo da velocidade adimensional ao
longo do /oop circular sob atrito cinético. O fator exponencial e~2*¢ evidencia que a
dissipagao atua de forma cumulativa ao longo do arco percorrido, e ndo em funcéo do
tempo, refletindo o carater geométrico do atrito cinético neste sistema.

A partir dessa solucao, para que a particula complete 0 movimento de looping,
trés condi¢des devem ser satisfeitas simultaneamente:

1. V(¢) >0, para 0 < ¢ < %, garantindo que a particula ndo pare no primeiro quarto
do trilho;

2. Fy(¢) >0, para < ¢ < 2%, garantindo a manutengédo do contato com o trilho no
trecho superior;

3. V(¢) > 0, para & < ¢ < 2m, garantindo que a particula consiga completar o
ultimo quarto do trilho.

A primeira condigdo imposta ao movimento exige que a velocidade da particula
permaneca estritamente positiva ao longo do intervalo
m

V(p) > 0, 0<o< 5 (2.58)

Do ponto de vista fisico, essa restricdo assegura que a particula nao interrompa

seu movimento antes de alcangar a regiao superior da trajetéria. No caso critico,

correspondente a situagéo limite em que a particula possui a menor velocidade inicial,

ainda compativel com a conclusdo do percurso, pode-se impor a condi¢ao:
m

V(i) —0. (2.59)

Substituindo ¢ = 7/2 na expressao geral para V(¢), obtém-se:

2(2p2 — 1) 2 [
1+4p2 1+4p?

0=e "2 {‘/02 + (2u* — 1) Cosg + 3psin 1. (2.60)

2
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Utilizando cos(7/2) = 0 e sin(r/2) = 1, a equagao acima se reduz a:

_uz 2(2p* — 1) Gy
_ 13 2 — . 2.61
0=e {VO T e | it (2.61)

Isolando o termo correspondente a velocidade inicial, encontra-se:

V2: 6/11 @%“—4M2_2
0 1 4+4pu2 1+4u2

(2.62)

Desse modo, para que a condi¢do V' (¢) > 0 seja satisfeita ao longo de todo o
intervalo considerado (0 < ¢ < 7), a velocidade inicial deve obedecer a desigualdade:

Guezt —4u2 + 2
> . 2.
Vo2 \/ 1+ 4p? (2.63)

Para formular a inequacao da velocidade minima, V' (¢), para se manter em
contato com a regiao superior do trilho, parte-se da segunda condi¢ao de concluséo,
ou seja: Fy(¢) > 0, para g <o < 3—7T. Desse modo, vamos usar a Eq. 2.32, dividida
por mg para trabalharmos com a velocidade adimensional definida. Logo:

Fn(9) =cos ¢ + V(). (2.64)
mg
A manutencédo do contato exige:
Fn(¢) >0 — cos ¢ + V3(p) > 0, (2.65)

para os valores de ¢ correspondentes a regido superior do loop. O ponto potencialmente
mais critico para o contato é o topo da trajetéria, ¢ = «, pois ali cos ¢ assume seu valor
minimo. Assim, impde-se:

cosm + V3(m) >0 = —1+V3(7) >0, (2.66)
isto &,
Vi(m) > 1. (2.67)
Substituindo ¢ = 7 na expresséo de V?(¢) e usando cosm = —1 e sint = 0,
obtém-se:
_ 4% — 2 2 _
2 — 2um 2 . 2 1 2.
Vi(r) =e (Vb + 7 +4M2> T [(2p ) cosm + 3usin] (2.68)
de modo que:
_ 4p2 -2 2
2)=e W (V2 — 2 _1)(-1 -0] . 2.
Vi = (4 ) - o (@ - DD st (269
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simplificando o termo entre colchetes, segue que:

_ 4p% —2 4p% —2
) = e (V7 . 2.7
Vi(m)=e <%+1+4M2>+1+4M2 (2.70)

Impondo a condigao de contato no topo, Eq. (2.67), e substituindo a Eq. (2.70),
obtém-se a desigualdade:

(2.71)

4p? —2 4p% —2
6—2;171'(‘/02_‘_ H ) % >

1+4p? 14+ 4p? —
isolando o termo exponencial:

4u? — 2 4p? — 2 3
S (VN iy IS - . 2.72
‘ <0+1+4u2>— 1+ 42 1+ 412 (2.72)

multiplicando ambos os lados por ¢2*™ e, em seguida, isolando V2, resulta:

4p? — 2 3e2Hm 3enm 4p? — 2

Vg > = Vg > - : 2.73
°+1+4u2‘1+4u2 O = 1442 14 4p2 (2.73)
logo,
3™ — 4p? + 2
VE> 2.74
pode-se escrever finalmente a condigéo 2 na forma:
e — 4p2 + 2
Vo > . 2.75
0= \/ 1+ 4p2 ( )

A condicao 3 é introduzida para assegurar que, apds a passagem pela regiao
superior, a particula ndo tenha sua velocidade anulada no trecho final do percurso. Em
termos matematicos, exige-se que:

V(g) >0, 37” < ¢ <2, (2.76)

No regime critico, isto é, no limiar em que a particula completa a volta com a
menor velocidade inicial admissivel, pode-se impor a seguinte condi¢do no ponto final:

V3(2rm) =0, (2.77)

partindo da expressao geral obtida anteriormente para V?(¢),

2(2u2 — 1 2 .
V() = e (V02 + (1 :L_ 12 )) R [(21° — 1) cos ¢ + 3usin ¢ (2.78)

substitui-se ¢ = 27 e utiliza-se cos(27) = 1 e sin(27) = 0, obtendo:

_ 2(2u% — 1) 2
22r) =e (V5 - 2> —1)-1 - 2.7
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impondo a condigao critica V?(27) = 0, segue que:

_ 202> — 1)\ 2(2p> —1)
=t (V2 - 2.80
0=e (0+ 1+ 42 1+4p2 (2.80)
reescreve-se:
4u? —2 4p? —2
0= e 40 (12 — ) 2.81
‘ <°+1+4u2) 1+ 4p2 (2:81)
reorganizando:
_ 4p% —2 4p% —2
(Vi = 2.82

multiplicando ambos os lados por e*™#:

9 4,u2—2_4u2—2

= Amu 2.83
W T e (2.83)
isolando V7, obtém-se:
. i YR 2.84
0o — 1 +4,U/2 (6 - ) ( - )

Portanto, para que a condigao V' (¢) > 0 seja satisfeita em 37” < ¢ < 27, deve-se
exigir que:

4% — 2
> drp 1) |, 2.

Cada condicao define uma curva limite no plano (u, V5): abaixo dessas curvas,
ao menos uma condicdo é violada e o percurso ndo é completado; acima delas, o
movimento é fisicamente admissivel. A representacao gréafica dessas fungdes permite
identificar qual condicao € dominante para cada valor de .

2.3.4 A Dinamica da Particula em um Loop Eliptico sem Atrito

Diferentemente do caso circular, em que a simetria facilita bastante a dinamica,
o loop eliptico exige mais cuidado com a geometria da trajetoria e sua orientacdo em
relacdo a gravidade. Neste trabalho, seguindo [6], consideramos duas posi¢cdes da
elipse: a elipse horizontal (H), com o semieixo maior na horizontal, e a elipse vertical
(V), com o semieixo maior na vertical. Essas duas configuracées permitem comparar
como a forma da elipse influencia 0 movimento da particula que percorre esses loops.
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Figura 6 — Looping Eliptico na Orientagéo Horizontal (H).

Y

-:1 1 Fy
Fonte: Elaborado pelos autores (2026).

Inicialmente, € preciso definir um critério geométrico que permita comparar,
de forma consistente, o loop circular e o loop eliptico. Para isso, escolhe-se uma
parametrizagdo da elipse cujo comprimento total seja aproximadamente igual ao da
circunferéncia de referéncia. Como o perimetro de uma elipse ndo possui expressao
analitica simples, utiliza-se a aproximacao proposta por Ramanujan, conhecida por sua
alta precisdo na estimativa desse comprimento.

Com base nesse critério, a parametrizagéo da elipse horizontal é escrita como:

z(¢) = Rpsing,  y(¢) = Rpe(l—cosg), (2.86)
enquanto, para a elipse vertical, tem-se:
z(¢) = Rpesing,  y(p) = Rp (1l —coso), (2.87)

Em que ¢ é o parametro angular, com 0 < ¢ < 2x. O parametro R desempenha
o papel de uma escala caracteristica do sistema, analoga ao raio no caso circular. O
parametro ¢, denominado excentricidade da elipse, esta associado a forma da elipse e
é definido pela razao entre os semi-eixos,

, (2.88)
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Figura 7 — Looping Eliptico na Orientagédo Vertical (V).

e

Fonte: Elaborado pelos autores (2026).

sendo a e b 0s semi-eixos horizontal e vertical, respectivamente. Por fim, o
fator adimensional p(e) € introduzido como um fator geométrico de correcéo, de modo
a ajustar o comprimento total da trajetéria eliptica ao comprimento do /loop circular de
referéncia, sendo dado pela expressao aproximada:

2
TR Sy T e | (2.89)

Uma vez estabelecida a parametrizacdo geométrica da trajetoria, torna-se
possivel formular a modelagem dindmica do problema em regime conservativo. A
evolugao do sistema € governada pela conservacao da energia mecanica. Como vimos,
a conservagao da energia pode ser expressa como:

Sm(6) + mgy(g) = g, 290)

sendo v, € a velocidade inicial da particula no ponto mais baixo da trajetéria. Dessa
relagdo segue-se que a velocidade da particula ao longo do percurso pode ser escrita
formalmente como:

v*(¢) = v5 — 29 y(9).- (2.91)

Introduzindo, como antes, a velocidade adimensional V' (¢) = v(¢)/+/gR, obte-
mos:

Vi(p) =V — 2y—]@ - (2.92)
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A primeira condicao critica — analoga a Condigcdo 1 estabelecida na Se-
¢éo 2.3.3 — é imposta por: V(¢) > 0, para 0 < ¢ < 7, garantindo que a particula ndo
pare no primeiro quarto do trilho.

No caso da elipse horizontal, cuja coordenada vertical € dada por (2.86), obtém-
se:

V3(¢) = Vi + 2pe(cos ¢ — 1). (2.93)

avaliando essa expressao em ¢ = /2, segue que:

Vi — 2pe > 0, (2.94)
0 que conduz a condigao:
Vo > /2pe. (2.95)

De maneira analoga, para a elipse vertical, caracterizada por (2.87), obtém-se:
V3(¢) = Vi + 2p(cos ¢ — 1), (2.96)
e a exigéncia V' (w/2) > 0 resulta em:

Vo > /2p. (2.97)

Essas desigualdades constituem condigbes necessarias para que a particula
atinja o primeiro quarto da trajetéria sem interromper o movimento. E ainda necessario
assegurar que o contato da particula com a trajetéria seja mantido ao longo da metade
superior do percurso, ou seja, Fy(¢) > 0, para g <o < %ﬂ Essa exigéncia decorre da
equacao da dinamica na direcdo normal a curva,

Fn —mgcosa(p) = m%, (2.98)

em que p(¢) representa o raio de curvatura local da trajetéria e a(¢) € o angulo entre a
normal a pista e a vertical. A forca normal pode, portanto, ser escrita como:

=m U2(¢) COS ¥
Fy = (p< D <¢>). (2.99)

A manutencdo do contato exige que Fy > 0 ao longo de toda a metade superior do
looping. O ponto mais critico ocorre no topo da trajetéria, ¢ = 7, em que cos a(m) = —1,
de modo que a condicao reduz-se a:

v (1) > g p(m), (2.100)
ou, em termos adimensionais,

V() > %- (2.101)
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Para avaliar essa condicao, faz-se necessario o conhecimento explicito do raio
de curvatura no topo do looping. A partir da geometria da elipse analisada em [18],
obtém-se:

R
pu()= =", py(r) = Rpe’, (2.102)

para as orientagdes horizontal e vertical, respectivamente. Por outro lado, a conserva-
¢ao da energia fornece pela Eq. (2.92), no topo da trajetoria,

VE — 4pe, (elipse horizontal),
Vi) = (2.103)
V2 —4p, (elipse vertical).

Impondo a condigéo de contato, obtém-se finalmente as desigualdades:
1
V02>p(45+g), Vi >p(a+e?), (2.104)

0 que conduz as condic¢des finais:

Vo> (p (45 + é) (elipse horizontal), (2.105)

Vo > p(4+e2) (elipse vertical). (2.106)

Esses resultados evidenciam que, mesmo na auséncia de atrito, a velocidade
minima necessaria para completar o loop depende de maneira sensivel da geometria
da trajetéria, por meio da variacao do raio de curvatura e da altura efetivamente atingida
pela particula. No limite ¢ = 1, correspondente ao caso circular, tem-se p = 1, €
as expressdes recuperam corretamente os valores classicos 1V, > v2 e 1y > /5,
confirmando a consisténcia do formalismo adotado.

2.3.5 A Dinamica da Particula em um Loop Eliptico com Atrito

Daremos prosseguimento a andlise do movimento em loops elipticos ao incor-
porar, agora, a presenca de atrito cinético ao longo de toda a trajetéria. A semelhanca
do que foi estabelecido no tépico anterior, impbe-se que o comprimento total da elipse
seja mantido igual ao do loop circular de referéncia; por essa raz&o, adotaremos a
mesma parametrizagdo previamente introduzida. A analise sera, contudo, organizada
em dois subtépicos distintos: um dedicado ao caso da elipse com eixo maior orientado
horizontalmente e outro ao caso da elipse com eixo maior orientado verticalmente.

2.3.5.1 A Dindmica da Particula em um Loop Eliptico Horizontal com Atrito

Consideremos, inicialmente, o caso da elipse horizontal, isto €, aquela cujo
semi-eixo maior se encontra disposto ao longo da direcédo horizontal. A trajetéria da
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particula permanece descrita pela parametrizacao apresentada na Eq. (2.86), que sera
empregada nesta etapa da andlise.
Figura 8 — Looping Eliptico Horizontal Com Atrito
y

2,,

i TR

Fonte: Elaborado pelos autores (2026).

Ademais, a expressao geral para a forgca normal no caso eliptico, dada pela
Eq. (2.99), permanece plenamente valida para o caso com atrito. A partir dessa forga
normal, torna-se possivel determinar a forga de atrito cinético que atua sobre a particula
ao longo da trajetéria, assim:

Fp(¢) = pu |mgcos ap(¢) + WPZ(EZ;) : (2.107)

Para determinar explicitamente a projecédo da forca gravitacional na direcéao
normal, &€ necessario obter uma expressao para cos ag(¢), em que ay(¢) € o dngulo que
a tangente a trajetéria (direcao da velocidade) faz com o eixo horizontal. A inclinagéo
da tangente é dada por:

_ dy/dg
 dx/de

A partir da parametrizacao da elipse horizontal, dada pela Eq. (2.86), obtém-se
diretamente:

tan g (¢) (2.108)

tan ay(¢) = e tan ¢, (2.109)

utilizando a identidade trigonométrica cos o = (1 + tan? o) ~'/2, segue que:

1

cosanld) = At

reescrevendo o denominador em termos de sin ¢ € cos ¢,

(2.110)

2 2 12
1+ e tan? ¢ = =2 qi;f;m ?, (2.111)
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0 que permite escrever:

| cos ¢
Ccos Qv = . 2.112
#(9) V/cos? ¢ + e2sin? ¢ ( )

fatorando 2 no denominador, obtém-se:
! (2.113)

cosanld) = e

Para garantir o sinal correto da proje¢cao quando cos ¢ < 0, introduz-se o fator

~ = sgn(cos ¢) e define-se:

de modo que a expressao final assume a forma:

~
cos o = ) 2.115

Além disso, para determinar o raio de curvatura da elipse horizontal, recorremos
a definicao geral da curvatura de uma curva plana parametrizada por um parametro ¢,
dada por [16]:

' (9)y"(¢) — ' (¢) 2"(¢)
/() + v ()2
A partir da parametrizacao fornecida pela Eq. (2.86) obtém-se as derivadas de
primeira ordem:

K(9) = . p(9) =k(e) (2.116)

2'(¢) = pRcos ¢, y'(¢) = pResin ¢, (2.117)
e as derivadas de segunda ordem:
2"(¢) = —pRsin ¢, y"(p) = pRe cos ¢. (2.118)
Substituindo-se essas expressées no numerador da curvatura, resulta:
2"y — 2" = (pRcos ¢)(pRe cos ¢) — (pRe sin ¢)(—pR sin ¢)
= p*R%*¢(cos® ¢ + sin? ¢) = p* R%¢. (2.119)

Por outro lado, o denominador, por sua vez, pode ser escrito como:

(27 +?)"” = [(PR)? (cos? ¢ + = sin” ¢)] "

=p’R? (0052 ¢ + % sin® qb) 82 (2.120)

Assim, a curvatura da elipse horizontal assume a forma:

5
= . 2.121
b (9) pR (cos? ¢ + e?sin” ¢) 372 ( )
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Para reescrever essa expressao em termos do fator geométrico Q (¢), utiliza-
se:
cos? ¢ + e?sin’ ¢ = €% cos® ¢ (tan2 o+ 572) =% cos® o Qu(9)?, (2.122)
da qual segue:
(COSQ¢—|—€2 sin? ¢)3/2 = &%l cos o> Qu(0)>. (2.123)

Substituindo-se na expressao da curvatura e invertendo o resultado, obtém-se
finalmente o raio de curvatura da elipse horizontal:

p(¢) = pRe* [ cos o’ Qu(9)”. (2.124)

Para encontrar o elemento de arco ao longo da elipse usamos as derivadas na
Eq. (2.117), logo:

dsy = +\/dx? + dy?> = pRe | cos ¢| Qu () do. (2.125)

Reescreve-se agora o trabalho realizado pela for¢ca de atrito em funcéao do
parametro angular ¢. Para isso, substitui-se na Eq. (2.107) as expressoes obtidas para
cos (), para o raio de curvatura py(¢) e para o elemento de arco dsy. Dessa forma,
a integral do trabalho da forca de atrito assume a forma:

’ _ ¢ ( sgn(cos¢) v*(9)
/0 FfdsH—um/O (g On + Rpazlcosd?’Q%) Rpe|cos ¢|Qu dp.  (2.126)

Observa-se que a integral acima contém diversos fatores comuns no numerador
e no denominador. Ao se realizar as simplificagcdes algébricas correspondentes, o
termo dissipativo pode ser decomposto naturalmente em duas contribuigdes distintas:

v*(9)

el cos ¢2Q%

No primeiro termo, utiliza-se a identidade: sgn(cos ¢) | cos ¢| = cos ¢, enquanto,
no segundo termo, emprega-se a relagdo geométrica: |cos¢|?Qp(¢)? = sin?¢ +
e 2cos? ¢. Com isso, a Eq. (2.126) pode ser reescrita como:

¢ ¢ ¢
/ Frdsyg = ungp/ sgn(cos @) | cos ¢| do + pm/ de. (2.127)
0 0 0

¢ ¢
,ungp/O cos ¢ do + mp /0 vH(9) do (2.128)

£ sin?¢ +e2cos2¢p

A integracao direta do primeiro termo fornece sin ¢, resultando finalmente em:

? mu [? v*(¢)
Frdsy = Rpsi — d 2.129
/0 rdsi = pmg Rpsin g + € /0 sin? ¢ + e-2 cos? ¢ ¢ ( )

expressao que evidencia explicitamente a contribuicdo gravitacional e a contribuigdo
associada a dissipagao dependente da velocidade ao longo da trajetéria.
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Substituindo-se a expressao obtida para o trabalho da forg¢a de atrito, Eq. (2.129),
na equacgao de balango energético, obtém-se:

mug _ mv*(¢)

@ 2( 4t
o () /
= +mgpRe(1 — + mpgpRsin ¢ + —- dg'.
5 i mgpRe(1 — cos ¢) + mugpRsin ¢ . /0 R ————p 0

(2.130)
Isolando-se o termo cinético v?(¢) e multiplicando-se ambos os lados por 2/m,
a expressao acima pode ser reescrita como:

v (¢)

sin? ¢ + =2 cos? ¢/

9 @
v? (@) = v5 — 2gpRe(1 — cos @) — 2ugpRsin ¢ — ?,u/
0

d¢'. (2.131)

Dividindo-se a Eq. (2.131) por gR e, evidenciando-se a forma adimensional
da equagdo, introduz-se, como antes, a velocidade reduzida V (¢) = o) = o

VR’ VR’
Obtém-se:
V2(¢) = V& 4 2pe(cos ¢ — 1) — 2upsin ¢ — 2 /d) V&) d¢’ (2.132)
0 s e Jo sin®¢/ +e2cos2¢/ '

Com o objetivo de compactar a notagdo e destacar o papel da geometria
eliptica, define-se o fator geométrico:

sicu(¢,e) = (5 sin? ¢ 4+ ¢! cos? ¢)_1 ) (2.133)
0 que permite escrever a Eq. (2.132) na forma final:
Py 6
V() = Vit + 2pe (cos g — Esing — 1) — 25 / VA sicn (@ e)d | (2.134)
0

A Eq. (2.134) € uma equacao integral de Volterra de segunda espécie —
estruturalmente andloga a Eq. (2.39) do caso circular —, a qual coincide com o resultado
do artigo de referéncia [6].

Para proceder a resolucao dessa equacao, utilizam-se ferramentas analogas
caso da particula se movendo em um /oop circular com atrito de [17], ou seja, usando
o método do fator integrante na EDO analoga a equacéao integral que temos. Logo,
introduzimos a fungéo auxiliar:

y(6) = V2(9), (2.135)

0 que permite reescrever a Eq. (2.134) de forma mais compacta. Derivando ambos 0s
lados da equacado em relacdo ao parametro angular ¢, obtém-se, no membro direito:

¢
L[ vrsientse s | = siorsionto. ) 2.136)

transformando o termo integral em uma contribuigéo local. Efetuando explicitamente a
derivagao do termo ndo integral,
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d
P [‘/02 + 2pe (cos ¢ — gsinqﬁ — 1)} = —2pesin ¢ — 2up cos ¢, (2.137)
chega-se, apos reorganizacao dos termos, a equacao diferencial ordinaria linear de
primeira ordem:

Y (@) + 2usicr (o, e) y(¢) = —2pesin ¢ — 2up cos ¢, (2.138)

A Eq. (2.138) possui a forma padréo de uma EDO linear de primeira ordem e
pode ser resolvida pelo método do fator integrante [19]. O fator integrante associado é
definido por:

I(¢) = exp (QM /0 ’ sion (u, €) du> , (2.139)

o qual, ao multiplicar toda a equacéo diferencial, permite escrever o membro esquerdo
como a derivada total do produto Z(¢) y(¢), ou seja,

Z(9)y'(¢) + 2usicu(d, e)L()y(¢) = I($)(—2pesin g — 2up cos ¢), (2.140)

ou ainda,
SHT6)(0)] = Z(0)(~2pesin 6 — 2upcos). (2.141)
Definindo-se a fungdo auxiliar: f'(¢') = —2pesin¢’ — 2upcos ¢'. Integra-se a

expressao resultante no intervalo [0, ¢|. A aplicagéo direta do Teorema Fundamental do
Calculo, [18], conduz a:

0]
(&) y()]E = /O I(¢) £(¢') d. (2.142)

Ademais, a avaliacao explicita do termo a esquerda fornece:

¢
() y(6) — (0) y(0) = / () £(#) dd (2.143)

pela definicao do fator integrante, dada por Eq. (2.139), segue-se imediatamente que:
Z(0) = exp(0) = 1, uma vez que a integral definida com limites coincidentes € nula.
Consequentemente, o termo Z(0) y(0) reduz-se simplesmente a y(0). Desse modo, a
Eq. (2.143) pode ser reescrita:

¢
T(6)y(6) = y(0) + / () £(#) dd. (2.144)

isolando-se y(¢) em (2.144), chega-se a:



47

¢
y(6) = T(6) y(0) + Z(6) ™" / (&) £(#) dd. (2.145)

O termo Z(¢)~! que multiplica a integral pode entrar nela, pois ndo depende de
¢'. Nesse sentido, a razdo Z(¢) 'Z(¢') pode ser simplificada da seguinte maneira:

T(¢) 'Z(¢') = exp (—Qp /0 ¢siCH(u,5) du) exp <2u /O . sicw (u, ) du)

= exp (—2u / ¢siCH(u, €) du) . (2.146)

/

Introduz-se, portanto, a fungcdo de propagacéao G(¢,¢’; <), também referida
como nucleo auxiliar por [16], cuja finalidade € codificar de maneira compacta o efeito
“acumulado” do termo dissipativo proporcional a sicy ao longo do intervalo angular
[¢', ¢]. Em outras palavras, G(¢, ¢'; ) desempenha o papel de um fator de transporte
multiplicativo: dado um estado conhecido em ¢’, ela prescreve como esse estado é
reponderado ao ser “evoluido” até ¢ sob a agdo do coeficiente efetivo 2usicy. Essa
interpretacao fica evidente ao notar que G depende apenas dos limites ¢’ e ¢ e da
integral do coeficiente ao longo do caminho, e satisfaz as propriedades usuais de um
propagador escalar, em particular G(¢, ¢;¢) = 1 e, para ¢’ < ¢, G(¢, ¢';¢) atua como
um fator de amortecimento determinado pela intensidade do atrito (1) e pela geometria
embutida em sicy [16, 20]. Assim:

2
G(9,¢'s¢) = exp (—2u / sicn (u, €) du> . 0<¢ <9, (2.147)

/

de modo que (2.145) assume a forma:

o)
y(6) = y(0) G, 0;) + / G(o.8:¢) /(&) d. (2.148)

Nesta etapa, reescreve-se a solugéo (2.148) de maneira a recuperar uma forma
integral em termos de f(¢) (e ndo de f'(¢)), 0 que € particularmente conveniente para
comparacao com a formulacao resolvente padrdao de Volterra. Para isso, integra-se por
partes o termo integral:

¢
G ' "(¢)do' = |G ! —G d¢’.  (2.14
[ cwster@as = [0 5] - [ 16) G i @149)
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calcula-se agora 0G/0¢'. A partir de (2.147),

0 G(pud:e) = G, 6 %( 2u/¢s10H<u o))

¢’
( 2u - 8(;5’ Sch(u £) du)
= G(d. ¢'e) (—2u- [ —sicu(d,€)])
= 2usicu(¢’, ) G(9, ¢'; ). (2.150)

Substituindo-se (2.150) em (2.149), obtém-se:
¢

¢
| 6.0 1) a0 = (60,052 1))~ 20 [ sicu(d.2) 610, 62) 5(6') d
" " (2.151)
Avaliando os temos, Como G(¢, ¢; ) = exp(0) = 1, tem-se:

(66,69 £(6)] = G6.0:2) 1(6) ~ G(6.0:€) f(0) = [(8) — G(,0:2) F(0). (2152)

Inserindo (2.151) e (2.152) em (2.148), segue que:

¢
V(0) = 1(0) Gl 0:6) + [ F(0) = Glo,0:6) £0)] =2 [ sicu(d'.2) Gloofse) 1(o) i

¢
= 1(0) + [5(0) = 1(0)] G6.0:2) 20 [ sicn(6'.2) Glon o) (6 as'. (2.150)
Além disso, no presente problema, por construcao,
y(0) = V2(0) = V7 e f(0) = Vi +2pe(cos0 — 1) — 2upsin0 = V. (2.154)

Portanto, obtém-se finalmente a forma resolvente:

o)
y(&) = £(6) — 2u / Ru(6,8':2) /(&) o, (2.155)

0

em que se identifica o ndcleo resolvente:
¢
Ry(9,¢';s¢) = sicu(¢',e) G(o,¢'s €) = siou (¢, €) eXp<—2u/ sicw (u, €) du) . (2.156)
¢/

Voltando a variavel fisica, y(¢) = V%(¢), a solugdo pode ser apresentada como:

Vi(¢) = [VOZ + 2pe (cosgb _HK sin ¢ — 1)} —2u /0¢> sicr (¢, €) exp (—Qu /; sicr (u, €) du)

[Vz + 2pe (cos¢ - sm<b - 1)} dg'.
(2.157)
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A expressao (2.157) é a reescrita da solugao obtida via fator integrante na
forma de uma equacao integral de Volterra com nudcleo resolvente Ry. Portanto, é ime-
diatamente adequada para comparacao direta com formulagdes integrais de referéncia
e para implementagdo numérica, mediante, € claro, a aplicacao das condicdes criticas.

Apdbs obter a representacao integral da solugao no caso eliptico com atrito, dada
pela (2.157), torna-se natural utilizar os critérios minimos que garantam que a particula
seja capaz de completar a volta no loop. E importante destacar que, assim como [6],
usaremos as mesmas condicoes criticas — Condigdes 1, 2 e 3 — estabelecidas na
Secéao 2.3.3 para o caso do looping circular.

Em particular, a primeira condigao critica (Condicao 1, cf. Secao 2.3.3) esta
associada a exigéncia de que a velocidade permaneca estritamente positiva no primeiro
quarto do loop, isto €,

Vig)>0, 0<¢< g (2.158)

O caso fronteirico corresponde a situacao critica em que a velocidade se anula
exatamente no extremo superior do intervalo considerado. Assim, impde-se a condi¢ao:
m

V(i) —0. (2.159)

Partindo da solucao integral geral, na Eq. (2.157), avaliamos essa expressao
em ¢ = 7/2. A imposi¢do da condigao critica (2.159) conduz a:

0=
2

w/2 /2
— 2u/ sicg (¢, €) exp (—Qu/ sicy (u, €) du)
0 /

Vi + 2pe <Cosg—ﬁsinz—1>]
€

Vi + 2pe <cos ¢ — gsin ¢ — 1) ] o

(2.160)
Nota-se que o termo fora da integral pode ser simplificado, segue entao que:
LIRS M
2pe (COS 5 2 sm§ — 1) = 2pe <O 5 1)
= —2pp — 2pe = —2p(p +¢). (2.161)

Substituindo-se o resultado da Eqg. (2.161) na Eq. (2.160) e rearranjando-se
os termos, de modo a isolar no lado esquerdo a velocidade inicial Vi e no lado direito
os termos dependentes da trajetoria, obtém-se a equacao critica associada a primeira
condicao:

w/2 T
VZ=2 2 Ry(=,&
o =2p(p+e)+ u/o H<2,¢> .

Vi + 2pe <COS ¢ — K sin ¢ — 1> ] d¢'|. (2.162)
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A Eq. (2.162) estabelece, para valores fixos dos parametros u e €, o limiar
minimo da velocidade inicial 1, para cumprir a primeira condigao.

A segunda condic¢ao (Condicao 2, cf. Secdo 2.3.3), como sabe-se, estd associ-
ada a perda de contato entre a particula e a pista. A condicao fisica necessaria para a
manutencgao do contato €, portanto:

Fy(o) > 0, g << 37” (2.163)

O ponto mais critico desse intervalo, seguindo [6], € o topo do looping eliptico
horizontal, correspondente a ¢ = =. Assim, o caso limitrofe de contato continuo é
definido por:

Fyn(m) =0. (2.164)

Partindo da Eq. (2.99), que relaciona a forca normal a aceleragao centripeta
ao longo de uma trajetéria plana de raio de curvatura p(¢), impde-se a condigéo critica
dada pela Eq. (2.164) na Eq. (2.99) e assumindo-se m # 0, obtém-se a expressao
geral para a velocidade quadrada minima necessaria no topo para a manutencao do
contato:

v (7)) = — g p(7) cos a(r). (2.165)

Resta-se, portanto, determinar explicitamente os valores de p(7) € cos a(m). No
que diz respeito ao angulo entre a direcdo tangente a trajetéria e a horizontal, utiliza-se
as definicoes:

S— , v = sig(cos @), Qu(¢) = v/tan? ¢ + 2. (2.166)
eQu(o)

no topo da trajetoria, ¢ = 7, tem-se cos™ = —1, de modo que v = —1, e como tan7 = 0,

segue que:

cos ay (@)

Qu(m)=¢e". (2.167)

Substituindo-se esses resultados na Eq. (2.166), chega-se a:

cosa(m) = —1. (2.168)

Esse resultado é fisicamente esperado, uma vez que, no topo do /oop, a dire¢ao
tangente ao trilho aponta no sentido contrario em relacao ao sentido positivo da direcao
horizontal.

O raio de curvatura da elipse horizontal € dado pela Eqg. (2.124), nesse sentido,

=&

avaliando essa expressdo em ¢ = 7, parao qual |cosm| = 1 e Qg (7) = 71, encontra-se:

_Rp

p(T) (2.169)

Substituindo-se as Eqgs. (2.168) e (2.169) na Eq. (2.165), resulta em:

v (r) = g]:p. (2.170)
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Na notacdo adimensional empregada ao longo deste trabalho, em que V? =
v?/(gR), a condigao critica de contato no topo assume a forma:

Vi) =2 (2.171)

Para traduzir essa condicdo em uma restricado sobre a velocidade inicial V;,
utiliza-se a solugao integral geral para V%(¢) dada pela Eq. (2.157), avaliada em ¢ = .
Utilizando as igualdades cosm = —1 e sinm = 0, € impondo-se, por fim, a condicao
critica (2.171), obtém-se a equacéo integral que define o limiar critico da velocidade
inicial:

Ve = g + 4pe + 2#/ Ry(m, ¢')
0

Vi + 2pe (cos ¢ — K sin ¢ — 1> ] d¢'|.  (2.172)
5

Além disso, mesmo que a particula consiga transpor o topo, a dissipacao de
energia ao longo do percurso pode ser suficiente para impedir que ela complete a
volta. O que leva a interrupcdo do movimento durante a descida final, antes de retornar
ao ponto inicial. Essa situacao € evitada se, e somente se, a velocidade permanecer
estritamente positiva no ultimo quarto da trajetoria, isto é,

Vi(g) >0, 3; < ¢ <2, (2.173)

Caso a condicédo dada pela Eq. (2.173) néo seja satisfeita, existe um ponto
¢ € (3w /2,27) no qual a velocidade se anula, caracterizando-se uma parada na descida
final, a saber, essa é a exata mesma condicao 3 do caso circular. O caso limitrofe que
separa os regimes em que o loop é completado, daqueles em que 0 movimento se
interrompe prematuramente, corresponde a situagéo critica em que a velocidade da
particula se anula exatamente ao final do percurso. Isto €, no ponto em que ¢ = 2.
Impde-se, portanto, a condi¢ao:

V(2m) = 0. (2.174)

Para obter a restricao correspondente sobre a velocidade inicial, parte-se da
solucao integral geral para a velocidade adimensional ao longo da trajetéria, dada pela
Eq. (2.157), e avalia-se essa expressdo em ¢ = 2x. A imposi¢éo da condic¢ao critica da
Eq. (2.174) conduz a:

0=V +2pe (COSQ?T— B inon — 1)
€

27
- 2:“/0 RH(27Ta gb/)

Vi + 2pe <COS ¢ — gsin ¢ — 1) ] dg'. (2.175)

Nota-se que o termo algébrico externo a integral simplifica-se imediatamente, o que
resulta em:
2pe <cos or — Esinon — 1) =2pe(1-0—-1)=0. (2.176)
£
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Consequentemente, a condicao critica reduz-se a uma relacao integral que
envolve exclusivamente o histérico dissipativo ao longo de toda a trajetoria:

27
V2 = 2 / Ry (2, &)
0

VE 4 2pe (cos ¢ — gsin ¢ — 1) ] de'|. (2.177)

A Eq. (2.177) define a terceira condig&o critica do caso eliptico horizontal
com atrito. As trés analises precedentes permitem caracterizar de forma completa os
mecanismos de falha do movimento no loop horizontal eliptico com atrito, conduzindo a
trés condicdes criticas distintas, cada uma associada a uma restricao especifica sobre
a velocidade inicial V;.

Do ponto de vista matematico, essas trés condigbes assumem a forma de
equacgdes integrais nao lineares para Vj, nas quais a velocidade inicial aparece tanto
de maneira explicita quanto no interior dos termos integrais, por meio do nucleo
resolvente Ry. Em virtude dessa dependéncia implicita e da presenca de integrais
nao elementares, ndo é possivel obter expressdes analiticas fechadas para os valores
criticos de V;, diferentemente do caso circular com atrito.

Consequentemente, a determinacao quantitativa das velocidades iniciais criti-
cas associadas a cada mecanismo de falha deve ser realizada por meio de um métodos
numeéricos. A comparacao entre os trés valores criticos obtidos permite, entao, iden-
tificar qual condicdo é a mais restritiva em cada regidao do espaco de parametros,
estabelecendo de forma completa o critério minimo para que o loop eliptico horizontal
seja efetivamente completado mesmo com a presenca de atrito.

2.3.5.2 A Dindmica da Particula em um Loop Eliptico Vertical com Atrito

Considera-se, agora, o caso da elipse vertical, isto €, aquela cujo semi-eixo
maior se encontra disposto ao longo da direcao vertical. A trajetéria da particula per-
manece descrita pela parametrizacdo apresentada na Eq. (2.87), que sera empregada
nesta etapa da analise.
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Figura 9 — Looping Eliptico Vertical Com Atrito

Y

1

Fonte: Elaborado pelos autores (2026).

Tal como no caso horizontal, a Eq. (2.99) permanece vélida, e a for¢a de atrito
cinético é dada por:
mv®(¢)
pv(9)
Para determinar a projecéao da forca gravitacional na direcao normal, é neces-
sario obter uma expressao para cos ay (¢), em que ay (¢) € o dngulo que a tangente a
trajetéria (direcéo da velocidade) faz com o eixo horizontal. A inclinagéo da tangente €

dada por:

Fy(¢) = p | mgcos ay(¢) + (2.178)

_ dy/d¢
= du/ds (2.179)

Assim, o angulo ay (¢) entre a tangente a trajetéria e o eixo horizontal satisfaz
tan ay (¢) = 71 tan ¢, de onde, por procedimento inteiramente andlogo ao do caso
horizontal, obtém-se:

tan ay (¢)

cos ay (@) = #@5) , (2.180)

em que y = sgn(cos ¢) e o fator geométrico do caso vertical é definido como:

Qv(g) = Ve 2tan? ¢ + 1. (2.181)

Note que, em contraste com o caso horizontal, cos oy ndo carrega o fator 1, o
que reflete a diferente orientacdo do semi-eixo maior e produzird consequéncias diretas
no balango energético.
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Além disso, para encontrar o raio de curvatura no caso do loop em formato
eliptico vertical, o numerador da curvatura € idéntico ao do caso horizontal:

a'y” — /2" = (Rpe cos ¢)(Rp cos ¢) + (Rpsin ¢)(Rpe sin ¢) = R*p’e. (2.182)
Por outro lado, 0 denominador, por sua vez, assume a forma:
( + y/2)3/2 = [R*p* (% cos® ¢ + sin® ¢)] 82 R*p* (% cos® ¢ + sin® ¢) 372 (2.183)

Utilizando-se a identidade =2 cos® ¢ + sin?¢ = c%cos? ¢ Qv (4)?, obtém-se o raio de
curvatura:

pv(¢) = Rpe* | cos ¢” Qv ()°, (2.184)
e o elemento de arco:
dsy = \/dx? 4+ dy?* = pRe | cos ¢| Qv (¢) do. (2.185)

Reescreve-se, agora, o trabalho realizado pela forca de atrito em fungao do
parametro angular ¢, substitui-se na Eq. (2.178) as expressdes obtidas para cos ay (¢),
para o raio de curvatura py (¢) e para o elemento de arco dsy. Dessa forma, a integral
do trabalho da for¢a de atrito assume a forma:

¢ ¢ 2
/0 Frdsy = ,um/o <g & + pR€2|UC<§fg)b|3Q%/> pRe| cos ¢|Qy do. (2.186)

O primeiro termo, de natureza gravitacional, carrega agora um fator ¢ explicito
— ausente no caso horizontal —, que decorre diretamente da orientagao vertical do
semi-eixo maior.

Substituindo-se a Eq. (2.186) na equacao de balanco energético, em que a
variagao de altura ao longo da trajetéria é Ay = Rp(1 — cos ¢), e introduzindo-se a
velocidade reduzida V(¢) = v(¢)/v9R, Vo = vo/\/gR, chega-se a equagao integral de
Volterra de segunda espécie para o caso vertical:

¢
V2(6) = V2 + 2p(cos ¢ — epsing — 1) — 2 / VA siov (¢ e)dd |, (2.187)
0

em que o fator geométrico do caso vertical é:
siev(6,€) = (= sin o+ ccost6) (2.189

A comparacao direta com a Eq. (2.134) revela a dualidade entre os dois casos:
a substituicdo ¢ — 7! em sicy reproduz sicy. Essa equagao coincide com o resultado
apresentado no apéndice do artigo de referéncia [6].

A resolucao da Eq. (2.187) segue exatamente 0 mesmo procedimento do caso
horizontal: derivagdo em ¢ para eliminar o termo integral, aplicacdo do método do fator
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integrante e integracéo por partes para recuperar a forma resolvente. Esses passos,
detalhados na subsecao anterior, conduzem a EDO:

Y () + 2usicv (. €) y(¢) = —2psin ¢ — 2upe cos ¢, (2.189)
sendo y(¢) = V?(¢), e a solugdo na forma resolvente:
V2(¢) = [Vi + 2p(cos ¢ — epsing — 1)]

¢ ¢
- 2/1/0 sicv (¢, €) exp <—2u // sicv (u, €) du) (V& + 2p(cos ¢’ — epsing’ —1)] d¢,
(2.190)

identifica-se, assim, o nucleo resolvente do caso vertical:
¢

/

Ry (¢,¢';¢) =sioy (¢, e) exp (—2@/ sicy (u, €) du) . (2.191)

Com a solucao (2.190) estabelecida, passamos a determinacao das condicoes
criticas. Como no caso horizontal, identificam-se trés mecanismos distintos de falha,
cada um impondo uma restricdo sobre a velocidade inicial ;.

A primeira condicao critica (Condi¢cdo 1), associada a parada da particula
no primeiro quarto da trajetoria ascendente, € imposta pela exigéncia V(w/2) = 0.
Avaliando-se a Eqg. (2.190) em ¢ = 7/2 e utilizando-se cos(w/2) = 0, sin(7/2) = 1,
encontra-se:

w/2
Vi =2p(1 +ep) + 2u/ Ry (%,¢';¢) [V +2p(cos ¢ —epsing’ — 1)] d¢'|. (2.192)
0

O limiar sem atrito deste caso, 2p, difere do correspondente horizontal, 2pe,
refletindo a maior energia potencial que a particula necessita vencer na configuracao
vertical.

A segunda condigao critica (Condi¢é@o 2) decorre da imposigao Fy(w) = 0, ou
seja, perda de contato no topo. Para a elipse vertical, avaliando-se as expressoes
geométricas em ¢ = 7 — em que tanm = 0, |cos7| = 1 e, portanto, Qv (7)) = 1 —,
alcanca-se:

cosay (m) = —1, pv(m) = Rpe®. (2.193)

Substituindo-se na condicédo de perda de contato, v*(7) = —gpy () cos ay (), € pas-
sando para a forma adimensional, a velocidade critica no topo é:

V3(r) = pe’. (2.194)

Este resultado contrasta com o do caso horizontal, V?(7r) = p/e: enquanto
l& a curvatura no topo é Rp/e, na elipse vertical ela vale Rps?, de modo que elipses
muito alongadas verticalmente imp6e-se uma condicdo de contato muito mais severa.
Utilizando a Eq. (2.194) na solucao (2.190) com cosm = —1 e sinw = O:

VZ =pe’+4p+ 2,u/ Ry(m, ¢'se) [Vi + 2p(cos ¢’ — epsing’ — 1) d¢’|.  (2.195)
0
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Por fim, a terceira condicéao critica (Condicao 3), associada a parada da par-
ticula durante a descida final, é imposta por V (27) = 0. O termo algébrico externo a
integral se anula trivialmente, pois cos 2 — 1 = 0 e sin 27 = 0, 0 que é geometricamente
natural: a particula retorna a mesma altura de onde partiu. A condicéao critica resulta
assim em:

2
Vi = 2,u/ Ry (2, ¢'s¢) [Vi + 2p(cos ¢’ — epsing’ — 1)] d¢'|, (2.196)
0

que expressa que toda a energia cinética inicial deve ser exatamente consumida pelo
atrito ao longo da volta completa.

As Egs. (2.192), (2.195) e (2.196) possuem a mesma estrutura integral ndo
linear identificada no caso horizontal, e pela mesma razdo ndo admitem solucéo
analitica fechada. A determinacao quantitativa dos limiares criticos no espaco de
parametros (u, ) é realizada numericamente, conforme descrito no Capitulo 3.
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3 ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Apresentam-se, neste capitulo, os resultados obtidos a partir das condicdes
criticas de movimento para os diferentes cenarios investigados, com énfase na interpre-
tacao fisica das solugdes encontradas. O objetivo é compreender como a interagao
entre forgca gravitacional, forca de atrito e geometria da trajetéria determina o sucesso
ou a falha do movimento em cada caso.

3.1 A ANALISE DO LOOP CIRCULAR COM ATRITO

No caso do /loop circular com atrito cinético constante, a equacao integral de
Volterra se reduz a uma EDO linear de primeira ordem com solugcéo analitica fechada
(Eq. (2.57)), o que permite determinar explicitamente as trés condic¢des criticas sobre a
velocidade inicial minima V{, necessaria a travessia completa do /ooping.

Figura 10 — Diagrama de fases delimitando quatro regides no plano (u, V5), correspon-
dentes a distintos regimes dindmicos da particula no loop circular.

Curvas-limite Vo(u) para as trés condicoes

30
—— Condigdo 1
Condicao 2
35 4 —— Condigdo 3
20
= 15
10
5 4
O T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

u

Fonte: Elaborado pelos autores (2026), inspirado em [6].

A Figura 10, produzida com o cddigo do Anexo A, reproduz com precisdo as
curvas do artigo de referéncia [6]. O movimento € viavel somente quando 1} satisfaz
simultaneamente todas as restri¢cdes, definindo um dominio de estabilidade dindmica
no plano (u, V).
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A Condicao 1 delimita a parada prematura no primeiro quadrante: para u
suficientemente alto, a dissipacdo acumulada anula a energia cinética antes que a
particula alcance a regiao superior. A Condicao 2 caracteriza a perda de contato no
semicirculo superior, quando a for¢ca normal se anula por insuficiéncia de aceleracéao
centripeta; ela é dominante para ¢ < 0,7, impondo uma curva V(1) de crescimento
moderado. A Condicdo 3 torna-se relevante apenas a partir de x> 0,7: mesmo apos
a transposigao do topo, o atrito durante a descida final é suficiente para interromper
o movimento no ultimo quadrante, exigindo um crescimento exponencial de V. Esse
cruzamento de dominancia entre as Condicdes 2 e 3 € um resultado qualitativamente
novo em relacdo ao caso conservativo e evidencia o carater cumulativo da dissipacao
ao longo de toda a trajetoria.

3.2 A ANALISE DO LOOP ELIPTICO COM ATRITO

A introducao da geometria eliptica altera qualitativamente o problema: o raio
de curvatura passa a depender da posi¢cdo angular, eliminando a possibilidade de
solucao analitica fechada e exigindo tratamento numérico via integragao pelo método
do trapézio, detalhado nos Anexos B e C.

Os trés mecanismos de falha identificados no caso circular permanecem pre-
sentes, mas passam a ser modulados pelo parametro de excentricidade . A condi¢ao
critica deixa de ser determinada apenas por critérios locais e passa a refletir a interacao
nao linear entre geometria e dissipacao: pequenas variagcdes em « podem deslocar
significativamente o limiar minimo de V. O caso circular é recuperado no limite ¢ — 1,
quando os semi-eixos se igualam e as equacdes retornam exatamente a forma da
Secéao 2.3.3.

A dependéncia simultanea de 1, com p e ¢ é sintetizada por uma superficie
critica no espaco tridimensional (u,e,V;). No Loop eliptico horizontal é possivel
ver que na Fig. 11 a superficie da Condigdo 2 domina o espago paramétrico para a
maior parte dos valores de p e ¢: o raio de curvatura no topo py(7) = Rp(e)/e cresce
sem limite quando ¢ — 0, pois p(¢) permanece finito enquanto 1/¢ diverge, exigindo
velocidade centripeta cada vez maior. A Condicao 3 eleva-se acima das demais apenas
para y alto, onde a dissipagdo acumulada ao longo da volta completa torna-se o fator
limitante. A Condicao 1 permanece a menos restritiva em toda a regiéo fisica, pois a
altura maxima do primeiro quarto, y(7/2) = Rp(e)e, € a menor entre todos os pontos
criticos da trajetéria.
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Figura 11 — Superficies criticas V,(u, €) para as trés condigdes de falha no loop eliptico
horizontal com atrito.

Superficies Vo(u, €) — Regiao Fisica
Loop Eliptico Horizontal com Atrito

B Condigao 1 [V(r/2) = 0]
[ Condigao 2 [Fy(m) =0]
B Condigdo 3 [V(2n)=0]

Fonte: Elaborado pelos autores (2026).

Ja no Loop eliptico vertical € possivel ver na Fig. 12 que a hierarquia entre
as condicdes se altera em relagao ao caso horizontal. O raio de curvatura no topo
pv(m) = Rp(e)e* — 0 quando ¢ — 0, o que alivia localmente a Condigdo 2 — pois
V2(r) > p(e)e? torna-se trivialmente satisfeita para elipses estreitas. Contudo, esse
alivio é contrabalancado por dois efeitos que se combinam: o fator geométrico p(e)
cresce de p(1) = 1 para p(0) ~ 1,58, elevando a altura real do topo para Ay =
2Rp(e) > 2R e exigindo maior energia para alcanca-lo; e a fungcdo geométrica siCy (¢, ¢)
apresenta picos intensos nas vizinhangas do topo e da base quando = é pequeno,
concentrando a dissipacido nessas regides e agravando severamente a Condicdo 3. E
essa dupla penalidade — maior altura efetiva e dissipa¢ao concentrada — que explica
o crescimento abrupto das superficies criticas para combinagbes de = pequeno €
moderado, visivel na Figura 12.
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Figura 12 — Superficies criticas V,(u, €) para as trés condigdes de falha no loop eliptico
vertical com atrito.

Superficies Vo(u, €) — Regiao Fisica
Loop Eliptico Vertical com Atrito

B Condigao 1 [V(r/2) = 0]
[ Condigao 2 [Fy(m) =0]
B Condigdo 3 [V(2n)=0]

Fonte: Elaborado pelos autores (2026).

Em ambos os casos elipticos, a topologia nao planar das superficies evidencia
o carater ndo linear do sistema: regides de maior inclinagdo indicam sensibilidade
paramétrica elevada, enquanto regides mais suaves correspondem a regimes de com-
portamento aproximadamente regular. Esse acoplamento entre dissipacdo, geometria e
condi¢des dinamicas de contato ndo pode ser revelado pelo caso circular, cuja simetria
oculta a dependéncia posicional de p.

3.2.1 Sintese Comparativa dos Quatro Cenarios

A andlise conjunta dos quatro cenarios permite identificar duas tendéncias
gerais que atravessam toda a progressao estudada.

A primeira é a transicao de dominancia entre condi¢6es: no regime con-
servativo, apenas a Condicao 2 é relevante; com a introducao do atrito, a Condigao 3
emerge para p alto; com a mudanca de geometria para o eliptico vertical, a Condicao 3
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passa a dominar mesmo para ;. moderado, quando ¢ € pequeno. A Condi¢ao 1, em
todos os casos, permanece a menos restritiva.

A segunda é o papel ativo da geometria: a progressao circular — eliptico H
— eliptico V representa um aumento na severidade das restricdes dinamicas, mesmo
a u fixo. A geometria ndo € um mero pano de fundo — ela modula diretamente a
intensidade e a localizagdo da dissipacéo ao longo da trajetéria, através do raio de
curvatura variavel e do fator p(¢). A Tabela 1 sintetiza esse panorama.

Tabela 1 — Comparacao qualitativa entre as quatro configuragdes analisadas.

Geometria Atrito p(o) Tipo de solucao Condicao dominante

Circular Nao R Algébrica Cond. 2

Circular Sim R Analitica Transicdo: Cond. 2 — 3
(limiar ~ 0,7)

Eliptico horizontal ~ Sim  pRe?|cos ¢[? Qu ()3 Numérica Transigéo: Cond. 2 — 3
(limiar ~ 0,3—-0,7)

Eliptico vertical Sim  Rpe?|coso|® Qv(g)? Numérica Transigéo: Cond. 2 — 3

(limiar ~ 1,2-0,7)

Fonte: Elaborado pelos autores (2026).

Portanto, o limiar de transicdo entre a Condicéo 2 e a Condicéo 3 apresenta
comportamentos distintos dependendo da geometria do loop. No caso do /oop circular,
esse limiar permanece constante, em torno de 0,7. Para o loop eliptico horizontal,
observa-se um comportamento crescente, variando aproximadamente de 0,3 até 0,7.
Ja no caso do loop eliptico vertical, o limiar apresenta comportamento decrescente,
partindo de aproximadamente 1,2 e convergindo para cerca de 0,7.

3.2.2 A Sequéncia Didatica Proposta

A partir dos fundamentos expostos nas se¢des anteriores, apresenta-se a
sequéncia didatica (SD) estruturada para o ensino da dinamica de particulas em loops,
organizada segundo os trés niveis do curriculo em espiral de Bruner e os respectivos
modos de representacdo. A SD destina-se, primariamente, a estudantes de graduacao
em Fisica ou areas correlatas, podendo ser adaptada para cursos técnicos de nivel
médio com supressado dos desenvolvimentos matematicos mais avangados.

Nivel 1 — Loop Circular sem Atrito (2 aulas de 50 min)

Objetivos: construir a base conceitual do problema, identificar as forcas atu-
antes, compreender a condicado de manutencédo do contato e aplicar o principio de
conservacao da energia mecanica.

Na primeira aula, o estagio ativo € viabilizado por meio da plataforma PhET [12].
O estudante configura um loop circular sem atrito e realiza as seguintes tarefas explo-
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ratérias: (i) variar sistematicamente a altura de lancamento e registrar se a particula
completa o percurso; (ii) estimar a menor altura compativel com a conclusao do /loop;
(iii) observar, pelos graficos de energia do simulador, como as formas de energia' se
alternam ao longo da trajetéria. O docente encerra essa etapa com uma discussao
breve sobre a existéncia de um limiar energético minimo para que a particula consiga
completar o looping.

O estagio iconico é conduzido na sequéncia: o estudante esboga o diagrama
de forgcas no ponto mais alto do /oop, identificando forca gravitacional e forga normal
como unicas componentes radiais, e associa esse esbo¢o aos vetores exibidos pelo
simulador. A Fig. 4 do presente trabalho pode ser apresentada como sistematizagéo
dessa representacao.

Na segunda aula, o estagio simbdlico é consolidado. O docente aplica a
Segunda Lei de Newton na dire¢éo radial, impde Fy = 0N no topo e obtém v¢ min(=
VgR). Em seguida, utiliza a conservagéo da energia para determinar vp min (= /59 R) €
hmin(= 2,5R), conforme a Se¢éo 2.3.2. Recomenda-se a resolugéo de exercicios de
fixacdo com variagdo dos parametros R € g.

Nivel 2 — Loop Circular com Atrito (3 aulas de 50 min)

Objetivos: estender a analise para o regime dissipativo, compreendendo como
o atrito cinético modifica as condigdes criticas e conduz a uma equagéo integral para a
velocidade.

O estagio ativo inicia a terceira aula: o estudante “ativa” o atrito no PhET
e repete o procedimento exploratério do Nivel 1. A questéo orientadora proposta é:
“Para um mesmo raio R, como o coeficiente de atrito 1 modifica a velocidade minima
necessaria que a particula teve ter na base do loop?” O docente instiga o estudante a
perceber que a resposta nado é trivialmente proporcional a .

O estagio iconico segue com a apresentacao da Fig. 10 (diagrama no plano
(1, Vp)). O estudante é convidado a identificar, no gréafico, as regides de viabilidade
dindmica delimitadas pelas trés curvas criticas, desenvolvendo a leitura interpretativa
de representagdes graficas de sistemas fisicos nao triviais.

As duas aulas seguintes dedicam-se ao estagio simbdlico: o docente deriva
a equacao integral de Volterra de segunda espécie (Eq. (2.39)), demonstra sua equiva-
|éncia a uma EDO linear de primeira ordem e obtém a solucdo analitica fechada pelo
método do fator integrante (Eq. (2.57)). As trés condigdes criticas — denominadas
Condicbes 1, 2 e 3 na Sec¢ao 2.3.3 — sao analisadas sequencialmente, e os respectivos
limiares de V;, sdo determinados. Sugere-se que o estudante reproduza os calculos de
forma guiada antes de resolver problemas com parametros distintos.

Nivel 3 — Loop Eliptico com Atrito (3 aulas de 50 min)

Objetivos: aplicar os principios consolidados nos niveis anteriores a uma

1 Cinética, potencial e térmica.
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geometria mais complexa, compreendendo o papel do raio de curvatura variavel e a
necessidade de tratamento numeérico.

No estagio ativo, o estudante configura no PhET um loop aproximadamente
eliptico (cf. as Fig. 2 e 3) e observa as diferencas qualitativas em relacdo ao caso
circular: o ponto de maior risco de perda de contato desloca-se ou nao, e se a energia
minima necessaria passa a depender da forma da elipse. A questao orientadora é: “O
que muda na dindmica quando o loop deixa de ser circular?”

O estagio iconico é desenvolvido com a apresentacao das superficies tridimen-
sionais Vy(u, €) das Fig. 11 e 12. O estudante interpreta como variagdes em ¢ deslocam
os limiares criticos, identificando regides de maior sensibilidade e comparando as
hierarquias entre as condigdes nos casos horizontal e vertical.

O estagio simbolico ocupa as duas Ultimas aulas: a parametrizagao da
elipse, a aproximacdo de Ramanujan para o perimetro e a derivacdo da equacao
integral de Volterra para os casos horizontal (Eq. (2.134)) e vertical (Eq. (2.187))
devem ser expostas com detalhamento. O raio de curvatura variavel p(y) é calculado
explicitamente e a solugdo numérica via método do trapézio é discutida em conjunto com
os codigos dos Anexos A, B e C. O estudante é convidado a executar os c6digos, variar
1 € ¢ e interpretar fisicamente as superficies geradas, fechando o ciclo do curriculo em
espiral ao revisitar, com plena formalizagdo matematica, 0 mesmo problema introduzido
no Nivel 1. A Tabela 2 sintetiza a organizacao da sequéncia.

Tabela 2 — Sintese da sequéncia didatica proposta.

Conteudo Aulas Atividades Repr.

Loop circular

(sem atrito) 2 PhET (exploracdo) + dedu- A—1— S
cao de vy, € hmin

Loop circular

(com atrito) 3 PhET (u variavel) + solucdo A —1— S
analitica

Loop eliptico

(com atrito) 3 PhET (¢ variavel) + método A —1— S
numerico

Total 8

Legenda: A = Representacao ativa; | = Representacgao iconica; S = Representagao simbdlica.
Fonte: Elaborado pelos autores (2026).
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4 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho teve como propdsito revisar, organizar e reinterpretar os
calculos associados ao problema da particula em looping — circular e eliptico — sob
a acao da forca gravitacional e forca de atrito cinético, com énfase na sistematizacéao
das condigdes criticas que determinam a completude do movimento. Partindo do caso
circular classico e avangcando para a generalizacao eliptica, buscou-se consolidar a
estrutura matematica do problema e explicitar os mecanismos fisicos responsaveis
pela estabilidade ou falha do movimento de looping.

No caso circular com atrito, foram retomadas e discutidas as condicées asso-
ciadas a parada prematura e a perda de contato, evidenciando-se a hierarquia entre
esses mecanismos no plano paramétrico (14, ). A andlise permitiu organizar de forma
clara o dominio de viabilidade dindmica do sistema, destacando como a dissipacao
desloca os limiares criticos em relagdo ao caso conservativo classico.

A extensao para o loop eliptico introduz dependéncia geométrica explicita
na curvatura, eliminando a possibilidade de solucao analitica fechada para o caso
com atrito e exigindo tratamento numérico para a determinagao da velocidade inicial
minim. Embora os célculos fundamentais ja estivessem estabelecidos na literatura,
sua reinterpretacdo no contexto comparativo entre os casos circular e eliptico permitiu
explicitar o papel ativo da geometria na dindamica do sistema.

Entre as contribuicbes deste trabalho esta a construcao da superficie critica
tridimensional no espaco (u, Vo, €), a qual sintetiza, em uma Unica representacao, a in-
teracdo entre dissipacdo e geometria variavel. Essa visualizagdo permite compreender
de forma global a estrutura paramétrica do problema.

Assim, mais do que propor novos resultados analiticos, o estudo contribui para
a consolidagéo conceitual do problema, organizando seus regimes criticos de maneira
integrada e oferecendo uma representacao geométrica que amplia a compreensao da
estabilidade dindmica em sistemas ndo conservativos. A abordagem adotada também
estabelece base sélida para investigacoes futuras que explorem outras geometrias ou
modelos dissipativos mais gerais. Dentre elas, incluindo uma analise para o caso em
que o coeficiente de atrito (i) varia com a velocidade. E uma andlise mais cuidadosa e
geral sobre a Condicao 2 em geometrias mais gerais.

Além disso, destacamos a contribuicdo pedagdgica fornecida por esta pes-
quisa. De fato, ela adota como metodologia a utilizagao do curriculo espiral de Bruner
para analisar o problema de uma particula percorrendo diferentes loops. Com isso,
trouxemos a discussdao uma classe de problemas — até onde sabemos — pouco
ou n&o explorada em sua completude em livros-texto universitarios. Assim, também
se encontra entre nossas contribuicdes a exposicao dessa classe de problemas de
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forma sistematica, em lingua portuguesa e com elevado detalhamento dos calculos.
Trata-se de um fato que, pelo que nos consta, € inédito na literatura da area em nivel
de graduacao. Bem como, uma proposta de sequéncia didatica do tema abordado em
nivel de Ensino Superior com possibilidade de adaptacao para o Ensino Médio.

Ainda do ponto de vista pedagdgico, as ferramentas computacionais desenvol-
vidas neste estudo, em especial as rotinas em Python utilizadas para a geracéao das
superficies criticas, apresentam um amplo potencial para a transposicao didatica no
Ensino Superior. Sob a ética da teoria de Jerome Bruner, esses recursos tecnologicos
atuam como mediadores eficazes entre as representagdes ativa, icbnica e simbdlica.
E portanto, um docente da disciplina de Mecéanica Classica pode empregar essas
simulagdes numéricas para permitir que os estudantes manipulem, em tempo real,
parametros como o coeficiente de atrito cinético (1) e a excentricidade da trajetoria
(¢). Essa interacdo reduz a distancia cognitiva entre a complexidade abstrata das
equagoes integrais de Volterra e a intuicao fisica do movimento, efetivando a proposta
do curriculo em espiral ao revisitar um problema elementar com um nivel de profun-
didade, formalismo e complexidade matematica adequados a formagao em nivel de
graduacéo.
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ANEXO A - IMPLEMENTACAO NUMERICA DAS CURVAS-LIMITE PARA AS
TRES CONDICOES CRITICAS NO CASO CIRCULAR COM ATRITO

O presente anexo reune o cédigo numérico empregado na obtengdo das curvas
criticas V,(p) discutidas no capitulo correspondente. A implementacéo foi desenvolvida
em Python 3, utilizando a biblioteca NumPy para o tratamento vetorial das expressdes
analiticas e Matplotlib para a geragao dos graficos.

O procedimento computacional baseia-se na avaliagao direta das expressoes
fechadas deduzidas analiticamente, permitindo a visualizagdo comparativa das diferen-
tes condic¢des criticas impostas ao sistema fisico. O codigo apresentado assegura a
reprodutibilidade integral dos resultados exibidos no corpo do trabalho.

import numpy as np # Biblioteca para calculos matematicos
vetorizados

import matplotlib.pyplot as plt # Biblioteca para geracao de

graficos
# ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
# Funcoes VO (mu)
# ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

def VO0_1 (mu) :
RIRY
Condicao 1:
VO >= sqgrt( (6 mu e”(pi/2 mu) - 4 mu™2 + 2) / (1 + 4 mu"2) )
o
# Calcula o numerador da expressao analitica da Condicao 1
num = 6xmuxnp.exp (0.5xnp.pi*mu) — 4xmu**2 + 2
# Calcula o denominador
den = 1 + 4dxmuxx*2
# Retorna a raiz quadrada; np.maximum garante que nao ha raiz de
numero negativo

return np.sqrt (np.maximum (num/den, 0.0))

def VO0_2 (mu) :
Condicao 2:
VO >= sqgrt( (3 e (2 pi mu) — 4 mu™2 + 2) / (1 + 4 mu~2) )

mwmmnn

# Calcula o numerador da expressao analitica da Condicao 2
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num = 3xnp.exp(2xnp.pi*mu) — 4xmuxx2 + 2

# Calcula o denominador

den = 1 + 4dxmux=*2

# Retorna a raiz quadrada com protecao contra valores negativos

return np.sqgrt (np.maximum (num/den, 0.0))

def V0O_3 (mu) :

Condicao 3:
VO >= sgrt( ((4 mu"2 - 2)/(1 + 4 mu"2)) » (" (4 pi mu) - 1) )
# Calcula o denominador
den = 1 + 4dxmux*x*2
# Calcula o numerador da expressao analitica da Condicao 3
num = (4*mu**2 — 2) x (np.exp(4*np.pi*mu) - 1)
# Retorna a raiz quadrada com protecao contra valores negativos
return np.sqrt (np.maximum (num/den, 0.0))
# ________________________________________________________
# Dominio de integracao
# ________________________________________________________
# Cria um vetor com 2000 valores igualmente espacados de mu entre 0 e

1
mu = np.linspace (0.0, 1.0, 2000)
# ________________________________________________________
# Avaliacao numerica
# ________________________________________________________
# Avalia cada funcao critica para todos os valores de mu

simultaneamente
yl = VO0_1 (mu)
y2 = V0_2 (mu)
y3 = V0_3 (mu)
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# Cria uma figura com dimensoes 8x5 polegadas

plt.figure(figsize=(8, 5))

# Plota as tres curvas no mesmo grafico, cada uma com seu rotulo
plt.plot (mu, yl, label="Condicao 1")
plt.plot (mu, y2, label="Condicao 2")
plt.plot (mu, y3, label="Condicao 3")

# Define os rotulos dos eixos horizontal e vertical

plt.xlabel (r"S$\mus")

plt.ylabel (r"SV_0sS")

# Limita o eixo vertical entre 0 e 30 para melhor visualizacao
plt.ylim(0, 30)

plt.title(r"Curvas-limite $V_0 (\mu)$ para as tres condicoes")

# Adiciona grade de fundo com transparencia de 30%
plt.grid(True, alpha=0.3)

# Exibe a legenda identificando cada curva
plt.legend()

# Ajusta automaticamente as margens da figura
plt.tight_layout ()

plt.show ()
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ANEXO B - SUPERFICIES V;(y,c) — LOOP ELIPTICO HORIZONTAL COM
ATRITO

O presente anexo expde o cédigo numérico completo utilizado para o calculo
das superficies criticas V,(u, ) no caso do loop eliptico horizontal com atrito.

A implementacéo foi desenvolvida em Python 3, utilizando as bibliotecas NumPy
e Matplotlib. O algoritmo baseia-se na formulacao integral fechada deduzida no texto
principal, conforme a subsecgéao 2.3.5.1, empregando integragdo numérica pelo método
do trapézio para o célculo da fungdo acumulada F(¢).

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D # Modulo para graficos
3D

from matplotlib.patches import Patch

7

# Loop Eliptico Horizontal com Atrito - Superficies VO (mu, eps)

-

P = 1.0 # Parametro de peso (gravidade normalizada)

N_phi = 1200 # Numero de pontos de discretizacao do angulo phi

Il
(€]
(€]
=+

N_mu Numero de valores de mu na grade

N_eps = 55 # Numero de valores de epsilon na grade

# Cria vetores com os valores de mu e epsilon que serao avaliados

mu_arr = np.linspace (0.0, 1.2, N_mu)
eps_arr = np.linspace (0.2, 1.0, N_eps)
# ____________________________________________________________

def si_CH(phi, eps):
# Calcula a funcao de curvatura local sigma (phi) para o eliptico
horizontal
# Representa a variacao do raio de curvatura ao longo da
trajetoria

return eps / (eps**2 * np.sin(phi)**2 + np.cos (phi) **2)

def compute_F (phi, eps):
# Calcula a integral acumulada F (phi) = integral de sigma de 0
ate phi

# usando o metodo do trapezio (aproximacao numerica da integral)
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si = si_CH(phi, eps)

dphi = phi[l] - phi[0] # Tamanho de cada subintervalo de
integracao

F = np.zeros_like (phi) # Inicializa F com zeros

# Acumula a area dos trapezios ao longo de phi
F[l:] = np.cumsum(0.5 % (sif[:-1] + si[l:]) =x dphi)

return F

compute_surface (cond, mu_arr, eps_arr, N=N_phi):

# Calcula a superficie critica VO (mu, eps) para uma das tres

condicoes
# cond=1: condicao no topo do primeiro quarto de volta (phi = pi
/2)

# cond=2: condicao no ponto mais alto (phi = pi)

# cond=3: condicao apos uma volta completa (phi = 2+%pi)

# Define o angulo final de integracao conforme a condicao critica

if cond == 1: Phi = np.pi / 2
elif cond == 2: Phi = np.pi
else: Phi = 2.0 % np.pi

# Discretiza o angulo phi de 0 ate Phi em N+1 pontos

phi = np.linspace (0.0, Phi, N + 1)

cos_phi np.cos (phi)

sin_phi np.sin (phi)
# Inicializa a matriz que armazenara os valores de VO para cada (
eps, mu)

VO_surf = np.zeros((len(eps_arr), len(mu_arr)))

for i, eps in enumerate (eps_arr) :
# Para cada valor de epsilon, calcula sigma e a integral

acumulada F

si = si_CH(phi, eps)
F = compute_F (phi, eps)
F_Phi = F[-1] # Valor final de F no angulo limite da

condicao

# Prepara mu como coluna para operar sobre todos os phi de
uma vez
mu_col = mu_arr[:, None]

# Fator exponencial de atrito acumulado e” (2+mu*F (phi))
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exp_2muF = np.exp (2.0 % mu_col % F[None, :])

# Funcao de forca efetiva ao longo da trajetoria
f =2.0 x p x (eps * cos_phi[None, :]
- mu_col % sin_phi[None, :]

- eps)

# Integrando e integral numerica pelo metodo do trapezio

integrand = si[None, :] x exp_2muF x f

integral np.trapezoid(integrand, phi, axis=1)

# Termo de condicao de contorno A, dependente da condicao
critica

if cond == 1:
A =2.0 x p *x (mu_arr + eps)

elif cond ==
A=p / eps + 4.0 « p x eps

else:

A

nula

# Calcula V0”2 pela formula analitica e extrai a raiz

quadrada
exp_2muFPhi = np.exp (2.0 » mu_arr x= F_Phi)
VO0_sqg = A % exp_2muFPhi + 2.0 * mu_arr x integral

# Protege contra raizes de numeros negativos e armazena o
resultado numa matriz

VO_surfli, :] = np.sgrt(np.maximum(VO_sqg, 0.0))

return VO0_surf

VO0_1 = compute_surface(l, mu_arr, eps_arr)

V0_2 = compute_surface (2, mu_arr, eps_arr)

V0_3 = compute_surface (3, mu_arr, eps_arr)

# Cria a grade 2D de valores (mu, eps) para a plotagem 3D

MU, EPS = np.meshgrid(mu_arr, eps_arr)

Z_MAX = 60.0 # Limite superior do eixo vertical para clareza

visual

0.0 # Na volta completa, a condicao de contorno e
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# Substitui valores acima do limite por NaN (nao plota esses pontos)

V1_plot = np.where(VO_1 <= Z_MAX, VO0_1, np.nan)
V2_plot = np.where(V0_2 <= Z_MAX, V0_2, np.nan)
V3_plot

np.where (VO_3 <= Z_MAX, VO0_3, np.nan)

# Cria a figura 3D e adiciona os tres graficos de superficie
fig = plt.figure(figsize=(13, 9))
ax = fig.add_subplot (111, projection=’3d’)

# Plota cada superficie com transparencia de 75% para permitir

sobreposicao
ax.plot_surface (MU, EPS, V1_plot, alpha=0.75)
ax.plot_surface (MU, EPS, V2_plot, alpha=0.75)
ax.plot_surface (MU, EPS, V3_plot, alpha=0.75)

# Define os rotulos dos tres eixos
ax.set_xlabel (r’ $S\mus$’)
ax.set_ylabel (r’ $\varepsilon$’)
ax.set_zlabel (r’$V_08")

ax.set_zlim (0, Z_MAX) # Fixa o intervalo do eixo vertical

plt.tight_layout ()
plt.show ()
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ANEXO C - SUPERFICIES V;(;,c) — LOOP ELIPTICO VERTICAL COM ATRITO

Este apéndice expde o cddigo numérico completo utilizado para o calculo das
superficies criticas V;(u, €) no caso do loop eliptico vertical com atrito.

A implementacao foi desenvolvida em Python 3, empregando as bibliotecas
NumPy para manipulacdo vetorial e integracdo numérica, Matplotlib para visu-
alizagao gréfica tridimensional e mpl_toolkits.mplot3d para a construcao das
superficies. Foi feito via método do trapézio, de acordo com o que foi deduzido na
formulacao analitica do texto principal, conforme a subsecao 2.3.5.2.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D # Modulo para graficos 3D

from mpl_toolkits.mplot3d.art3d import Poly3DCollection # Colecao de
poligonos 3D

from matplotlib.patches import Patch

# =============================================================
# Loop Eliptico Vertical com Atrito - Superficies VO (mu, eps)

$ =============================================================
p=1.0 # Parametro de peso (gravidade normalizada)

N_phi = 1200 # Numero de pontos de discretizacao do angulo phi

N_mu = 55 # Numero de valores de mu na grade

Il
o
o

N_eps # Numero de valores de epsilon na grade
# Cria vetores com os valores de mu e epsilon que serao avaliados
mu_arr = np.linspace (0.0, 1.2, N_mu)

eps_arr = np.linspace (0.2, 1.0, N_eps)

def si_CV (phi, eps):
# Calcula a funcao de curvatura local sigma (phi) para o eliptico
vertical
# Difere do caso horizontal pela orientacao do semi-eixo maior

return 1.0 / (np.sin(phi)**2 / eps + eps x np.cos (phi) «*2)

def compute_F (phi, eps):
# Calcula a integral acumulada F (phi) = integral de sigma de O
ate phi
# usando o metodo do trapezio (aproximacao numerica da integral)

si = si_CV(phi, eps)
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dphi = phi[l] - phi[0] # Tamanho de cada subintervalo de
integracao
F = np.zeros_like (phi) # Inicializa F com zeros

# Acumula a area dos trapezios ao longo de phi
F[l:] = np.cumsum(0.5 % (sif[:-1] + si[l:]) x dphi)

return F

compute_surface (cond, mu_arr, eps_arr, N=N_phi):

# Calcula a superficie critica VO (mu, eps) para uma das tres

condicoes
# cond=1: condicao no topo do primeiro quarto de volta (phi = pi
/2)

# cond=2: condicao no ponto mais alto (phi = pi)

# cond=3: condicao apos uma volta completa (phi = 2x*pi)

# Define o angulo final de integracao conforme a condicao critica

if cond == 1: Phi = np.pi / 2
elif cond == 2: Phi = np.pi
else: Phi = 2.0 % np.pi

# Discretiza o angulo phi de 0 ate Phi em N+1 pontos

phi = np.linspace (0.0, Phi, N + 1)
cos_phi = np.cos (phi)
sin_phi = np.sin (phi)

# Inicializa a matriz que armazenara os valores de VO para cada
(eps, mu)

VO_surf = np.zeros((len(eps_arr), len(mu_arr)))

for i, eps in enumerate (eps_arr) :
# Para cada valor de epsilon, calcula sigma e a integral

acumulada F

si

F

si_CV (phi, eps)

compute_F (phi, eps)
F_Phi = F[-1] # Valor final de F no angulo limite da

condicao

# Prepara mu como coluna para operar sobre todos os phi de
uma vez

mu_col = mu_arr[:, None]

# Fator exponencial de atrito acumulado e” (2+mu*F (phi))

exp_2muF = np.exp(2.0 * mu_col * F[None, :])
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# Funcao de forca efetiva ao longo da trajetoria (caso

vertical)

f =2.0 » p » (cos_phi[None, :]
- eps * mu_col x sin_phi[None, :]
- 1.0)
# Integrando e integral numerica pelo metodo do trapezio
integrand = si[None, :] x exp_2muF x f
integral = np.trapezoid(integrand, phi, axis=1)
# Termo de condicao de contorno A, dependente da condicao
critica
if cond == 1:
A=2.0 xp * (1.0 + eps * mu_arr)
elif cond ==
A =p x eps*x*x2 + 4.0  p
else:
A = 0.0 # Na volta completa, a condicao de contorno e

nula

# Calcula V0”2 pela formula analitica e extrai a raiz

quadrada
exp_2muFPhi = np.exp (2.0 » mu_arr = F_Phi)
V0_sqg = A x exp_2muFPhi + 2.0 % mu_arr » integral
# Protege contra raizes de negativos e armazena na matriz
VO_surfli, :] = np.sgrt(np.maximum(VO_sqg, 0.0))
return VO0_surf
# Calcula as tres superficies criticas para o caso vertical
VO_1 = compute_surface(l, mu_arr, eps_arr)
V0_2 = compute_surface (2, mu_arr, eps_arr)
V0_3 = compute_surface (3, mu_arr, eps_arr)
# Cria a grade 2D de valores (mu, eps) para a plotagem 3D
MU, EPS = np.meshgrid(mu_arr, eps_arr)
Z_MAX = 60.0 # Limite superior do eixo vertical para clareza
visual
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# Substitui valores acima do limite por NaN (nao plota esses pontos)

V1l_plot = np.where(V0O_1 <= Z_MAX, V0_1, np.nan)
V2_plot np.where (VO_2 <= Z_MAX, V0_2, np.nan)
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V3_plot = np.where(V0O_3 <= Z_MAX, V0_3, np.nan)

# Cria a figura 3D e adiciona os tres graficos de superficie

fig plt.figure(figsize=(13, 9))

ax fig.add_subplot (111, projection=’"3d’)

# Plota cada superficie com transparencia de 75% para permitir
sobreposicao

ax.plot_surface (MU, EPS, V1_plot, alpha=0.75)

ax.plot_surface (MU, EPS, V2Z2_plot, alpha=0.75)

ax.plot_surface (MU, EPS, V3_plot, alpha=0.75)

# Define os rotulos dos tres eixos
ax.set_xlabel (r’ $\mu$’)
ax.set_ylabel (r’ $\varepsilon$’)
ax.set_zlabel (xr’S$V_08$8")

ax.set_zlim (0, Z_MAX) # Fixa o intervalo do eixo vertical

plt.tight_layout ()
plt.show ()
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ANEXO D - CONDICOES DE CONTATO E O PONTO CRITICO ¢ = «

A Condicao 2 exige que a forca normal Fy ndo se anule em nenhum ponto
do trecho superior do loop, isto é, para ¢ € [r/2, 37/2]. Como esse trecho contém
infinitos pontos, uma verificacdo direta ponto a ponto seria impraticavel. A estratégia
mais eficiente consiste em identificar o ponto em que Fy é minima ao longo dessa
regido e verificar a condigdo apenas nesse ponto: se Fy for ndo-nula em seu minimo
global, ela sera ndo-nula em todos os demais, e a Condigao 2 estara automaticamente
satisfeita. A questdo que este anexo responde é, portanto:

“Dentre todos os pontos do trecho superior, por que o ponto ¢ = m (0 topo
do loop) é aquele em que Fy é minima?”

D.1 O QUE DETERMINA A INTENSIDADE DE Fy

Em qualquer ponto ¢ da trajetéria, a aplicacao da Segunda Lei de Newton na
direcdo normal a pista — que aponta para o centro de curvatura — fornece:

mv’(¢)

p(¢)
em que p(¢) € o raio de curvatura local e a(¢) € 0 angulo entre a normal a pista e
a direcao vertical. O primeiro termo representa a contribuicao centripeta necesséria
para manter 0 movimento curvilineo; o segundo € a componente do forca gravitacional
projetada na direcdo normal.

Fn(9) = + mg cos (o), (C.1)

D.2 LOOP CIRCULAR SEM ATRITO

No loop circular, o raio de curvatura é constante e igual ao raio do loop, p(¢) = R,
e a normal a pista coincide com o raio, de modo que «(¢) = ¢. Substituindo essas
relagdes na Eq. (C.1), a funcéo de contato assume a forma simplificada:

Fy(6) = mg(V*() + cos ). (C2)

Como o sistema é conservativo, a energia mecanica é conservada entre a base
do loop (¢ = 0, y = 0) e um ponto genérico (¢, y = R(1 — cos ¢)). Dividindo a equagéao
de conservagao por gR e expressando o resultado em termos de V' (¢), obtém-se:

V3(¢) = Vi —2(1 —cos @) = Vi — 2+ 2cos ¢, (C.3)

em que V = vy/+/gR é a velocidade adimensional na base. Substituindo a Eq. (C.3)
na Eq. (C.2):
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Fn(¢) = mg(VE — 2+ 3cos ¢). (C.4)

A Eq. (C.4) evidencia que Fy(¢) é uma fungéo linear e crescente de cos ¢, com
coeficiente positivo igual a 3mg. Portanto, Fy decresce sempre que cos ¢ decresce.
No intervalo [7/2, 37/2], a fungdo cosseno atinge seu valor minimo em ¢ = 7, onde
cosm = —1. Assim, o minimo de Fy(¢) nesse intervalo é:

. . i 2
L Fn(¢) = Fn(m) = mg(Vg = 5). (C.5)

A localizagdo do minimo em ¢ = 7 é estabelecida de forma direta, sem
necessidade de calculo diferencial: a geometria circular e a conservacao da energia
sdo suficientes para identificar o topo como o ponto critico.

D.3 LOOP CIRCULAR COM ATRITO

A equacgdo de Fi(¢) e a geometria circular sdo as mesmas do caso anterior.
O que muda é o perfil de velocidade V%(¢), pois a energia mecénica ndo é conservada
na presenca de atrito. Derivando Fix(¢), em relacdo a ¢, a partir da equagéo (C.2)
encontramos:
2
% = Fy(¢) = mg% — mg sin ¢. (C.6)
A equagdo diferencial que governa V2(¢$) no caso circular com atrito, obtida a
partir da Eq. (2.41) do texto principal, é:

av?
d¢
substituindo a Eq. (C.7) na Eq. (C.6):

= —2sin¢ — 2ucos ¢ — 2uV?(9), (C.7)

F}(¢) = —3mgsin ¢ — 2mgpu cos ¢ — 2mguV?(e). (C.8)

O ponto mais critico é aquele em que a perda de contato ocorre pela primeira
vez, ou seja, onde Fy(¢) = ON pela primeira vez. Nesse ponto, a condicao Fy(¢) =0
implica V2(¢) = —cos¢. Substituindo essa relagdo na Eq. (C.8), a expressdo da
derivada simplifica-se notavelmente:

Fy(9) ‘FN:O = —3mgsin ¢ — 2mgp cos ¢ — 2mgu(— cos ¢) = —3mgsin ¢. (C.9)

Os termos com p se cancelam exatamente. Esse cancelamento ndo é uma
coincidéncia: no ponto de perda de contato, os efeitos do atrito sobre a velocidade e
sobre a forga normal se equilibram mutuamente, e apenas a geometria da trajetéria
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circular — capturada pelo fator 3sin ¢ — determina onde F é minima. Impondo a
condicdo de estacionaridade F}(¢) = 0:

—3mgsing =0 = sing=0 =— ¢=0 ou ¢=r. (C.10)

O ponto ¢ = 0 corresponde a base do loop, que pertence ao trecho inferior
da trajetoria e néo € relevante para a determinagéo do valor minimo de F no trecho
superior. O unico ponto estacionario de Fiy no intervalo [x/2, 37/2] é, portanto, ¢ = .
Como Fy é continua e estritamente positiva nos extremos do intervalo para qualquer
condicéao fisica que permita o0 movimento completo, esse ponto estacionario interior
€ necessariamente um minimo, confirmando o topo como o ponto mais critico para a
manutencao do contato — independentemente do valor de p.

Para o caso do loop eliptico, a analise torna-se significativamente mais com-
plexa do que no caso circular, uma vez que as grandezas geométricas e dinamicas
variam ao longo da trajetéria de maneira néo trivial. Em particular, a curvatura da
trajetoria deixa de ser constante, o que implica em uma dependéncia mais elaborada
da forca normal e das forgas dissipativas com a posi¢céo da particula ao longo do
percurso. Devido a essas dificuldades analiticas, a resolu¢cao completa desse caso
foge ao escopo do presente trabalho.

Entretanto, como ponto de partida para a compreensao de problemas envol-
vendo trajetorias curvas mais gerais, sugerem-se os trabalhos de [21] e [22]. No
primeiro, 0s autores analisam o0 movimento de uma particula deslizando ao longo de
uma curva arbitraria na presencga de atrito, apresentando uma abordagem que permite
tratar trajetérias ndo circulares. Ja no segundo, € discutido o problema inverso da
determinacao da forma de trilhos que mantém a forca normal constante ao longo do
movimento. Esses estudos fornecem ferramentas conceituais e matematicas Uteis para
a investigacao de trajetorias elipticas e de outros perfis geométricos mais gerais.
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