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0S NUMEROS COMPLEXOS COMO FERRAMENTA PARA RESOLUCAO DE
PROBLEMAS DE GEOMETRIA PLANA

Lucas de Jesus Pires Aguiar Silva !
Edson da Silva Lira 2

RESUMO

Este trabalho tem como objetivo analisar de que forma os niimeros complexos podem ser
utilizados como ferramenta para a resolucao de problemas de geometria plana. A pes-
quisa se caracteriza como uma pesquisa exploratéria, os conceitos de niimeros complexos
serao explorados de tal forma a obter relagoes geométricas suficientes para se aplicar na
resolucao de problemas de geometria plana. Nesta pesquisa caracterizaremos os nimeros
complexos através de suas propriedades geométricas e algébricas, e, em seguida, resolve-
remos 03 problemas de geometria plana utilizando exclusivamente nimeros complexos.
Exploramos o uso de coordenadas, e com isso mostramos que podemos transportar qual-
quer figura geométrica plana para o plano de Argand-Gauss, e assim, resolver os problemas
de geometria como se fossem problemas de ntimeros complexos.
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ABSTRACT

This work aims to analyze how complex numbers can be used as a tool for solving plane
geometry problems. The research is characterized as an exploratory research, the con-
cepts of complex numbers will be explored in such a way as to obtain enough geometric
relationships to be applied in the resolution of plane geometry problems. In this research
we will characterize complex numbers through their geometric and algebraic properties,
and then we will solve 03 plane geometry problems using exclusively complex numbers.
We explored the use of coordinates, and with that we showed that we can transport any
flat geometric figure to the Argand-Gauss plane, and thus solve geometry problems as if
they were complex number problems.
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1 Introducao

Um dos contetidos da matematica de maior grau de abstracao no ensino médio é o de
nimeros complexos. Neste trabalho pretendemos analisar e mostrar aplicagoes interes-
santes destes nimeros na resolugao de problemas de geometria plana, construindo uma
ponte entre niimeros complexos com a geometria plana.

A geometria plana é uma drea muita rica em problemas contextualizados. E dentre
todas as formas de resolucao de problemas de geometria plana, pretendemos mostrar
as formas de resolucao na qual utilizem ntmeros complexos. Essas aplicacoes sao bem
peculiares, pois se utiliza de métodos préprios do contetido de niimeros complexos. Muitas
vezes 0os métodos utilizando nimeros complexos sao até mais simples do que os demais
métodos.

Pretendemos nao apenas apresentar uma excelente forma de conexao entre geometria
plana e nimeros complexos, mas também apresentar um método para ser utilizado em
sala de aula.

Para conectarmos duas areas da matematica aparentemente muito distintas, devemos
primordialmente definir bem nossos objetivos. Desta forma temos como objetivo geral:
“Analisar de que forma os niimeros complexos podem funcionar como metodologia de en-
sino para a resolugao de problemas de geometria plana”. Seguido dos objetivos especificos:
“Identificar a relacao dos nimeros complexos com a geometria plana”; “Caracterizar um
método de resolucao de problemas de geometria plana utilizando niimeros complexos”;
“Compreender as vantagens de se utilizar os nimeros complexos para resolucao de pro-

blemas de geometria plana”.

2 Histéria dos Nimeros Complexos

Através da histéria da matematica, os métodos de resolucao de equacoes polinomiais
sempre foram alvo de indagagdes. Muitas culturas antigas ja conheciam (ou dominavam)
métodos de resolucoes de alguns tipos de equacgoes. Diversos escritos babilonicos mostram
que solugoes de equagoes quadraticas eram alcangadas sem grandes dificuldades (Boyer e
Merzbach, 2011).

Na idade média surgiu um método, sofisticado para a época, que era usado para
resolver equagoes polinomiais do 3° grau. Em 1545, Jeronimo Cardano (1501-1576), em
seu livro “Ars Magna” (A Grande Arte), mostrou um método para resolver equagoes de
terceiro grau, que hoje é chamado de Férmula de Cardano (Lima, 2006, p.183).

Contudo, por meio da férmula de Cardano, chegava-se a um impasse: obtinha-se uma
raiz quadrada de um numero negativo. Esse impasse sé foi retirado com a construcao de
um novo conjunto: o conjunto dos nimeros complexos. A partir desse conjunto, pode-se

aceitar sob determinadas condicoes a existéncia de raiz quadrada de niimeros negativos.



Algebricamente, os niimeros complexos sao definidos como os niimeros da forma a+ bz,
com a e b nimeros reais e i = /—1, eles também admitem a forma trigonométrica.
Escrevemos o nimero complexo z, como z = r - (cosf + isend), com 0 = arg(z) (0 é o
angulo que o vetor forma com o semieixo positivo = no sentido anti-horério).

Os numeros complexos se relacionam com a geometria plana através de questoes re-
lacionadas a angulos, segmentos, retas, areas etc. Em cada problema de geometria plana
pode-se aplicar conceitos de nimeros complexos, bem como diversos de seus teoremas.

Mas nem sempre houve essa relacao direta de niimeros complexos com a geometria
plana, temos que, segundo Neves (2014), “a primeira tentativa de se obter uma repre-
sentacao geométrica para os nimeros complexos que se tem registro ¢ atribuida a John
Wallis, em 1673. (...) Infelizmente Wallis nao obteve sucesso”. (p.04, 2014).

Ainda de acordo com Neves (2014), foi somente em 1797, que foi concebido legiti-
mamente num texto do livro de Cardano que propunha uma representacao geométrica
dos niimeros complexos (p.04, 2014). E com isso podemos perceber que a relagdo entre
nimeros complexos e geometria plana, foi muito dificultosa de ser compreendida entre os

matematicos.

3 Resolucao de Problemas como Metodologia de En-

sino Matematica

Atualmente, a diversificagdo e emprego de diferentes metodologias de ensino de ma-
tematica é um grande ponto a ser pensado. Isso, porque o ensino de matematica nao é
simples e requer muita preparacao. Segundo Bicudo e Borba, Sempre houve muita difi-
culdade para se ensinar matemética (...) “pois, como o elemento mais importante para se
trabalhar matematica é o professor de matematica, e este nao esta sendo bem preparado
para desempenhar bem suas fungoes” (p.233, 2004).

Na busca de metodologias de ensino de matematica, destacamos o método de resolucao
de problemas. Segundo, Bicudo e Borba:”E sabido que a matematica tem desempenhado
um papel importante no desenvolvimento da sociedade e que problemas de matematica
tém ocupado um lugar central no curriculo escolar desde a Antiguidade” (Bicudo e Borba,
2004, p.232).

Segundo Bicudo e Borba, 2004: “Sem duvidas, ensinar matematica através da re-
solucao de problemas é uma abordagem consistente com as recomendacoes do NCTM
(National Council of Teachers of Mathematics) e dos PCN (Parametros Curriculares Na-
cionais)”.

Temos que a resolugao de problemas como metodologia de ensino é crucial para que o
aluno obtenha solidez em seu conhecimento. Essa metodologia se deve utilizar de recursos

e meios coerentes, para o desenvolvimento do aluno. Segundo Lima (2007): “(...) a pratica



de exercicios algébricos formais é indispensavel a fim de que se adquira a desenvoltura
necessaria ao entendimento de temas mais avancados”.

E interessante observar que a resolucao de problemas como metodologia de ensino
ainda conta com a vantagem de ser desafiante. Pois de acordo com Bicudo e Borba
(2004): “Professores que experimentam ensinar dessa maneira nunca voltam a ensinar do
modo “ensinar dizendo”. A excitacao de desenvolver a compreensao dos alunos através de

seu proprio raciocinio vale todo o esforco e, de fato, é divertido, também para os alunos.”

4 Os Numeros Complexos

Definicao 4.1. O conjunto dos ntimeros complexos, representados por C , é o conjunto
dos pares ordenados (a,b) com a e b nimeros reais, no qual sao consideradas as seguintes

operagcoes internas:
e (a,b)+ (¢,d) = (a+c,b+d)
e (a,b)-(c,d) = (ac — bd,ad + bc)

Dado um nimero complexo z = (a, b), as coordenadas cartesianas a e b sdo chamadas

de parte real e parte imagindria do nimero complexo z, respectivamente.

Propriedade 4.1. As operacies de adigao e multiplicacao de nimeros complexos, defi-

nidas acima, gozam das sequintes propriedades:
1. Comutativa: z1 + 29 =29+ 21 € 2120 = 2921
2. Associativa: (z1+ z2) + 23 =21+ (22 +23) e (21-22) 23 =21 (22 23)
3. Distributiva: z1 - (2o 4+ 23) = 21+ 20 + 21 - 23

4. Elemento Neutro:
Az, €C; zo+z2=24+2,=2 e A2,€C; z,-2=2-2, =2, Vze€C
5. Elemento Oposto: Vz € C, I(—z2) € C, tal que z+ (—2) = —z2+ 2 = z,

6. Elemento Inverso: Yz € C*, 3271 € C, tal que z- 271 =271 2 = 2,,.

Observagao:

e 2, = (0,0) e z, = (1,0) sao os elementos neutros da adigio e da multiplicagao,
respectivamente.
a )
a2+ b2’ a2 + b?

e Dado z = (a,b) o seu inverso serd z~ = ( ) com a® + b* # 0.



4.1 Propriedades Geométricas dos Numeros Complexos

Realizada a caracterizacao dos niimeros complexos via pares ordenados, iremos agora
conceitua-los geometricamente. Para caracterizarmos os niimeros complexos geometrica-
mente, precisamos invocar conceitos geométricos naturais dos nimeros complexos, como o
plano de Argand-Gauss, o médulo (comprimento) de um nimero complexo, o argumento
de um numero complexo etc.

O plano de Argand-Gauss é um sistema de coordenadas cartesianas na qual cada ponto
representa um nimero complexo. Esse sistema de coordenadas é composto por duas retas
perpendiculares, uma representando as coordenadas reais dos nimeros complexos C, e a
outra representando as coordenadas imagindrias ¢. O modulo de um nimero complexo
z = (a,b), é a distancia do afixo (0,0) ao afixo (a,b) do plano de Argand-Gauss.

Vejamos o plano de Argand-Gauss representado abaixo.

AIm

(0,0)

Figura 1 — Criado pelo autor.

Pelo Teorema de Pitdgoras, temos |z| = va? + b2,

V21, 29, 23 € C, temos que:

1. |z| > 0.
2. |z 2| = [z - |22
3. |2 :‘Z—l|comz27é0.
2| |zl
4. |z + 22| < |z1] + |#2|. (desigualdade triangular)

4.2 Propriedades Algébricas dos Numeros Complexos

Considere a seguinte fungao f definida por:

FiRx {0} —R
(,0) — f(z,0) =2z



Considerando o nimero complexo z = (a, b), podemos escrever:
z=(a,b) = (a,0) + (0,b)
Observe que (b,0) - (0,1) = (0,b), logo teremos:
z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1)

Defini¢ao 4.2. Define-se como unidade imagindria o nimero complexo (0,1). Indica-se
por i = (0, 1).

Assim, podemos escrever:
z = (a,b) = (a,0)+ (b,0) - (0,1) =a+b-i..(a,b) =a+biouz=a+bi.

Em relagdo a unidade imaginéria i = (0,1), pela multiplicacdo de pares ordenados

pode-se determinar a potencia 7%
i*=i-i=(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-1+1-0) = (-1,0) = —1.

Definicao 4.3. Todo nimero complexo ¢é definido algebricamente como z = a + bi, com
a,beRei?=—1.

Sejam z; = a + bi e 2o = ¢+ di, dois numeros complexos, temos que:

e [gualdade de niimeros complexo: 2y = 29 <= a+bi=c+di <= a=c e b=d.
e Soma de nimeros complexos: z; + 2o = (a + bi) + (¢ + di) = (a + ¢) + (b + d)i.

e Produto de nimeros complexos: z; - zo = (a + bi) - (¢ + di) = (ac-bd) + (ad + be)i.

Definicao 4.4. Dado o ntimero complexo z = a + b7, indicamos o seu conjugado por z e

definimos como sendo zZ = a—bi.
Propriedade 4.2. O conjugado de um niumero complexo goza das sequintes propriedades:
1. Z2=2
2. 24Z=2-a=2- Re(z)
3. 2—2Z=2-bi=2-Im(z)
4. 2=72, z€R
2

5. z2-Z=|z|

6. 21 +20 =721+ 725



8. (—1) = 2 com zg # 0.
Z9 Z9

9. @) =7

Proposicao 4.1. Dado um nimero complexo qualquer, quando multiplicado pela unidade

mmagindria sofre uma rotacao de 90° no sentido anti-hordrio em torno da origem O do
sistema de eizos do plano complexo.

Demonstracao. (a,b) € Cei=(0,1); (a,b)-(0,1) =(a-0-b-1,a-14b-0) = (=b,a) O

Vejamos a representacao no plano de Argand-Gauss.

: Re
b 0 a >

Figura 2 — Transformagao no sentido anti-horario

Proposicao 4.2. Dado um numero complexo qualquer, quando multiplicado pela unidade

imagindria negativa sofre uma rotagao de 90° no sentido hordrio em torno da origem O
do sistema de eixos do plano complexo.

Demonstragao. (a,b) € Ce —i = (0,—1); (a,b)-(0,—1) = (a-0-b-(—1),a-(—=1)+b-0) =
(bv_a) ]

Vejamos a representacao no plano de Argand-Gauss.



Figura 3 — Transformacao no sentido horario

Proposicao 4.3. (Area de um triangulo) A drea do triangulo A;AsAs cujos vértices

possuem coordenadas z1z223 € 1gual ao valor absoluto do nimero:
21 Z_l 1

-1 Z9 Z_2 1
z3 Z_g 1

Demonstracao. Usando coordenadas cartesianas, a area de um triangulo de vértices

(x1,11), (2, y2), (z3,y3) é igual ao valor absoluto do determinante

Ty yr 1
1
A:§' T2 Yo 1
r3 ys 1
, 2k + 2k 2 — Zk
Ja que x) = ey = —, k=1,2,3. Obtemos:
2 21
1 21+721 51 —721 1 1 21 21 1 1 21 21 1
A=—- Z2 —%Z 1 |=—= Zs 1 |=—1 Z 1
Y 29+ 29 Zo — 2o 5 29 Z9 41 29 29
23+73 z23—723 1 z3 z3 1 z3 z3 1

5 Metodologia

Para obter os resultados e respostas acerca da problematizacao apresentada neste

trabalho, foi feita uma pesquisa qualitativa de problemas de geometria plana no livro ” A
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matematica do ensino médio vol 3”7, no artigo 7 Aplicagoes de Ntimeros Complexos em
Geometria”’e em avaliagoes da disciplina de Geometria I do PROFMAT. O intuito dessa
pesquisa ¢ obter uma visao geral a respeito dos problemas de geometria plana.

Quanto aos objetivos, a pesquisa se caracteriza como uma pesquisa exploratéria,
pois os conceitos de niimeros complexos serao explorados de tal forma a obter relagoes
geométricas suficientes para se aplicar na resolucao de problemas de geometria plana.

Com isso, a pesquisa quanto aos procedimentos se caracteriza como uma pesquisa
bibliografica com um cardter educacional. Gil (2007, p. 44) explica que a pesquisa
bibliografica é desenvolvida com base em material ja elaborado, constituido principalmente
de livros e artigos cientificos. Assim, pesquisaremos problemas de geometria plana, ja
elaborados, em materiais de matematica do ensino fundamental e médio.

Neste Trabalho, resolvemos 3 problemas contextualizados de geometria plana utili-
zando exclusivamente os nimeros complexos e realizamos uma analise dos métodos de
nimeros complexos como ferramenta de resolucao de problemas de geometria plana. Essa
analise teve o objetivo de se verificar a viabilidade do uso dos nimeros complexos, pois

sabemos que a simplicidade é uma qualidade indispensavel nos métodos matematicos.

6 Problemas de Geometria Plana e Numeros Com-

plexos

6.1 Problema 1: O Problema do Tesouro: pagina 64 do livro A

Matemadtica do Ensino Médio, Volume 3

Recentemente foi descoberto um manuscrito do pirata Barba Negra descrevendo a
localizagao de um rico tesouro enterrado por ele em certa ilha do Caribe. O manuscrito
identifica perfeitamente a ilha e da as seguintes instrugoes.

“... qualquer um que desembarque nesta ilha vera imediatamente dois grandes carva-
lhos, que chamarei A e B e também uma palmeira, que chamarei C. Eu enterrei o tesouro
em um ponto X que pode ser encontrado da seguinte forma.

Caminhe de C para A contando seus passos. Chegando em A, vire para a esquerda e
dé exatamente o mesmo nimero de passos para chegar ao ponto M.

Volte ao ponto C.

Caminhe de C para B contando seus passos. Chegando em B, vire para a direita e dé
exatamente o mesmo numero de passos para chegar ao ponto N.

O ponto X esta na reta que liga M a N, e a mesma distancia desses dois pontos”.
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Mapa do tesouro

C (palmeira)
o PR

— dy

(carvalho) Arr 2
I‘. /)B (carvalho)
\

d]lllll // dz

| /
Ill -k “ N
||I -~

_dF"

(tesouro)
M

Figura 4 — Figura 54 da pagina 65 do livro A Matematica do Ensino Médio, Volume 3

desaparecido completamente.

uma desagradédvel surpresa. Os carvalhos (A e B) 14 estavam, mas a palmeira (C) tinha

Com essas precisas informagoes, os exploradores chegaram a referida ilha, mas tiveram
O tesouro estava perdido.

gem o carvalho A.

Solucgao 6.1. Vamos representar o mapa no plano de Argand-Gauss tomando como ori-

AIrn

)

Re

M

Figura 5 — Mapa do tesouro representado no plano de Argand-Gauss

Considerando os sequintes complezos: A = (0,0), B = (d,0), e C = (x,y), iremos
determinar as coordenadas dos pontos M e N.
Temos que: z = (x,y), v = BC
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Figura 6 — Mapa do tesouro com indicagoes dos complexos

Realizando as contas no plano acima, teremos:

w=AC =C— A= (z,y) — (0,0) = (z,y) ev = BC = C — B = (2,y) — (d,0) =
(x—d,y) SLou= (33,3/) eEv= (:U_day)'

Aplicando as proposicoes 4.1 e 4.2:

Vamos determinar as coordenadas dos pontos M e N.

AM =u-(—i) = M —A=(y,—2) = M = A+ (y,—z) = M = (0,0) + (y, —) .-
M :_(g)J, —).
N =(-y+d,z—d).

Determinemos o ponto médio X :

le_MN:X: —y+d+y)az—d+(—x) Ly i—_d ‘
2 2 2 2° 2

6.2 Problema 2: Questao 02 da 1° Avaliacao da Disciplina de
Geometria I de 2012/2 — (PROFMAT)

Quadrados foram construidos sobre os lados de um paralelogramo como mostra a figura

abaixo. Mostre que os centros desses quatro quadrados sao vértices de outro quadrado.
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Figura 7 — Quadrilatero e os quatro quadrados

Solucao 6.2. Vamos considerar o paralelogramo ABCD, sao construidos exteriormente a
ABCD os quadrados ABEF, BCGH, CDJI e ADHL, cujos centros sdo, respectivamente,
os pontos M, N, O e P. Iremos provar que o quadrilaitero MNOP é um quadrado.

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

Figura 8 — Indicagao dos pontos e do figura MNOP

Vamos indicar alguns vértices complexos, assim teremos:
A=0,B=2,C=2,D=23M =2, N = 25,0 = 25, P = 27, = 23,G = 2z,
]:Zlo GK:ZH.

Provaremos que: zg = z5 + (24 — 25) - (—1) € 27 = 24 + (25 — z4) - i.

Observacao 6.1. As duas equacgoes acima sao suficientes para demonstrarmos que o qua-
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drilatero com vértices em M, N, O e P é um quadrado, pois elas mostram que o qua-

drilatero em questao tem os quatro lados congruentes e quatro angulos retos.

Vejamos a figura no plano de Argand-Gauss.

Zio ™,
N,
‘\
\,
N,
N,
\,
~ Z6
S
——"‘\\
‘___‘ \‘\\\
S -
711 . VA et \ .
L SO “‘ \\
\ ~g.~~~~ ‘\ \\‘
\ ~0 \ ° Z2
\
\ Zz3 3
\ 1
\ 3
\
\ \
O.\ \ PR S \
(N \ Sl Zy
p) \ N
N, - Y
N, A - ~.
N - oo
AN 1.2 ~eo
N \‘ ’__—’ Z9
\‘Q"'—‘
N,
N,
VZIN
N,
‘\
N,
\\
\,
N
°
Zg

Figura 9 — Vértices complexos

Dessa forma teremos:
o 2 =2 + 23;

o 25 =(0—21) 1+ 2
[} 29:<21—22>'i+22;
® 219 = (22—23)'i+23
® 211 — Z3- 1.

Pelo ponto médio de cada quadrado, teremos:

1 1 .

o z4:5-(0—}—28)25-[(0—21)-2—|—21];
1 1 .

o z5:§-(z1+29):5-[21+(21—z2)~2+22];
1 1 .

[ J 26:5'(22"‘210):é'[ZQ—i‘(ZQ—Zg)'Z—i‘Zg];
1 1 .

o z7:5-(23—1—24):5-[23—1—2'3-@].

E portanto:

25+ (20— 25) (—i) =26 e za+ (25 — 24) -1 = 27
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6.3 Problema 3: Aplicagcao do Teorema da area de um triangulo.

Calcule a area de um triangulo complexo com vértices z; = (1,3),

23 = (4, 5)

Solugao 6.3. Vamos localizar os vértices no plano de Argand-Gauss:

=

P>
Re

Figura 10 — Representacao do triangulo complexo

(]-’ _3>7Z_2 = (37 _1> € z3

Usando a Proposicao 4.2. (/frea de uma triangulo):

Os conjugados dos vértices sao: z; =

R - R TR | .
A= % Nz 1= ;l (1% + 2073 + 2371) — (2271 + 2372 + 2173)]
z3 7z3 1
Lembremos que (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc), teremos:
2z =(1,3)-(3,-1)=(1-3-3-(=1),1-(=1)+3-3) = (6,8).
2023 =(3,1)-(4,-5)=(3-4—1-(=5),3-(=5)+1-4) = (17,—11).
F = (4,5)(1,—3) = (4-1—5-(=3),4- (=3) +5- 1) = (19, —7).
Usando o conjugado do produto zy - z3 = Z1 - 23, temos:
2 71 =2 -2 = (6,8) = (6,-8)
27 =25 = (17, -11) = (17,11)
27 =22 = (19,-7) = (19,7)
Realizando a soma: z21Z5 + 2273 + 2321 = (42, —10)
Usando o conjugado da soma z1 + zo = Z1 + Z3, temos:
2172 + 2073 + 2371 = 2071 + 2372 + 173 = (42, 10).
Cdlcuilo da drea serd: . . .
A= [(42,-10) = (42,10)] = 7 - (0,-20) = 7 - (0,1) - (0,-20) =

o A = bu.a.

- (20,0)

2z = (3,1) e

= (4, -5).

—120
4
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7 Consideracoes Finais

Vimos nesse Artigo que o conjunto dos Niumeros Complexos é uma ferramenta para
resolver problemas de Geometria Plana. Através do plano Argand-Gauss, podemos fazer o
uso de coordenadas dos niimeros complexos, e com isso, pensarmos neles geometricamente.

Identificamos inicialmente a relagdo dos niimeros complexos com a geometria plana,
por meio do pensamento geométrico dos nimeros complexos induzido pelo plano Argand-
Gauss e, em seguida, caracterizamos alguns métodos de resolucao de problemas de geo-
metria plana utilizando niimeros complexos através da resolucao de questoes.

Os numeros complexos, com suas propriedades algébricas e geométricas, auxiliam os
alunos a pensarem a geometria de forma algébrica, isso se torna 1util para uma consolidacao
do pensamento algébrico aplicado.

Os numeros imaginarios sao ricos em interpretagoes geométricas. Vimos por exem-
plo na questao 01 que o produto de um nimero complexo 2z pela unidade imaginéria i
equivale a uma rotacao de z no sentido anti-horario. Analogamente o produto de nimero
complexo z por (—i) equivale a uma rotagao de z no sentido horédrio. Essa defini¢ao foi
muito importante, pois através dela podemos interpretar o produto de niimeros complexos
geometricamente.

Nas questoes 02 e 03, exploramos o uso de coordenadas, podemos transportar figura
geométrica no plano para o plano de Argand-Gauss, e assim, resolver os problemas de

geometria como se fossem problemas de niimeros complexos.
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