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RESUMO

O ensemble canbnico € uma ferramenta que para ser utlizada, precisam-se
estabelecer algumas condi¢cdes que possibilitem a construcdo da funcdo de particao
para esses sistemas. A partir da fungdo de particdo, pode-se determinar uma
equacao fundamental e assim, possibilitando o estudo de variaveis termodinamicas.
A principal condicdo € que o sistema fisico analisado esteja em contato com um
reservatorio térmico, portanto, para esse trabalho, considera-se 0 meio ambiente
como reservatério térmico. Esse trabalho tem como objetivo apresentar uma forma
de aplicacdo do método estatistico em fendmenos elétricos e magnéticos do
eletromagnetismo classico. Os exemplos trabalhados séo referentes a forca
eletromotriz de uma bateria, a polarizacdo dielétrica de dois estados e o
paramagneto de dois estados, tendo como principal ferramenta de estudo, o
ensemble candnico, estabelecendo relagdes entre algumas variaveis elétricas (forca
eletromotriz, resisténcia interna e polarizacdo dielétrica da matéria e a
susceptibilidade elétrica), magnéticas (magnetizacdo e susceptibilidade magnética) e

Termodinamicas (Energia interna, energia livre de Helmholtz).

Palavras-chave: Eletromagnetismo; Termodindmica; Mecanica Estatistica.



ABSTRACT

The canonical ensemble is a tool that, in order to be used, it is necessary to
establish some conditions that allow the construction of the partition function for
these systems. From the partition function, a fundamental equation can be
determined, thus enabling the study of thermodynamic variables. The main condition
is that the analyzed physical system is in contact with a thermal reservoir, therefore,
for this work, the environment is considered as a thermal reservoir. This work aims to
present a form of application of the statistical method in electrical and magnetic
phenomena of classical electromagnetism. The examples worked refer to the
electromotive force of a battery, the dielectric polarization of two states and the
paramagnet of two states, having as main study tool, the canonical ensemble,
establishing relationships between some electrical variables (electromotive force,
internal resistance and polarization matter dielectric and electrical susceptibility),
magnetic (magnetization and magnetic susceptibility) and thermodynamics (internal

energy, Helmholtz free energy).

Keywords: Electromagnetism; Thermodynamics; Statistical Mechanics.
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1. INTRODUCAO

A construcdo da ferramenta do ensemble canbdnico se baseia em um
determinado sistema fisico em contato com um reservatério térmico. Ao longo do
tempo, percebe-se que havera uma troca de energias entre o reservatorio térmico e
o sistema fisico a ser analisado. Devido isso, ocorrerdo flutuagcdes na energia do
sistema fisico, ou seja, ao se trabalhar utilizando o ensemble canbnico, a energia
total deixa de ser uma constante (SALINAS, 2005).

Formalmente, o ensemble candnico é construido através de um conjunto de
microestados associados a distribuicdo de probabilidades acessiveis a um sistema
em contato com um reservatorio térmico mantido a temperatura constante
(SALINAS, 2005).

Baseando-se nas ideias do ensemble candnico, que consiste em analisar um
sistema cuja temperatura € mantida constante, podem ser citados alguns exemplos
de suas aplicacdes. Classicamente, tem-se a construcéo da funcao de particdo para
O gas ideal, onde através dela se pode obter valores comprovados
experimentalmente, como a energia interna e a entropia (FREITAS, 2019). Além
disso, utilizando a distribuicdo de Boltzman para a densidade de um gas, pode-se
obter a variacdo da pressao com a altitude (MOYSES, 1998).

Como exemplo de aplicacdo no eletromagnetismo, pode-se utilizar a
distribuicdo de Boltzman no plasma e obter uma forma simplificada da equacéo de
Grad-Shafranov (CRISTALDO-OLIVEIRA, 2020). Ou ainda, na eletrostatica, para se
obter valores relacionados a densidade de sistemas complexos, como € o caso de
sistemas coloidais (RAMOS, 2018).

Relacionados a Fisica moderna, os principais exemplos a serem citados sdo o
solido de Einstein e a resolugdo da catastrofe ultravioleta feita por Planck. Einstein
demostrou uma equacgéao geral para o calor especifico de um sdlido e mostrou que
nem sempre ele obedece ao teorema da equiparticdo da energia. J& Max Planck
aplicou a sua ideia da quantizagdo de energia na distribuicdo de frequéncias de um
corpo negro, demonstrando uma equacao geral para a energia média de um corpo
negro (EISBERG E RESNIK, 1979).

Com base nessas importantes descobertas que por sua vez possibilitaram a
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construcdo da mecanica quantica moderna, vé-se, portanto que utilizando a
ferramenta do ensemble candnico, é possivel descrever um determinado sistema
fisico e obter valores importantes para a analise desse sistema, portanto, Esse
trabalho tem como objetivo, apresentar uma forma de aplicacdo do método
estatistico para a descricdo de sistemas elétricos e magnéticos, estabelecendo uma
relacdo entre grandezas termodinamicas (energia livre de Helmholtz, energia interna
e entropia) e grandezas elétricas e magnéticas (FEM?, resisténcia elétrica,
polarizacéo dielétrica, susceptibilidade dielétrica, dipolo magnético e magnetizacao

total), via ensemble candnico.

2. REFERENCIAL TEORICO

Nessa sec¢do estudaremos a eletricidade e o magnetismo, que por sua vez
compdem o eletromagnetismo classico, de maneira separada a fim de melhor

entender os conceitos abordados.

2.1. Eletricidade:

A eletricidade é um ramo da fisica que se baseia no estudo das propriedades
associadas as cargas elétricas. As cargas possuem uma natureza de tal forma que
podem tanto atrair umas as outras quanto repelir. O efeito de atracdo ou repulsao
depende do sinal das cargas. O estudo de fendmenos elétricos costuma ser dividido

em duas partes: eletrostéatica e eletrodinamica.

Na eletrostatica, costuma-se utilizar o conceito de forca elétrica. Esse
conceito de forca teve sua construcdo matematica dada de maneira empirica com a
utiizacdo de uma balanca de torcdo e foi estudada por Charles-Augustin de
Coulomb em 1785 (DAVID J. GRIFFITHS,1999).

Com a construgcdo matematica da forca elétrica, foi possivel desenvolver
conceitos modernos, como o campo elétrico e o potencial elétrico dos corpos
carregados. Gracas a isso, a humanidade pdde construir muitos equipamentos
presentes em nosso cotidiano, como por exemplo, a luz elétrica, o computador,

dentre outras aplicagdes tecnoldgicas. Tipler (2009 v. 2, p.1), diz: “enquanto ha um

L FEM: abreviacdo para forca eletromotriz
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século tinhamos nada mais do que poucas lampadas elétricas, hoje em dia somos
extremamente dependentes da eletricidade em nossa vida diaria”. A forca elétrica é
determinada como sendo o produto das cargas dividida pelo modulo quadrado da
distancia.

Sabe-se que o campo elétrico € definido como sendo a forca elétrica por
unidade de carga. Quando se coloca duas cargas de mesmo sinal uma proxima a
outra, sabe-se pela lei de Coulomb (TIPLER, 2009) que surgird uma forca repulsiva
entre as particulas. Essa forca pode ser analisada da seguinte maneira: uma das
cargas servira como se fosse uma “fonte” de uma grandeza vetorial chamada de
campo elétrico e a outra serd a responsavel por sentir os efeitos desse campo
através de uma forca (NUSSENZVEIG, 1998).

Nota-se que o campo elétrico é uma grandeza que independe da carga de
prova. O campo elétrico resultante pode ser definido como sendo a soma discreta de
todos os campos elétricos do sistema. Essa soma representa o principio da
superposicdo (DAVID J. GRIFFITHS,1999). Para meios continuos, essa soma

discreta se torna uma integral que pode ser de linha, superficial ou volumétrica.

Como o campo elétrico € uma grandeza vetorial e proveniente de uma forca
conservativa, com base nas equacdes de Maxwell tem-se que o rotacional dessa
equacado é zero (para o caso da eletrostética), o0 que se admite a criacdo de uma
funcdo escalar chamada de potencial elétrico. Esse potencial também obedece ao
principio da superposi¢do, portanto, o potencial resultante é definido como sendo

uma soma discreta ou continua.

Sabe-se, porém, que na presenca de um material dielétrico, os valores do
campo e do potencial elétrico se tornam ligeiramente diferente, uma vez que a
constante eletrostatica k assumira um valor de acordo com o0 meio em que ele esta
inserido, ja que k = 1/4me em que ¢ é a permissividade elétrica do meio (no vacuo
g0 = 8,85.10712 C2/N.m?).

Quando se submete um material dielétrico como, por exemplo, o ar a um
campo elétrico, tem-se que, ao atravessar a superficie do dielétrico, o valor desse
campo sera reduzido e surgird nas periferias desse material, densidades de cargas
superficiais que pode ser determinado quando se leva em conta a descontinuidade
devido a mudanca de meio (NUSSENZVEIG, 1998). Matematicamente € definida
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como sendo o produto da permissividade elétrica do vacuo multiplicada pela
diferenga entre o campo elétrico no vacuo e no dielétrico. Ligado ao conceito de
densidade superficial de carga estd o conceito de polarizacdo dielétrica. Como se
sabe (DAVID J. GRIFFITHS,1999), a aplicacdo de um campo elétrico na matéria
neutra tende a produzir um momento de dipolo elétrico. A polarizacéo é preferencial

a direcdo do campo.

Um dipolo elétrico é formado quando se é unido duas particulas, uma com
carga positiva e outra de carga negativa e separadas por uma distancia [ < r em

que r é a distancia a qual deseja se medir o campo elétrico. O momento de dipolo é

definido como sendo p = qf. A representacdo esquematica € representada na figura

abaixo:

Figura 1: representacdo esquematica de um dipolo elétrico

Z P
A

Fonte: Curso de Fisica basica vol 3

Quando um campo elétrico externo € aplicado em uma molécula dipolar,
ocorre a existéncia de forcas opostas em cada carga. Se o campo for positivo, a
carga +q sofre uma forca de repulsdo, enquanto a carga -q sofre uma forca de
atracdo. Essas forcas fardo entdo o dipolo girar até se tornar paralelo ao campo
externo aplicado.

O torque associado a esse movimento é determinado através de um produto

vetorial dado por 7 = [xF. Sabendo entdo que F = q.E, temos que o torque nada
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mais é do que T = ﬁxﬁ. A energia de rotacdo associado a esse torque sera entéo
U(6) = [|7]d6. Cuja solugéo é:

U(B) = —p.E.cos6 (2)

Se um conjunto de dipolos com energia U(f) estdo em contato com um
reservatorio térmico a temperatura fixa, havera fluxo de energia do reservatorio para
o conjunto de dipolos. Esse fluxo de energia ira alterar o valor da polarizacao total do
sistema.

A relacdo entre o vetor de polarizacdo e o campo elétrico, vale, para meios

lineares, homogéneos e isotropicos:

P= XEE (2)

A determinacao do vetor de polarizacdo P se da com a utilizacdo de métodos
estatisticos (FEYNNMAN, 2008).

2.2. Magnetismo:

A descoberta das propriedades magnéticas dos materiais teve inicio ainda na
Grécia antiga quando se foi descoberto um material que conseguia atrair pequenos
pedacos de ferro na regido da Magnésia, o nome desse material era magnetita. Em
meados de 1100 A.C os chineses ja utilizavam as propriedades magnéticas da
magnetita para produzir um objeto muito importante para as grandes navegacgoes, a
bussola. Contudo, a explicacdo do por que ela sempre apontava para o norte so veio
surgir mais de mil anos depois, gracas a descoberta de William Gilbert (por volta de
1600), onde ele mostrou em seu trabalho que a Terra era na verdade um grande
ima.

O magnetismo era entdo uma éarea da fisica que se desenvolvia de forma
independente da eletricidade, os primeiros indicios de que a eletricidade e o
magnetismo estavam intrinsicamente relacionados surgiu em 1819, quando o fisico
dinamarqués Hans Christian Oersted notou que uma bussola interagia com a
corrente elétrica proveniente de um fio (NUSSENZVEIG, 1998). Sabe-se que essa
forca é conhecida como forca magnética e possui a peculiaridade de ser

perpendicular ao campo que a gera. Para uma Unica particula carregada, a equacao
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da forca magnética & F= qﬁxﬁ, em que g é a carga da particula, v é a velocidade
da particula e B € o campo magnético. Note que pelo produto vetorial, tem-se que a
forca magnética é perpendicular ndo s6 ao campo magnético, como também a

velocidade da particula.

As fontes desse campo magnético podem ser de dois tipos. Podem ser
gerado por correntes, ou pode surgir como propriedade do material, tal como € a
magnetita. No segundo caso, se tem que o magnetismo da matéria pode ser dividido

em trés partes principais: o paramagnetismo, o diamagnetismo e o ferromagnetismo.

O paramagnetismo e o diamagnetismo séo caracterizados pelo fato de serem
materiais lineares (NUSSENZVEIG, 1998), ou seja, a magnetizacdo tem relacao

linear com o campo magnético.

Para determinar a energia para cada dipolo magnético, sera considerado uma
pequena bobina retangular de lados L, e L,. Aplica-se entdo um campo magnético
externo B = B.%. Pela definicdo de forca magnética para meios continuos, valores
de L perpendiculares a B nio geram contribuicbes para a forga. Se L= Lix+L,y, a
forca sera F= iL,B(—Z2). Essa forca sera entdo responsavel pela existéncia de um
torque na espira. Esse torque é definido por 7 = leﬁ, sendo assim, aplicando o
vetor forca magnética, teremos 7 = (i. L,. L ®)x(—B2).

Como se trata de um retangulo, L,.L, é a area da bobina. Quando
multiplicado pela corrente, tem-se o momento de dipolo magnético ni, que aponta na
direcdo x. Portanto, analogamente ao torque provocado em uma molécula dipolar, o
torque numa bobina retangular sera, no geral 7 = myxB.

A energia armazenada nesse processo serd dada pela integral U = [|7] d6,

cujo resultado seréa analogo a energia de uma molécula dipolar:
U(@) = —myBcos6O 3)

Tal como no caso de dielétricos, os materiais magnéticos possuem uma

guantidade chamada de densidade de corrente magnética fm gue esta relacionada

—

com a magnetizacdo total atraves da equacéo fm = MxA, em que M é a
magnetizagdo do sistema e 77 € um vetor normal a superficie. A relacdo entre o vetor

de magnetizacdo e o campo magnético aplicado, para meios lineares, isotropicos e
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homogéneos, se da atraves da expressao:

M = Xm.u0§ (4)

O vetor M, tal como o vetor P é determinado por meétodos estatisticos
(HOLANDA; RAMOS; LIMA; BRAGA; SOUSA, 2020).

2.3. Motivacdo da mecéanica estatistica para a termodinamica

A mecénica estatistica € um ramo da fisica que busca a compreensédo de
fenbmenos microscopicos através de variaveis da mecanica (classica ou quantica),
para tal, ela se baseia hum postulado fundamental; este postulado garante que:
todos os estados microscopicos acessiveis a um sistema fechado em equilibrio sédo
igualmente provaveis (SALINAS, 2005). A importancia da mecéanica estatistica
comecgou a se mostrar através de um fenébmeno intrigante conhecido atualmente

como movimento browniano.

Em 1827, o botanico inglés Robert Brown durante observacfes de pequenas
particulas de pélen em suspensao na 4gua, notou que estas se moviam de maneira
constante e irregular. De inicio, ele acreditou que aqueles polens na verdade se
tratavam de seres vivos, porém, durante suas observacdes ele notou que particulas

de poeira tinham o mesmo comportamento (NUSSENZVEIG, 1998).

Cerca de cinquenta anos depois, em 1877, Delsaux prop0s que essas
particulas de pélen e de poeira colidiam frequentemente com as moléculas de agua,
como explicacdo qualitativa para o fenbmeno. A explicacdo quantitativa se deu
somente em 1905, pelo fisico Albert Einstein, que em seu trabalho, associou o

movimento da molécula a conceitos probabilisticos (NUSSENZVEIG, 1998).

Diante de suas investigacdes acerca do problema, Einstein propés uma
relacAo matematica entre o coeficiente de difusdo (D), a temperatura (T), a
constante de Boltzman (k) e a viscosidade do fluido () D = kT /u . Esta equagéo é
conhecida como a relagcdo de Einstein para a difusdo no movimento browniano. A
partir dela, pode-se obter valores precisos para a constante de Boltzman

experimentalmente.

E interessante notar que a constante de Boltzman tem a mesma dimens&o de
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entropia (]/K). Pode-se entdo supor que existe alguma relacéo entre essa constante

e a entropia. De fato, Boltzman, em 1872 chega a seu célebre resultado que
relaciona a entropia com conceitos probabilisticos (LARANJEIRAS; CHIAPPIN

2008), a chamada entropia de Boltzmann S = kIn Q.

Daqui vé-se que é possivel descrever sistemas termodinadmicos com base em
variaveis probabilisticas (multiplicidade Q) e, a partir disso, obter resultados que
estdo em excelente concordancia com analises experimentais. Essa relacdo entre
estatistica e termodinamica se da através dos Ensembles. (Volchan, 2006, p. 313)
afirma que “do ponto de vista da fisica-matematica moderna, um ensemble nada
mais € que uma familia de medidas de probabilidade invariantes indexadas pelos
parametros macroscoépicos do sistema estudado”. Essas medidas de probabilidade
devem obedecer ao Principio de Boltzmann-Gibbs, que afirma que para toda funcao
de estado “relevante” no espaco de fase o correspondente valor macroscopico em
equilibrio € dado pelo valor esperado (ou valor médio) com respeito a uma medida
de probabilidade “adequada”. Valores médios podem ser observados em sistemas
como o gas ideal. A energia interna, por exemplo, é uma média da soma das energia

cinéticas individuais de cada particula do gas.

Como se sabe, ha varios tipos de ensembles, onde os mais conhecidos sao: o
ensemble microcanbnico, candnico e gra-canbnico. Cada ensemble € aplicado para
sistemas com situacdes diferentes. O ensemble microcandnico é utilizado quando o
sistema possui sua energia fixada, ja o ensemble gra-canénico, aplica-se quando o
ndamero de particulas e a temperatura sdo mantidas constantes. Por outro lado, o
ensemble canbnico € empregado quando o sistema estd em equilibrio térmico com
um reservatério térmico, ou seja, quando se mantém a temperatura constante. A
principal consequéncia dessa condi¢do é que nesse tipo de sistema, a energia flutua
em torno de seu valor médio (CALLEN, 1985).

A partir disso, pode-se determinar as propriedades fisicas de diferentes
sistema, inclusive, de sistemas elétricos. Tem-se como exemplo, 0 caso de campos
elétricos em sistemas coloidais (RAMOS; BRAGA; ATAIDE; LIMA; HOLANDA; 2018);
FERREIRA, G.F. Leal (2003), também mostra que com o auxilio da energia livre de
Helmholtz, foi possivel construir uma equacao para a forca eletromotriz da pilha em

funcdo da energia potencial e da temperatura.
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Matematicamente, a probabilidade de encontrar o sistema num determinado
estado de energia E; sera:

e_EjB 5
p - (5)
Z

Onde g = 1/kT e Z é a funcao de particdo que esta associada a condicdo de
normalizagdo. Matematicamente, define-se como sendo a soma em todos os
estados acessiveis ao sistema. No espaco de fase classico, para meios continuos, a
funcdo de particdo podera ser representada pela distribuicdo candnica de Gibbs

mediante a densidade de probabilidade no espaco de fase.

1
p(@,p) = exp{~BH(q,p)} 6)

Em que a fungéo de particdo Z é definida como:

Z= f exp{—pH;(q,p)}dqdp 0

Dessa equacao, tem-se que H; se trata do Hamiltoniano (energia total para
sistemas conservativos) onde g e p sao a posicdo e o momento generalizado do

espaco de fase, respectivamente (VOLCHAN, 2006).

Para meios discretos, a funcdo de particdo é definida através de uma

somatoria, no geral, infinita.

- (8)
Z= Z exp{—BpH;(q,p)}
i=1

Onde {i} é o conjunto de microestados associados a distribuicdo de
probabilidades acessiveis a um sistema em contato com um reservatorio térmico.

Para sistemas de dois estados, a equacéo (8) possui uma somatéria de dois termos:

Z = exp[—pH1(q,p)] + exp[—BH;(q,P)] 9

Outro exemplo que pode ser considerado é para um gas ideal contido num
determinado volume (V). Para o gas ideal classico, temos que as variaveis q e p séo

variaveis continuas, portanto, deve-se utilizar a equacgéo (7) ao invés da (8). Com

, . 3N/2 . . . :
isso, obtém-se Z = (an/ﬁ) VN. Onde N é o nimero de particulas do sistema.

2.4. Valores médios, desvio da média e variancia
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Relacionado ao conceito de probabilidades, esta o conceito de valor
esperado. O valor esperado de uma medida nada mais € do que o seu valor médio
associado a todos os estados acessiveis ao sistema. Para variaveis discretas, a

média é definida como sendo:

= (10)
<u>= Z u; P
j=1

Onde u € uma variavel que pode assumir j valores e P; € a probabilidade de

ocorréncia desses j estados.

Utilizando a equacdo da média, podemos definir uma grandeza conhecida
como desvio da média. Esse desvio caracteriza o quanto a variavel u se afasta de

sua média:

Au=u—<u> (11)

Além da média de uma grandeza, temos também a média quadratica.

Semelhante a definicdo dada pela equacéo (10), teremos:

[ee]
2 _ 2
<u >—Zuij

j=1

(12)

Conhecendo entdo o valor da média e da média quadratica, pode-se definir
uma outra grandeza conhecida como variancia, que nada mais &€ do que a diferenca

entre a media quadrética e a média:

02 =<u?>—-<u>? (13)

2.5. Conexdao da funcéo de particdo com a termodinamica.
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Como para sistemas em que se utiliza o ensemble canbnico a energia
sofrera flutuacdes em torno de sua média, é importante calcularmos o valor dessa
meédia. Para isso, basta utilizar a equacao (10). Dela, obtemos:

- (14)
<E>=) ¥
=1

Rearranjando os termos, pode-se obter uma expressao para a energia média
em termos da funcéo de particdo e de sua derivada com respeito a f3.

1907 (15)
<E>= —E%

A energia interna total do sistema vai ser U = N < E >. Vé-se, portanto, que
existe a0 menos uma maneira de se relacionar a funcdo de particdo com a
termodindmica. Para o gas ideal monoatdmico, temos o classico resultado como
sendo U = 3NkT /2.

Partindo do fato da energia interna do sistema U se degradar devido a
entropia, podemos determinar uma quantidade que quantifica a energia disponivel
do sistema para a realizacdo de trabalho. A essa grandeza, da-se o nome de energia
livre de Helmholtz. Sua relacdo com a termodinamica se d& através da equacao:

F = —kTInZ (16)

Matematicamente, pode ser obtida a partir de uma transformada parcial de
Legendre de U que substitui a entropia pela temperatura como variavel
independente. As variaveis naturais do potencial de Helmholtz séo (T,V, N). Ou seja,
a relacdo funcional F = F(T,V,N) constitui uma relagdo fundamental onde através
da equacéao

dF = —SdT — PdV + udN a7)

Podem-se determinar todas as variaveis termodindmicas do sistema e

relacionar umas as outras através das relacdes de Maxuell.

Como exemplo, podemos utilizar a funcdo de particdo do gas ideal e obter

3N/2
sua energia livre: F = _len((an/ﬁ) VN). Usando as propriedades do

logaritmo, teremos: F = —3/2NkTIn (27””/3) — NKkTInV.

Partindo da equacéo (17), pode-se determinar uma equacao para a entropia.

No geral ela vale:



25

NkT dZ (18)
S = NkilnZ — Tﬁ

Para o gas ideal, teremos S = 3/2Nkin(2mnkT) + Nk/2 + NkinV .

3. RESULTADOS E DISCUSSOES

Na histéria da humanidade, houve a necessidade de se desenvolver aparatos
que fossem capazes de manter uma corrente elétrica constante por um fio. Para
resolver essa necessidade, Alessandro Volta, em 1800 desenvolveu a primeira pilha
elétrica.

A pilha consistia em dois discos metéalicos de metais diferentes, como o cobre
e 0 zinco, que eram separados por discos feitos de pano ou papeldo umedecidos por
dgua salgada ou acidulada. Com isso, surgia naturalmente uma diferenca de
potencial constante entre as placas, que fazia surgir uma corrente elétrica constante
guando conectada por um fio. Seguindo esse processo, pode-se tentar analisar o
que acontece com uma bateria constituida de uma solucao diluida de hidrogénio e
cloro (H*e Cl7) (NUSSENZVEIG, 1998).

3.1. Modelo

Sera dada entdo partida para a construcdo do sistema fisico a ser estudado.
E proposto aqui um modelo tedrico baseado no fato de que os ions positivos e
negativos de uma bateria estejam inicialmente localizados em regides distintas,

conforme a figura 2:
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Figura 2: Desenho esquematico da bateria de HCL

Fonte: prépria
Esse modelo consiste em supor que as cargas estacionarias sejam separadas
em duas regides, cujo acumulo de cargas tenha simetria esférica e possuam uma
diferenca de potencial fixada. Além disso, supbe-se que as regibes estejam
conectadas entre si através de um fio longo com dimenséo superficial desprezivel,
de tal forma que seja permitido haver fluxo de particulas (ndo interagentes) entre as

regides 1 e 2, como mostrado abaixo:

Figura 3: Modelo de bateria proposto

®

Fonte: Prépria
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Levando em conta os conceitos ora descritos, tem-se que estabelecer uma
condicdo para aplicacdo no ensemble canénico. Inicialmente, deve-se garantir que
haja um reservatério térmico em contato com o sistema (modelo) adotado, que
permita o fluxo de energia entre o sistema e o reservatorio, mas ndo a troca de
matéria. Neste trabalho, sera considerado o ambiente, com temperatura fixa, como
sendo o reservatorio térmico e a bateria fazendo o papel do sistema em contato com

este reservatorio, ambos com a mesma temperatura.

3.2. Funcéao de particao e energia livre de Helmholtz

Sabendo que o fator de Boltzman associado a cada particula deve ter
dependéncia com a sua respectiva energia, precisam-se definir as energias
possiveis para o sistema modelo. Como inicialmente as particulas desassociadas
estardo nas regifes 1 e 2 do modelo, tem-se que a energia cinética de cada
particula é zero, fazendo a energia total do sistema ter apenas uma parcela

relacionada a energia potencial.

D

A esfera da regido 2 da bateria tem uma carga total Q, = —N,e, em que N,

D

um numero inteiro e e € a carga elementar. A diferenca de potencial do sistema
entdo € = V; — V,, portanto, a energia potencial associado a regido 2 da bateria sera:
EZ == _Nzeg (19)

Os mesmos argumentos podem ser utilizados para a regido 1 da bateria,
porém, a diferenca crucial esta no valor da carga total Q, = N,e, para N; inteiro.
Assim, o valor da energia associado a regido 1 da bateria, seré:

E, = N,e¢ (20)

Sabendo que N;e N, sdo numeros muito grandes de particulas, convém
utilizar o método estatistico para esse tipo de sistema. Uma vez mantido a
temperatura como um parametro fixo, a distribuicdo de energias no sistema sofrera
flutuacdes, portanto, torna-se impossivel determinar a energia individual de cada
particula. A funcdo que determina a contagem para esses diferentes estados de
energia € justamente a funcéo de particdo Z (VOLCHAN, 2006).

Portanto, utilizando a funcéo de particdo para um sistema com duas energias
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(equagao (9)), temos:
7 =e BB 4 o F2F (21)

Sabendo da conexdo da funcédo de particdo com a termodinamica pode-se
calcular a energia livre de Helmholtz combinando a equacéo (16) com a equacéo
(21). Assim:

F = —kTIn(e F1f + e~F2B) (22)

E interessante ressaltar que a energia livre de Helmholtz se trata da energia
total fornecida pelo sistema a temperatura constante e possui dependéncia com a
forca eletromotriz.

Para formular o gréfico da energia livre, sera levado em conta a sua evolucéo
com relacdo a funcédo de particdo. kT a temperatura ambiente (300K) é cerca de

= —25,88.107 3¢V, portanto, a funcéo da energia serda F = —25,88.1073In(2).

Grafico 1: Energialivre em funcéo de Z

IIF

Fonte: GeoGebra

Nota-se que para Z < 1 a energia livre de Helmholtz tende a assumir um valor
positivo, porém, a medida que o sistema evolui, Z torna-se maior que um, reduzindo
a energia livre. Sabendo a expressao para a funcédo de particdo, pode-se analisar o
significado fisicoparaZ <1,Z=1eZ > 1.

3.2.1. Analise grafica: Z< 1
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Partindo da equacao (19), tem-se que:
7 =e BB 4 o7F2B (23)

Entao:
e b e B2f <1 (24)

Explicitando as energias em funcédo da FEM, tem-se:
e NieeB 4 pN2eeh 1 (25)

Tem-se entdo que para € > 0, ou seja, para V; > V,, e N & sempre um
ndmero positivo e menor que um. Em contrapartida, eV2¢¢# ser4 um nimero positivo
e maior que um, portanto, torna-se impossivel que e N1¢€f + eN2¢¢B seja um nimero

menor que um. Idem para ¢ < 0, logo, para esse limite, Z ndo tem significado fisico.

3.2.2. Analise gréafica: Z =1

Nesse limite, a energia livre de Helmholtz € nula, ou seja, a energia do
sistema disponivel para a realizacdo de trabalho vai & zero. Como a energia livre é
definida como sendo F =U —TS onde U é a energia interna do sistema e S a
entropia, para F = 0 tem-se que a energia interna se torna igual a U = TS. Para uma
temperatura fixada, variagbes na energia interna vao resultar em variacées na
entropia do sistema. Esse valor de AU pode ser interpretado como a energia interna
gue se degradou.

Partindo da definicdo da primeira lei da Termodinamica, onde AU = q + W em
que g € a quantidade de calor fornecido ao sistema e W € o trabalho realizado pelo
ou sobre o sistema.

Como no modelo proposto g = 0, tem-se que a variacao de energia interna do
sistema é devido unicamente ao trabalho realizado pela forca elétrica, portanto,
quando a funcdo de particdo vale um, todo o trabalho elétrico é degradado,

aumentando o grau de desordem do sistema.

3.2.3. Analise gréafica: Z > 1
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Nesse limite, a soma das exponenciais deve ser maior que a unidade.
Matematicamente, ja explicitando ¢:
e by eB2f > 1 (26)

Para € > 0 tem-se que:
eNzesﬁ’ >1— e—Nleeﬁ (27)

Ou seja, para uma diferenca de potencial positiva, E, > E;, 0 que implica que
0 numero de particulas na regido 2 € maior que na regiao 1.
Para ¢ < 0 tem-se que:
e—Nlesﬁ >1— eNzeeB (28)

O que implica que existirA mais particulas na regido 1 que na regido 2 da
bateria.

Vé-se entdo que a medida que o sistema evolui, ou seja, a medida que o
namero de particulas em uma das regides aumenta, a energia livre de Helmholtz
também aumenta, implicando entdo que o trabalho elétrico pode ser utilizado para
movimentar uma corrente num circuito. Nota-se, portanto, que existe dependéncia
direta entre a energia disponivel para a realizacdo de trabalho, com a forca

eletromotriz.
3.2.4. Energia livre de Helmholtz como fungéo da forga eletromotriz
Usando a expressao para a funcao de particdo, pode-se expressar a energia
livre de Helmholtz como fun¢ao da forca eletromotriz.

F = —kTIn(eN1¢2B 4 gN2e¢h) (29)

Sejaa = N,efs e b = N,ef3 e substituindo kT por 25,88.1073eV, tem-se ent&o:
F = —25,88.1073In(e "% + eP%) (30)

Graficamente:



Grafico 2: Energia livre em funcédo da FEM para a=b=1

Fonte: GeoGebra

Grafico 3: Energia livre em fungado da FEM para a=2b

=0

Fonte: GeoGebra

T
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Gréfico 4: Energialivre em funcao da FEM para 2a=b

FA

Fonte: Geogebra

Note que mudancas nos valores de a e b, deslocam o grafico para a esquerda
ou para a direita. Variar os parametros implica na verdade em variar o nimero de
particulas, ou seja, mudar o valor do niumero de particulas vai implicar em mudancas
na forca eletromotriz, portanto, existe uma dependéncia direta entre essas
grandezas.

O grafico da energia livre em funcdo da FEM apresenta um pico. Esse pico
esta relacionado ao valor maximo de energia elétrica que pode ser convertida em
trabalho nas cargas de um fio conectado a bateria, portanto, convém determinar o

valor da forca eletromotriz que torna a energia livre de Helmholtz um extremo.
3.2.5. FEM que torna a energia livre de Helmholtz um extremo

Vé-se da equacéo da energia livre que os termos exponenciais e 18 e e~F2F
Sao numeros sempre maiores ou iguais a um. Portanto, no sistema modelo adotado,
a energia livre de Helmholtz tem sempre um valor negativo. Sabendo disso, pode-se
determinar para qual valor de FEM, a energia livre € um extremo, para tal, basta
tomar a derivada da funcdo em relacdo a ¢ e igualar o resultado a zero:

oF " —Q:pe F1F — Qe F2F (31)
Frini e E1B + e~E2P
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OF ~
Mas e 0, entao:

_kT—Ql,Be_Elﬂ — Q,Be "F 0 (32)
e EiB 4 ¢—E2B B
Rearranjando, temos:
& — _e—ﬁQ2€+/3Q15 (33)
2
Mas Q; = N;.e e Q, = —N,.e, 0 que da:
& — eBeNze+[>’eNle (34)
N,

Aplicando o logaritmo em ambos os lados da equacéao (32), tem-se

eBe(N; +Nz) = In (1) (35)

2

Explicitando o valor de € obtém-se finalmente:

kT . (&) (36)
Ny.e \N,

E =

Em que N, = (N; + N;) € o numero total de particulas no sistema.

Note entdo que o resultado que exprime a FEM que torna a energia livre de
Helmholtz a maior possivel cresce linearmente com a temperatura, depende do
logaritmo da razdo entre o nimero de particulas das regides 1 e 2 da bateria e
inversamente do numero total de particulas do sistema.

A obtencdo desse resultado esta ligado ao extremo da funcdo de particéo,
portanto, a FEM que torna a energia livre um extremo é a moda da distribuicdo de

probabilidades.

O termo %Tln (%) pode ser interpretado como sendo a forca eletromotriz total
2

do sistema, que vale Nye = &;. Esse valor pode ser facilmente medido usando um
voltimetro, portanto, pode-se utiliza-lo para medir a razdo entre o numero de
particulas entre as duas regides do sistema.

Note que quando a razdo entre o numero de particulas se torna igual a um, a
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forca eletromotriz da bateria sera igual a zero. Isso implica dizer que a bateria atingiu
a saturacao, ou seja, quando se colocar um fio condutor ligado a bateria, ndo havera

o fluxo de corrente elétrica.
Seja y = N;/N,. A equacdo para a foca eletromotriz em funcdo de y a

temperatura ambiente se torna e = 0,0259 In(y). Graficamente tem-se:

Grafico 5: FEM em funcédo de y

Fonte: GeoGebra
Se inicialmente y < 1, diferente do que se vé no gréfico, ap6s a bateria atingir
a saturacao ndo é possivel fazé-la adquirir novamente uma FEM de maneira natural,
portanto, a evolugdo da forca eletromotriz é barrada para y = 1. Valores de FEM
além desse ponto ndo possui significado fisico, pois apds atingir a saturacdo, nao
havera campo elétrico para mover as cargas de uma regiao para outra.

Em contrapartida, se y > 1 é de se esperar que ions negativos deveriam se
deslocar da regido 2 da bateria para a regido 1. Todavia, a massa dos ions pode
influenciar nesse processo. Numa bateria de HCL, os ions de CL s&o mais pesados
gue os de H, portanto, € mais provavel que particulas positivas saiam da regido 1 da
bateria para a regido 2, o que faria novamente a FEM diminuir seu valor,
ocasionando no descarregamento da bateria. Novamente, a evolucdo desse

processo € barrado paray = 1.
Explorando a dependéncia da FEM com a temperatura, sera tratado uma
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razdo de numero de particulas constante. Seja y=§ln(N1/N2), entdo a forca

eletromotriz é representada por ¢ = yT. Dependendo entdo da razdo entre as duas
regides da bateria, y pode ser positivo ou negativo.

Considerando y < 0, equivale a dizer que existem mais particulas na regido 2
gue na regido 1 da bateria. Nota-se entdo que aumentar a temperatura vai tornar a
FEM mais negativa. y > 0 equivale a dizer que existem mais particulas na regido 1
gue na regido 2. Ao aumentar a temperatura, para que se mantenha a razdo de
particulas fixadas, € preciso que a FEM resultante também cresca para
contrabalancear a agitacdo térmica das particulas.

Usando argumentos da teoria cinética dos gases, pode-se demonstrar a
expressédo da forga eletromotriz com base na lei de Fick. Essa lei garante que
quando existe uma diferenca de concentracdo de particulas entre duas regides, a
agitacao térmica faré existir um fluxo da regido de maior concentracéo para a regiao
de menor concentracdo de particulas a fim de uniformizar a concentracdo. Esse
processo relaciona o fluxo de particulas (g) com a difusdo (D) através da equacgao
g = —DVn em que n é o numero de particulas por unidade de volume.

Combinado a isso, existe uma corrente de particulas devido a diferenca de
potencial entre as duas regides. A velocidade de propagacdo dessas particulas
carregadas estdo relacionadas a uma constante chamada de mobilidade do ion (y;)
e é proporcional a forca elétrica sofrida por elas (F), assim se tem uma corrente
o6hmica dada por j, = nev ou ainda j, = ney;F.

A densidade de corrente total no interior da bateria seria entdo a soma entre o
fluxo de particulas devido a lei de Fick somada com a corrente 6hmica associada ao
deslocamento das particulas carregadas. Esse efeito deve computar tanto ions
negativos quanto positivos, porém, como foi dito anteriormente, particulas de Cl~
sdo mais pesadas que de H™, portanto, pode-se em primeira aproximacao,
desprezar seus efeitos na difusdo e na mobilidade dos ions, restando apenas
j = —DeVn + ne?y;E.

Como no equilibrio j = 0 e fazendo Vn apenas na direcdo x, por exemplo,
~ D d . ~ o~
tem-se a equacao E = md—z gue quando se integra em relacéo a x entre as regioes
L

1 e 2, obtém-se finalmente a equacdo para a forca eletromotriz & =%ln (%)
i 2

Comparando essa relagdo com a obtida via mecéanica estatistica, se obtém a famosa
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relacdo de Einstein D = u;kT.

A teoria cinética, no entanto, ndo prevé outros resultados para a forca
eletromotriz, nem resultados para o potencial nas regides 1 e 2 da bateria. Utilizando
a mecanica estatistica, no entanto, pode-se obter outros valores para o potencial
elétrico nessas regibes além do valor mais provavel, para isso, basta descobrir a
probabilidade de ao analisar uma regido da bateria, encontrar um ion positivo ou

negativo.
3.3. Probabilidade de encontrar uma particula com energia E; ou E,

Para determinar a probabilidade de encontrar uma particula com um
determinado estado de energia, basta utilizar a equagéo (5).

Assim, utilizando a equacao (9) para a funcdo de particdo, tem-se para a
probabilidade de encontrar a particula com energia E;:

e_Elﬁ (37)

Pl - e_Elﬁ —+ e_Ezﬁ

Multiplicando e dividindo a express&o por ef1# se obtém:

1 (38)

P1:1+eEﬁ

Em que E = E; — E, é a diferenca de energia potencial entre as regifes 1 e 2
da bateria.
A probabilidade de encontrar particulas com energia E, seré:

e_EZﬁ (39)
PZ - e_Elﬁ + e_Ezﬁ

Simplificando:
__ 1 (40)
b = 1+ e EB

Usando os coeficientes a e b, tem-se que Ef = (a + b)e. Graficamente, para

a = b (quando o numero de particulas é igual para ambas as regides):
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Gréfico 6: probabilidade em funcao de ¢
[

Fonte: GeoGebra
Note que o gréfico de P; em funcao de x (verde) decresce enquanto o grafico

de P, (vermelho) cresce. Utilizando a FEM que € um extremo da energia livre de

Helmholtz, as probabilidades P, e P, se tornam:
1 41
P-—t (41)

1+ N—2

Se for tratado, por exemplo, o caso da saturacdo, a razao entre o numero de
particulas em cada regido da bateria vale 1, portanto, a probabilidade de encontrar
particulas nessa regido sera P, = 1/2.

Para P, se tem:
(42)

Aplicando o fato de que N,/N, = 1 se obtéem: P, = 1/2
Logo, nota-se que quando a bateria atinge uma FEM igual aquela que faz a

energia livre ser um extremo, para a = b, ou seja, N; = N,, existe igual probabilidade

de encontrar particulas tanto com energias E; quanto com energias E,.

3.4. Média dos potenciais nas duas regides da bateria
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Para obter os valores médios do potencial elétrico nas duas regides da
bateria, utiliza-se a equacgéo (10) combinando-a com a equacao (38). Para a regiao

1, se tem:

_y_ (43)
<Vi>=Vig——g
Para a regido 2, aplica-se a equacao (40) na equacéo (10):
_ (44)
<Ve>=Var—pp

A partir desses resultados, pode-se calcular o valor da diferenca de potencial
média uma vez que € =V, — V,, tem-se que:

<e>=<L V1 - VZ >=< V1 > —< VZ > (45)

Assim:

4 V (46)

< &E>= —
14+eEB 14 e EB

Logo, vé-se que mesmo que V; =V,, apesar da diferenca de potencial, no
geral, ser nulo, a média é diferente de zero. A média s se tornara nulase V; =V, =
0.

Além da média, pode-se determinar o potencial quadratico médio:

<el>=<(V —V,)2 > 47)

<e2>=< Vi >4+< V2> -2< V.V, > (48)

Ja no caso do potencial quadratico médio, se V; =V,, seu valor se anula,

mesmo que V; e V, sejam diferentes de zero.

3.5. Desvio padrao

Sabendo o valor do potencial médio e do potencial quadratico médio, pode-se
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determinar o desvio padréo dessa quantidade utilizando a equacéo (13). Assim:
o= (<e?>—<¢g>2)12 (49)

Aplicando as equagdes anteriores, tem-se:
o=[<V2>+< V2> =2 < V.V, > —(< V2 > +< V2 > =2 <V, >< V, >)]Y? (50)
Fazendo um algebrismo e rearranjando a expressao:
c=0Q2<V,><V, >-2< V.V, >)/? (51)

Para saber o valor do desvio padrao é necessario descobrir a média de V;.V,.

Para isso, basta utilizar a equagéo (), assim:

VYV >= ViV~ Va5 (52)
Manipulando a equacéao, tem-se que:
(e"F — e7F) (53)
< V.V, >= —Vl.Vzm
Rearranjando:
sinh Ef (54)

< Vl'VZ >= —Vl.Vzm

Aplicando esse resultado, tem-se que a expressao para o desvio padréo se
torna:
sinhER  \'/? (55)
+2V,.V, )

0=(V1-Vzm ﬂTshEﬁ)

Dessa expressao, segue gque 0s potenciais em suas respectivas regioes V; e
V,, a priori, podem assumir quaisquer valores, uma vez que o0 potencial ndo tem
significado fisico. Todavia, quando se admite V; ou V, iguais a zero, tem-se que 0
desvio padrdo se anularia também. Isso implicaria dizer que a média quadratica é
igual ao quadrado da média, ou seja, que a funcdo € é constante ao longo do
processo, logo, qualquer variagcdo na energia do sistema é unicamente devido ao

fluxo de particulas entre as duas regides da bateria. Para que isso seja verdade, a
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~ KT N . o
expressao ey = ?ln (N—l) deve ser na verdade, um valor estacionario.

2

3.6. Energiainterna do sistema

A energia interna do sistema estd relacionado a conservacao de energia.
Sabe-se que por a bateria possuir uma resisténcia interna, parte da energia utilizada
para a realizacdo de trabalho elétrico € convertido em energia térmica na bateria.
Essa conversdo de energia elétrica em energia térmica deve, por sua vez, aumentar
a energia interna.

Para determinar a energia interna a partir da funcéo de particao, faz-se uso da
equacao (15), assim:

_(Qr.e7BF 4 Q,.e7E2F) (56)

Er

U

e_Elﬁ + e_Ezﬁ

Simplificando a equacédo em termo de Ef, tem-se:

+ Q,.efP (57)
U = (Q11 +Q62EZ )5T

A energia interna, portanto, aumenta exponencialmente com a energia,
porém, para altos valores de Ef, ou seja, para valores baixos de temperatura
(equivalente a dizer que EB >» 1), a energia interna vai perder o crescimento
exponencial e vai tender a evoluir linearmente com a forca eletromotriz.

Matematicamente:

.eEB 58
U~ (Qz Eep )ET (58)
e
U~ Qyer (59)
Ou ainda:
U =~ _NzeST (60)

Nesse limite, o numero de particulas que sairia da regido 1 da bateria para a

regido 2 se reduziria. Como a energia térmica € baixa quando comparada a energia
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potencial, ndo ocorreria um deslocamento de particulas entre as regides. Pela teoria
cinética, equivale a dizer que a agitacdo térmica ndo é suficiente para formar um
gradiente de concentracdo. Como efeito global, tem-se que V; e V, terdo valores
bem proximos, o que tornaria a energia interna do sistema bem pequeno. Caso
V-V, U-0.

Em contrapartida, se Ef for um nidmero muito pequeno, ou seja, se 0 sistema
esta sujeito a altas temperaturas (equivale a dizer que Ef « 1), o termo exponencial
pode ser expandida em uma série de Taylor, assim, usando a aproximacéo de ordem

zero, tem-se:

(Q1 + Q2.) (61)

U > er

IR

Vé-se entdo que o valor que multiplica &, se torna uma média entre os valores

EB .
| (Q1+Q2-e ) é

1+eEB » na

das cargas em ambas as regides. Isso sugere que o termo gera

verdade, o valor da média de carga fornecida pela bateria.
Para verificar esse fato, basta calcular a média da caga armazenada no

sistema, assim:

_ Q: Q: (62)
SO=T et T e
@ Q,efF (63)
<Q>_1+e’5ﬁ+e’5ﬁ+1
+0,.eEB 64
<Q>= (Q1 Q2. e ) (64)
14 efp

Essa dependéncia da média de carga fornecida com a temperatura se da
devido a agitacdo térmica que desassocia os fons de HCl. E devido essa
dissociacao que ha fluxo de ions de uma regido para a outra da bateria, permitindo a
existéncia de uma carga liquida.

Para altas temperaturas, tem-se que, usando a aproximacdo em série de

Taylor para a ordem zero:
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Q1 +Qz2.) (65)
2

<Q>=

Resultado semelhante (para esse limite) pode ser obtido se for admitido que
as esferas do modelo formem capacitores em paralelo, a energia armazenada por
esse capacitor sera: E = Cequz/Z ou E = Qer/2, umavez que C,q = C; + C;.

Comparando com a equacdo anterior, a carga total fornecida pela bateria,
sera igual a quantidade de carga armazenada nos capacitores esféricos. Entao,
conectando-se a bateria a um fio condutor externo, a corrente que flui através desse
fio serd devido ao descarregamento dos capacitores. Conclui-se entdo que, no geral
U=<Q > ¢r.

3.7. Entropia

A segunda lei da termodinamica estabelece uma fungéo de estado associada
a um estado de equilibrio termodindmico de um sistema. Essa funcdo de estado
caracteriza o grau de desordem das particulas, determinando a degradacdo da
energia total do sistema.

Para realizar o calculo da entropia, sera aproveitado o fato de se ter
conhecimento da energia livre de Helmholtz. Rearranjando a equagéo (29), tem-se:

1 <1 + e5ﬁ> (66)

F=-—=In Y

B

Com base na equacdao (18), a entropia total para o sistema sera:

&7 (Q1 4 Qz.€"F) 1+ efF (67)
T 1+ eEF eE1B

S + Nok.ln<

(Q1+Qz-ee‘8)

O termo ey ——;

€ a energia total do sistema, caracterizando o fato de a

entropia ter dependéncia natural com a energia interna do sistema.
Agora, fazendo o limite em que Ef «< 1, tem-se usando a série de Taylor e

utilizando o termo de ordem zero, tem-se:

(Q: + Q2) (68)

S o Er + Nok ll’l(Z)

IR
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Com base no valor determinado da entropia, pode-se estipular o valor da
energia que se torna indisponivel para o trabalho. A esse valor, da-se 0 nome de
“trabalho perdido” (TIPLER 2009, p. 657). Como a entropia € uma funcéo de estado,
pode-se determinar sua variacdo para dois estados distintos. Como Q; e Q, sdo
valores estacionarios, mudar o estado da entropia equivale a mudar o estado da

FEM, ja que séo diretamente proporcionais, assim:

_ Q1+ Q) (69)
AS = TAST
Como o trabalho perdido é
W =TAS (70)
Com isso, tem-se:
+ 71
W@, (71)

A poténcia de energia dissipada sera entao

p W (@i +Q2)Ag (72)
ot T AL T 2 At

Logo, para altas temperaturas, a bateria perde certa quantidade de energia ao
longo do tempo para Q, e Q, estacionario. Essa perda de energia esta diretamente

ligada a resisténcia interna da bateria.
3.8. Calculo daresisténciainterna

Note que a potencia dissipada € diretamente proporcional a taxa com que a
FEM varia com o tempo. A FEM que torna a energia livre um extremo, € a mesma
gue torna a entropia um extremo, ja que essas grandezas estao relacionadas pela
expressao F = U —TS.
. - kT N
Assim, utilizando &; = ?ln (N—l) tem-se:

2

kT N, (73)
Ay = —A|In—
er e [ " N,
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Variagbes no estado da FEM equivalem a variagbes no logaritmo da razao
entre o numero de particulas. Como N, varia muito pouco com o tempo devido a
massa dos ions negativos ser muito maior que a massa dos ions positivos, essa

variacao ir4 afetar apenas N,, portanto:

kT N, 1 (74)
TN,
Simplificando:
kT 1 (75)
AST _ ?N_lANl
Ou ainda em termos de Q,
kT 1 76
Mep = 2 A0, (70)
1

Se for admitido que durante esse processo de variacdo de FEM, a corrente
interna I;,; = AQ,/At obedece a lei de Ohm, entao:

e _ Mie?Ae 7
Tint kT At

line =

Com isso, se obtém uma expressdo quantitativa para a resisténcia interna da
bateria, que é:

b Eri KT (78)
MET Agy Nye?

Onde 7 = At é o tempo necessario para que a FEM mude de um estado inicial

para um estado final Aer = &7 — &r;.

Vé-se, portanto que a resisténcia elétrica possui dependéncia linear com a
FEM, obedecendo a lei de Ohm. Além disso, nota-se uma dependéncia linear com a
temperatura e com o tempo.

4. DIPOLO ELETRICO DE DOIS ESTADOS

4.1. Funcdo de particdo de moléculas polares de dois estados
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Sabe-se que a funcdo de particdo € dada pela equacéo (8). Aplicando para o
dipolo de dois estados, a energia sO pode assumir dois valores que estao
diretamente ligados ao valor de 8 (como mostrado na equacdo (1)). Serd admitido
que 0 sé pode valer 0 ou 7, portanto, as energias possiveis seriam:

U, =—-p.E (79)

Portanto, a funcao de particao se torna:
7 =e V1B 4 g7 U2F (81)

Assim:
7 = ePEB 4 o~PEB (82)

Que pode ser escrita em termos de uma funcao hiperbdlica:
Z = 2cosh(p.Ep) (83)

4.2. Energialivre de Helmholtz
A energia livre de Helmholtz para a polarizacéo de dois estados a temperatura
ambiente vale:

F = —25,88.1073In[2 cosh(p. EB)] (84)

Cujo grafico da energia livre em funcédo do campo externo E é:
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Gréfico 7: Energialivre em funcdo do campo elétrico aplicado
o

=5

=

\
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Fonte: Préprio autor

Note, portanto que aumentar o valor do campo fara a energia livre atingir um
pico, no entanto, ao continuar aumentando o campo elétrico a partir desse valor, fara
a energia disponivel para a realizacao de trabalho diminuir.

O comportamento desse grafico € semelhante ao comportamento grafico da
energia livre em funcdo da FEM no modelo de bateria estudado anteriormente para
quando a = b = 1. No caso da polarizacdo de dois estados, a € b sempre vao ser
iguais. Portanto, tem-se que o valor de E que torna a energia livre um extremo, sera

entdo E = 0 N/C. Para o caso da bateria, equivaleria a dizer que N; = N,.
4.3. Energiainterna do sistema

Para determinar a energia média por particula do sistema composto por

moléculas polares, basta tomar a equacéo (15), assim:
< u >= —pE tanh(pEpR) (85)

A energia média total sera entéo:

U =N < u >= —NpE tanh(pEp) (86)

Onde N é o numero total de particulas polares do sistema.
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Podem-se estimar valores para os extremos de altas e baixas temperaturas.

Para pEf > 1, tem-se que tanh(pEB) = 1, portanto, a equacao para a energia
interna sera:

U= —NpE (87)

Como no caso da bateria, baixas temperaturas fara a energia interna
depender linearmente da energia elétrica do sistema. Como a temperatura € baixa,
basta um pequeno valor de campo elétrico para que as moléculas se orientem na
direcdo desse campo externo.

J& para o caso em que pEB « 1, tem-se que a tangente hiperbdlica tera uma

aproximacdo em primeira ordem dada por:
1+ pEB — (1 - pEB) (88)

Qnh(PER) ~ 4 e 1= pEp
Simplificando
tanh(pEpR) = pEP (89)
Assim:
7 N(pE)? (90)
B kT

Note que diferentemente da equacédo de estado térmico para o gas ideal, por
exemplo, a energia interna total para altas temperaturas da polarizacdo de dois
estados, varia inversamente com a temperatura. Além disso, varia quadraticamente

com o campo elétrico aplicado.

4.4. Probabilidade de encontrar uma molécula a favor do campo (8 = 0) e

contra o campo (6 = m)

b e PP (91)
prob6=0 = pEB | o—pEB

Multiplicando em cima e embaixo da expresséo por e?f8 tem-se:

_ 1 (92)
Pprobo=0 = 1+ o2nif
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ePEB (93)
eP-Eﬁ + e -p.EB

Prob0=1't =

Multiplicando em cima e embaixo da expressao por e P£f tem-se:

1 (94)
Probo=n = 11 o 20EF

Sabendo dos valores da probabilidade de encontrar uma molécula apontando
a favor do campo ou contra ele, pode-se determinar o valor do modulo da

polarizacdo média e consequentemente, a polarizacéo total.
4.5. Polarizacdo média e polarizagéo total

A polarizacéo total de um material com moléculas polares esta diretamente
relacionada a densidade de cargas de polarizacdo. Sua definicdo, no entanto, esta
ligada ao momento de dipolo elétrico da substancia e é tratado como sendo a
guantidade de momentos de dipolo por unidade de volume.

A média do médulo do momento de dipolo total do sistema vale, com base na

equacao (10):

pep.E[s’ pe—p.Eﬁ (95)

< p == ep-Eﬁ + e‘p-Eﬁ - ep-Eﬁ + e‘p-Eﬁ

Colocando p em evidéncia, tem-se:

ep-EB — e_p-EB (96)
< p >= peP-Eﬁ + e‘p-Eﬁ
Simplificando:
< p >= ptanh(p.ER) (97)

No limite de altas temperaturas, ou seja, quando p.Ef < 1, tem-se que a

polarizacdo média vale:
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p*E (98)

Nota-se uma dependéncia linear da média do momento de dipolo com o
campo elétrico impresso e depende inversamente da temperatura. Essa
dependéncia inversa com a temperatura esta ligada a lei de Curie. Sabendo o valor
do momento de dipolo médio, pode-se determinar a polarizacéo total do sistema. Ela
vale:

Np?E (99)
kT

P=N<p>=

Partindo desse resultado, pode-se determinar uma equacdo para a
susceptibilidade elétrica através da equagéo (2). Assim:

_ Np? (100)
 gokT

X

4.6. Entropia

Partindo da equacéo (18), teremos que a entropia fica sendo:

pE tanh(pEp) (101)
T

S = kIn[2 cosh(pEB)] —
Usando a aproximacdo de ordem um da série de Taylor, a entropia se torna,
para altas temperaturas:
(pE)? (102)
kT?

S =kIn(2) —

E interessante notar que para esse limite, mesmo ap6s ter desligado o campo
elétrico externo, a entropia assumira um valor constante e diferente de zero. Quando
se desliga o campo, a agitacdo térmica fara com que as moléculas polares tenham
sua orientacao alterada novamente. Essa alteracdo sera a responsavel pelo valor da

entropia S, = kIn(2).

5. PARAMAGNETO DE DOIS ESTADOS
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5.1. Funcao de particdo do paramagneto de dois estados

Utilizando a equacéo para a energia de cada dipolo dada por (3), teremos que

para os dois estados (6 = 0 e § = ), como sendo:

U9=0 = _moB (103)

Ug=r = myB (104)

Portanto, a funcéo de particdo para esses dois estados de energia sera:
Z = 2 cosh(fm,B) (105)

Que € anéaloga a funcéo de particdo para as moléculas polares. Tem-se entao

gue a energia livre de Helmholtz vale:

1
F = —Eln[Z cosh(fmyB)] (106)
A energia interna total sera:

U = —NuB tanh(8m,B) (207)

Por fim, a entropia do sistema é:

myB
5= kinfzcosn ("22) - B =D (109
= kin[2 cos T T

O momento de dipolo magnético e a magnetizacéo total do sistema também
terdo equacbes semelhantes as da molécula polar, portanto, tem-se
respectivamente:

< my >= mytanh(fmyB) (109)

M = N < my >= Nm, tanh(fmyB) (110)

No limite de altas temperaturas, a magnetizagao total se torna:
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_ Nm? 5 (111)
kT

Com base na equacdo (4), tem-se que a susceptibilidade magnética é
definida como sendo:

_ Nuomq? (112)

Que determina o qudo susceptivel um material é para aumentar a sua

magnetizacao total quando sujeito a um campo magnético.

5.2. Capacidade térmica a volume constante do paramagneto de dois

estados

Partindo do conhecimento da entropia, pode-se calcular a capacidade térmica
a volume constante para o sistema do paramagneto. Conhecendo a capacidade
térmica, pode-se estabelecer a quantidade de energia necesséaria para alterar a
temperatura do sistema em um grau.

A equacdo que determina a capacidade térmica por particula a volume

constante é:

0S (113)
Cr=T (ﬁ)v
Assim;
2 114
myB sech (H;COTB) (114)
CV == k
kT

No limite de altas temperaturas, a capacidade térmica se torna:

moB\* (115)
)

CV:k(

Tendo entdo uma dependéncia quadratica com o campo magnético aplicado e
dependendo inversamente do quadrado da temperatura. Portanto, usa-se menos

energia para variar a temperatura de um paramagneto quando o campo externo
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aplicado é menor.

Ao comparar esse resultado com a equacdo da capacidade térmica por
particula para um solido de Einstein no limite de altas temperaturas C, = k. Esse
valor da capacidade térmica a volume constante por particula vale apenas para
materiais puramente paramagnéticos, ou seja, desconsidera qualquer interacao
intermolecular existente entre os &tomos do material e s6 existe enquanto houver a
existéncia de um campo magnético externo. Para valores tipicos de my~10"23]/T e
para um campo externo igual a B~1.103T, tem-se para um mol de particulas que
Cy~8,048.10723] /K.

6. CONCLUSAO/ CONSIDERACOES FINAIS

Nesse trabalho foi apresentado um modelo tedrico equipotencial que
possibilitou a aplicacdo da mecéanica estatistica para o entendimento microscopico
da forca eletromotriz via abordagem do ensemble canénico, além disso, utilizou-se
esse ensemble para o estudo de fenbmenos elétricos e magnéticos da polarizacao
dielétrica e da magnetizacao.

Para a bateria, foi obtida através de uma analise simples das energias
possiveis para o sistema a funcdo de particdo. Por intermédio dela, foi possivel
analisar o comportamento grafico da energia livre de Helmholtz paraZ <1,Z=1e
Z > 1 e foi notado que sO existiam valores possiveis para Z > 1 para a funcao de
particdo. Através desse resultado, analisou-se o comportamento da energia livre em
funcdo da FEM. O gréfico plotado, mostra que a energia livre tem um extremo.

Através do calculo da FEM que torna a energia livre de Helmholtz um
extremo, foi mostrado que essa FEM depende linearmente da temperatura e do
logaritmo entre a razdo do numero de particulas. Além disso, utilizando a equacao
da entropia, foi calculado o trabalho que € perdido na forma de calor pela bateria.
Através desse trabalho perdido, determinou-se uma equacédo para a resisténcia
interna da bateria, mostrando que ela obedecia a primeira lei de Ohm.

Para moléculas polares, foi visto que a energia de cada dipolo elétrico possui
uma dependéncia com o cosseno do angulo entre o vetor campo elétrico aplicado e
o vetor de dipolo. Foi entdo considerado que as energias da molécula dipolar so
possa ter dois valores possiveis, sendo eles a favor do campo ou contra 0 campo.

Assim, a funcao de particdo se tornou simples de ser calculada, possuindo apenas



53

dois termos. Partindo dessa funcgéo, foi obtido a energia livre de Helmholtz para o
sistema e verificado graficamente que possuiam caracteristicas semelhantes a
energia livre da bateria.

O gréfico da variacdo da energia livre em funcdo do campo elétrico externo
aplicado mostrou que havia um valor de extremo e que esse valor era atingido
apenas quando o campo elétrico externo era nulo. Ainda utilizando a funcdo de
particdo, foi obtido alguns valores médios para o sistema, como é o caso do modulo
do vetor de polarizacdo e da energia interna do sistema.

Resultados semelhantes foram obtidos a partir do estudo do paramagneto de
dois estados. Como no caso da polarizacdo, a energia dependia do cosseno entre o
campo externo e o momento de dipolo elétrico e para a construcao da funcdo de
particdo, consideraram-se apenas dois valores ja mencionados anteriormente.
Verificou-se entdo que a susceptibilidade magnética dependia inversamente da
temperatura, tal como a susceptibilidade elétrica.

Através da energia livre, determinou-se a entropia e com essa funcdo de
estado, foi possivel mostrar que a capacidade térmica a volume constante do
paramagneto de dois estados dependia do quadrado do campo externo aplicado no
limite de altas temperaturas e foi visto que essa capacidade térmica ndo considerava
nenhuma outra interacdo entre as moléculas, portanto, trata-se apenas de uma
situacao hipotética.

Com esses resultados, portando, conseguiu-se verificar a relacdo que
algumas variaveis termodinamicas como a energia livre de Helmholtz, a energia
interna e a entropia, apresentaram com algumas variaveis elétricas, como a FEM, a

resisténcia elétrica e o médulo do vetor de polarizacao elétrica e magnética.
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